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Introdu
tionLes lois de la physique peuvent être radi
alement di�érentes suivant l'é
helle à laquelle les phé-nomènes sont envisagés. Ainsi, les pro
essus mi
ros
opiques sont régis par la physique quantiquedont les résultats 
hoquent l'intuition (
lassique) que l'on peut avoir des phénomènes empiriques.Dès lors, il est légitime de se demander 
omment relier 
es deux types de physiques au 
ompor-tement si di�érent : 
'est l'objet de l'étude de la transition quantique-
lassique.Un premier lien entre 
es des
riptions mi
ros
opiques et ma
ros
opiques de la Nature vient dela 
onstru
tion des systèmes quantiques eux-mêmes. Le pro
essus de quanti�
ation d'un systèmepart traditionnellement d'un modèle 
lassique : les degrés de liberté et les intera
tions utiliséespour dé
rire les phénomènes mi
ros
opiques sont motivés par la physique 
lassique. L'état d'unsystème mi
ros
opique est alors dé
rit par une superposition d'états ma
ros
opiques produisantdes e�ets qui ne peuvent pas être dé
rits par la physique 
lassique. La dynamique 
lassique estalors souvent l'ordre dominant de 
elle dé
rivant la physique quantique. Ce premier lien entre 
esdes
riptions peut se 
omprendre par l'intermédiaire du théorème d'Ehrenfest : la valeur moyennedu 
entre de masse d'un système quantique suit les équations 
lassiques du mouvement dansla limite où le paquet d'onde le dé
rivant est fortement lo
alisé. Aussi, la dynamique 
lassiqueapparaît e�e
tivement 
omme un 
as limite de 
elle valable à l'é
helle quantique et justi�e ainsile s
héma de quanti�
ation traditionnel. Toutefois, 
e théorème montre également que toute des-
ription 
lassique doit en prin
ipe pouvoir être 
onstruite à partir d'une théorie mi
ros
opiquesous-ja
ente. On peut alors se demander 
omment les lois de la physique 
lassique sont e�e
-tivement dérivées de 
elles de la physique quantique plut�t que supposées dès la 
onstru
tion.Cette démar
he est d'autant plus légitime que le théorème d'Ehrenfest est limitée à des résolu-tions ne dépassant pas la taille 
ara
téristique des 
harges mises en jeu 1. Ainsi, la façon dontla dynamique 
lassique est 
onstruite à partir de 
elle valable à l'é
helle mi
ros
opique reste unproblème ouvert : par exemple, l'importan
e des 
ontributions 
lassiques à la dynamique de sys-tèmes mi
ros
opiques n'explique pas 
omment les superpositions d'états, propres à la physiquequantique, peuvent disparaître 
omplètement dans la limite 
lassique.En fait, l'étude de la transition quantique-
lassique est traditionnellement 
omprise 
ommela re
her
he des 
onditions et des phénomènes né
essaires à l'obtention d'un 
omportement 
las-sique. Un élément d'étude de 
ette transition s'atta
he à la disparition des interféren
es entre1. La lo
alisation du paquet d'onde est limité à 
ause de la 
réation inévitable de paires de parti
ules etd'antiparti
ules pour les pro
essus dont l'é
helle 
ara
téristique est pro
he de la longueur d'onde de Compton.1



INTRODUCTIONétats : la disparition des états superposés est né
essaire au rétablissement de la loi d'addition desprobabilités d'évènements s'ex
luant, valable en physique 
lassique. Cependant, les lois d'évo-lution des états en physique quantique sont unitaires et linéaires. Par 
onséquent, elles doiventpréserver 
es superpositions et, a priori, rien ne permet d'expliquer leur disparition. Un élémentde réponse vient de la théorie de la dé
ohéren
e introduite en 1970 par H. D. Zeh [45℄. Le point
entrale de 
ette théorie porte sur l'identi�
ation du système e�e
tivement à l'étude : les loisd'évolution des états sont valables pour un système isolé et �global� qui ne 
orrespond pas ausystème étudié mais à la réunion de 
e dernier ave
 son environnement. Cet environnement n'estpas l'objet de mesure. Selon l'importan
e des dissipations qu'il génère, l'environnement habillealors les 
ontributions du système suivi et induit ainsi la disparition des interféren
es entre états,propres à la physique quantique. Seul les états pointeurs 
'est-à-dire 
eux pour lesquels 
et ha-billage a peu d'in�uen
e, �survivent� à 
es dissipations. De tels états sont alors supposés présentsdes deux 
�tés de la transition quantique-
lassique.Ainsi, la parti
ularité de la théorie de la dé
ohéren
e réside dans le fait que le 
omportement
lassique ou quantique d'un système est di
té par l'importan
e des intera
tions qu'il a ave
 sonenvironnement. Par 
onséquent, la théorie de la dé
ohéren
e ne fait intervenir qu'indire
tementla taille du système dans l'établissement de la limite 
lassique : les systèmes mi
ros
opiquessont généralement isolés et ont alors un 
omportement plut�t quantique alors que les systèmesma
ros
opiques ont plus tendan
e à être ouverts. Dès lors, 
'est le nombre de degrés de libertéinteragissant ave
 l'environnement, ainsi que leur nature, qui dé
ide du 
ara
tère 
lassique ouquantique d'un système. Dès lors, l'utilisation de la théorie quantique des 
hamps apparaît 
ommeun outil 
lef dans l'étude de 
e type de physique : 
ette théorie permet de gérer su�samment dedegrés de liberté pour dé
rire un système pouvant évoluer vers la limite 
lassique.La théorie quantique des 
hamps est le 
adre théorique permettant d'étudier les systèmessatisfaisant à la fois les prin
ipes relativistes et les postulats de la mé
anique quantique. Sonutilisation est né
essaire à la des
ription de la transition quantique / 
lassique 
ar elle permet dedé
rire un environnement su�samment dissipatif pour que 
ette transition ait lieu. Une premièreappro
he de 
e 
adre théorique s'intéresse au 
al
ul d'amplitudes de transition [1, 2℄. L'objet dupremier 
hapitre est de présenter le 
al
ul de 
es quantités dans le 
ontexte de la physique desparti
ules. Plus parti
ulièrement, 
ette présentation est 
entrée sur l'utilisation d'intégrales de
hemin : elles dé
rivent le 
al
ul d'amplitudes de transition 
omme une somme de phases prisessur toute une 
lasse de 
hemins. Les observables sont alors dé�nies en terme de fon
tions deGreen dont le 
al
ul peut être rendu systématique par l'utilisation de fon
tionnelles génératri
es.Cependant, le 
al
ul d'amplitudes de transition se révèle peu adapté à l'étude de la transitionentre les domaines quantique et 
lassique : d'une part, elles ne permettent pas d'a

éder à l'étudede matri
es densités réduites ; d'autre part, elles ne donnent a

ès à des observables que dans des
as très spé
i�ques. Toutefois, une partie importante des méthodes et des 
on
epts issus du 
al
uld'amplitudes de transition peut être adaptée à un 
adre propi
e à l'étude de 
ette transition.Le se
ond 
hapitre regroupe les dé�nitions de di�érents propagateurs. Le 
al
ul d'amplitudesde transition se limite à l'utilisation de la pres
ription de Feynman. Toutefois, la détermination de2



INTRODUCTIONvaleurs moyennes, à partir du prin
ipe d'a
tion introduit par S
hwinger présenté dans le 
hapitresuivant, fait intervenir d'autres pres
riptions. Les relations entre 
es di�érentes pres
riptions sontdé
rites ainsi que des propriétés de 
al
ul vis-à-vis des 
ou
hes de masses.Le troisième 
hapitre présente une autre appro
he de la théorie quantique des 
hamps : leformalisme 
losed time path (CTP), introduit par S
hwinger [18℄ en 1961, permet de dé
riredire
tement la dépendan
e temporelle de valeurs moyennes. Ce formalisme 
onstitue une repré-sentation de Heisenberg de la théorie quantique des 
hamps au sein duquel les matri
es densitésapparaîssent naturellement. En outre, il permet d'étudier des états mixtes alors que le 
al
uld'amplitudes de transition se limite à la des
ription d'états purs : 
e formalisme est un des
adres d'études de la transition quantique / 
lassique [12℄. L'idée dire
tri
e de 
e formalisme estd'exprimer les valeurs moyennes à partir d'une première amplitude de transition allant vers unétat �nal arbitraire puis revenant, dans un se
ond temps vers l'état initial via une se
onde am-plitude de transition présentant une évolution 
hronologique 
ontraire. Cette pro
édure doublealors le nombre de degrés de liberté. Le 
al
ul d'observables peut être fait au moyen d'un for-malisme fon
tionnel analogue à 
elui présenté dans le premier 
hapitre. Toutefois, les valeursmoyennes ne peuvent pas être obtenues par prin
ipe variationnel pour le formalisme CTP usuel :une paramétrisation non-orthogonale des paires de degrés de liberté vient résoudre 
e problème[39℄. En�n, les derniers développements de 
e 
hapitre permettent d'introduire le formalismeopened time path (OTP). Ce formalisme dé
rit le 
al
ul d'éléments de matri
es d'un opérateurdensité de façon analogue au formalisme CTP. Plus parti
ulièrement, 
e formalisme est utilepour dé
rire le 
al
ul de matri
es densités réduites.Le quatrième 
hapitre aborde brièvement la théorie quantique des 
hamps à l'équilibre ther-modynamique. Dans un premier temps, une présentation du formalisme en temps imaginaire estfaite. Ce formalisme représente une alternative aux formalismes en temps réel qui sont présentésdans une se
onde partie dans la se
onde partie de 
e 
hapitre. L'utilisation d'un réservoir de
haleur et de parti
ules est en fait une 
ommodité pour paramétrer les propriétés des degrés deliberté qui vont jouer le r�le d'un environnement dans l'étude de la dé
ohéren
e présentée dansle 
hapitre suivant.Le dernier 
hapitre traite de l'établissement d'aspe
ts 
lassiques pour des moyennes dé�-nies à une résolution appartenant au domaine quantique : les valeurs moyennes dé�nies à 
etteé
helle sont appelées 
hamps sub-
lassiques. Plus parti
ulièrement, la valeur moyenne du 
hampéle
tromagnétique et des densités de 
harges sont introduites pour une telle résolution en tantque fon
tions sur l'espa
e-temps : elles permettent d'aborder quelques aspe
ts majeurs de la
onstru
tion de la théorie 
lassique 
orrespondante à partir de l'éle
trodynamique quantiquesous-ja
ente. Tout d'abord, des équations du mouvement retardées véri�ées par 
es moyennesont pu être obtenues à partir du prin
ipe variationnel dans l'approximation à une bou
le. D'autrepart, l'in�uen
e des polarisations sur les propriétés éle
tromagnétiques du milieu ont pu être ob-tenues à température et densité �nies. En�n, 
ertains aspe
ts propres à la dé
ohéren
e du 
hampsde photons, pour 
ette résolution, ont pu être établis à partir d'une évaluation perturbative dela matri
e densité réduite via le formalisme OTP.3
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Chapitre 1Éléments de théorie quantique des
hampsCe 
hapitre a pour obje
tif d'introduire brièvement la théorie quantique des 
hamps dansle 
adre de la physique des parti
ules. L'objet de 
ette bran
he de la physique est l'étude dephénomènes mi
ros
opiques très énergétiques a�n d'en extraire les propriétés de parti
ules élé-mentaires ainsi que les lois gouvernant les intera
tions fondamentales de la nature à de tellesé
helles. Les résultats de 
es pro
essus mi
ros
opiques sont observés à l'é
helle ma
ros
opiqueoù 
eux-
i apparaissent alors 
omme extrêmement brefs. La plupart des propriétés des parti
ulessont déduites d'expérien
es de di�usion au 
ours desquelles sont déterminées des se
tions e�-
a
es ainsi que des largeurs de désintégration 1. En outre, pour être pertinentes, 
es expérien
essont réalisées dans des 
onditions parti
ulières : en prin
ipe, les systèmes à l'étude sont isolés etpréparés dans un état pur.Le domaine d'appli
ation de la théorie quantique des 
hamps est bien plus vaste que 
eluidé
rit par la physique des parti
ules : 
ette théorie a fait l'objet de développements fru
tueux enphysique de la matière ou en
ore en physique statistique. Plus parti
ulièrement, la théorie quan-tique des 
hamps permet d'étudier les problématiques liées à la des
ription de la transition entreles domaines quantiques et 
lassiques. À la di�éren
e de la situation présentée en physique desparti
ules, 
e type de problématique s'appuie sur l'étude de la relation entre le système observéet son environnement. Le rapport entre les domaines 
lassique et quantique est plus généralementfondé sur l'analyse de matri
es densités réduites plut�t que sur la détermination d'amplitudes dedi�usion. Toutefois, 
es deux démar
hes 
omportent aussi beau
oup de similitudes : toutes deuxs'appuient sur une des
ription en terme de fon
tions de Green pouvant être obtenues de façonsystématique par des méthodes fon
tionnelles similaires. Aussi, dans 
e 
hapitre, une partie desoutils théoriques né
essaires à l'étude de la transition quantique-
lassique va être introduite dansle 
ontexte, plus familier, de la physique des parti
ules.1. Une présentation 
omplète de la démar
he employée en physique des parti
ules et notamment du 
al
ulde se
tions e�
a
es, est développée dans la référen
e [1℄. Une présentation e�
a
e des aspe
ts formels et plusparti
ulièrement du formalisme fon
tionnel, peut être trouvée dans [3, 5℄5



CHAPITRE 1. ÉLÉMENTS DE THÉORIE QUANTIQUE DES CHAMPS1.1 Systèmes de parti
ules en physique des hautes énergiesLa théorie quantique des 
hamps est le 
adre théorique permettant d'étudier les phénomènesenvisagés en physique des parti
ules. Elle 
onstitue l'extension multi-parti
ulaire de la mé
aniquequantique relativiste dont sont issues les prin
ipales équations d'ondes qui satisfont à la fois lesprin
ipes issus de la relativité restreinte et les postulats de la physique quantique.La démar
he employée en théorie quantique des 
hamps est dédu
tive. On postule toutd'abord un modèle mi
ros
opique : 
'est la théorie nue 2. Cette théorie est dé�nie à haute énergie
'est-à-dire pour une forte résolution spatiale (théorie dans �l'ultraviolet� - UV). Ensuite, on 
al-
ul quelles seraient les propriétés mesurables de 
e modèle à l'é
helle ma
ros
opique 
'est-à-dire àbasse énergie (théorie dans �l'infrarouge� - IR). Le 
al
ul fait alors intervenir des 
orre
tions quan-tiques qui �habillent� les paramètres de la théorie initiale et qui sont dépendants de l'é
helle dedé�nition de 
ette dernière. Pour toute une 
lasse de théories parti
ulières, les théories renorma-lisables, 
ette é
helle UV peut formellement être éliminée : plus spé
i�quement, une redé�nitiondes paramètres nus par la pro
édure de renormalisation su�t à éliminer toute divergen
e dansle 
al
ul d'observables pour 
es théories les rendant ainsi prédi
tibles 3.1.1.1 Amplitudes de transition et grandeurs physiques mesuréesLa physique des parti
ules s'appuie sur l'étude de systèmes préparés et aboutissant à desétats asymptotiquement non-intera
tifs. Longtemps avant toute intera
tion, le système est dansun état |in, tin〉 qui doit 
orrespondre à la des
ription de parti
ules libres et isolées. Les pro
essusmis en jeu interviennent ensuite : ils 
orrespondent à des phénomènes élémentaires 
onsistanten des absorptions, des di�usions ou des 
réations de parti
ules et sont 
ontraints par des loisfondamentales de 
onservation. Lors de 
es pro
essus, on 
onsidère ainsi des états intera
tifs quidoivent s'interpoler ave
 les états libres initiaux. Les résultats de l'intera
tion sont alors observéslongtemps après que 
elle-
i ait eu lieu via l'état �nal du système |out, tout〉. Ce dernier 
orres-pond également à la des
ription de parti
ules libres s'interpolant ave
 les états mis en jeu lorsde l'intera
tion.Con
rètement, 
'est par l'intermédiaire de la norme au 
arré de l'amplitude de transition
〈out, tout|in, tin〉 que l'on a

ède à la probabilité que l'état initial évolue au 
ours du temps versl'état �nal 
'est-à-dire

Pout←in = |〈out, tout|in, tin〉|2. (1.1)Dans 
ette expression, il est né
essaire que tin → −∞, tout → +∞ et que les états pris dans 
ettelimite soient asymptotiquement non-intera
tifs et isolés (superposition linéaire d'états dé
rivant2. On dit qu'une théorie est �nue� si elle n'a pas été �habillée� par des �u
tuations quantiques : elle est alorsdé�nie dans l'UV 
'est-à-dire à haute énergie. Plus généralement, on quali�e de théorie nue (ou de quantité nue)toute théorie e�e
tive (ou quantité e�e
tive) dé�nie alors qu'il reste des �u
tuations quantiques pertinentes àintégrer (hors tron
atures).3. Une présentation de la pro
édure de renormalisation (et du groupe de renormalisation) peut être trouvéedans la plupart des référen
es traitant de théorie quantique des 
hamps, notamment dans [1, 3℄. En outre, le livrede Collins [4℄ 
onstitue un ouvrage de référen
e pour 
ette thématique.6



1.1. SYSTÈMES DE PARTICULES EN PHYSIQUE DES HAUTES ÉNERGIESdes parti
ules libres). On introduit alors la matri
e Ŝ 
omme étant l'opérateur appliquant lesétats �naux sur les états initiaux via la relation
〈out, tout → +∞|in, tin → −∞〉 = 〈out, tin|Ŝ|in, tin〉.C'est par l'intermédiaire de 
ette matri
e et plus parti
ulièrement de sa partie non-triviale iT̂ =

Ŝ−1̂, que l'on a

ède aux se
tions e�
a
es de di�usion σ ou en
ore aux largeurs de désintégrationqui permettent de 
ara
tériser le pro
essus étudié :
σ =

1

F

∫

|〈out, tin|T̂ |in, tin〉|2 dEpDans l'expression qui pré
ède, F désigne un fa
teur 
inématique lié au �ux in
ident et à ladensité de 
ibles. Ce fa
teur est exprimé de sorte à rendre les grandeurs physiques invariantesde Lorentz et indépendantes des détails spé
i�ques de l'expérien
e. En�n, l'intégrale est faitesur l'espa
e des phases disponibles dEp qui 
orrespond à tous les états �naux possibles. Ainsi, lamatri
e Ŝ permet de 
ara
tériser les pro
essus élémentaires étudiés en physique des parti
ules :le formalisme développé en physique des parti
ules doit être interprété dans 
e 
ontexte.1.1.2 Lagrangien, Hamiltonien et variables dynamiquesEn théorie quantique des 
hamps, l'opérateur de 
on�guration de 
hamp ϕ̂ et son moment
onjugué π̂ 
onstituent les degrés de libertés fondamentaux de 
ette des
ription. En fon
tion de
es variables dynamiques, la théorie peut alors être dé
rite par l'intermédiaire du Hamiltonien
H[ϕ, π] ou bien via le Lagrangien L[ϕ, ∂ϕ] : 
es deux fon
tionnelles, qui 
ontiennent la plupart desinformations utiles à la théorie étudiée, se déduisent l'une de l'autre au moyen d'une transforméede Legendre

H[ϕ̂, π̂] = ∂0ϕ̂(x)π̂(x)− L[ϕ̂, ∂ϕ̂]
omplétée par la dé�nition suivante du moment 
onjugué de la 
on�guration de 
hamp
π̂(x) =

∂L[ϕ, ∂ϕ, x]
∂∂0ϕ(x)

.À partir du prin
ipe d'a
tion stationnaire, les équations du mouvement peuvent être obtenueset les 
onstantes du mouvement de la théorie peuvent être déduites des invarian
es présentéespar L (ou H). La théorie nue repose sur une des
ription en terme d'un Lagrangien (ou d'unHamiltonien) lo
al, (généralement) renormalisable et satisfaisant à des prin
ipes de symétriespostulées. Dans la limite 
lassique, 
ette a
tion quantique doit, en prin
ipe, permettre de déter-miner l'a
tion 
lassique 
orrespondante (
f 
hapitre 5).En se
onde quanti�
ation, les variables dynamiques satisfont des relations de 
ommutationpour les bosons (-) ou d'anti-
ommutation pour les fermions (+) :
[ϕ̂(t,x), π̂(t,y)]∓ = iδ[x − y], [ϕ̂(t,x), ϕ̂(t,y)]∓ = [π̂(x), π̂(y)]∓ = 0. (1.2)7



CHAPITRE 1. ÉLÉMENTS DE THÉORIE QUANTIQUE DES CHAMPSCe
i a pour 
onséquen
e que l'opérateur de 
hamp et son moment 
onjugué s'expriment 
ommeune superposition d'opérateurs de 
réation et d'annihilation de parti
ules respe
tivement asso-
iés aux solutions d'ondes d'énergies positives et négatives des équations d'ondes relativistes.D'autre part, l'évolution en temps des variables dynamiques est 
onditionnée par les équationsd'Heisenberg
∂0ϕ̂ =

i

~
[Ĥ, ϕ̂]∓, ∂0π̂ =

i

~
[Ĥ, π̂]∓,de sorte que les relations de 
ommutation (ou d'anti-
ommutation) (1.2) restent vraies à n'im-porte quelle date 4. À partir du vide |0〉, les variables dynamiques servent à 
onstruire les étatsreprésentant les parti
ules,

|in, tin〉 = ϕ̂(x1)ϕ̂(x2) · · · ϕ̂(xn)|0, tin〉, |out, tout〉 = ϕ̂(y1)ϕ̂(y2) · · · ϕ̂(yn)|0, tout〉,et les observables 
orrespondent aux �valeurs moyennes� d'opérateurs Ô prises également sur levide 
'est-à-dire à des grandeurs du type 〈0, tout|Ô|0, tin〉 5.En théorie quantique des 
hamps, les phénomènes mi
ros
opiques sont ainsi représentés pardes 
ombinaisons d'opérations de 
réations et d'annihilations. Plus parti
ulièrement, les intera
-tions sont interprétées 
omme des é
hanges de parti
ules et sont soumises aux lois de 
onservationdes nombres quantiques résultant des invarian
es de L et de H. Elles obéissent également à la
onservation de la quadri-impulsion mais seulement dans les limites du prin
ipe d'in
ertituded'Heisenberg permettant ainsi l'existen
e d'états transitoires 
onstitués par des parti
ules sur
ou
he de masse d'autant plus énergétiques qu'elles violent 
ette loi de 
onservation pendant desdurées d'autant plus 
ourtes 6. Ces e�ets multi-parti
ulaires apparaissent pour des é
helles dedistan
es inférieures à la longueur d'onde de Compton.1.1.3 Évolution en temps des états et des observablesOpérateur d'évolutionEn représentation de S
hrödinger, toutes les dépendan
es temporelles du système sont 
onte-nues dans les états tandis que les opérateurs sont indépendants du temps. En revan
he, enreprésentation de Heisenberg, 
e sont les opérateurs qui dépendent ex
lusivement du temps maispas les états. On peut formellement retrans
rire 
ette dépendan
e temporelle au moyen de l'opé-rateur d'évolution Û dont la détermination permet ainsi de traiter 
omplètement la dynamiquedu système. Ainsi, pour la représentation de S
hrödinger, on dé�nit Û par la dépendan
e en4. Cette situation est modi�ée dans le 
adre des théories de jauge : la dépendan
e en temps des équations del'équation d'Heisenberg n'est plus unique et les relations (1.2) ne sont pas né
essairement 
onservées à n'importequelle date5. En toute rigueur, les quantités 〈0, tout|Ô|0, tin〉 sont des éléments de matri
es et non pas des valeurs moyennesau sens des postulats de la mé
anique quantique.6. De façon équivalente, on peut également imposer la 
onservation de la quadri-impulsion mais il faut alors
onsidérer des états 
orrespondant à des parti
ules hors-
ou
he de masse : 
es états virtuels ne sont pas durableset ne peuvent pas être asymptotiques. C'est 
ette appro
he qui est retenue lors de l'utilisation de diagrammes deFeynman usuels. 8



1.1. SYSTÈMES DE PARTICULES EN PHYSIQUE DES HAUTES ÉNERGIEStemps des états 
'est-à-dire
|Ψ, t〉 = Û(t− t0)|Ψ, t0〉ou par 
elle des opérateurs pour la représentation de Heisenberg via

Â(t) = Û†(t− t0)Â(t0)Û(t− t0).En�n, la représentation de Dira
 (ou représentation �d'intera
tion�) est utile pour dé
rire lessystèmes intera
tifs. Elle s'appuie sur la dé
omposition du Hamiltonien de la théorie H 
ommela somme d'une partie libre H0 et d'une partie intera
tive H1. Cette représentation 
onsiste alorsà faire évoluer les opérateurs à partir de la partie libre du Hamiltonien et les états via la partieintera
tive.Produits 
hronologique et anti-
hronologiqueSi l'Hamiltonien dé
rivant le système ne dépend pas expli
itement du temps (Ĥ[π̂, ϕ̂]), l'opé-rateur d'évolution s'é
rit Û(tb, ta) = exp{− i(tb − ta)

~
Ĥ}.En revan
he, si le système étudié dépend expli
itement du temps (Ĥ [π̂, ϕ̂, t] ≡ Ĥ(t)), l'expres-sion de l'opérateur d'évolution est donnée par le développement de Neumann-Liouville pouvantsymboliquement s'é
rire Û(tb, ta) = T̂ exp

{

− i

~

∫ tb

ta

dt Ĥ(t)

} (1.3)au moyen de l'opérateur d'ordre 
hronologique T̂. Con
rètement, 
ette situation est quasimentex
lusive à la représentation de Dira
 où l'expression (1.3) ave
 Ĥ = Ĥ1 dé
rit alors l'évolutiondes états. T̂ ordonne un produit arbitraire d'opérateurs de façon 
ausale : les opérateurs sontrangés de sorte à agir par ordre de temps 
roissant en partant du ket 
'est-à-dire de la droite.Ainsi, le produit 
hronologique de deux opérateurs Âa(ta,xa) et Âb(tb,xb) peut être dé�ni parl'expressionT̂[Âa(ta,xa)Âb(tb,xb)] = Θ(ta − tb)Âa(ta,xa)Âb(tb,xb)±Θ(tb − ta)Â2(tb,xb)Âa(ta,xa), (1.4)respe
tivement pour des opérateurs bosoniques qui 
ommutent (+) ou fermioniques qui anti-
ommutent (-).On peut dé�nir le produit anti-
hronologique de deux opérateurs Âa(ta,xa) et Âb(tb,xb) parT̂∗[Âa(ta,xa)Âb(tb,xb)] = Θ(tb − ta)Âa(ta,xa)Âb(tb,xb)±Θ(ta − tb)Âb(tb,xb)Âa(ta,xa). (1.5)Le produit T̂∗ réalise don
 l'opération inverse de 
elle due à T̂ : les opérateurs sont ordonnésde la même façon mais par ordre de temps dé
roissant. En outre, les produits 
hronologiques et9



CHAPITRE 1. ÉLÉMENTS DE THÉORIE QUANTIQUE DES CHAMPSanti-
hronologiques d'opérateurs peuvent être exprimés l'un en fon
tion de l'autre. Pour deuxopérateurs Âa(ta,xa) et Âb(tb,xb), on a 7
(T̂∗[Âa(ta,xa)Âb(tb,xb)])† = T̂[Âa(ta,xa)Âb(tb,xb)]. (1.6)Cette relation permet ainsi de déduire les propriétés liées au produit anti-
hronologique de 
ellesdu produit 
hronologique. Plus parti
ulièrement, on peut exprimer Û et Û† au moyen de T̂∗ parÛ(tb, ta) = T̂∗ exp{+

i

~

∫ ta

tb

dt Ĥ(t)

}

, Û†(ta, tb) = T̂∗ exp{− i

~

∫ tb

ta

dt Ĥ(t)

}

= Û(tb, ta),(1.7)Û† s'interprétant alors 
omme une évolution anti-
hronologique.Amplitudes de transitionLa matri
e Ŝ peut être reliée à l'opérateur d'évolution du système Û par l'intermédiaire dela relation
Ŝ = Û[tout → +∞, tin → −∞]et les résultats d'une mesure déduits de 
eux d'amplitudes de transition du type

〈out, tout|in, tin〉 = 〈0, tout|T̂[ϕ†(y1) · · ·ϕ†(yn) exp[− i

~

∫ tout

tin

dτ Ĥ1(τ)

]

ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)]|0, tin〉.

Ĥ1 désigne le potentiel é
rit en représentation de Dira
 (Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1). Con
rètement, seulel'évolution 
hronologique intervient dans le 
al
ul d'amplitudes de transition. En revan
he, l'évo-lution anti-
hronologique intervient lorsque l'on 
her
he à exprimer des valeurs moyennes du type
〈in, tin|Ô|in, tin〉 
omme nous le verrons dans le 
hapitre 3.1.1.4 Expression d'amplitudes de transition en terme d'intégrales de 
heminLe 
al
ul d'amplitudes de transition peut être réalisé à partir de l'expression (1.3) dans le
adre du formalisme opératoriel. Cependant, une appro
he alternative 
onsiste à exprimer 
esgrandeurs en terme d'intégrales prises sur des fon
tions. On peut montrer que les amplitudes detransition s'expriment dans l'espa
e des phases fon
tionnelles via [7℄

〈0|Û(tout, tin)|0〉 = ∫ D[ϕ]D̃[π] exp

[

i

~

∫ tout

tin

dt

∫

R3

d3x (∂0ϕ(x)π(x) −H[ϕ, ∂ϕ, x])

] (1.8)où les bra et ket (en représentation de Heisenberg) sont exprimés dans l'espa
e des 
on�gurationsde 
hamp et où les notations
∫

D[ϕ] ≡
∫

D[ϕ(·)] = lim
N→∞

N
∏

n=1

[
∫

R

dϕn

]

,

∫

D̃[π] ≡
∫

D̃[π(·)] = lim
N→∞

N+1
∏

n=1

[
∫

R

dπn
2π~

]7. En e�et, l'opération de 
onjugaison hermitique agit seulement sur les produits de 
hamps : 
ette opérationpermute leur 
ombinaison ave
 leurs fon
tions de Heaviside asso
iées dans la dé�nition (1.4).10



1.1. SYSTÈMES DE PARTICULES EN PHYSIQUE DES HAUTES ÉNERGIES
orrespondent à la limite 
ontinue obtenue à partir de variables dynamiques initialement dé�niessur une segmentation dis
rète de l'axe de temps : l'intégrale de 
hemin est 
onstruite à partir depropagateurs élémentaires 8 〈Xn+1|Û(tn+1, tn)|Xn〉 dé�nis sur un intervalle de temps in�nitésimal
[tn, tn+1] et qui sont 
ombinés entre eux selon la formule de Chapman-Kolmogorov 9 :

〈Xn+2|Û(tn+2, tn)|Xn〉 =
∫

dXn+1 〈Xn+2|Û(tn+2, tn+1)|Xn+1〉 〈Xn+1|Û(tn+2, tn)|Xn〉 (1.9)Dans 
ette relation, l'intégration est prise sur l'ensemble des 
on�gurations Xn+1 a

essibles ausystème dé
rit mais pour une date tn+1 �xée.L'intégrale de 
hemin (1.8) 
onstitue l'expression s'adaptant, en prin
ipe, aux Hamiltoniensles plus généraux. Toutefois, lorsque le potentiel est indépendant des moments asso
iés aux
on�gurations de 
hamps 10, l'intégration sur 
es moments 
onduit à la formule de Feynman
〈0|Û(tout, tin)|0〉 = ∫ D[ϕ]e

i
~
S[ϕ(·)] (1.10)qui permet d'introduire l'a
tion é
rite dire
tement en terme du Lagrangien dé
rivant le système

S[ϕ(·)] =
∫ tout

tin

dt

∫

R3

d3x L[ϕ, ∂ϕ].Un des intérêts de 
e type d'expression provient de l'utilisation de fon
tions au lieu d'opérateurslors de l'évaluation d'amplitudes de transition : d'un point de vue 
al
ulatoire, les intégralesde 
hemin o�rent ainsi une des
ription alternative plus intuitive et plus 
ommode que 
elleissue du formalisme opératoriel. Par ailleurs, dans la formule de Feynman, les amplitudes detransition sont dire
tement 
onditionnées par le Lagrangien et permettent, in �ne, de dé
riretoutes les observables dire
tement en terme de fon
tions de Green. En outre, l'utilisation de 
etype d'intégrales fon
tionnelles réalise dire
tement la quanti�
ation du système en lui donnantune interprétation géométrique [6, 7℄.Expression de quantités mesurables en terme d'intégrales de 
heminSoulignons que les observables et les probabilités de transition sont obtenues, in �ne, à partirde la 
ombinaison de deux amplitudes de transition (
f relation (1.1)). En physique des parti-
ules, l'évaluation d'une seule amplitude de transition est su�sante 
ar on traite de systèmesisolés et dans un état pur : �l'élévation au 
arré� de l'amplitude de transition 
al
ulée, qui per-met de dé�nir la probabilité 
orrespondante via la relation (1.1), n'est en fait valable que pourun système isolé. Une telle situation est ainsi spé
i�que à 
ertaines problématiques notamment
elles dé
rites en physique des parti
ules.8. L'expression algébrique des propagateurs in�nitésimaux est propre à la Physique [6, 7℄.9. La formule de Chapman-Kolmogorov est formellement équivalente à la relation de fermeture en raison de ladé�nition des propagateurs élémentaires.10. Toute autre situation né
essite d'utiliser expli
itement la relation (1.8) - 
f [5, 6, 7℄.11



CHAPITRE 1. ÉLÉMENTS DE THÉORIE QUANTIQUE DES CHAMPSA 
ontrario, lorsque le système suivi ne peut pas être 
onsidéré 
omme isolé 11, on peut mon-trer que les observables et les probabilités doivent être dé
rits dire
tement par la 
ombinaison dedeux intégrales de 
hemin 
omme présentée dans les référen
es [18, 21℄ et dé
rite ultérieurementdans 
e manus
rit. Les degrés de liberté doivent être doublés par rapport à 
eux spé
i�ques auxsituations dé
rivant des systèmes asymptotiquement isolés. En outre, l'in�uen
e que 
es deuxjeux de variables ont l'un sur l'autre est 
ara
téristique d'intri
ations (
f 
hapitre 3). De tellessituations sortent du 
adre habituellement dé�nit en physique des parti
ules et s'appuyant surles développements de 
e 
hapitre.Dès lors, émerge le prin
ipal défaut d'une des
ription fondée uniquement sur des intégrales de
hemin : 
es formulations ne dé
rivent pas toujours 
lairement le statut des quantités 
al
uléesvis-à-vis des postulats de la mé
anique quantique 
'est-à-dire leur 
ara
tère mesurable ou non.Ainsi, les 
hamps e�e
tifs ϕ̃, que nous dé�nirons par la suite par la relation (1.22), ne permettentpas de paramétrer des quantités observables lorsque des états mixtes sont dé�nis. En revan
he,les des
riptions opératorielles sont généralement plus adaptées pour dé�nir et interpréter sansambiguïtés le statut des termes évalués.1.2 Fon
tions de Green pour les amplitudes de transition1.2.1 Fon
tions de Green à N-pointsÀ partir des 
on�gurations de 
hamps, on peut dé�nir les fon
tions de Green à N-points parla relation
iKF (x1, x2, · · · , xN ) = 〈0, tout|T̂[ϕ(x1) · · ·ϕ(xN )]|0, tin〉. (1.11)Ces quantités sont interprétées 
omme des amplitudes de probabilité dé
rivant la propagation de

n parti
ules introduites initialement en x1, x2, ..., xn puis �nalement observées en xn+1, ..., xNaprès qu'il y ait éventuellement eu intera
tion entre elles. Ce type de grandeurs permet ainsi dedé
rire des pro
essus ne 
onservant pas né
essairement le nombre de parti
ules initiales. Con
rè-tement, leur expression est 
al
ulée à partir d'opérations sur des fon
tionnelles génératri
es quiseront introduites ultérieurement.De plus, la fon
tion à deux points, ou propagateur, est une donnée essentielle de la théorieétudiée : les autres fon
tions à N-points peuvent être exprimées en terme de 
ombinaisons de 
elle-
i par l'intermédiaire du théorème de Wi
k. Un propagateur 
orrespond au produit 
hronologiquede deux 
hamps
iKF (x, y) = 〈0, tout|T̂[ϕ(x)ϕ(y)]|0, tin〉.Ce
i revient à 
onsidérer que les ondes d'énergies positives se dépla
ent vers l'avenir tandis que
elles d'énergies négatives vont vers le passé (
f 
hapitre 2)

KF (x, y) = Θ[x0 − y0]K(+)(x, y) + Θ[y0 − x0]K(−)(x, y).11. La des
ription la plus générale de l'état d'un système quantique est donnée par une matri
e densité (théorèmede Gleason). 12



1.2. FONCTIONS DE GREEN POUR LES AMPLITUDES DE TRANSITIONCe type de grandeur est alors dé�nit à partir de la pres
ription de Feynman 12 13.Les propagateurs utilisés en physique 
lassique, 
omme la fon
tion de Green retardée parexemple, sont in
ompatibles ave
 les développements permettant d'obtenir des amplitudes detransition. Par exemple, le propagateur retardé s'é
rivant (pour des bosons)
iDr(x, y) = θ[x0 − y0]〈0, tout|[ϕ(x), ϕ(y)]|0, tin〉 = iθ[x0 − y0]D(+)(x, y)− iθ[x0 − y0]D(−)(x, y),ne peut pas être obtenu à partir de séries perturbatives fondées sur le 
al
ul d'amplitudes de tran-sition 14. En fait, la pres
ription de Feynman est né
essaire au 
al
ul d'amplitudes de transition.Cependant, 
es quantités sont des grandeurs 
omplexes dans l'espa
e des positions d'espa
e-temps et, plus généralement, les fon
tions de Green issues de 
e formalisme ne représententpas des grandeurs dire
tement mesurables 15. En revan
he, en physique des parti
ules, 
e sont
es quantités qui 
onduisent à l'obtention des observables physiques par l'intermédiaire de leur�
arré�.Diagrammes de FeynmanLes fon
tions de Green peuvent être symbolisées au moyen des diagrammes de Feynman : ils'agit d'une représentation des termes issus de l'expression algébrique des fon
tions de Green ; 
esdernières peuvent alors être s
hématisées 
omme des 
ombinaisons de motifs élémentaires. Ondistingue deux types de motifs élémentaires : les lignes et les verti
es (nus). Chaque ligne repré-sente une parti
ule et 
haque vertex représente une intera
tion entre parti
ules. En fon
tion dela théorie étudiée, 
ertains verti
es peuvent être ex
lus. À 
ha
un de 
es motifs est alors asso
iéeune expression algébrique : les lignes 
orrespondent au propagateur de la parti
ule représentéetandis que les verti
es désignent l'expression du 
ouplage entre les parti
ules mises en jeu lorsd'une intera
tion. En�n, les lignes externes sont sur 
ou
he de masse et la quadri-impulsion doitêtre 
onservée à 
haque vertex.Les fon
tions de Green peuvent ainsi être obtenues à partir du théorème de Wi
k en utilisantles règles de Feynman. Cependant, seuls les propagateurs utilisant la pres
ription de Feynmanpeuvent être exprimés de la sorte : plus parti
ulièrement, les propagateurs avan
és et retardésne peuvent pas être 
al
ulés par 
ette méthode 16.12. Dans l'expression de l'intégrale de 
hemin (1.10), l'utilisation de la pres
ription de Feynman revient àajouter au Lagrangien un terme en +iǫϕ2 ave
 ǫ > 0 arbitrairement petit 
ontribuant alors à la 
onvergen
e del'intégrale pour les larges amplitudes du 
hamp.13. À partir du 
hapitre 3, le propagateur de Feynman, né
essaire i
i au 
al
ul d'amplitudes de transition, seranoté K++.14. Pour le propagateur retardé, les modes d'énergies négatives se propagent dans le même sens de temps que
eux d'énergies positives. Ce propagateur ne peut pas être utilisé dans l'a
tion nue (mi
ros
opique) 
ar il entraîneune divergen
e de l'intégrale de 
hemin (1.10) à 
ause du sens de par
ours de 
es modes d'énergies négatives. Ene�et, la pres
ription retardée revient alors à ajouter un terme en +isgn[E]ǫϕ2 au Lagrangien où E est la fréquen
edu mode 
onsidéré.15. Ce
i a notamment une in
iden
e sur l'interprétation des équations du mouvement véri�ées par les 
hampse�e
tifs issus d'amplitudes de transition.16. Le 
al
ul de propagateurs avan
és et retardés peut, en revan
he, être réalisé dans le 
adre du formalisme de13



CHAPITRE 1. ÉLÉMENTS DE THÉORIE QUANTIQUE DES CHAMPS
i

p2−m2(a) : propagateur b g(b) : vertex (nu)Figure 1.1 � Règles de Feynman pour la théorie ϕ4

b

b b

(a) : diagramme dé
onne
té b

b b

b(b) : diagramme 
onne
té b

b bb

b b(
) : vertex propreFigure 1.2 � Exemples de diagrammes de Feynman à 4 points pour la théorie ϕ4Fon
tions de Green parti
ulièresLes fon
tions de Green dé
onne
tées sont 
elles qui peuvent être é
rites 
omme le produitd'au moins deux fon
tions d'ordre inférieur. Leur diagramme de Feynman est alors 
omposé deplusieurs sous-diagrammes qui ne sont pas reliés entre eux par des lignes internes. Les fon
tions deGreen 
onne
tées sont 
elles qui présentent la propriété inverse : les éventuels sous-diagrammesqui les 
omposent sont toujours reliés entre eux. Les fon
tions de Green à une parti
ule irré-du
tible (1PI) sont les fon
tions de Green 
onne
tées qui le restent lorsque l'on 
oupe l'une deslignes internes de leur diagramme. Les graphes amputés désignent les fon
tions de Green donton a �té toutes les lignes externes. En�n, les fon
tions de Green à une parti
ule irrédu
tible etamputée sont appelées vertex propre.1.2.2 Des
riptions au moyen de fon
tionnelles génératri
esLes fon
tionnelles génératri
es 
onstituent un outil 
ommode pour dé
rire un ensemble defon
tions de Green parti
ulières. Elles sont dé�nies par une série de puissan
es du type
F [j(·)] =

∞
∑

N

1

N !

iN

~N

∫

d4x1d
4x2 · · · d4xN iKF (x1, x2, · · · , xN ) j(x1)j(x2) · · · j(xN ). (1.12)Dans 
ette expression, les 
oe�
ients sont proportionnels aux fon
tions à N-pointsKF (x1, x2, · · · , xN )que l'on 
her
he à exprimer et les sour
es j sont des fon
tions arbitraires de l'espa
e-temps. CeKeldysh présenté dans le 
hapitre 3. Plus spé
i�quement, les fon
tions de Green lointaines, qui sont né
essaires àla dé�nition des propagateurs retardés et avan
és (
f 
hapitre 2), ne peuvent jamais être obtenues dans le 
adred'un formalisme dé
rivant des amplitudes de transition uniquement.14



1.2. FONCTIONS DE GREEN POUR LES AMPLITUDES DE TRANSITIONtype d'expressions regroupe de façon su

in
te toute une 
lasse de fon
tions à N-points quipeuvent alors être déduites d'une seule fon
tionnelle F [j(·)] par dérivations :
iKF (x1, x2, · · · , xN ) = lim

j→0
~
N

[ N
∏

n=1

δ

iδj(xn)

]

F [j]. (1.13)Ainsi, le r�le de la sour
e j est de paramétrer le 
al
ul d'observables : on parle de sour
es de book-keeping. Formellement, elles s'identi�ent à des sour
es externes 
omplètement indépendantes desdegrés de liberté du système. En outre, 
ette des
ription sous forme de séries (1.12) suppose queles fon
tionnelles génératri
es soient analytiques en terme de 
es sour
es.On dé�nit la fon
tionnelle Z̃ 
olle
tant toutes les fon
tions de Green par une série de puis-san
es du type (1.12). Son expression en terme d'intégrale de 
hemin est
Z̃[j(·)] =

∫

D[ϕ]e
i
~
S[ϕ]+ i

~
j·ϕ ≡

∫

D[ϕ]e
i
~
S[ϕ;j].De la même manière, on dé�nit la fon
tionnelle Z regroupant toutes les fon
tions de Green quine sont pas issues du vide. Elle peut être mise sous la forme

Z[j(·)] = 〈0, tout|T̂[ exp{ i
~

∫ tin

tout

dx0
∫

d3x j(x)ϕ(x)

}]

|0, tin〉 (1.14)et 
orrespond à l'intégrale de 
hemin
Z[j(·)] = N

∫

D[ϕ]e
i
~
S[ϕ;j] =

Z̃[j(·)]
Z̃[0]

. (1.15)Dans 
ette expression, le fa
teur de normalisation (fa
teur de phase in�ni)
N−1 ≡

∫

D[ϕ]e
i
~
S[ϕ]impose 〈0, tout|0, tin〉 = 1 
e qui supprime, dans le numérateur Z̃[j(·)], les fon
tions de Green
ontribuant ex
lusivement au vide 17. De la même manière, on dé�nit par une série de puissan
esdu type (1.12) la fon
tionnelle génératri
e W regroupant uniquement les fon
tions de Green
onne
tées. En dé
omposant les fon
tions de Green issues de Z sous forme de 
ombinaisons deproduits de termes 
onne
tés, on peut montrer que l'on a [2℄ :

e
i
~
W [j(·)] = Z[j(·)]au sens des fon
tionnelles.17. Les 
ontributions propres au vide 
orrespondent aux fon
tions de Green à �zéro point� 
'est-à-dire à tousles diagrammes sans propagateur externe. 15



CHAPITRE 1. ÉLÉMENTS DE THÉORIE QUANTIQUE DES CHAMPSCas des fermionsLes fon
tionnelles pré
édentes peuvent être adaptées aux 
hamps de fermions en 
onsidérantque les degrés de liberté 
orrespondants sont des nombres qui anti-
ommutent (variables deGrassmann). Le terme de 
ouplage sour
e-
hamp j ·ϕ est alors rempla
é par la somme η̄ ·ψ+ ψ̄ ·ηoù les sour
es externes η̄ et η sont également des variables de Grassmann. En�n, on 
hoisit dedé�nir les opérations de dérivation sur 
e type de variables 
omme agissant à gau
he des produits :
δ

δψ̄
ψ̄ψ = +ψ,

δ

δψ
ψ̄ψ = − δ

δψ
ψψ̄ = −ψ̄.Dé�nition d'opérateurs 
ompositesLa méthode fon
tionnelle présentée peut être généralisée à l'expression d'amplitudes de tran-sition pour des opérateurs 
omposites 
'est-à-dire pour des expressions du type

〈0, tout|A(x1) · · ·A(xn)|0, tin〉 ≡ 〈0, tout|A[ϕ(x1)] · · ·A[ϕ(xn)]|0, tin〉où A est une fon
tionnelle parti
ulière de la 
on�guration de 
hamp 18. L'expression de la fon
-tionnelle génératri
e doit alors être modi�ée en 
ouplant 
es opérateurs parti
uliers à une sour
eexterne j :
Z[j(·)] = N

∫

D[ϕ]e
i
~
S[ϕ]+ i

~
j·A[ϕ].Statut des termes 
omposant la phase d'une fon
tionnelle génératri
eL'utilisation d'opérateurs 
omposites ne relève pas uniquement d'une 
ommodité visant àsimpli�er les é
ritures formelles : leurs dé�nitions traduisent avant tout l'impa
t que peut avoirune mesure sur le système étudié et, par là même, son in�uen
e de prin
ipe 19. Cet aspe
t estd'autant plus marqué dans le 
ontexte du formalisme 
losed time path présenté et développé àpartir du 
hapitre 3.Le statut des termes 
omposant la phase d'une fon
tionnelle génératri
e n'est pas le mêmeselon que 
eux-
i sont 
ouplés ou non à des sour
es extérieures. En premier lieu, la partie de l'a
-tion nue indépendante de toute quantité extérieure 20 a rapport au 
omportement intrinsèque dusystème, que 
e soit dans le 
adre d'une théorie fondamentale ou bien pour un modèle e�e
tif oumême phénoménologique. Cette partie 
onditionne les règles suivies par le système : par exemple,
'est ex
lusivement de 
ette partie que sont issues les règles de Feynman pour une théorie donnée.En se
ond lieu, la partie de la phase dépendante des sour
es extérieures dé
rit les observablesre
her
hées : 
es termes dépendent ex
lusivement des 
hoix de mesures e�e
tuées 
'est-à-dire de
e que l'on re
her
he et impose au système plut�t qu'à sa nature intrinsèque. Les paramètresde 
ontr�le sont justement liés à la manipulation formelle des sour
es extérieures et sont alors18. Plus généralement, un opérateur 
omposite peut être fon
tion du moment asso
ié à la 
on�guration de
hamp auquel 
as les intégrales de 
hemin doivent être dé�nies dans l'espa
e des phases fon
tionnelles.19. Cet aspe
t sera illustré dans la première partie du 
hapitre 5.20. C'est l'a
tion nue usuelle S [ϕ] né
essaire à la dé�nition des fon
tions de Green.16



1.3. ÉVALUATION DE FONCTIONNELLES GÉNÉRATRICESréper
utés sur le système via le 
ouplage entre les opérateurs 
omposites et 
es quantités. Dèslors, l'in
iden
e de mesures peut être modélisée au travers de 
es sour
es extérieures : ainsi, desdi�éren
es notables peuvent apparaître selon que di�érents opérateurs sont dé�nis 
onjointementplut�t que séparément.1.3 Évaluation de fon
tionnelles génératri
esOn 
onsidère une théorie renormalisable quel
onque dé�nie par une a
tion S. Sa fon
tionnelle
Z est dé�nie par une expression du type (1.15). L'évaluation exa
te de 
elle-
i n'est possible quepour une théorie libre et, dans le 
adre d'une théorie plus générale, son expression ne peut êtrequ'appo
hée. On distingue prin
ipalement deux types d'approximation permettant l'évaluationde fon
tionnelles génératri
es : le développement perturbatif et le développement en bou
les. Cesdeux programmes reposent sur la méthode de la phase stationnaire [15, 16℄.Le développement perturbatif né
essite que l'a
tion soit dé
omposable en une partie libre(quadratique en 
hamps) et une partie intera
tive. Cette dernière doit être de faible amplitudepar rapport à la partie libre de l'a
tion : les 
ontributions perturbatives sont alors des 
ombinai-sons fortement dominées par 
elles issues de la théorie libre : en 
onséquen
e, le développementperturbatif 
orrespond à un développement sur les 
onstantes de 
ouplages de la théorie (suppo-sées faibles par 
onstru
tion). En�n, 
ette méthode peut être 
omprise 
omme une appli
ation dela méthode de la phase stationnaire en imposant que les �u
tuations quantiques soient dominéespar le 
hamp issu de la théorie libre 
orrespondante.Le développement en bou
les réalise l'intégration de �u
tuations quantiques de faibles am-plitudes autour d'un 
hamp dominant généralement di�érent de 
elui issu de la théorie libre. Il
orrespond à une appli
ation stri
te de la méthode de la phase stationnaire et réalise un déve-loppement des 
ontributions quantiques en puissan
e de ~. Toutefois, le traitement des termesnon-quadratiques du Lagrangien né
essite également d'utiliser un développement perturbatif.1.3.1 Intégration des degrés de liberté d'une théorie libreLes fon
tionnelles génératri
es libres Z0 
orrespondent à 
elles présentant une a
tion qua-dratique en 
hamp : 
es expressions sont solubles exa
tement. En e�et, l'intégrale de 
hemin surles 
hamps quantiques peut être 
al
ulée dire
tement 
omme la limite d'un produit d'intégralesde type Fresnel dé�nies soit pour des nombres qui 
ommutent (
as des degrés de libertés bo-soniques), soit pour des nombres qui anti-
ommutent (
as des degrés de libertés fermioniques).Pour les bosons, le résultat de 
ette intégration est

∫

D[ϕ]e
i
2
ϕ·DF−1

0 ·ϕ+ij·ϕ = (det[DF
0 ])
− 1

2 e
i
2
j·DF

0 ·j, Z0[j(·)] = e
i
2
j·DF

0 ·j = e−
1
2
ij·iDF

0 ·ijtandis que pour les fermions 
elle-
i donne
∫

D[ψ]D[ψ̄]ei(ψ̄·G
F−1
0 ·ψ+η̄·ψ+ψ̄·η) = (det[GF0 ])

+1eiη̄·G
F
0 ·η, Z0[η̄(·), η(·)] = e−iη̄·G

F
0 ·η = e+iη̄·iG

F
0 ·iη.Pour les théories libres, la méthode de la phase stationnaire 
onduit à un résultat exa
t.17



CHAPITRE 1. ÉLÉMENTS DE THÉORIE QUANTIQUE DES CHAMPS1.3.2 Développement perturbatifLe traitement perturbatif d'une fon
tionnelle génératri
e repose sur l'approximation que lapartie intera
tive de l'a
tion soit de faible amplitude par rapport à 
elle de la partie libre. Cetteméthode 
onsiste à exprimer la fon
tionnelle de la théorie 
omplète en fon
tion d'une autre
onnue exa
tement : 
ette dernière 
orrespond généralement à 
elle issue de la théorie libre maistoute fon
tionnelle dont l'expression peut être 
al
ulée ave
 su�samment de pré
ision peut alorsjouer 
e r�le. Dans 
ette partie, nous prenons c = ~ = 1.Partant du 
onstat que l'expression de l'intégrale de 
hemin d'une dérivée fon
tionnelle totaleest nulle ie
∫

D[ϕ]
δ

δϕ
exp

(

iS[ϕ] + ij · ϕ
)

= 0(termes de bord ignorés), on peut montrer que Z̃ véri�e l'équation de S
hwinger-Dyson
KF−1

0 (x, y) · δZ̃ [j]

δj(y)
+ S ′int

[

δZ̃ [j]

δj(x)

]

+j(x)Z̃ [j] = 0, S ′int[X] ≡δSint
δϕ

∣

∣

∣

∣

ϕ=Xave
 S = 1
2ϕ ·KF−1

0 · ϕ + Sint[ϕ] et où Sint[ϕ] = −
∫

d4x Lint[ϕ]. La solution de 
ette équationpermet �nalement d'obtenir Z après normalisation :
Z[j(·)] = N exp

{

iSint
[

δ

δj(·)

]}

Z0[j(·)]. (1.16)Ces résultats peuvent aisément être étendus au 
as des fermions et 
onduisent à des expressionssimilaires. Toute la dépendan
e résultant de l'intera
tion est ainsi 
ontenue dans la premièreexponentielle de 
ette expression : son développement permet d'obtenir 
on
rètement les termesde la série perturbative 
ontribuant à un ordre donné.Les fon
tions à N-points de la théorie sont alors obtenues via (1.13) et s'é
rivent 
ommedes séries en puissan
es des 
onstantes de 
ouplage de la théorie 
ombinant ex
lusivement despropagateurs libres. Il est alors 
ommode d'organiser 
es termes en utilisant des diagrammesde Feynman : 
haque ordre de la série perturbative 
orrespond alors à la somme de toutes lestopologies de diagrammes possibles ayant un nombre de verti
es �xés.1.3.3 Développement en bou
lesLe développement en bou
les 
onsiste à 
al
uler l'intégrale de 
hemin pour de petites �u
-tuations autour d'un 
hamp dominant : les fon
tionnelles génératri
es sont approximées par laméthode de la phase stationnaire. 18



1.3. ÉVALUATION DE FONCTIONNELLES GÉNÉRATRICESDéveloppement autour d'un 
hamp dominant et stru
ture en bou
les de WLe 
hamp dominant ΦS(x; j] 
orrespond au point selle de l'intégrant : il est dé�ni 
ommeétant 
elui annulant la dérivé première de la phase S[ϕ; j] 
'est-à-dire véri�ant
j+

δS[ϕ]
δϕ

∣

∣

∣

∣

ϕ(·)=ΦS(·;j]

= 0. (1.17)Ce
i revient don
 à imposer que ΦS(x; j] soit le 
hamp véri�ant les équations du mouvement enprésen
e d'une sour
e externe j non-nulle. C'est le 
hemin dont le voisinage apporte la plus forte
ontribution à la valeur de l'intégrale de 
hemin. En outre, ΦS(x; j] est indépendant de ~ par
onstru
tion et nous le supposons unique dans les développements qui suivent.L'équation pré
édente peut être utilisée pour exprimer la dépendan
e de la sour
e en fon
tiondu 
hamp ΦS(x; j] ou, à l'inverse, 
elle du 
hamp dominant en terme de la sour
e. Cependant, lasolution exa
te de l'équation du mouvement (1.17) ne peut généralement pas être obtenue et elledoit alors faire l'objet d'approximations. Cette relation peut être alors 
her
hée sous la formed'une série en puissan
e de j. L'expression (1.17) 
onstitue le point de départ pour obtenir lesvariations de ΦS(x; j] en fon
tion des sour
es. On a notamment
δΦS(x; j]

δj(y)
= −KF

0 (x, y; ΦS ]où le propagateur KF
0 [ΦS ] est dé�nit par l'expression

S(2)[ΦS] ·KF
0 [ΦS ] = δ(x− y). (1.18)Ce propagateur 
omporte un terme de masse dépendant du 
hamp ΦS(x; j]. Les variations d'ordresupérieur peuvent également être déterminées de 
ette façon 
'est-à-dire en exploitant les déri-vées de (1.17) et de (1.18).Le phase S[ϕ; j] peut ensuite être développée pour des �u
tuations de petites amplitudes χautour de ΦS(x; j] sous la forme ϕ(x) = ΦS(x; j] +

√
~ χ(x), 
'est-à-dire

S[ϕ; j] ≡ S[ΦS[j] +
√
~ χ] + j · (ΦS [j] +

√
~ χ)

= S[ΦS] + j · ΦS +
P
∑

N=2

~
N/2

N !

[ N
∏

n

∫

d4zn

]

S(N)[ΦS(zn; j]]

[ N
∏

n

χ(zn)

]

+O(χP )ave

S(N)[ΦS(zn; j]] =

([ N
∏

n

δ

δϕ(zn)

]

S[ϕ]
)

ϕ(·)=ΦS(·;j]

.L'intégration des �u
tuations issues du développement pré
édent 
onduit à stru
turer Z en termed'une somme de fon
tionnelles WL génératri
es des fon
tions 
onnexes à L-bou
les de la théorie :
Z[j(·)] = exp

[

i

~
WA[ΦS] +

i

~

B
∑

L=1

~
LWL[ΦS ] +O(~B)

]

. (1.19)19



CHAPITRE 1. ÉLÉMENTS DE THÉORIE QUANTIQUE DES CHAMPS
WA désigne le niveau arbre de la théorie 
'est-à-dire la partie sans bou
le : 
e terme 
omportegénéralement une dépendan
e expli
ite en terme de la sour
e externe j. Tous les termes d'ordresupérieur peuvent être paramétrés en fon
tion du 
hamp ΦS qui 
ontient alors impli
itement ladépendan
e de la fon
tionnelle selon la sour
e externe j.Développement à une bou
leLe développement à une bou
le 
orrespond au 
al
ul des termes issus de la partie quadratiquedes �u
tuations quantiques 
'est-à-dire 
eux proportionnels à ~ :

S[ϕ; j] ≃ S[ΦS ] + j · ΦS +
~

2
χ · S(2)[ΦS] · χ.Dans l'approximation à une bou
le, la fon
tionnelle génératri
e s'é
rit

Z[j] ≃ exp

(

i

~
WA[ΦS] + iW1[ΦS ]

)

= N e
i
~
S[ΦS]+

i
~
j·ΦS

∫

D[χ]e
i
2
χ·S(2)[ΦS ]·χ

= N e
i
~
S[ΦS]+

i
~
j·ΦS det(S(2)[ΦS ])

− 1
2par intégration des �u
tuations. En outre, le 
al
ul du fa
teur de normalisation 
onduit à

N−1 =
∫

D[ϕ]e
i
~
S[ϕ] = det(S(2)[0])−

1
2
ar le point 
ol ΦS(x; j = 0] est né
essairement trivial en l'absen
e de sour
e externe (on supposei
i qu'il n'y a pas de 
ondensat dans le vide). Ce résultat permet d'é
rire �nalement

Z[j] = e
i
~
S[ΦS ]+

i
~
j·ΦS det

(S(2)[ΦS]

S(2)[0]

)− 1
2
'est-à-dire

Z[j] = exp

(

i

~
S[ΦS] +

i

~
j · ΦS − 1

2
Tr ln[S(2)[ΦS ]

S(2)[0]

])

.Plus parti
ulièrement, à partir de l'expression de l'a
tion é
rite sous la forme
S[ϕ] = 1

2

∫

d4x ϕ ·KF−1
0 · ϕ− Sint[ϕ], S(2)[ΦS ] = KF−1

0 − S(2)
int [ΦS ] ≡ KF−1

0 [ΦS ],l'approximation à une bou
le 
onduit au résultat
Z[j] = exp

(

i

~
S[ΦS] +

i

~
j · ΦS − 1

2
Tr ln[1− S(2)

int [ΦS ]

KF−1
0

])

.La dépendan
e en sour
e dans le terme à une bou
le est impli
itement 
ontenue dans l'expressionde ΦS. Ainsi, la méthode de la phase stationnaire est parti
ulièrement e�
a
e pour évaluer unefon
tionnelle génératri
e à l'ordre d'une bou
le. En�n, les fermions peuvent être traités de manièresimilaire. 20



1.3. ÉVALUATION DE FONCTIONNELLES GÉNÉRATRICESDéveloppements aux ordres supérieursLes termes dont l'ordre est supérieur à une bou
le ne font plus intervenir des intégralesuniquement quadratiques suivant les �u
tuations quantiques : ils font alors l'objet d'un déve-loppement perturbatif sur ~ à partir de la solution de l'équation de S
hwinger-Dyson (1.16). Lafon
tionnelle génératri
e s'é
rit
Z[j(.)] = e

i
~
(WA[ΦS ]+~W1[ΦS ])

∫

D[χ] e
i
2
χ·S(2)[ΦS ]·χ + i

∑2B
L=3

~
L/2

N!
S(L)[ΦS ]·χ

L + O(~B)

∫

D[χ] e
i
~
χ·S(2)[ΦS ]·χ

. (1.20)La partie quadratique de l'a
tion fait intervenir le propagateur KF
0 [ΦS] dé�ni par la relation(1.18). Ce propagateur fait o�
e de fon
tion à deux points �libre� dont le terme de masse dépenddu 
hamp dominant. Les autres termes de l'a
tion issus de la somme sont tous proportionnels àdes puissan
es de ~ : ils jouent le r�le d'intera
tions �e�e
tives� dont les 
onstantes de 
ouplagedépendent également du 
hamp dominant mais aussi de puissan
es de ~.La fon
tionnelle (1.20) ne 
ontient pas de terme expli
ite 
ouplant sour
es et �u
tuations enraison du 
ouplage linéaire de 
es quantités 21 : la dépendan
e en sour
e externe est impli
ite-ment 
ontenue dans l'expression du 
hamp ΦS dont dépendent tous les paramètres de l'a
tionde l'intégrale de 
hemin de (1.20). Par 
onséquent, 
ette intégrale de 
hemin peut être évaluéede façon standard en ne retenant que les diagrammes issus du vide 
ontribuant à un nombre debou
les donné pour une théorie nue e�e
tive de propagateur KF

0 [ΦS ] et dont les termes d'inter-a
tions sont alors dé�nis par les ordres supérieurs dépendant également de ΦS . La fon
tionnelle(1.20) s'é
rit alors sous la forme d'une somme de 
ontributions WL[ΦS] dépendantes du 
hampdominant (équation (1.19)).Toutefois, 
e programme d'évaluation est la 
ause de di�
ultés lorsqu'il est mis en ÷uvre audelà de deux bou
les. C'est le 
as notamment lorsque l'a
tion e�e
tive, présentée ultérieurement,est re
her
hée. En e�et, il est souvent né
essaire d'é
rire les 
ontributions en bou
les en termedes sour
es extérieures j plut�t qu'en fon
tion du point selle ΦS : 
ette reparamétrisation peutêtre 
ompliquée puisque l'équation (1.17) ne peut généralement pas être résolue exa
tement.Dès lors, on préférera généralement utiliser dire
tement une appro
he perturbative suivie d'uneréorganisation de la série en fon
tion des bou
les ou employer d'autres méthodes [3℄.1.3.4 Limite 
lassique d'amplitudes de transitionLes amplitudes de transition, et les fon
tions de Green qui en dérivent, peuvent être avan-tageusement exprimées au moyen d'intégrales de 
hemin. Dans 
e 
adre, la limite 
lassique desobservables est dé�nie par leur limite lorsque ~ → 0 : 
ette limite 
orrespond à 
elle d'une théorie21. Cette situation est di�érente pour des opérateurs 
omposites où des 
ouplages expli
ites en terme des sour
esextérieures peuvent alors apparaître dans l'intégrale de 
hemin de l'expression (1.20) 
orrespondante.21



CHAPITRE 1. ÉLÉMENTS DE THÉORIE QUANTIQUE DES CHAMPSfaiblement 
ouplée 22. Le 
hemin dé�ni par la phase stationnaire 23 
onstitue le 
hemin 
lassiqueet domine alors toutes les autres 
on�gurations de 
hamp. La limite 
lassique d'amplitudes detransition est alors 
ara
térisée par l'atténuation forte de toutes les �u
tuations autour de 
e
hemin 
lassique : on quali�e alors 
ette limite de rigide (très 
ontrainte). D'autre part, on peutmontrer que, dans 
ette limite, les 
orrélations entre les di�érentes histoires disparaissent [3℄.Ainsi, la limite 
lassique proposée dans le 
adre des amplitudes de transition en présente les 
a-ra
téristiques sans toutefois en donner expli
itement l'origine : en fait, on a 
outume d'expliquerl'établissement d'un régime 
lassique par l'in�uen
e de dissipations produites par un environne-ment (théorie de la dé
ohéren
e). Cependant, 
es dernières ne sont pas apparentes dans le 
adred'amplitudes de transition qui dé
rit, en outre, la limite 
lassique entre des états purs plut�tqu'en faisant intervenir des états mixtes.1.4 A
tion e�e
tiveDé�nitionL'a
tion e�e
tive Γ 
orrespond à une réexpression de la fon
tionnelle W non plus en termedes sour
es extérieures j mais au moyen d'un 
hamp e�e
tif ϕ̃. L'a
tion e�e
tive Γ est alors latransformée de Legendre de W
Γ[ϕ̃] = W[j] − j[ϕ̃] · ϕ̃. (1.21)où la sour
e j doit être 
omprise 
omme une fon
tionnelle de ϕ̃. En outre, en représentation deDira
, le 
hamp e�e
tif est dé�ni par

ϕ̃(x; j(·)] ≡ δW
δj(x)

=
〈0, tout|T̂[ϕ(x)e i

~

∫
d4ϕ(x)j(x)]|0, tin〉

〈0, tout|T̂e i
~

∫
d4 ϕ(x)j(x)|0, tin〉

. (1.22)C'est une quantité auxiliaire non-mesurable 24. Par ailleurs, pour que la transformée de Legendre(1.21) soit dé�nie, il est né
essaire que la reparamétrisation liant la sour
e extérieure j au 
hampe�e
tif ϕ̃ soit bije
tive. En�n, dans la limite j → 0, on a 
outume d'interpréter le 
hamp e�e
tif
ϕ̃(x; 0] = 〈0, tout|ϕ(x)|0, tin〉/〈0, tout|0, tin〉 
omme la valeur moyenne du 
hamp sur le vide.Généralisation de l'a
tion 
lassique et potentiel e�e
tifL'a
tion e�e
tive Γ 
orrespond à la généralisation quantique de l'a
tion 
lassique. C'est unegrandeur non-lo
ale (
f développement sur les verti
es propres (1.26)) qui peut néanmoins être22. En e�et, le fa
teur ~ (entre autres) gouverne l'importan
e des �u
tuations quantiques. Par exemple, pourla théorie g

4!
ϕ4 en dimension 3 + 1, la phase totale i

~
Sg[ϕ] intervenant dans l'intégrale de 
hemin 
orrespondantepeut être é
rite iSg~[ϕ] par 
hangement de variable : aussi, la �véritable� 
onstante de 
ouplage de la théorie
orrespond au produit g~ dans 
e 
as.23. À nouveau, nous supposons 
e 
hemin unique i
i.24. La dé�nition (1.22) peut être étendue au 
as des opérateurs 
omposites. Soulignons que les 
hamps (etopérateurs) e�e
tifs sont des quantités à valeurs 
omplexes même s'ils sont dé�nis, à l'origine, à partir d'opérateurshermitiens : en e�et, 
es grandeurs sont issues d'amplitudes de transition qui ne sont pas, en prin
ipe, dire
tementinterprétables (
f dé�nition des probabilités (1.1)). Comme nous le verrons à partir du 
hapitre 3, il est possibled'obtenir des fon
tionnelles ayant pour paramètre une quantité stri
tement réelle faisant o�
e de valeur moyennedans le 
adre du formalisme 
losed time path. 22



1.4. ACTION EFFECTIVEé
rite sous la forme
Γ[ϕ̃] =

∫

d4x

(

Z[ϕ̃] ∂µϕ̃∂
µϕ̃− Veff [ϕ̃] + dérivées d'ordre supérieurs)par développement sur les dérivées du 
hamp (uniquement dans le 
adre du développementperturbatif ou en bou
les). Dans la limite ~ → 0, l'a
tion e�e
tive se réduit à l'expression lo
ale

Γ[ϕ̃] →
∫

d4x

(

∂µϕ̃∂
µϕ̃− Vclassique[ϕ̃]

)

, Veff [ϕ̃] → Vclassique[ϕ̃], Z[ϕ̃] → 1
'est-à-dire à l'a
tion 
lassique. En�n, en imposant que le 
hamp auxiliaire ϕ̃ soit 
onstant surl'espa
e-temps, on peut obtenir le potentiel e�e
tif Veff via Γ[ϕ̃] = −Veff [ϕ̃]
∫

d4x. Celui-
i
onstitue la généralisation quantique du potentiel 
lassique.Développement en bou
lesLe développement en bou
les de l'a
tion e�e
tive 
onsiste à é
rire 
ette fon
tionnelle sous laforme d'une série en puissan
es de ~

Γ[ϕ̃] =

B
∑

L

~
LΓL[ϕ̃] +O(~B). (1.23)Par ailleurs, en paramétrant la fon
tionnelle W en terme du 
hamp dominant ΦS, la dé�nition(1.21) 
onduit à l'expression

Γ[ϕ̃] = W[ΦS ]− j[ΦS ] · ϕ̃+O(~B) = W[ΦS ] +
δS[ΦS ]
δΦS

· ϕ̃+O(~B). (1.24)L'expression en bou
les de l'a
tion e�e
tive passe don
 par la réexpression du 
hamp dominant
ΦS en fon
tion du 
hamp e�e
tif ϕ̃. Cependant, la dépendan
e fon
tionnelle entre 
es deux quan-tités ne peut généralement pas être obtenue de manière exa
te : au mieux, elle ne peut qu'êtreapproximée 
omme une série en ~ devant alors être 
ombinée ave
 
elle des fon
tionnelles misesen jeu dans l'expression (1.24) pour pouvoir déterminer, in �ne, l'expression en bou
les de l'a
-tion e�e
tive.L'équation du point selle (1.17) permet d'établir la dépendan
e fon
tionnelle de la sour
e jen terme du 
hamp dominant ΦS. Il reste alors à exprimer la dépendan
e fon
tionnelle de ΦSen terme du 
hamps e�e
tif ϕ̃ à l'ordre ~

B . À partir de la dé
omposition en bou
les de W (
fexpression (1.19)), on peut é
rire
ϕ̃ =

δW[ΦS ]

δj
=
δWA[ΦS ]

δj
+

B
∑

L=1

~
LWL[ΦS ]

δj
+O(~B).Or, le niveau arbre de W s'é
rivant WA = S[ΦS ] + j · ΦS, on a

δWA[ΦS ]

δj
=
δS[ΦS ]
δj

+ΦS + j · δΦS
δj

= ΦS +
δΦS
δj

·
(

δS[ΦS ]
δΦS

+ j

)

= ΦS23



CHAPITRE 1. ÉLÉMENTS DE THÉORIE QUANTIQUE DES CHAMPSen utilisant l'équation du point selle (1.17). Le 
hamps moyen ϕ̃ 
orrespond ainsi au 
hampdominant ΦS seulement à l'ordre ~
0.

ΦS = ϕ̃−
B
∑

L=1

~
LWL[j]

δj
+O(~B) = ϕ̃−

B
∑

L=1

~
L δΦS
δj

· WL[ΦS]

δΦS
+O(~B)

= ϕ̃+

B
∑

L=1

~
LG[ΦS ] ·

WL[ΦS ]

δΦS
+O(~B).Ce résultat 
onduit à poser que le 
hamp dominant ΦS s'é
rit 
omme une série de variations en

~ autour du 
hamp moyen ϕ̃.
ΦS = ϕ̃+

B
∑

L=1

~
Lϕ̃L[ϕ̃] +O(~B)Comme dé
rit pré
édemment, la détermination des termes ϕ̃L ne peut être qu'appo
hée. L'ex-pression en bou
les de Γ peut alors être obtenue en remplaçant le 
hamp dominant par sonexpression en série dans la relation (1.24) 
onduisant à :

Γ[ϕ̃] = W[ϕ̃ +

B
∑

L=1

~
Lϕ̃L]− j[ϕ̃ +

B
∑

L=1

~
Lϕ̃L] · ϕ̃+O(~B)

= WA[ϕ̃+

B
∑

l=1

~
lϕ̃l] +

B
∑

L=1

~
L

(

WL[ϕ̃+

B−L
∑

l=1

~
lϕ̃l]− j[ϕ̃ +

B−L
∑

l=1

~
lϕ̃l] · ϕ̃L

)

+O(~B).Les di�érents termes sont alors développés jusqu'à l'ordre ~B pour obtenir l'expression des termesà L bou
les de Γ. Plus parti
ulièrement, l'expression d'une fon
tionnelle WL[ΦS ] apporte des
ontributions aux ordres supérieurs L′ > L par l'intermédiaire de 
e développement (et de ϕ̃L).On peut alors montrer que le résultat de 
ette pro
édure revient à soustraire les 
ontributionsà une parti
ule rédu
tible des termes de bou
les WL [3℄ : en 
onséquen
e, l'a
tion e�e
tive Γs'é
rit en terme de diagrammes à une parti
ule irrédu
tible.Fon
tionnelle génératri
e des vertex propresLa première dérivée de Γ 
onduit aux équations du mouvement pour le 
hamp e�e
tif
δΓ

δϕ̃(x)
= −j(x) (1.25)et plus parti
ulièrement à 
elles de la quantité 〈0, tout|ϕ(x)|0, tin〉/〈0, tout|0, tin〉 dans la limite

j → 0. En outre, la relation (1.25) prise dans la limite j → 0 permet d'obtenir l'amplitude detransition du vide au vide [2℄ :
Ŝ =exp

(

i

~
Γ[ϕ̃]

)∣

∣

∣

∣

δΓ
δϕ̃

=0

.24



1.5. THÉORIE DE JAUGE : CAS DE L'ÉLECTRODYNAMIQUE QUANTIQUELa dérivation par rapport à une sour
e de l'équation (1.25) 
onduit à la relation de Dyson :
∫

d4z
δ2Γ

δϕ̃(x)ϕ̃(z)

δ2W
δj(z)δj(y)

= −δ(x− y).L'inverse de Γ(2) 
orrespond ainsi au propagateur (
onne
té) 
omplet de la théorie. Une autre
onséquen
e de l'équation de Dyson est que l'a
tion e�e
tive, pour qu'elle soit dé�nie, doit êtreune fon
tionnelle 
onvexe 25. Par ailleurs, dans le 
adre de la théorie des perturbations, on peutmontrer que Γ 
onstitue la fon
tionnelle génératri
e des verti
es propres que l'on note Γ(N) :
Γ[ϕ̃] =

∑

N

1

N !
Γ(N)(x1, · · · , xN )ϕ̃(x1) · · · ϕ̃(xN ). (1.26)Le potentiel e�e
tif 
orrespond alors à la somme de tous les verti
es pris pour une impulsionnulle.1.5 Théorie de jauge : 
as de l'éle
trodynamique quantiqueImposer qu'une symétrie véri�ée à l'é
helle globale soit valable lo
alement 
orrespond à
onstruire une symétrie de jauge. Con
rètement, 
e
i revient à dé�nir, à l'é
helle lo
ale, unedérivée 
ovariante en introduisant un ou plusieurs 
hamps de jauge. Ces 
hamps 
ompensent lesvariations lo
ales du système d'origine sous transformations liées à la symétrie imposée.Les symétries de jauge permettent de 
onstruire la plupart des intera
tions fondamentales dela Nature. Ainsi, le Lagrangien de l'éle
trodynamique quantique (QED) est donné par l'expression

Lqed[ψ̄, ψ,A] = −1

4
FµνFµν + ψ̄(i∂/−m)ψ + eψ̄γµψAµ. (1.27)Cette théorie est le résultat de l'invarian
e de jauge lo
ale U(1) imposé au Lagrangien de Dira
.De 
ette invarian
e émerge l'intera
tion entre le photon, le 
hamp de jauge de la théorie, et lesparti
ules 
hargées ; la dynamique des photons est dé
rite par le Lagrangien de Maxwell tandisque 
elle des fermions massifs peut être déterminée à partir du Lagrangien de Dira
 [1℄. En outre,dans l'espa
e des impulsions, le propagateur libre des fermions GF0 s'é
rit

GF0 (p) =
p/+m

p2 −m2 + i0
ave
 p/ = γµpµet où les matri
es de Dira
 γµ véri�ent la relation {γµ, γν} = 2gµν (gµν désigne la métrique deMinkowski dans 
e manus
rit). La partie de l'a
tion liée à la dynamique du photon,

Sph[A] = −1

4

∫

d4x FµνFµν = −1

2

∫

d4x Aµ(gµν�− ∂µ∂ν)A
ν ,25. En e�et, la monotonie de la fon
tionnelle (1.22) impose que la dérivée se
onde de W soit non nulle : parl'intermédiaire de l'équation de Dyson, 
ette propriété est alors transmise à l'a
tion e�e
tive qui est soit 
onvexe,soit 
on
ave. Toutefois, 
ette dernière possibilité est à rejeter a�n que la théorie ait un minimum.25



CHAPITRE 1. ÉLÉMENTS DE THÉORIE QUANTIQUE DES CHAMPSmet en jeu uniquement l'opérateur de proje
tion transverse qui n'est pas inversible : une desquatre 
omposantes du 
hamp éle
tromagnétique n'a alors pas de dynamique. Dès lors, il estné
essaire de �xer la jauge pour 
orre
tement dé�nir des expressions fon
tionnelles à partir duLagrangien (1.27). Cette pro
édure s'appuie sur l'introdu
tion des fant�mes de Faddeev-Popov[5℄. Pour la jauge 
ovariante, la QED, en tant que théorie de jauge abélienne, a la parti
ularité dedé
oupler 
es degrés de liberté de 
eux du 
hamp éle
tromagnétique : les fant�mes introduits par
ette pro
édure peuvent alors être intégrés et 
onduisent à un fa
teur de phase in�ni en fa
teurde l'expression des fon
tionnelles. En outre, dans le 
adre de la jauge 
ovariante, la �xation dejauge revient à ajouter une 
ontribution longitudinale arbitraire au Lagrangien :
L(λ)
qed[ψ̄, ψ,A] = Lqed[ψ̄, ψ,A] −

λ

2
(∂µA

µ)2, λ 6= 0.On est alors en mesure d'obtenir le propagateur libre du photon sous la forme
DFµν

0 (p) =
gµν − (1− λ)p

µpν

p2

p2 + i0
=
T µν + λLµν

p2 + i0où T µν et Lµν désignent respe
tivement les opérateurs de proje
tion transverse et longitudinale.Plus parti
ulièrement, dans la jauge de Feynman (λ = 1), 
e propagateur s'é
rit en fon
tion de
elui d'un 
hamp s
alaire non-massif DF
0 :

DFµν
0 (p) =

gµν

p2 + i0
= gµνDF

0 (p).Tous les développements ultérieurs seront fait dans 
e 
ontexte.

26



Chapitre 2PropagateursL'étude de systèmes satisfaisant à la fois les prin
ipes de la relativité restreinte et les postu-lats de la mé
anique quantique repose sur une des
ription en terme de fon
tions de Green. Enthéorie quantique des 
hamps usuelle, 
es quantités, à la fois né
essaires 1 et 
ommodes, 
orres-pondent à l'expression d'amplitudes de transition dont le 
al
ul, notamment dans le 
adre dudéveloppement perturbatif ou en bou
les, peut être e�
a
ement réalisé au moyen d'intégralesde 
hemin [1, 6℄. Dans 
e 
adre, les fon
tions à N-points peuvent être déduites des propagateurs(fon
tions à deux points) qui doivent né
essairement suivre la pres
ription de Feynman. Toute-fois, d'autres pres
riptions peuvent être dé�nies 
omme par exemple 
elles que l'on a 
outumed'introduire en physique 
lassique : dans le 
ontexte de la théorie quantique des 
hamps, l'uti-lisation de pres
riptions autres que 
elle de Feynman fait appel, par exemple, au formalisme
losed time path qui sera présenté dans le 
hapitre 3. En fait, en théorie quantique des 
hamps,il peut être montré que la pres
ription suivie par les propagateurs est imposée par les 
onditionsde bord dé�nissant la situation traitée. Ainsi, les amplitudes du 
hapitre 1 imposent que soientdé�nies des 
onditions initiales et �nales alors que 
elles qui seront présentées dans le 
hapitre 3dépendent de 
onditions initiales ou �nales. Soulignons, en outre, que les développements propresà un type de 
ondition de bord sont in
ompatibles ave
 
eux intervenant pour d'autres 
onditions.L'objet de 
ette se
tion est ainsi de présenter les di�érents types de propagateurs qui serontutilisés dans 
e manus
rit. Dans un premier temps, nous introduirons les fon
tions de Greenpuis nous pré
iserons di�érentes pres
riptions possibles. Celles-
i sont liées à la façon dont 
esfon
tions à deux points sont prolongées sur �
ou
he de masse� 2. En�n, les propriétés, vis-à-visde la 
ou
he de masse, d'opérations entre propagateurs seront abordées dans un se
ond temps,prin
ipalement a�n de simpli�er l'expression des fon
tionnelles dont le 
al
ul est présenté dansl'annexe B.1.1. Le ve
teur d'état de tels systèmes n'est généralement pas bien dé�ni durant son évolution. En revan
he,la réunion de ve
teurs d'état et d'opérateurs d'évolution sous la forme d'amplitudes de transition préserve lastru
ture relativiste.2. La 
ou
he de masse 
onstitue le noyau de l'opérateur di�érentiel 
orrespondant au propagateur 
al
ulé.27



CHAPITRE 2. PROPAGATEURS2.1 Introdu
tion aux fon
tions de GreenSupposons que l'on 
her
he à déterminer l'ensemble des fon
tions ϕ véri�ant l'équation dif-férentielle
Lx,z · ϕ(z) = g(x) (2.1)où g est une fon
tion, Lx,z un opérateur di�érentiel linéaire et 
ontinu. En outre, l'ensembledes solutions de 
ette équation est 
ontrainte par des 
onditions aux limites. Une méthode derésolution d'un tel problème fait appel aux fon
tions de Green. On dé�nit les fon
tions de Green

K de l'opérateur L 
omme étant les distributions satisfaisant la relation
Lx,z ·K(z, y) = δ[x− y].Généralement, plusieurs fon
tions de Green peuvent être dé�nies à partir d'un unique opéra-teur. C'est la donnée des 
onditions de bord qui impose l'utilisation d'une fon
tion de Greenparti
ulière : 
es 
onditions aux limites pré
isent la façon dont est atteinte la �
ou
he de masse�
'est-à-dire le noyau de l'opérateur di�érentiel. Adjoint de 
es pres
riptions, 
e dernier est alorsinversible et, au sens des fon
tionnelles, les fon
tions de Green 
orrespondent don
 à leur inverse.La re
her
he de solutions parti
ulières ϕb[g] de l'équation di�érentielle (2.1) est alors aisée :
elles-
i peuvent être exprimées dire
tement au moyen des di�érentes fon
tions de Green Kb quisatisfont aux 
onditions du problème via

ϕb[g](x) =

∫

dz Kb(x, z)g(z).En�n, l'ensemble des solutions ϕ de l'équation (2.1) est obtenu en ajoutant à la solution parti
u-lière ϕb[g] les solutions homogènes ϕ0 
'est-à-dire 
elles 
orrespondant au noyau de l'opérateur
L :

ϕ = ϕ0 + ϕb[g].Con
rètement, en théorie quantique des 
hamps, les fon
tions de Green sont dé�nies à par-tir du Lagrangien de la théorie 
omme pré
isé dans le 
hapitre 1. Plus généralement, les valeursmoyennes d'observables peuvent être exprimées en termes de fon
tions de Green à N-points elles-mêmes é
rites 
omme des 
ombinaisons de fon
tions de Green à deux points (théorème deWi
k).Généralement, pour résoudre une équation di�érentielle au moyen de fon
tions de Green, on
ommen
e par exprimer 
elles-
i en représentation de Fourier : l'équation devient alors algébriqueet les fon
tions de Green de l'opérateur s'é
rivent via la transformée de Fourier inverse
K(x, y) =

∫

d4p

(2π)4
e−ip.(x−y)K(p) (2.2)oùTF[L](p) ·K(p) = 1, K(p) ≡ TF[K](p) (TF[X] désigne la transformée de Fourier de X).28



2.2. PRINCIPALES PRESCRIPTIONS DÉFINISSANT LES FONCTIONS DE GREENLes intégrales sur la quadri-impulsion doivent être évaluées en 
al
ulant, dans un premier temps,l'intégrale suivant la partie temporelle (dp0) puis 
elle suivant la partie spatiale (d3p). Des am-biguïtés peuvent apparaître lors de 
ette première étape 
ar l'expression (2.2) n'est pas dé�niesur 
ou
he de masse : elle 
omporte généralement des p�les sur l'axe des réels. On ne peut don
pas dé�nir, de façon univoque, de fon
tion de Green à partir de la seule expression (2.2) et ilest né
essaire de pré
iser la façon dont 
es p�les sont 
ontournés 3 : 
ela revient à réaliser unprolongement analytique de l'intégrale (2.2) sur 
ou
he de masse en imposant des 
onditions debords en temps à la fon
tion 
al
ulée. Ces di�érentes pres
riptions peuvent alors 
onduire à desexpressions radi
alement di�érentes.
2.2 Prin
ipales pres
riptions dé�nissant les fon
tions de GreenEn théorie quantique des 
hamps, la pres
ription imposée aux propagateurs est spé
i�queau type de quantité évaluée. Par exemple, l'évaluation perturbative d'amplitudes de transition(amplitudes in-out) s'appuie sur un théorème de Wi
k 
ombinant des propagateurs utilisantné
essairement la pres
ription de Feynman (
f 
hapitre 1). De manière analogue, à partir duformalisme 
losed time path présenté ultérieurement dans les 
hapitres 3 et 4, il est possible dedé�nir des séries perturbatives 
ombinant (entre autre) des propagateurs retardé ou avan
é maisseulement pour évaluer des amplitudes de type in-in ou out-out. Ces dernières s'identi�ent àdes valeurs moyennes respe
tivement dé�nies pour des 
onditions de bord ex
lusivement initialespour la première, ou ex
lusivement �nales pour la se
onde.Les propagateurs utilisés dans 
es di�érents développements peuvent toujours être dé�nispar la moyenne d'une 
ombinaison parti
ulière de deux 
hamps : la 
ombinaison de 
hamps re-tenue est spé
i�que au type de pres
ription retenue tandis que les états (bra et ket) sur lesquelsles moyennes sont prises sont, en fait, 
ara
téristiques de la situation physique étudiée. Habi-tuellement, les propagateurs sont dé�nis sur le vide en théorie quantique des 
hamps usuelle.Souvent, l'étude des propriétés de parité des propagateurs 
onsiste à véri�er si les propriétés
orrespondantes sont valables pour les états sur lesquels les moyennes sont faites. Par exemple,la parité d'un propagateur sous opération de transposition dépend de l'invarian
e des états sous
onjugaison de 
harge. Dans 
ette présentation, nous nous restreindrons aux moyennes sur levide.3. Plut�t que de dé�nir un 
ontour spé
i�que à 
ha
une des pres
riptions présentées par la suite, les p�les despropagateurs sont dépla
és le long de l'axe imaginaire et l'on 
onsidère alors toujours le même 
ontour d'intégra-tion formé par un demi-
er
le s'appuyant sur l'axe des réels et se refermant, soit dans le demi plan des partiesimaginaires positives (
orrespondant à t > 0), soit dans 
elui des parties imaginaires négatives (
orrespondant à
t < 0). C'est l'appli
ation du lemme de Jordan qui permet de déterminer le signe de la variable temporelle enfon
tion des 
ontours retenus. 29



CHAPITRE 2. PROPAGATEURS2.2.1 Propagateurs pour les ondes d'énergies positive et négativeLes propagateurs pour les modes d'énergies positives K(+) et 
eux pour les modes d'énergiesnégatives K(−) sont dé�nis par les expressions 4
iD(+)(x, y) = +〈ϕ(x)ϕ†(y)〉, iD(−)(x, y) = +〈ϕ†(y)ϕ(x)〉, (2.3)
iG(+)(x, y) = −〈ψ(x)ψ̄(y)〉, iG(−)(x, y) = +〈ψ̄(y)ψ(x)〉, (2.4)respe
tivement pour les bosons (2.3) et les fermions (2.4). Pour des parti
ules massives, le 
al
ulde 
es grandeurs sur le vide donne :
D(±)(x, y) = −

∫

d4p

(2π)4
e−ip(x−y)2iπδ[p2 −m2]Θ[±p0],

G(±)(x, y) = +

∫

d4p

(2π)4
e−ip(x−y)2iπδ[p2 −m2]Θ[±p0](p/+m).En outre, 
es propagateurs véri�ent l'identité :

G(±)(x, y) = −(i∂/+m)D(±)(x, y).2.2.2 Propagateurs pour les produits 
hronologique et anti-
hronologiqueLes intégrales de 
hemin en espa
e de Minkovski 
onduisent à dé�nir un propagateur 
orres-pondant au produit 
hronologique de 
hamps sous la forme
iDF (x, y) = 〈T̂[ϕ(x)ϕ†(y)]〉 = {θ(x0 − y0)〈ϕ(x)ϕ†(y)〉+ θ(y0 − x0)〈ϕ†(y)ϕ(x)〉}, (2.5)
iGF (x, y) = 〈T̂[ψ(x)ψ̄(y)]〉 = {θ(x0 − y0)〈ψ(x)ψ̄(y)〉 − θ(y0 − x0)〈ψ̄(y)ψ(x)〉}, (2.6)respe
tivement pour les bosons (2.5) et les fermions (2.6). Cette quantité 
orrespond à l'amplitudede variables dynamiques ordonnées de façon 
ausale. In �ne, 
e
i revient à 
onsidérer que lesondes d'énergies positives se dépla
ent vers l'avenir tandis que 
elles d'énergies négatives vontvers le passé :

iDF (x, y) = +{θ(x0 − y0)D(+)(x, y) + θ(y0 − x0)D(−)(x, y)},
iGF (x, y) = −{θ(x0 − y0)G(+)(x, y) + θ(y0 − x0)G(−)(x, y)}.En outre, le propagateur de Feynman est une grandeur à valeurs 
omplexes et symétrique soustransposition. De manière analogue, on peut dé�nir un propagateur asso
ié au produit anti-
hronologique de 
hamps sous la forme 5

iDF̄ (x, y) = 〈T̂∗[ϕ(x)ϕ†(y)]〉 = {θ(y0 − x0)〈ϕ(x)ϕ†(y)〉+ θ(x0 − y0)〈ϕ†(y)ϕ(x)〉}
iGF̄ (x, y) = 〈T̂∗[ψ(x)ψ̄(y)]〉 = {θ(y0 − x0)〈ψ(x)ψ̄(y)〉 − θ(x0 − y0)〈ψ̄(y)ψ(x)〉},4. À partir du 
hapitre 3 et dans le 
ontexte du formalisme 
losed time path, les propagateurs K(±) serontrespe
tivement notés K∓± pour des problèmes dé�nis par des 
onditions de bord initiales : dans 
e 
ontexte, lese
ond indi
e 
oïn
ide alors ave
 le signe de l'énergie. En revan
he, pour un problème dé�ni par des 
onditions debord �nales dans le 
adre du formalisme 
losed time path, 
ette 
orrespondan
e devra être inversée : K(±) = K±∓.5. À partir du 
hapitre 3 et dans le 
ontexte du formalisme 
losed time path, les propagateurs KF et KF̄seront respe
tivement notés K++ et K−−. 30



2.2. PRINCIPALES PRESCRIPTIONS DÉFINISSANT LES FONCTIONS DE GREENrespe
tivement pour les bosons (2.5) et les fermions (2.6). Ce type de propagateur peut êtreexprimé en fon
tion du propagateur de Feynman par
K F̄ (x, y) = [KF (y, x)]†puisque l'opération de 
onjugaison hermitique n'a�e
te pas les fon
tions de Heaviside dans (2.5)et (2.6). Les propriétés de KF et K F̄ sont don
 similaires.En�n, à partir de l'identité θ(x) + θ(−x) = 1, il résulte que la somme des produits 
hronolo-gique et anti-
hronologique de deux 
hamps véri�e les égalités suivantes 6T̂[ϕ(x)ϕ†(y)] + T̂∗[ϕ(x)ϕ†(y)] = ϕ(x)ϕ†(y) + ϕ†(y)ϕ(x), (2.7)T̂[ψ(x)ψ̄(y)] + T̂∗[ψ(x)ψ̄(y)] = ψ(x)ψ̄(y)− ψ̄(y)ψ(x), (2.8)
e qui se traduit, en terme de propagateurs, sous la forme :

DF +DF̄ = D(+) +D(−), GF +GF̄ = −G(+) −G(−). (2.9)Ces relations sont toujours valables (y 
ompris dans les milieux : 
f 
hapitre 4). Les quatre typesde propagateurs présentés jusqu'i
i peuvent don
 être é
rits à partir de trois grandeurs di�érentesuniquement. Pour des parti
ules massives, 
es propagateurs sur le vide s'é
rivent :
iDF (x, y) =

∫

d4p

(2π)4
e−ip(x−y)

p2 −m2 + i0
, iDF̄ (x, y) =

∫

d4p

(2π)4
e−ip(x−y)

p2 −m2 − i0
,

iGF (x, y) =

∫

d4p

(2π)4
(p/+m)e−ip(x−y)

p2 −m2 + i0
, iGF̄ (x, y) =

∫

d4p

(2π)4
(p/+m)e−ip(x−y)

p2 −m2 − i0
.2.2.3 Propagateurs retardé et avan
éLes propagateurs retardé Kr et avan
é Ka sont dé�nis par les expressions suivantes

iDr(x, y) = Θ[x0 − y0]〈[ϕ(x), ϕ†(y)]〉, iDa(x, y) = −Θ[y0 − x0]〈[ϕ(x), ϕ†(y)]〉, (2.10)
iGr(x, y) = Θ[x0 − y0]〈{ψ(x), ψ̄(y)}〉, iGa(x, y) = −Θ[y0 − x0]〈{ψ(x), ψ̄(y)}〉, (2.11)respe
tivement pour les bosons (2.10) et les fermions (2.11). Ces propagateurs sont réels dansl'espa
e des positions alors qu'en représentation de Fourier, leur partie réelle est égale tandis queleur partie imaginaire est opposée (
f se
tion 2.2.4). En outre, le propagateur retardé est 
ausal 7
'est-à-dire nul pour x0 < y0. En revan
he, le propagateur avan
é est anti-
ausal 
'est-à-dire nulpour x0 > y0. En outre, si les états des moyennes (2.10) et (2.11) sont invariants sous 
onjugaisonde 
harge, les propagateurs retardé et avan
é sont les transposés l'un de l'autre.6. Comme nous le verrons par la suite, le propagateur de la di�éren
e d'un produit 
hronologique et d'unproduit anti-
hronologique fait intervenir le propagateur lointain Kf .7. Le 
ara
tère 
ausal du propagateur retardé (sens de par
ours du temps après 
al
ul de la moyenne) estdi�érent de 
elui présenté par la pres
ription de Feynman (ordre temporel des variables dynamiques avant 
al
ulde la moyenne). 31



CHAPITRE 2. PROPAGATEURSEn�n, les propagateurs avan
é et retardé peuvent s'é
rire 
omme une 
ombinaison linéairede 
eux dé�nis pré
édemment
Dr(x, y) = DF (x, y)−D(−)(x, y) = D(+)(x, y)−DF̄ (x, y), (2.12)
Da(x, y) = DF (x, y)−D(+)(x, y) = D(−)(x, y)−DF̄ (x, y), (2.13)
Gr(x, y) = GF (x, y) +G(−)(x, y) = −G(+)(x, y)−GF̄ (x, y), (2.14)
Ga(x, y) = GF (x, y) +G(+)(x, y) = −G(−)(x, y)−GF̄ (x, y), (2.15)respe
tivement pour les bosons (2.12, 2.13) et les fermions (2.14, 2.15) et en utilisant les identités(2.9). Pour des parti
ules massives, 
es propagateurs sur le vide s'é
rivent :

iDa(x, y) =

∫

d4k

(2π)4
e−ik.(x−y)

k2 −m2 − sgn[k0] i0 , iDr(x, y) =

∫

d4k

(2π)4
e−ik.(x−y)

k2 −m2 + sgn[k0] i0 ,
iGa(x, y) =

∫

d4k

(2π)4
(k/+m)e−ik.(x−y)

k2 −m2 − sgn[k0] i0 , iGr(x, y) =

∫

d4k

(2π)4
(k/ +m)e−ik.(x−y)

k2 −m2 + sgn[k0] i0 .En�n, soulignons que les propagateurs avan
é et retardé ne peuvent pas être obtenus à partir du
al
ul d'amplitudes de transition présentées dans le 
hapitre 1.2.2.4 Rayonnement : propagateurs pro
he et lointainLes propagateurs pro
he Kn et lointain Kf sont dé�nis par les expressions suivantes
iDn(x, y) =

1

2

[

iDr(x, y) + iDa(x, y)

]

=
1

2
sgn(x0 − y0)〈[ϕ(x), ϕ†(y)]〉, (2.16)

iDf (x, y) =
1

2

[

iDr(x, y)− iDa(x, y)

]

=
1

2
〈[ϕ(x), ϕ†(y)]〉, (2.17)

iGn(x, y) =
1

2

[

iGr(x, y) + iGa(x, y)

]

=
1

2
sgn(x0 − y0)〈{ψ(x), ψ̄(y)}〉, (2.18)

iGf (x, y) =
1

2

[

iGr(x, y)− iGa(x, y)

]

=
1

2
〈{ψ(x), ψ̄(y)}〉, (2.19)respe
tivement pour les bosons (2.16, 2.17) et les fermions (2.18, 2.19). Que 
e soit pour desfermions ou des bosons, les propagateurs pro
he et lointain sont ainsi dé�nis par la même 
om-binaison linéaire de propagateurs retardé et avan
é : 
e
i a pour 
onséquen
e que, d'une part,
es propagateurs pour les fermions et les bosons soient liés par les relations

Gn(x, y) = (i∂/ +m)Dn(x, y), Gf (x, y) = (i∂/+m)Df (x, y),et que, d'autre part, les propagateurs pro
he et lointain puissent s'é
rire l'un en fon
tion del'autre via
iKn(x, y) = sgn[x0 − y0]iKf (x, y) (2.20)indépendamment de la statistique des 
hamps. Le propagateur pro
he est pair sous opération detransposition alors que le propagateur lointain est impair sous 
ette opération.32



2.2. PRINCIPALES PRESCRIPTIONS DÉFINISSANT LES FONCTIONS DE GREENLes propagateurs retardé et avan
é peuvent être déterminés à partir des propagateurs 
ausauxselon les identités
Dn(x, y) =

1

2

(

DF (x, y)−DF̄ (x, y)

)

, Df (x, y) =
1

2

(

D(+)(x, y)−D(−)(x, y)

)

,

Gn(x, y) =
1

2

(

GF (x, y) −GF̄ (x, y)

)

, Gf (x, y) =
1

2

(

G(−)(x, y)−G(+)(x, y)

)

.Leur 
al
ul sur le vide pour des parti
ules massives donne
iDn(p) =

∫

d4k

(2π)4
Pp[e−ik(x−y)

k2 −m2

]

, (Pp[·] désigne la partie prin
ipale de l'intégrale)
iDf (p) = −

∫

d4k

(2π)4
e−ik(x−y)2iπδ[k2 −m2]sgn[k0],

iGn(p) =

∫

d4k

(2π)4
Pp[(k/+m)e−ik(x−y)

k2 −m2

]

,

iGf (p) = −
∫

d4k

(2π)4
e−ik(x−y)2iπ(k/ +m)δ[k2 −m2]sgn[k0]En représentation de Fourier, Kn est réel tandis que Kf est imaginaire pur. Dans l'espa
edes positions d'espa
e-temps, 
es propagateurs sont tous deux réels. En�n, soulignons que lepropagateur lointain ne peut pas être 
al
ulé à partir des séries qui permettent de déterminerdes amplitudes de transition (présentées dans le 
hapitre 1) : toutefois, 
e propagateur peut êtreobtenu dans le 
adre du formalisme 
losed time path dé
rit à partir du 
hapitre suivant. Enrevan
he, le propagateur pro
he peut être 
al
ulé à partir des développements du 
hapitre 1 viala partie réelle du propagateur de Feynman.2.2.5 Fon
tion de 
orrélationsOn dé�nit la fon
tion de 
orrélations Kc 
omme la moyenne des propagateurs 
orrespondantaux produits 
hronologiques et anti-
hronologiques 
'est-à-dire :

i2Dc(x, y) =
1

2

[

iDF (x, y) + iDF̄ (x, y)

]

=
1

2
〈{ϕ(x), ϕ†(y)}〉 (2.21)

i2Gc(x, y) =
1

2

[

iGF (x, y) + iGF̄ (x, y)

]

=
1

2
〈[ψ(x), ψ̄(y)]〉. (2.22)Ce propagateur est réel. La quantité iKc 
orrespond à la partie imaginaire des propagateurs KFet K F̄ :

KF (x, y) = Kn(x, y) + iKc(x, y), K F̄ (x, y) = −Kn(x, y) + iKc(x, y).Par 
onséquent, Kc(x, y) est toujours pair sous opération de transposition. iKc est imaginairepur que 
e soit en représentation de Fourier ou dans l'espa
e des positions. Pour des parti
ulesmassives, la fon
tion de 
orrélation sur le vide s'é
rit :
Dc(x, y) = −

∫

d4k

(2π)4
e−ik.(x−y)πδ[k2−m2], Gc(x, y) = −

∫

d4k

(2π)4
e−ik.(x−y)π(k/+m)δ[k2−m2].33



CHAPITRE 2. PROPAGATEURSCe propagateur peut être 
al
ulé à partir des développements du 
hapitre 1 pour des états purs.Pour des états mixtes, l'utilisation du formalisme présenté dans le 
hapitre 3 est né
essaire.2.3 Proje
tions sur et hors 
ou
he de masseLes prin
ipales di�éren
es entre les propagateurs dé�nis jusqu'i
i sont liées à leur relationvis-à-vis de la 
ou
he de masse, elle-même issue de la partie libre de l'a
tion. On dé�nit les opé-rateurs Po� et Pon = 1− Po� projetant respe
tivement hors et sur 
ou
he de masse 8. On 
her
heà exprimer des 
ombinaisons de propagateurs en fon
tion de 
es opérateurs. Plus parti
ulière-ment, on se restreint i
i à un 
hamp s
alaire libre de massem (pouvant éventuellement être nulle).Le propagateur pro
he libre Dn
0 d'un tel 
hamps est dé�ni par la relation (2.16) et s'é
rit
omme une partie prin
ipale en représentation de Fourier. Le se
teur 
orrespondant à la 
ou
hede masse est ainsi absent de la dé�nition de Dn

0 : 
ette dé�nition est alors 
omplétée en imposantque Dn
0 , ainsi que son inverse, soient nuls sur 
ou
he de masse. De façon similaire, Df

0 n'est nonnul que sur 
ou
he de masse. À partir des opérateurs de proje
tion Pon et Po�, on a :
Dn

0 = Dn
0Po�, Dn−1

0 = Dn−1
0 Po�, Dn

0Pon = 0, Dn−1
0 Pon = 0, Dn

0D
n−1
0 = Po�,

Dn
0 =

{

Dn
0 hors 
ou
he de masse

0 sur 
ou
he de masse , Df
0 =

{

0 hors 
ou
he de masse
6= 0 sur 
ou
he de masseLes propagateurs Df

0 et Dn
0 permettent de dé
omposer la partie réelle de la dynamique sur ethors 
ou
he de masse, 
ependant, le produit Df

0D
n−1
0 est en général mal dé�ni sur 
ou
he demasse :

Df
0D

n−1
0 =

{

0 hors 
ou
he de massemal dé�ni sur 
ou
he de masse .Toutefois, on peut estimer que la quantité Df
0D

n−1
0 tend à être grande sur 
ou
he de masselorsque la limite thermodynamique est imposée avant toute élimination du paramètre de Dn−1

0régularisant le 
omportement singulier de 
ette quantité sur 
ou
he de masse. Dès lors, Dn−1
0 estmaintenu arbitrairement �ni sur 
ou
he de masse. En revan
he, la limite thermodynamique de

Df
0 est obtenue à partir d'une quantité é
rite initialement en terme d'un symbole de Krone
ker(imposant qu'elle soit sur 
ou
he de masse) : elle diverge alors dans 
ette limite et, par suite, laquantité Df

0D
n−1
0 aussi.Par 
onséquent, on peut en déduire les relations suivantes :

Dn
0D

r−1
0 = Dn

0

1

Dn
0 +Df

0

=
1Po� +Df
0D

n−1
0

=

{

1 hors 
ou
he de masse
0 sur 
ou
he de masse ≡ Po�8. Ces se
teurs sont identi�és en représentation de Fourier : en notant p la quadri-impulsion, le se
teur sur
ou
he de masse 
orrespond au domaine tel que p2 = m2 alors que la partie hors 
ou
he de masse est dé�nie pour

p2 6= m2. 34



2.3. PROJECTIONS SUR ET HORS COUCHE DE MASSEOpérateur Valeur sur 
ou
he de masse Valeur hors 
ou
he de masse
[�+m2]Dn

0 0 1
Dn

0 0 [m2 +�]−1

Df
0 6= 0 0

Dn
0D

r
a−1
0 0 1

D
a
r−1
0 Dn

0D
r
a−1
0 0 Dn−1

0Figure 2.1 � Opérateurs sur et hors 
ou
he de masse en fon
tion des propagateurs libres pro
heset lointainset
Dn

0D
a−1
0 =

1Po� −Df
0D

n−1
0

= Po�.D'autre part, on a
Da−1

0 Dn
0D

r−1
0 =

1

Dn
0 −Df

0

Dn
0

1

Dn
0 +Df

0

= Dn−1
0

1Po� −Df
0D

n−1
0

1Po� +Df
0D

n−1
0

=

{

Dn−1
0 hors 
ou
he de masse

0 sur 
ou
he de masse = Dn−1
0 Po� = Dn−1

0et
Dr−1

0 Dn
0D

a−1
0 = Dn−1

0 Po�.Ces résultats sont résumés dans la table 2.1 et permettront de simpli�er une partie des expres-sions dans l'annexe B.1 (séparation formelle des parties réelle et imaginaire de la fon
tionnellegénératri
e W).
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Chapitre 3A
tions e�e
tives pour les valeursmoyennes et matri
es densitéAu 
ours des dernières dé
ennies, la plupart des enjeux théoriques en physique des hautesénergies ont été développés dans le 
ontexte d'expérien
es liées aux a

élérateurs de parti
ules :
es développements théoriques visent à déterminer la matri
e S à partir de laquelle peuvent êtredéduites les propriétés mesurables expérimentalement des phénomènes étudiés. Cependant, 
etteappro
he est très spé
i�que : l'étude de problèmes de di�usion suppose que les états initiaux et�naux soient déterminés et s'appuie alors sur l'évaluation d'amplitudes de transition. Bien queles amplitudes de type in-out soient des quantités 
ommodes, tant sur le plan théorique que surle plan 
al
ulatoire, 
es amplitudes ne permettent toutefois d'exprimer simplement des proba-bilités (
f relation (1.1)) qu'en raison d'un 
ontexte physique parti
ulier propre à la physiquedes parti
ules : les états asymptotiques 
onsidérés pour un tel système sont des états purs. Dèslors 
es amplitudes s'adaptent di�
ilement à la des
ription d'états mixtes, né
essaires notam-ment dans le 
adre de la théorie de la dé
ohéren
e [45℄ : 
omme nous allons le voir par la suite,lorsque le système est dans un état mixte, il est né
essaire d'exprimer les probabilités dire
te-ment [21℄. En outre, l'utilisation d'amplitudes in-out ne permet pas d'étudier 
orre
tement eten toute généralité des situations où l'évolution est entièrement 
onditionnée par la donnée de
onditions initiales (ou �nales) seulement. A
tuellement, 
es problématiques prennent une im-portan
e 
roissante notamment en astrophysique et en 
osmologie [32, 33, 37℄ (interprétation desquantités 
al
ulées et 
onditions de bord) ou en
ore dans l'étude de systèmes ouverts en physiquequantique [12, 23, 28, 36℄ (présen
e d'états mixtes, systèmes hors équilibre).En fait, 
es situations né
essitent l'utilisation d'une théorie 
onduisant stri
tement à des va-leurs moyennes dé�nies au sens des postulats de la mé
anique quantique. En théorie quantiquedes 
hamps, le 
al
ul de 
es quantités peut être réalisé dire
tement au moyen du formalisme
losed time path (CTP) initié par S
hwinger dans [18℄. Jusqu'alors, seuls leurs �
arrés� étaienta

essibles par 
al
ul d'amplitudes de transition. Dans son arti
le, S
hwinger obtient un prin
iped'a
tion donnant dire
tement des valeurs moyennes en 
ombinant deux évolutions de 
hronolo-gie inverse. Dans les années qui suivirent 
ette publi
ation, les méthodes de 
al
uls de valeursmoyennes furent pré
isées, notamment dans [19, 20, 24, 25℄ et rendues populaires, entre autres37



CHAPITRE 3. ACTIONS EFFECTIVES POUR LES VALEURS MOYENNES ETMATRICES DENSITÉgrâ
e aux travaux de Keldysh dans [23℄. Durant 
ette même période, Feynman et Vernon ontdéveloppé une appro
he très similaire, le formalisme de l'in�uen
e fun
tional, a�n d'aborderplus spé
i�quement les phénomènes dissipatifs à l'é
helle quantique [21℄. Toutefois, l'utilisationde séries perturbatives pour les valeurs moyennes, réalisée par le formalisme CTP est restée re-lativement marginale par rapport au s
héma perturbatif fondé sur les amplitudes de transition :
e s
héma popularisé par Feynman via les intégrales de 
hemin est beau
oup plus e�
a
e pourtraiter de problèmes mettant en jeu des états purs. Aussi, le formalisme CTP fut alors prin
i-palement développé dans le 
ontexte des systèmes ouverts [24, 25, 28, 9, 12℄ où il 
onstitue unexemple de formalisme dit en temps réel : les formalismes de 
e type représentent une alternativeau formalisme plus an
ien de Matsubara [17℄ également appelé formalisme en temps imaginaire.L'objet de 
e 
hapitre est de présenter le formalisme 
losed time path (CTP) ainsi que son�extension�, le formalisme opened time path (OTP). Ce dernier permet de dé
rire l'évolution dematri
es densité à partir de développements similaires à 
eux donnant des valeurs moyennes. Enoutre, il est parti
ulièrement bien adapté à la des
ription des fa
teurs 
onditionnant l'intri
ationd'un système suivi ave
 son environnement (sous-système formellement éliminé). À l'origine, leformalisme OTP fut introduit par Feynman et Vernon dans la référen
e [21℄, sous l'appellationfon
tionnelle d'in�uen
e, sans que son rapport ave
 le formalisme CTP ne soit toutefois expli
i-tement mis en valeur. La 
omplémentarité de 
es formalismes ne fut soulignée que par la suite,notamment dans les référen
es [22, 39℄ : dans 
e manus
rit, le formalisme de la fon
tionnelled'in�uen
e est désigné sous l'appellation OTP. La présentation faite i
i du formalisme CTP est
entrée sur l'obtention des équations du mouvement véri�ées par les valeurs moyennes d'opé-rateurs à partir du prin
ipe variationnel. La dernière partie de 
e 
hapitre est dédiée au 
al
ulde matri
es densité à partir du formalisme OTP. Les prin
ipaux résultats qualitatifs permet-tant de dé
rire l'évolution des di�érents termes des matri
es densité sont alors présentés dansle but d'étudier la 
onsistan
e entre 
hemins [50, 51℄ dans le 
hapitre 5. En�n, la plupart desdéveloppements présentés dans 
e 
hapitre seront illustrés également dans le 
hapitre 5.3.1 Valeurs moyennes et matri
es densitéL'objet de 
e 
hapitre est de présenter des formalismes donnant a

ès au 
al
ul de valeursmoyennes et de matri
es densité. Avant d'en introduire les aspe
ts formels, rappelons les dé�ni-tions et les prin
ipales 
ara
téristiques de 
es quantités.En représentation de Heisenberg, on dé�nit la valeur moyenne d'une observable Â par uneexpression du type
〈A〉 = 〈ψ|Â(t,x)|ψ〉, (3.1)
'est-à-dire par une relation où les bra et ket agissant sur l'opérateur sont stri
tement iden-tiques. Conformément aux postulats de la mé
anique quantique, 
es grandeurs 
orrespondent àdes quantités, en prin
ipe, toujours mesurables. Lorsque leur évolution est dé�nie à partir de
onditions initiales, 
es grandeurs sont quali�ées d'amplitudes in-in : |ψ〉 = |in, tin〉. De la mêmemanière, les valeurs moyennes sont appelées amplitudes out-out lorsqu'elles sont déterminées par38



3.1. VALEURS MOYENNES ET MATRICES DENSITÉla donnée de 
onditions �nales 1 : |ψ〉 = |out, tout〉. En outre, l'évolution en temps de valeursmoyennes, dé�nies à partir de 
onditions initiales, peut être é
rite sous la forme
〈A〉 = 〈in, tin|Û(tin, t)Â(tin,x)Û(t, tin)|in, tin〉, Û†(t, tin) = Û(tin, t) (3.2)au moyen de l'opérateur d'évolution Û. Les amplitudes out-out véri�ent une relation similaire.Ces grandeurs se distinguent des amplitudes in-out présentées dans le 
hapitre 1 essentiellementdans leur rapport au temps. En e�et, en é
rivant la dépendan
e en temps de 
es dernières de lamême façon que dans l'équation (3.2), on aboutit à une expression du type (ave
 x ≡ (t,x))
〈out, tout|Â(x)|in, tin〉 = 〈out, tin|Û(tout, tin)Â(x)|in, tin〉

= 〈out, tin|Û(tout, t)Â(tin,x)Û(t, tin)|in, tin〉 (3.3)où la 
on�guration de l'état �nal est généralement identique à 
elle de l'état initial, ie |out, tin〉 =
|in, tin〉. Formellement, la prin
ipale di�éren
e entre valeurs moyennes et amplitudes de transi-tion 
orrespond à la présen
e de l'opérateur d'évolution Û(tout, t) dans 
es dernières (3.3) en lieuet pla
e de l'opérateur Û(tin, t) dans 
es premières (3.2).Les bra et ket sont toujours dé�nis à des instants di�érents pour les amplitudes de transitionmais ne le sont jamais pour les valeurs moyennes. En fait, amplitudes de transition et valeursmoyennes sont adaptées à l'étude de problèmes de natures di�érentes. Les amplitudes de transi-tion informent quant à la probabilité de transition entre des états dé�nis à des instants di�érents.Ainsi, pour les amplitudes de transition 〈out, tout|in, tin〉, on a 
outume d'interpréter l'insertiond'un opérateur Â 
omme un moyen de générer des 
on�gurations parti
ulières à partir d'uneévolution adiabatique, ie 〈out, tout|in, tin〉 ≡ 〈0, tout|Â(x)|0, tin〉. Le 
al
ul de l'amplitude in-outd'opérateurs est alors un moyen 
ommode de dé
rire un re
ouvrement d'états di�érents. Cettedémar
he trouve appli
ation notamment en physique des parti
ules où les pro
essus de di�usionsont 
ompris au travers de la di�éren
e entre les états antérieurs et postérieurs au phénomèneétudié. Les propriétés de 
es pro
essus sont alors résumées via leur amplitude de transition duvide au vide. En revan
he, la valeur moyenne d'un opérateur Â, 
'est-à-dire une quantité du type
〈in, tin|Â(t,x)|in, tin〉, est traditionnellement interprétée 
omme la valeur prise par 
et opérateursur un ensemble parti
ulier : l'opérateur est dire
tement 
ara
térisé 
omme une quantité mesu-rable.Amplitudes de transition et valeurs moyennes sont généralement des quantités très di�é-rentes l'une de l'autre 2. Toutefois, 
es quantités sont proportionnelles entre elles dès lors qu'elless'é
rivent 
omme des amplitudes sur des états propres du Hamiltonien 
onditionnant leur dyna-mique 3. Cependant, une telle situation reste ex
eptionnelle pour un système �réaliste� : en géné-ral, un système de 
e genre met en jeu des états 
ontenant des ex
itations 
olle
tives 
ompliquées,1. Les résultats relatifs aux amplitudes out-out peuvent être déduits de 
eux 
orrespondant aux amplitudesin-in par opération de renversement du temps : 
ette présentation sera 
entrée sur l'obtention de valeurs moyennesà partir de 
onditions initiales2. Une illustration s'appuyant sur l'étude d'un système en mé
anique quantique tel que |0, tin〉 6= |0, tout〉(potentiel dépendant du temps) peut être trouvée dans [31℄.3. Le fa
teur de proportionnalité dépend du fait que les bra et ket d'une amplitude de transition sont né-39



CHAPITRE 3. ACTIONS EFFECTIVES POUR LES VALEURS MOYENNES ETMATRICES DENSITÉnotamment via leurs 
onditions initiales. Ces situations dépassent le 
adre du formalisme présentédans le 
hapitre 1. En e�et, les équations 
onditionnant le 
hamp e�e
tif 〈0, tout|Â(x)|0, tin〉, 
al-
ulées dans 
e 
ontexte, 
omportent d'importantes limitations [31℄ : en général, le 
hamp e�e
tif
〈0, tout|Â(x)|0, tin〉 ne peut pas être interprété en terme d'observables et les équations satisfaitespar 
elui-
i ne sont pas 
ompatibles ave
 des 
onditions de bord initiales (ou �nales) uniquement 4.Pour s'abstraire de 
es limitations, on est alors 
ontraint d'utiliser un formalisme di�érent quiaboutit rigoureusement au 
al
ul de valeurs moyennes. Toutefois une grande partie des outils etdes méthodes développées dans le 
adre des amplitudes in-out peuvent être adaptés au 
al
ul degrandeurs de type in-in.En�n, les matri
es densité sont des quantités de premier plan dans l'étude des systèmesmi
ros
opiques : elles permettent une des
ription à la fois générale 5 et systématique de l'étatd'un système à un instant donné. Les matri
es densité pondèrent l'importan
e prise par 
ertainsétats parti
uliers parmi l'ensemble de 
eux a

essibles au système et sont, en outre, le seul moyende dé
rire des situations spé
i�ques à la physique quantique telles que l'intri
ation. Leur emploiest alors né
essaire dès lors que l'on 
her
he à traiter e�
a
ement de modèles pro
hes de laréalité. Les matri
es densité sont des opérateurs hermitiens, positifs et de tra
e unité. Ainsi, lesvaleurs moyennes de type in-in peuvent alors être dé�nies en toute généralité par
〈A〉 = Tr[Â(t,x) ρ̂in(tin)] = Tr[Â(tin,x) Û(t− tin)ρ̂in(tin)Û(tin− t)] = Tr[Â(tin,x) ρ̂in(t)] (3.4)où ρ̂in dé�nit 
omplètement l'état initial du système. En outre, pour la représentation de S
hrö-
essairement dé�nis à des instants di�érents. Ainsi, pour un état stationnaire |in〉 tel que Ĥ|in〉 = E0|in〉, onobtient

〈in, tout|Â(x)|in, tin〉 = 〈in, tin|Û(tout − tin)Â(x)|in, tin〉 = e−i(tout−tin)
E0

~ 〈in, tin|Â(x)|in, tin〉.4. Les méthodes habituelles de théorie quantique des 
hamps imposent que l'état �nal du système soit spé
i�éavant que les équations de 
hamps ne soient résolues : par 
onstru
tion, les objets mathématiques (intégrales de
hemin), permettant de 
onstruire l'a
tion qui résulte de la physique mi
ros
opique, imposent des 
onditions debord aux frontières du domaine de dé�nition. Une première 
onséquen
e de 
ette 
onstru
tion est que les fon
tionsde Green paramétrant les observables suivent né
essairement la pres
ription de Feynman : les quantités obtenuessont symétriques sous opération de transposition et les propagateurs retardés sont ex
lus des des
riptions enthéorie de la matri
e S. Une autre 
onséquen
e dire
te de 
ette appro
he réside dans le fait que toutes lesfon
tionnelles d'intérêts physiques, ainsi que les équations qui en dé
oulent, soient né
essairement é
rites en termede 
hamp e�e
tif de type in-out 
'est-à-dire spé
i�quement à partir d'une quantité dé�nie pour des 
onditionsde bord sur les frontières. Soulignons que, dans 
ette appro
he, la 
ause de di�
ultés réside dans le fait que l'ona 
outume de raisonner à partir d'objets dé�nis par une amplitude (de transition) alors que 
'est seulement le�
arré� de 
ette amplitude qui 
onduit à des résultats interprétables. Comme nous le verrons par la suite, un autreformalisme, le formalisme CTP dans son appro
he �usuelle�, permet de 
onsidérer des quantités dé�nies à partirde 
onditions initiales (à nouveau, 
es 
onditions sont stri
tement ex
lusives...). Ainsi, la démar
he employée enphysique quantique né
essite toujours de pré
iser le type de 
onditions envisagées avant toute étude. À noter queles méthodes 
lassiques ne font pas l'objet de 
e type de limitations : les 
onditions de bord sont imposées aprèsobtention des quantités issues du prin
ipe variationnel.5. Seuls les états purs peuvent être représentés par un ve
teur d'état de l'espa
e de Hilbert du système étudié.La des
ription la plus générale de l'état d'un système est donnée par une matri
e densité (théorème de Gleason) :les états intriqués 
orrespondent à 
e type de situation.40



3.2. CALCUL DE VALEURS MOYENNES : FORMALISME CLOSED TIME PATHdinger, l'équation de Liouville - von Neumann
i~
dρ̂

dt
= [Ĥ, ρ̂], (3.5)
onstitue le point de départ de l'étude de l'évolution au 
ours du temps d'une matri
e densité 6.Plus parti
ulièrement, un système est dit à l'équilibre thermodynamique si la matri
e densitéreprésentant son état est indépendante du temps. En 
onséquen
e, dans 
e type de situation ρ̂ne peut être é
rite qu'à partir de 
onstantes du mouvement : ainsi, la température et le potentiel
himique 
orrespondent à des paramètres imposant respe
tivement une énergie moyenne et unnombre de 
harges moyen au système étudié.3.2 Cal
ul de valeurs moyennes : formalisme 
losed time pathLa spé
i�
ité de la méthode introduite par S
hwinger est de 
ombiner deux amplitudes detransition et de les 
ontraindre à produire des valeurs moyennes. Plus parti
ulièrement, 
etteprésentation sera 
entrée sur l'expression de valeurs moyennes lorsque les états initiaux sont spé-
i�és 
'est-à-dire de quantités de type 〈in|Â|in〉 (en représentation d'Heisenberg) : l'expression devaleurs moyennes dé�nies pour des 
onditions �nales 〈out|Â|out〉 peut être reproduite de façonanalogue aux développements présentés dans 
ette se
tion mais en imposant d'autres 
onditionsde bord. En outre, les quantités 〈out|Â|out〉 peuvent alors être obtenues par inversion du tempsà partir des moyennes 〈in|Â|in〉.En toute rigueur, la démar
he introduite par S
hwinger n'est pas le seul moyen d'exprimer desvaleurs moyennes. Comme nous le verrons brièvement dans le 
hapitre 4, une méthode alternative
onsiste à imposer des 
ontraintes sur les états, plus parti
ulièrement des 
onditions périodiquessur les 
on�gurations de 
hamps, et 
onduit alors à des formalismes de type Matsubara. Cepen-dant, la plupart du temps, les appro
hes de type Matsubara impliquent une des
ription beau
oupmoins e�
a
e que 
elle dé�nie par S
hwinger : la plupart des méthodes fon
tionnelles en théoriequantique des 
hamps sont plus di�
iles à exploiter lorsque les 
ontraintes sont exprimées di-re
tement sur les états plut�t qu'à partir des degrés de liberté. L'objet de 
ette se
tion est ainsid'introduire la méthode de S
hwinger d'obtention de valeurs moyennes. En outre, les 
onsidéra-tions relatives à la présen
e d'un environnement seront prin
ipalement abordées dans le 
hapitre4 : en prin
ipe, 
ette méthode est avant tout un moyen de 
al
uler des valeurs moyennes quelquesoit l'état du système envisagé.3.2.1 Expression de valeurs moyennes en terme d'intégrales de 
heminLes amplitudes de transition in-out peuvent être évaluées en utilisant des intégrales de 
hemin.Cependant, l'extension de 
es dernières au 
al
ul de valeurs moyennes n'est pas dire
te 7. A�n de6. L'équation de Liouville - von Neumann est analogue à 
elle d'Heisenberg : 
es deux équations d'évolutionne di�èrent que d'un signe et 
orrespondent à des représentations di�érentes (respe
tivement de S
hrödinger pourles matri
es densité et d'Heisenberg pour les opérateurs).7. Par 
onstru
tion (utilisation de la relation de Chapman-Kolmogorov), les intégrales de 
hemin (1.10) nepermettent d'obtenir que des amplitudes de transition entre des états |in, tin〉 et |out, tout〉 né
essairement dé�nis41



CHAPITRE 3. ACTIONS EFFECTIVES POUR LES VALEURS MOYENNES ETMATRICES DENSITÉpouvoir exprimer les valeurs moyennes au moyen d'intégrales de 
hemin, les dé�nitions (3.2) ou(3.4) doivent don
 être é
rites en fon
tion d'amplitudes de transition. Le point de départ de 
etteréexpression 
onsiste à é
rire la dé�nition (3.2) en représentation de Heisenberg sous la forme
〈A〉 = 〈in, tin|Û(tin − tout)Û(tout − t)Â(tin,x)Û(t− tin)|in, tin〉
'est-à-dire en y faisant apparaître un temps �nal tout arbitraire mais véri�ant tout > t > tin. Enoutre, tous les états sont i
i dé�nis en représentation de Heisenberg et leur expression est alorsdonnée à la date tin pour un problème s'appuyant sur des 
onditions initiales : |X, tin〉 ≡ |X〉.Ensuite, l'insertion de la relation de fermeture

1̂ =

∫

dψout |out〉〈out|, |out〉 ≡ |ψout〉dans la relation pré
édente permet d'obtenir une première expression de la valeur moyenne de Âen terme d'amplitudes de transition :
〈A〉 =

∫

dψout [〈out|Û(tout, tin)|in〉]† 〈out|Û(tout, t)Â(tin,x)Û(t, tin)|in〉 (3.6)où l'on a utilisé la relation
〈in|Û(tin, tout)|out〉 = [〈out|Û(tout, tin)|in〉]†.Insérer la relation de fermeture à droite de l'opérateur Â(tin,x) dans la dé�nition (3.2) permetd'obtenir la valeur moyenne de 
et opérateur sous une se
onde forme, analogue à la relation (3.6),

〈A〉 =
∫

dψout 〈in|Û(tin, t)Â(tin,x)Û(t, tout)|out〉 〈out|Û(tout, tin)|in〉, (3.7)
'est-à-dire
〈A〉 =

∫

dψout [〈out|Û(tout, t)Â(tin,x)Û(t, tin)|in〉]†〈out|Û(tout, tin)|in〉. (3.8)En outre, les expressions (3.6) et (3.8) se généralisent aisément lorsque l'état initial du systèmeà l'étude est dé�ni par l'intermédiaire d'une matri
e densité ρ̂in :
〈A〉 = Tr[Â(t,x)ρ̂in] = ∫ dψout 〈out|Â(t,x)ρ̂in|out〉

=

∫

dψαdψβ 〈ψα|ρ̂in|ψβ〉
∫

dψout [〈out|Û(tout, tin)|ψβ〉]† 〈out|Û(tout, t)Â(tin,x)Û(t, tin)|ψα〉(3.9)
=

∫

dψαdψβ 〈ψα|ρ̂in|ψβ〉
∫

dψout [〈out|Û(tout, t)Â(tin,x)Û(t, tin)|ψβ〉]† 〈out|Û(tout, tin)|ψα〉.(3.10)à des instants di�érents. 42



3.2. CALCUL DE VALEURS MOYENNES : FORMALISME CLOSED TIME PATHDans les expressions pré
édentes, on a inséré deux jeux d'états arbitraires |ψα〉 et |ψβ〉 autourde la matri
e densité ρ̂in via les relations de fermeture
1̂ =

∫

dψα |ψα〉〈ψα|, 1̂ =

∫

dψβ |ψβ〉〈ψβ |de la même façon que pour les moyennes (3.6) et (3.8). Sur l'ensemble dé�ni par ρ̂in, une valeurmoyenne s'é
rit alors 
omme la somme d'une 
ombinaison algébrique d'expressions du type (3.6)ou (3.8) (valeurs moyennes pour un système pur). Les di�érents termes de 
ette somme sontpondérés par les éléments de matri
e 〈ψα|ρ̂in|ψβ〉 : 
es derniers spé
i�ent ainsi l'état initial dusystème. En�n, dans toutes les expressions qui pré
èdent, les états �naux sont traités de la mêmemanière par une opération de tra
e qui 
onsiste à sommer sur tous les états �naux |out〉 ≡ |ψout〉a

essibles au système.Ainsi, la valeur moyenne de Â peut être exprimée de deux façons di�érentes, 
'est-à-dire via(3.6) ou (3.7). Cha
une de 
es expressions met en jeu, à 
haque fois, deux amplitudes de transi-tion di�érentes. Cha
une de 
es �bran
hes� évolue entre l'état initial du système |in〉 et un mêmeétat �nal |out〉 arbitraire mais de façon inverse. Le système dé
rit tout d'abord une évolutionstandard sur la première bran
he 
'est-à-dire depuis l'état initial vers l'état �nal (évolution dansle sens 
roissant du temps). Dans un se
ond temps, le système évolue sur la se
onde bran
heselon la 
hronologie inverse 
'est-à-dire depuis l'état �nal vers l'état initial (l'axe de temps estalors par
ouru dans le sens dé
roissant). La première bran
he réalise don
 une évolution 
hrono-logique 8 tandis que la se
onde, étant l'expression 
onjuguée de la première, réalise une évolutionanti-
hronologique. C'est 
ette dernière amplitude de transition qui permet le retour à l'étatinitial d'origine et assure ainsi que la grandeur produite soit de type in-in. Les bran
hes 
hro-nologiques et anti-
hronologiques sont respe
tivement notées C+ et C− et 
onstituent le 
ontour
C = C+ ∪ C−. Ces deux amplitudes sont alors 
ouplées entre elles par une opération de tra
esur les états �naux : 
e 
ouplage engendre la 
ondition de bord du formalisme et 
onstitue saprin
ipale spé
i�
ité 9. Comme nous le verrons par la suite, 
ette 
ontrainte induit un mélangede la dynamique des bran
hes lorsque les �u
tuations quantiques sont intégrées.Une même valeur moyenne pouvant être obtenue par insertion d'opérateurs indi�éremmentsuivant la bran
he 
hronologique ou anti-
hronologique, les degrés de liberté du système doiventdon
 être doublés pour que 
ha
une de 
es bran
hes puisse être traitée indépendamment l'unede l'autre. Les amplitudes de transition 
ontenues dans les expressions (3.6) et (3.7) peuventêtre exprimées en terme d'intégrales de 
hemin de la façon suivante. L'amplitude de transition8. Cette amplitude de transition 
orrespond à une intégrale de 
hemin du même type que 
elles présentéesdans le 
hapitre 1.9. L'adaptation de 
es développements à une situation où les valeurs moyennes sont 
onditionnées par une
ondition �nale peut être réalisée également à partir de la même 
ombinaison d'amplitudes C±. Cependant, dans
e 
as, le 
ontour formé par 
elles-
i doit être fermé à une date initiale arbitraire et les 
on�gurations �nalesdoivent être imposées au travers d'une matri
e densité dé�nie à 
ette date : le 
ontour 
orrespondant est ainsiobtenu à partir de 
elui dé
rit par la �gure 3.1 mais en inversant l'axe réel de temps (ℜt ∼> −ℜt). La situationdé
rite 
orrespond alors à l'étude d'observables dont l'évolution dynamique doit aboutir à une valeur déterminéeen �n d'évolution. 43



CHAPITRE 3. ACTIONS EFFECTIVES POUR LES VALEURS MOYENNES ETMATRICES DENSITÉ
orrespondant à la bran
he 
hronologique s'é
rit sous la forme
〈out|Û(tout, tin)|in〉 = ∫ D[ϕ+]e

i
~
{S[ϕ+]+SCT [ϕ+]}. (3.11)Par 
onvention, le 
hamp ϕ+ désigne les degrés de liberté dé�nis sur 
ette bran
he uniquement.L'amplitude de transition issue de la bran
he anti-
hronologique, qui 
orrespond au 
onjuguéhermitique de l'expression pré
édente (
f relation (1.6)), est donnée par

〈in|Û(tin, tout)|out〉 = ∫ D[ϕ−]e−
i
~
{S[ϕ−]+SCT [ϕ−]}. (3.12)Les degrés de liberté de 
ette bran
he sont notés ϕ− et sont à distinguer des pré
édents. L'opé-rateur dont on fait la moyenne est exprimé soit en terme des degrés de liberté 
ontenus sur labran
he 
hronologique ie A[ϕ+], soit en fon
tion de 
eux de la bran
he anti-
hronologique via

A[ϕ−], selon que l'on traduit en intégrale de 
hemin une expression du type (3.6) ou (3.7) 10. Lerésultat �nal ne dépend pas de la façon dont l'opérateur Â est inséré. Ainsi, la valeur moyenne de
Â est �nalement obtenue en regroupant les deux intégrales de 
hemin pré
édentes et en prenantla tra
e sur les 
on�gurations de 
hamp �nales 
'est-à-dire
〈Â〉 =

∫

dϕ+
indϕ

−
in 〈ϕ+

in|ρ̂in|ϕ−in〉
∫

dϕout

∫ ϕ±(tout,x)=ϕout

ϕ±(tin,x)=ϕ
±
in

D[ϕ+]D[ϕ−] e
i
~
{S[ϕ+]+SCT [ϕ+]}− i

~
{S[ϕ−]+SCT [ϕ−]}A[ϕσ] (3.13)ave
 σ prenant indi�éremment la valeur − ou + 11. S désigne l'a
tion et SCT 
elle des 
ontre-termes. La forme de l'a
tion et 
elle des 
ontre-termes est la même sur 
haque bran
he 
ar
elles-
i ne dépendent que de la dynamique du système et non pas du sens de par
ours en temps.Les 
on�gurations initiales du 
hamp sont liées à la situation physique étudiée via les 
onditionsinitiales 〈ϕ+

in|ρ̂in|ϕ−in〉 traduisant les expressions (3.9) et (3.10) : souvent, 
es 
onditions initialespeuvent être in
orporées à la dé�nition du propagateur de la théorie 12. En revan
he, les 
on�-gurations �nales des 
hamps ϕ±out sont propres au formalisme : 
es 
on�gurations sont prisesidentiques sur 
haque bran
he, ie ϕ+
out = ϕ−out = ϕout, puis sont intégrées en imposant qu'ellesaient toutes le même poids statistique. L'intégration du degré de liberté ϕout produit les 
ondi-tions de bord du formalisme développé. En�n, soulignons que dans les expressions pré
édentes, ilest né
essaire que tout− tin soit arbitrairement grand pour que l'a
tion puisse être é
rite via unetransformée de Fourier usuelle (fréquen
es 
ontinues) : habituellement, la date �nale du 
ontour

tout est rejetée à l'in�ni.10. Plus généralement, un opérateur 
omposite peut être é
rit 
omme une 
ombinaison des 
hamps issus desdeux bran
hes.11. Dans les intégrales de 
hemin, les indi
es ± servent uniquement à distinguer si les grandeurs sont dé�nies surles parties 
hronologiques ou anti-
hronologiques ; 
ette distin
tion est né
essaire dès lors que 
es deux bran
hessont traitées 
onjointement via une intégrale de 
hemin. Les 
hamps ϕ± présentent ainsi 
ette dupli
ation desdegrés de liberté d'origine et ont la même interprétation physique.12. C'est, par ailleurs, l'un des avantages de 
e formalisme.44



3.2. CALCUL DE VALEURS MOYENNES : FORMALISME CLOSED TIME PATH
ℜt

ℑt

C+

C−

b

tout
|

tin

Figure 3.1 � Contour pour le formalisme 
losed time path (amplitudes in-in)Ainsi, la méthode de 
al
ul de valeurs moyennes in-in, introduite par S
hwinger, se distinguede 
elle d'amplitudes in-out par un doublement des degrés de liberté auxquels sont imposésune 
ontrainte : deux amplitudes de transition 
ouplées entre elles permettent de produire desvaleurs moyennes. On obtient ainsi un formalisme à 
ontour fermé en temps : 
'est le formalisme
losed time path. Amplitudes in-out et in-in ont en 
ommun qu'elles s'appuient (sur 
haquebran
he) sur les mêmes a
tions et les mêmes prin
ipes de symétrie. Dès lors, l'utilisation d'un typeparti
ulier d'amplitude est lié au 
ontexte physique dé
rit plut�t qu'à la nature des �intera
tionsfondamentales� qui le régissent.3.2.2 Condition de bord du formalisme et indépendan
e vis-à-vis de la datede fermeture du 
ontourLa date tout où la tra
e sur les états �naux est prise dans l'expression des valeurs moyennes(3.13) est né
essairement arbitraire sous réserve qu'elle soit ultérieure à 
elle où les moyennessont 
al
ulées 13 : par 
onséquent, 
es dernières doivent en être indépendantes. L'intégration dudernier degré de liberté (dé�ni à tout) produit la 
ondition de bord du formalisme. L'in�uen
ede 
e degré de liberté parti
ulier peut être étudiée en é
rivant les intégrales de 
hemin sur unréseau. Cha
une des amplitudes de transition de C± 
orrespond alors à un produit d'intégralesdé�nies sur un réseau 
onstitué par la dis
rétisation temporelle de 
es 
ontours. Ce
i revientà dé�nir une série d'amplitudes élémentaires dont la 
ombinaison, via la formule de Chapman-Kolmogorov 14, permet de 
onstruire l'amplitude 
orrespondant à l'ensemble d'une bran
he C±parti
ulière. Le propre du formalisme CTP est alors de 
ombiner 
es deux bran
hes C±, à leurextrémité, dire
tement au moyen de la formule de Chapman-Kolmogorov 15. Dès lors, l'intégra-tion de 
e degré de liberté n'in�uen
e que les termes de l'a
tion qui en dépendent né
essairement.13. Dans les expressions (3.6) et (3.8), la date tout peut être 
hangée en utilisant les propriétés d'unitarité del'opérateur d'évolution.14. 
f relation (1.9) du 
hapitre 1.15. I
i, la formule de Chapman-Kolmogorov est équivalente à la relation de fermeture appliquée au degré deliberté �nal 
ommun aux deux bran
hes C±. 45



CHAPITRE 3. ACTIONS EFFECTIVES POUR LES VALEURS MOYENNES ETMATRICES DENSITÉSur un intervalle élémentaire, la partie 
inétique dis
rète de l'a
tion est né
essairement dé�niepar la moyenne des variables dynamiques prises aux frontières du domaine a�n de 
onstruire lesdérivés : la partie 
inétique de l'a
tion sera don
 dépendante de la 
ondition de bord du forma-lisme CTP. En revan
he, 
e n'est pas le 
as des potentiels sous réserve qu'ils soient indépendantsdu moment 
onjugué 16. En e�et, dans 
e 
as, l'expression dis
rète d'un potentiel peut être dé�niequ'à partir d'une seule position librement 
hoisie dans l'intervalle élémentaire. Aussi, sur tous lesintervalles élémentaires 
onstruisant C+ et C−, lorsque les potentiels sont dé�nis uniquement enfon
tion de la borne inférieure de 
es intervalles, au
une des amplitudes sur C± ne présentera depotentiel dépendant spé
i�quement de la dernière 
ondition �nale. Par 
onséquent, le résultat del'intégration de 
e degré de liberté �nal modi�era uniquement la partie quadratique de l'a
tiond'origine sans a�e
ter la partie 
orrespondant aux potentiels.Ainsi, dans le 
adre du formalisme CTP, la dupli
ation des variables dynamiques entraîne
elle des termes de l'a
tion : la 
ontrainte imposée à 
es degrés de liberté peut être 
ontenueuniquement dans la fon
tion à deux points généralisée au 
ontour C+ ∪ C− lorsque les potentielssont usuels.3.2.3 Notations et 
onventionsL'expression de valeurs moyennes de type in-in 
onduit à introduire un formalisme présentantdeux axes de temps : un produit d'opérateurs y est ordonné soit de façon 
hronologique sur lepremier axe, soit de façon anti-
hronologique sur le se
ond, soit en 
ombinant 
es deux règleset en donnant priorité aux opérateurs de la bran
he 
hronologique sur 
eux de la bran
he anti-
hronologique lorsque les deux axes sont mis à 
ontribution 
onjointement. Ces 
onsidérationspermettent ainsi d'établir une relation d'ordre sur le 
ontour fermé en temps C+ ∪ C− et d'ydé�nir un opérateur d'ordre :T̂C [Âσ11 (x1)Â
σ2
2 (x2)...Â

σN
N (xN )] = T̂∗[Â−k (xk)...Â−l (xl)] T̂[Â+

m(xm)...Â
+
n (xn)]. (3.14)Les di�érents opérateurs Âσii sont distribués dans les parties 
hronologiques ou anti-
hronologiquessuivant le signe pris par σi. Soulignons que 
et opérateur n'est pas valable pour les amplitudesde type out-out : dans 
e 
as, il faut lui substituer l'opérateur T̂∗C suivantT̂∗C [Âσ11 (x1)Â

σ2
2 (x2)...Â

σN
N (xN )] = T̂[Â+

m(xm)...Â
+
n (xn)] T̂∗[Â−k (xk)...Â−l (xl)] (3.15)dans toutes les expressions où T̂C intervenait. L'opérateur T̂∗C est l'analogue de T̂C sous renver-sement du temps.En outre, la dupli
ation des variables dynamiques in
ite également à introduire une notationoù les grandeurs sont dire
tement dé�nies sur le 
ontour C+ ∪ C−. Ainsi, pour une quantitéquel
onque X, on dé�nit 
elle qui lui 
orrespond sur le 
ontour C+ ∪ C− par X̌ : X̌ est alors16. Nous nous restreindrons à des potentiels de 
e type dans les développements de 
e manus
rit.46



3.3. MÉTHODE FONCTIONNELLE POUR LE FORMALISME CLOSED TIME PATHle produit tensoriel des paramètres d'origine sur C+ ∪ C−. Ainsi, les variables dynamiques et lessour
es sont respe
tivement dé�nies par les ve
teurs suivants
ϕ̌ =

(

ϕ+

ϕ−

)

, ǰ =

(

j+

j−

)

.Comme nous le verrons par la suite, les fon
tions à deux points sur C+ ∪ C− sont des matri
esalors que 
elles à N-points 
orrespondent à des tenseurs d'ordres supérieurs. En outre, nousdé�nissons les matri
es suivantes par 
ommodité :
1̌ =

(

1 0
0 1

)

= (δσ,σ
′

), σ̌ =

(

1 0
0 −1

)

= (σδσ,σ
′

).De plus, nous serons amenés à introduire des quantités avan
ées Xa et retardées Xr : on 
hoisitde les noter toujours selon leur 
ausalité intrinsèque. En�n, dans 
e manus
rit, nous traiteronsplus parti
ulièrement du 
al
ul d'amplitudes de type in-in plut�t que de 
elui d'amplitudes detype out-out : le passage d'une de 
es quantités à l'autre revient à réaliser une inversion du temps(ou à modi�er les 
onditions de bord utilisées).3.3 Méthode fon
tionnelle pour le formalisme 
losed time pathLa re
her
he de valeurs moyennes, dé�nies à partir de l'évolution introduite par S
hwinger,peut être rendue systématique en introduisant un formalisme fon
tionnel analogue à 
elui dé�nipour les amplitudes de transition. Les méthodes fon
tionnelles utilisées en théorie quantique des
hamps 
onsistent à exprimer les quantités re
her
hées, 
'est-à-dire l'expression (3.13), à partird'opérations algébriques appliquées à une fon
tionnelle dont l'évolution est rendue physique dansun se
ond temps (restauration d'une évolution unitaire par suppression de paramètres extérieurs).Pour la formalisme CTP, la première étape de 
ette démar
he revient à paramétrer lesmoyennes re
her
hées par des quantités e�e
tives de type in-in. Toutes les quantités e�e
tivespertinentes sont 
onstruites par opérations sur une seule fon
tionnelle génératri
e adaptée auproblème étudié. Cette dernière est dé�nie à partir de la dynamique d'origine, en y introdui-sant des �sour
es� externes brisant l'unitarité de l'évolution et dont le r�le est de produire lesmoyennes par opérations sur 
elles-
i (r�le de book-keeping). Dans un se
ond temps, les va-leurs moyennes sont déduites des quantités e�e
tives en rétablissant l'unitarité de l'évolution.En prin
ipe, les équations et grandeurs issues des quantités e�e
tives restent alors valables pourles valeurs moyennes dans 
ette limite. En réalité, 
omme nous le verrons ultérieurement, 
ettesituation n'est que partiellement réalisée dans le 
adre du formalisme CTP : dans les développe-ments usuels de 
e formalisme, le prin
ipe variationnel ne peut pas être maintenu dès lors queles quantités physiques sont obtenues.L'objet de 
ette se
tion, et des deux qui suivent, est de dé
rire 
e programme. Plus parti
u-lièrement, la dé�nition et les règles de 
al
ul des fon
tionnelles génératri
es pour le formalismeCTP vont être introduites dans 
ette se
tion. Les 
hamps e�e
tifs et leur rapport aux valeurs47



CHAPITRE 3. ACTIONS EFFECTIVES POUR LES VALEURS MOYENNES ETMATRICES DENSITÉmoyennes seront présentés plus en détail dans la se
tion 3.4. Pour �nir, l'a
tion e�e
tive générantles équations du mouvement sera dé�nie dans la se
tion 3.5 17.3.3.1 Fon
tionnelles génératri
es des fon
tions de Green à N-pointsLa stratégie de 
al
ul développée pré
édemment pour obtenir des valeurs moyennes de typein-in motive l'introdu
tion de la fon
tionnelle génératri
e suivante
Z[j+, j−] = e

i
~
W [j+,j−] = Tr{T̂[e− i

~

∫ tout
tin

dt
∫
R3
d3x Ĥ(x)+ i

~

∫ tout
tin

dt
∫
R3
d3x j+(x)Â(x)

]ρ̂inT̂∗[e+ i
~

∫ tout
tin

dt
∫
R3 d

3x Ĥ(x)+ i
~

∫ tout
tin

dt
∫
R3 d

3x j−(x)Â(x)
]

} (3.16)où l'on a utilisé les notations introduites pré
édemment. Cette fon
tionnelle dépend de deuxsour
es distin
tes j+ et j− qui agissent ex
lusivement sur les bran
hes 
hronologique pour lapremière et anti-
hronologique pour la se
onde. Elles sont toutes deux 
ouplées à un mêmeopérateur lo
al Â dont on 
her
he la valeur moyenne (ou 
elle de 
ombinaisons de 
elui-
i).Con
rètement, 
ette dernière peut être obtenue à partir d'opérations sur W de deux façonsdi�érentes
〈Â〉 = lim

j±=0

δW
δj+

et 〈Â〉 = lim
j±=0

δW
δj−

,
'est-à-dire ex
lusivement soit à partir de la bran
he 
hronologique (première expression), soità partir de la bran
he anti-
hronologique (se
onde expression). Dans 
es relations, l'amplitudepour laquelle au
un opérateur n'est inséré sert alors à dé�nir des degrés de liberté auxiliairesimposant que la moyenne produite soit �nalement de type in-in. Ces aspe
ts seront développéspar la suite notamment dans la se
tion 3.4. En outre, la fon
tionnelle génératri
e pré
édentepeut être é
rite de façon plus 
ompa
te 
omme la moyenne d'un produit ordonné sur le 
ontour
C+ ∪ C− :

e
i
~
W [j+,j−] = 〈T̂C [e i

~

∫
d4x {j+(x)ϕ+(x)+j−(x)ϕ−(x)}]〉. (3.17)Cette expression est analogue à la relation (1.14) du 
hapitre 1 : pour les amplitudes in-in, T̂Cjoue un r�le équivalent à 
elui de l'opérateur T̂ dans le 
ontexte des amplitudes in-out. En�n,l'expression pré
édente est parti
ulièrement 
ommode pour dé�nir les fon
tions de Green propresau formalisme CTP (
f se
tions 3.3.4 et 3.3.5 ).En terme d'intégrales de 
hemin, la fon
tionnelle génératri
e (3.16) s'é
rit sous la forme :

Z[j+, j−] =

∫

dϕ+
indϕ

−
in 〈ϕ−in|ρ̂in|ϕ+

in〉
∫

dϕout

∫ ϕ±(tout,x)=ϕout

ϕ±(tin,x)=ϕ
±
in

D[ϕ+]D[ϕ−] e
i
~
{S[ϕ+]+SCT [ϕ+]}− i

~
{S[ϕ−]+SCT [ϕ−]}+ i

~
{j+·A[ϕ+]+j−·A[ϕ−]}.17. Les dé�nitions retenues dans 
e manus
rit pour 
es quantités sont adaptées à l'obtention des équations dumouvement véri�ées par les valeurs moyennes : elles di�èrent de 
elles 
ommunément prises dans les études liéesau formalisme CTP. 48



3.3. MÉTHODE FONCTIONNELLE POUR LE FORMALISME CLOSED TIME PATHPar ailleurs, nous limitons notre étude au 
as où les termes relatifs aux 
onditions initiales
〈ϕ−in|ρ̂in|ϕ+

in〉 peuvent être formellement absorbés dans l'expression de l'a
tion nue. Plus parti-
ulièrement, dans 
e 
hapitre, on 
onsidérera que l'état du système dé
rit initialement peut êtreobtenu à partir d'une évolution adiabatique (formellement paramétrable par des sour
es exté-rieures) depuis le vide ρ̂in = |0〉〈0| : une telle situation est pro
he des réalisations expérimentales.L'intégration sur le dernier degré de liberté 
onduit à é
rire symboliquement la fon
tionnelle pré-
édente sous la forme :
Z[j+, j−] =

∫

D[ϕ+]D[ϕ−]e
i
~
{S[ϕ+,ϕ−]+j+·A[ϕ+]+j−·A[ϕ−]} (3.18)en fon
tion de l'a
tion dé�nie sur le 
ontour C+ ∪ C−

S[ϕ+, ϕ−] = S[ϕ+]− S[ϕ−] + SBC [ϕ+, ϕ−] + SCT [ϕ+, ϕ−],lorsque ρ̂in = |0〉〈0| et où l'a
tion SBC [ϕ+, ϕ−] désigne le résultat d'une telle intégration. Enthéorie des perturbations, l'expression de SBC est in
orporée dans la dé�nition de la fon
tionà deux points dé�nie sur le 
ontour C+ ∪ C− (elle n'in�uen
e que la dynamique et non pas lepotentiel). Soulignons que le 
hoix d'autres 
onditions initiales 
onduit à un résultat similaire enintégrant les degrés de liberté initiaux à l'a
tion nue de la même façon que pour les degrés deliberté �naux.3.3.2 Unitarité et r�les joués par les degrés de libertéDans la dé�nition (3.16), les parties 
hronologique et anti-
hronologique, respe
tivement àgau
he et à droite de la matri
e densité ρ̂in, sont des quantités exa
tement 
onjuguées l'une del'autre dès lors que les sour
es prennent des valeurs opposées 
'est-à-dire pour j+ = −j−. Dans
e 
as, la fon
tionnelle s'é
rit
Z[j+, j− = −j+] = Tr[ρ̂in] = 1, W[j+, j− = −j+] = 0même si 
es sour
es ne sont pas nulles. Ce résultat 
ara
térise l'unitarité de la fon
tionnelle.Lorsque l'unitarité est restaurée, les 
ombinaisons d'opérateurs dé
rites par opérations sur lafon
tionnelle (3.16) s'identi�ent à des expressions du type (3.13) et deviennent alors des valeursmoyennes en prin
ipe observables 18. Cette 
ondition d'unitarité est au 
entre du formalismeCTP 
ar elle permet de faire la distin
tion entre les degrés de liberté 
onduisant aux quantitésphysiques (mesurables) et 
eux 
orrespondant à des grandeurs auxiliaires.Les quantités dé�nies à partir des degrés de liberté ϕ± sont dites é
rites en base de S
hwinger.Généralement, 
ette paramétrisation est utilisée pour dé
rire les propriétés systématiques desfon
tionnelles. Toutefois, l'unitarité fait jouer un r�le parti
ulier à la somme des sour
es j± etin
ite à utiliser une autre paramétrisation pour souligner son in�uen
e :
ja = j+ + j−, jr =

1

2
[j+ − j−], j± =

1

2
ja ± jr. (3.19)18. La partie des sour
es qui n'a pas été annulée s'identi�e alors à une sour
e physique : elle peut être utiliséepour paramétrer une évolution adiabatique depuis le vide ou depuis des états initiaux simples.49



CHAPITRE 3. ACTIONS EFFECTIVES POUR LES VALEURS MOYENNES ETMATRICES DENSITÉLa notation pré
édente est spé
i�que aux amplitudes de type in-in 19. Cette paramétrisation,dite de Keldysh, fait émerger distin
tement des modes avan
és et retardés ainsi que deux r�lesdi�érents pour les sour
es. La sour
e ja désigne une sour
e avan
ée tandis que la sour
e jr estretardée : la justi�
ation de 
es 
ausalités peut être établie par l'intermédiaire des fon
tions deGreen 
orrespondantes et présentées dans la se
tion 3.3.5. Dès lors, l'unitarité est, d'une part,
omplètement indépendante de la valeur de jr et, d'autre part, véri�ée seulement lorsque ja = 0 :
W[ja = 0, jr 6= 0] = 0. (3.20)De plus, le terme d'intera
tion sour
es/
hamps de la fon
tionnelle (3.16) prend la forme

j+ · ϕ+ + j− · ϕ− = ja · 1
2
[ϕ+ + ϕ−] + jr · [ϕ+ − ϕ−]et 
onduit alors à dé�nir les variables dynamiques avan
ées ϕa et retardées ϕr par les relationssuivantes :

ϕa = ϕ+ − ϕ−, ϕr =
1

2
[ϕ+ + ϕ−]. (3.21)Ces 
hamps sont dé�nis de sorte qu'ils soient toujours 
ouplés ave
 la transposée de la sour
e de
ausalité opposée à la leur (
'est-à-dire ave
 une quantité de même 
ausalité in �ne).En�n, l'intégrale de 
hemin (3.18) peut être exprimée en fon
tion des degrés de liberté retardéset avan
és sous la forme suivante :

e
i
~
W [ja,jr] =

∫

D[ϕa]D[ϕr]e
i
~
{S[ϕa,ϕr]+jr·ϕa+ja·ϕr} (3.22)Toutes les quantités dé�nies à partir de 
es degrés de liberté sont dites é
rites en base de Keldysh(ou base physique).Identi�
ation des degrés de liberté physiques et auxiliairesLa paramétrisation de Keldysh met en avant deux types de degrés de liberté dont le r�le n'estpas équivalent. Les �u
tuations 
ouplées aux sour
es ja et jr 
orrespondent respe
tivement, auxdegrés de liberté ϕr et ϕa introduits pré
édemment. L'in�uen
e de 
es �u
tuations en termed'observables peuvent être identi�ée par les variations de la fon
tionnelle W vis-à-vis des sour
esauxquelles elles sont 
ouplées. Pour des amplitudes de type in-in, on obtient :

δW
δja

=
1

2

δW
δj+

+
1

2

δW
δj−

,
δW
δjr

=
δW
δj+

− δW
δj−

(~ ≡ 1).Les valeurs moyennes leur 
orrespondant sont alors déduites en imposant l'unitarité :
δW
δja

−→ 〈ϕ〉 ≡ 〈ϕr〉, δW
δjr

−→ 0 ≡ 〈ϕa〉.19. Pour les amplitudes de type out-out, les indi
es retardés et avan
és doivent être permutés50



3.3. MÉTHODE FONCTIONNELLE POUR LE FORMALISME CLOSED TIME PATHPar 
onséquent, en base deKeldysh, seuls les degrés de liberté ϕr 
onduisent aux valeurs moyenneset sont don
 physiques. En revan
he, les degrés de liberté ϕa 
onduisent à des quantités auxi-liaires toujours nulles une fois l'unitarité restaurée.En�n, la 
ondition d'unitarité impose que ja représente une quantité auxiliaire. Aussi, son r�leest ex
lusivement 
elui d'une variable de book-keeping puisqu'elle est 
ouplée aux degrés de libertéphysiques. En revan
he, rien n'impose que la sour
e jr soit nulle lorsque les valeurs moyennessont déterminées. Con
rètement, 
ette sour
e modi�e l'expression du Lagrangien d'origine etjoue le r�le d'une sour
e externe physique.3.3.3 Propriétés de la fon
tionnelle WLa fon
tionnelle (3.16) véri�e l'identité
W∗[j+, j−] = −W[−j−,−j+].Pour la paramétrisation de Keldysh, 
ette identité s'é
rit plus expli
itement sous la forme
W∗[ja, jr] = −W[−ja, jr].Par 
onséquent, les parties réelle et imaginaire de W sont respe
tivement impaire et paire suivantla sour
e auxiliaire ja :

ℜW[ja, jr] = −ℜW[−ja, jr], ℑW[ja, jr] = +ℑW[−ja, jr]. (3.23)En�n, les dérivées su

essives de la fon
tionnelle W par rapport à la sour
e jr véri�ent toujoursl'identité suivante :
δNW[ja, jr]

δjr(x1) · · · δjr(xN )

∣

∣

∣

∣

ja=0

= 0. (3.24)Cette relation est une 
onséquen
e dire
te de la propriété d'unitarité (3.20) et est valide quelquesoit la valeur prise par jr. En 
onséquen
e, la fon
tionnelle W ne 
omporte jamais de termesindépendants de la sour
e auxiliaire ja. La fon
tionnelle Z véri�e la même relation et les mêmes
on
lusions lui sont appli
ables.3.3.4 Fon
tions de Green pour la paramétrisation de S
hwingerPour la paramétrisation de S
hwinger, les fon
tions à N-points Kσ1···σN sont dé�nies par larelation :
iKσ1···σN (x1, · · · , xN ) = 〈T̂C [ϕσ1(x1) · · ·ϕσN (xN )]〉. (3.25)Comme pour les amplitudes de transition, 
es quantités servent à 
onstruire les fon
tionnellesgénératri
es sous la forme

F [j+, j−] =

∞
∑

N

1

N !

iN

~N

∑

σn=±

∫

dx1 · · · dxN iKσ1···σN (x1, · · · , xN )jσ1(x1) · · · jσN (xN ). (3.26)51



CHAPITRE 3. ACTIONS EFFECTIVES POUR LES VALEURS MOYENNES ETMATRICES DENSITÉEn outre, elles peuvent en être déduites par dérivations fon
tionnelles
iKσ1···σN (x1, · · · , xN ) = lim

j±→0
~
N

[ N
∏

n=1

δ

iδjσn(xn)

]

F [j+, j−] (3.27)où les fon
tions de Green produites sont 
onne
tées si F = iW/~ ou ne le sont pas né
essairementpour F = Z [28℄. Les fon
tions de Green à N-points dé�nies à partir des degrés de liberté ϕ±sont dites é
rites en base de S
hwinger : le prin
ipal intérêt de 
ette paramétrisation réside dansle fait que l'expression algébrique de 
es fon
tions y est simple. En�n, les fon
tions à N-points(3.25) sont toujours liées entre elles par une relation de 
ontrainte 20. Par exemple, les fon
tionsà deux points doivent véri�er la relation (2.9) présentée dans le 
hapitre 2.Propagateurs en base de S
hwingerSur le 
ontour C+ ∪ C−, la fon
tion à deux points peut être représentée par une matri
e
Ǩ(x, y) =

(

K++(x, y) K+−(x, y)
K−+(x, y) K−−(x, y)

) (3.28)où les propagateurs Kσσ′ sont dé�nis par (3.25). Les termes diagonaux 
orrespondent au noyaude la partie quadratique de l'a
tion sur les bran
hes C± tandis que 
eux hors de la diagonale sontle résultat des 
onditions de bord du formalisme CTP. Le propagateur Ǩ peut également êtredé�ni à partir de
∑

α=±

∫

d4z Kσα(x, z)
δ

δϕα(z)

δ

δϕσ′ (y)

[

S[ϕ+]− S[ϕ−] + SBC [ϕ+, ϕ−]

]
∣

∣

∣

∣

ϕ±=0

= σ δσ,σ
′

δ(4)(x, y).Cependant, 
e type de dé�nition est généralement plus di�
ile à mettre en ÷uvre qu'une dé�ni-tion du type (3.25).Ainsi, pour des degrés de liberté bosoniques, les quantités dé�nissant le propagateur s'é
rivent
iD++(x, y) = 〈T̂[ϕ̂(x)ϕ̂†(y)]〉 = iDF (x, y)

iD−−(x, y) = 〈T̂∗[ϕ̂(x)ϕ̂†(y)]〉 = iDF̄ (x, y)

iD−+(x, y) = 〈ϕ̂(x)ϕ̂†(y)〉 = iD(+)(x, y)

iD+−(x, y) = 〈ϕ̂†(y)ϕ̂(x)〉 = iD(−)(x, y)en identi�ant les di�érents blo
s à l'aide des dé�nitions du 
hapitre 2. De la même façon, lepropagateur pour des degrés de liberté fermioniques 
orrespond aux expressions
iG++(x, y) = 〈T̂[ψ̄(x)ψ(y)]〉 = iGF (x, y)

iG−−(x, y) = 〈T̂∗[ψ̄(x)ψ(y)]〉 = iGF̄ (x, y)

iG−+(x, y) = 〈ψ̄(x)ψ(y)〉 = iG(+)(x, y)

iG+−(x, y) = −〈ψ(y)ψ̄(x)〉 = iG(−)(x, y).20. Cette relation de 
ontrainte peut être avantageusement déterminée par 
hangement de variables depuis leformalisme de Keldysh 
omme dé
rit par la suite. 52



3.3. MÉTHODE FONCTIONNELLE POUR LE FORMALISME CLOSED TIME PATHPour une théorie libre dé�nie sur le vide, 
'est-à-dire pour ρ̂in = |0〉〈0|, les propagateurs Ď0 et
Ǧ0 s'é
rivent respe
tivement

Ď0(p) =

(

1
p2−m2+i0

−2iπδ[p2 −m2]Θ[−p0]
−2iπδ[p2 −m2]Θ[+p0] −1

p2−m2−i0

)

,

Ǧ0(p) = (p/+m)

(

1
p2−m2+i0

+2iπδ[p2 −m2]Θ[−p0]
+2iπδ[p2 −m2]Θ[+p0] −1

p2−m2−i0

)dans l'espa
e des impulsions.Parties réelle et imaginaire des propagateursDans l'espa
e des positions, la partie réelle de la fon
tion à deux points Ǩ fait intervenir lespropagateurs pro
hes et lointains ; la partie imaginaire de Ǩ, également dé�nie dans l'espa
e despositions, peut être ex
lusivement paramétrée par l'intermédiaire du propagateur Kc (
f 
hapitre2). Ainsi, les fon
tions à deux points peuvent toujours être dé
omposées de la façon suivante
Ď =

(

Dn −Df

Df −Dn

)

+ i

(

Dc Dc

Dc Dc

)

, Ǧ =

(

Gn Gf

−Gf −Gn
)

+ i

(

Gc −Gc
−Gc Gc

)

, (3.29)respe
tivement pour des degrés de liberté bosoniques ou fermioniques. L'expression de 
es pro-pagateurs est donnée dans le 
hapitre 2.Ainsi, les termes diagonaux de la partie réelle du propagateur Ǩ ont la parti
ularité d'êtreparamétrés par les propagateurs pro
hes alors que 
eux hors de la diagonale 
orrespondent auxpropagateurs lointains. Cette stru
ture peut être 
omprise qualitativement de la manière suivante.Les 
orrélations au sein d'une bran
he parti
ulière mettent en jeu des 
orrélations sans tenir
ompte de l'existen
e de l'autre amplitude : 
ette situation est similaire à 
elle du formalismeà une amplitude et les �u
tuations 
orrespondent à 
elles du rayonnement pro
he (partie réelledu propagateur de Feynman, présente dans les amplitudes in-out). En revan
he, les 
orrélationsentre des bran
hes di�érentes sont le résultat d'une évolution plus �longue� 
ar 
elle-
i doitsuivre le 
ontour imposé par le formalisme CTP : elle doit don
 passer par la 
on�guration �nalepour relier des éléments des deux bran
hes. En 
onséquen
e, les �u
tuations 
orrespondant auxpropagateurs lointains sont prédominantes pour les éléments non-diagonaux 21.3.3.5 Fon
tions de Green pour la paramétrisation de KeldyshEn base de Keldysh, l'expression générale des fon
tions de Green à N-points est dé�nie pardérivations des fon
tionnelles Z et W selon les sour
es ja et jr introduites par 
ette paramé-trisation. Nous ne 
onsidérerons i
i que le 
as d'amplitudes de type in-in. Les fon
tionnellesgénératri
es peuvent être é
rites sous la forme
F [ja, jr] =

∞
∑

N

1

N !

iN

~N

∑

ξn=1;2

∫

dx1 · · · dxN iKξ1···ξN (x1, ·, xN )jξ1(x1) · · · jξN (xN )21. On retrouve, qualitativement, que l'in�uen
e de la 
ondition de bord en temps propre au formalisme CTPproduit les 
ontributions non-diagonales des propagateurs.53



CHAPITRE 3. ACTIONS EFFECTIVES POUR LES VALEURS MOYENNES ETMATRICES DENSITÉoù les symboles ξn désignent soit les dérivations par rapport à la sour
e auxiliaire ξn = 1 (s'iden-ti�ant à la sour
e avan
ée j1 = ja pour les amplitudes de type in-in) soit 
elles par rapport à lasour
e physique ξn = 2 (
orrespondant alors à la sour
e retardée j2 = jr) :
iKξ1···ξN (x1, ·, xN ) = lim

ja=jr=0
2R−1~N

δNF [ja, jr]

iδjξ1(x1) · · · iδjξN (xN )
.Dans l'expression pré
édente R désigne le nombre de dérivations e�e
tuées par rapport à la sour
e

j1(≡ ja). Con
rètement, il est avantageux de dé�nir i
i les fon
tions de Green par leurs dérivéessuivant la fon
tionnelle génératri
e F et d'en déduire, ensuite, leur expression en fon
tion des
hamps. Ces fon
tions de Green peuvent être estimées en faisant intervenir des produits ordonnéspar T̂C des 
hamps ϕa et ϕr. Typiquement, pour F = Z, elles 
orrespondent à des expressionsdu type :
iKξ1···ξN (x1, ·, xN ) = 2R−1〈T̂C [ϕξ1(x1) · · ·ϕξN (xN )]〉. (3.30)Les fon
tions à N-points pour la paramétrisation de Keldysh peuvent alors être obtenues en
al
ulant expli
itement 
es 
ombinaisons ordonnées sur le 
ontour C par ré
urren
e [28℄ : leurexpression est généralement 
ompliquée et 
onsiste en des 
ombinaisons de 
ommutateurs etd'anti-
ommutateurs suivant la nature des 
hamps insérés dans la moyenne. En fait, la para-métrisation de S
hwinger est plus 
ommode pour dé�nir les fon
tions à N-points alors que laplupart des propriétés vis-à-vis des observables physiques sont plus naturellement étudiées viala paramétrisation de Keldysh. Ainsi, pour les amplitudes de type in-in, les règles de 
ausalitéissues des fon
tions à N-points imposent que les sour
es ja et jr soient respe
tivement avan
éeset retardées.Expression des fon
tions de Green à N-pointsPar sou
i de 
on
ision, nous ne 
onsidérons dans 
ette partie que le 
al
ul de fon
tions à N-points issus de la fon
tionnelle Z pour des degrés de liberté bosoniques : les expressions présentéespeuvent être aisément adaptées aux fermions ainsi qu'à la fon
tionnelle W. La détermination de
es fon
tions de Green peut être faite par ré
urren
e. Celle-
i s'appuie sur le résultat suivant :le produit ordonné de N + 1 
hamps, dé�ni par les expressions qui suivent et où la date x0N+1est antérieure à toutes les autres, véri�e les relations suivantes :T̂C [ϕξ1(x1) · · ·ϕξN (xN )ϕ1(xN+1)] = [T̂C [ϕξ1(x1) · · ·ϕξN (xN )], ϕ(xN+1)]T̂C [ϕξ1(x1) · · ·ϕξN (xN )ϕ2(xN+1)] =

1

2
{T̂C [ϕξ1(x1) · · ·ϕξN (xN )], ϕ(xN+1)}.Rappelons que pour des amplitudes de type in-in, ϕ1 ≡ ϕa tandis que ϕ2 ≡ ϕr. On introduitalors la notation (, ϕ(xn)) désignant soit un 
ommutateur soit un anti-
ommutateur selon quela variable sortie du produit ordonné (ϕξN+1(xN+1) dans les deux relations pré
édentes) soitauxiliaire ou physique. Les deux identités pré
édentes peuvent alors être é
ritesT̂C [ϕξ1(x1) · · ·ϕξN (xN )ϕξN+1(xN+1)] =

1

2δ(ξN+1−2)
(T̂C [ϕξ1(x1) · · ·ϕξN (xN )], ϕ(xN+1)). (3.31)Ainsi, à partir de la fon
tionnelle génératri
e, les dérivations selon la sour
e physique entraînentl'apparition de 
ommutateurs dans la moyenne (insertion d'un 
hamp auxiliaire) tandis que54



3.3. MÉTHODE FONCTIONNELLE POUR LE FORMALISME CLOSED TIME PATHles dérivations suivant la sour
e auxiliaire (insertion d'un 
hamp physique) donnent des anti-
ommutateurs.Le 
al
ul des fon
tions à N-points (données par l'expression (3.30)) peut être réalisé enappliquant en
ore les identités pré
édentes aux autres degrés de liberté du 
ontour C : pourpoursuivre 
ette pro
édure, 
es 
hamps doivent alors être ordonnés. Pour 
ela, on introduit toutd'abord les fon
tions de Heaviside généralisées via
Θ[y1, · · · , yN ] = Θ[y01 − y02] · · ·Θ[y0N−1 − y0N ], 1 =

∑

SN

Θ[y1, · · · , yN ]où la somme est prise sur toutes les permutations SN des N variables (sans 
onditions). Les
hamps peuvent alors être ordonnés en les permutant sous le produit T̂C selon l'ordre imposé parles fon
tions de Heaviside :T̂C [ϕξ1(x1) · · ·ϕξN (xN )] =

(

∑

SN

Θ[y1, · · · , yN ]
)T̂C [ϕξ1(x1) · · ·ϕξN (xN )]

=
∑

SN

Θ[y1, · · · , yN ]T̂C [ϕζ1(y1) · · ·ϕζN (yN )]. (3.32)Pour obtenir la relation (3.32), le produit ordonné T̂C [ϕξ1(x1) · · ·ϕξN (xN )] à été distribué dans lasomme ∑SN
Θ[y1, · · · , yN ], puis, dans 
ha
un des termes de 
ette somme, les di�érents 
hamps

ϕξ1(x1) sous T̂C ont été permutés de sorte qu'ils soient dans l'ordre imposé par les fon
tions deHeaviside Θ[y1, · · · , yN ] : dans 
es relations, pour 
haque terme de la somme, le jeu de variables
yn 
orrespond ainsi à une permutation parti
ulière des di�érentes variables xn d'origine. Ainsi,les 
hamps ϕζn(yn) sous l'opérateur T̂C dans la somme (3.32) ont été ordonnés de sorte que l'onait toujours : y0N < y0N−1 < · · · < y01 .Ce
i fait, les fon
tions de Green (3.30) peuvent être 
al
ulées par ré
urren
e en utilisantl'identité (3.31) : les opérateurs de 
hamps sont alors sortis du produit ordonné l'un après l'autreet par date 
roissante. Plus parti
ulièrement, l'expression des produits 
hronologiques est forte-ment in�uen
ée par le type du dernier 
hamp inséré (y01 > y0n) sur le 
ontour :T̂C [ϕ1(y1) · · ·ϕξN (yN )] ≡ ((T̂C [ϕ+(y1)− ϕ−(y1)], ϕ(y2)), · · · , ϕ(yN )) = 0T̂C [ϕ2(y1) · · ·ϕξN (yN )] ≡ ((T̂C 1

2
[ϕ+(y1) + ϕ−(y1)], (ϕ(y2))) · · · , ϕ(yN ))

= ((ϕ(y1), ϕ(y2)), · · · , ϕ(yN )).Le fait que 
ertains produits ordonnés T̂C [· · · ] soient nuls ex
lut une partie des permutationsde la sommation (3.32) : 
e résultat est à l'origine des propriétés de 
ausalité du formalisme deKeldysh. L'expression des fon
tions de Green à N-points peut alors être résumée au moyen del'expression suivante :
iDξ1···ξN (x1, · · · , xN ) =

∑

S′
N

Θ[y1, · · · , yN ]〈((ϕ(y1), ϕ(y1)), · · · ), ϕ(yN ))〉 (3.33)55



CHAPITRE 3. ACTIONS EFFECTIVES POUR LES VALEURS MOYENNES ETMATRICES DENSITÉLa somme est prise sur toutes les permutations S′N (et non pas SN ) : S′N est dé�ni par toutes lespermutations possibles des N variables xn mais en ex
luant 
elles plaçant un 
hamp auxiliaireaprès tous les autres (au sens 
hronologique) : les termes pour lesquels ϕ(y1) provient d'un 
hampauxiliaire sont toujours nuls et ainsi absents de l'ensemble S′N .L'expression des fon
tions à N-points pour les degrés de liberté fermioniques peut être trouvéede la même façon. Toutefois, les 
ommutateurs sont alors rempla
és par des anti-
ommutateurset vi
e versa. De la même manière, les développements pré
édents peuvent être adaptés auxamplitudes out-out en utilisant l'opérateur T̂∗C . Cette fois, 
e sont les règles de ré
urren
es quisont modi�ées 
ar les opérateurs de 
hamps sont sortis en les ordonnant par date dé
roissanteplut�t que 
roissante : la prin
ipale 
onséquen
e de 
ette pro
édure est alors d'inverser la 
ausalitédes propagateurs obtenus, en 
omparaison à 
eux issus des amplitudes in-in. En�n, l'expression(3.33) ne distingue pas les fon
tions de Green 
onne
tées de 
elles dé
onne
tées : les fon
tions àN-points issues de W peuvent être déterminées à partir des pré
édentes en supprimant les partiesdé
onne
tées, dé�nies à nouveau par la paramétrisation de S
hwinger [28℄.Fon
tions de Green parti
ulièresLa fon
tion de Green D1···1 est toujours nulle. Cette fon
tion de Green 
orrespond à la
ontrainte imposée aux fon
tions à N-points par le formalisme CTP lorsque 
elles-
i sont é
ritesen base de S
hwinger. Pour les fon
tions à 2 points, on retrouve ainsi la relation (2.9). L'identitéliant les fon
tions d'ordre supérieur peut être déterminée par 
hangement de variable ϕ1(x) =
ϕ+(x)− ϕ−(x) (≡ ϕa(x)) puis par développement de l'expression obtenue. En�n, la fon
tion deGreen issue du produit ordonné des 
hamps physiques ϕ2 = 1

2ϕ
+ + 1

2ϕ
− (≡ ϕr(x)) peut êtreé
rite uniquement en terme d'anti-
ommutateurs (
as des 
hamps bosoniques) :

iD2···2(x1, · · · , xN ) =
∑

SN

Θ[y1, · · · , yN ]〈{{ϕ(y1), ϕ(y1)}, · · · }, ϕ(yN )}〉Cette fon
tion est à la base du théorème de �u
tuation-dissipation et est la seule, ave
 iK1···1 = 0à ne privilégier au
une 
ausalité.CausalitéLes règles de 
ausalité des fon
tions à N-points, propres aux amplitudes in-in, sont dire
te-ment déduites de la relation (3.33). Dans 
ette expression, la sommation est réalisée sur l'ensembledes permutations S′N qui ne 
orrespond pas à l'ensemble SN de 
elles sans 
ondition : dans 
ettesomme (3.33), sont toujours absents les termes 
orrespondant aux permutations dont le résultatest de pla
er un 
hamp auxiliaire en dernier dans la 
hronologie (terme de type ϕ1(y1) ≡ ϕa(y1)).De fa
to, l'expression des fon
tions à N-points ne 
omporte alors jamais les fon
tions de Hea-viside 
orrespondant à 
es permutations parti
ulières. En 
onséquen
e, pour la paramétrisationde Keldysh, les propriétés de 
ausalités sont ainsi dé�nies par la relation suivante
Θ[z, xk, · · · , xl] iDξ1···1···ξN (x1, · · · , z, · · · , xN ) = 0 (3.34)56



3.3. MÉTHODE FONCTIONNELLE POUR LE FORMALISME CLOSED TIME PATH
'est-à-dire
Θ[z, xk, · · · , xl] 〈T̂C [ϕξ1(x1) · · ·ϕ1(z) · · ·ϕξN (xN )]〉 = 0 (ϕ1 ≡ ϕa).Dans les relations pré
édentes, la 
oordonnée z 
orrespond à un 
hamp auxiliaire quel
onque ettoutes les autres 
oordonnées xn peuvent être prises dans n'importe quel ordre dans la fon
tionde Heaviside : les fon
tions à N-points sont toujours nulles dès que l'un des 
hamps auxiliairesest pla
é en dernier dans la 
hronologie 22 . À noter que les seules fon
tions à N-points ne véri�antpas de relation du type (3.34) sont D2···2 et D1···1 (
ette dernière est toujours nulle).Par exemple, les fon
tions à trois points D211 et D221 véri�ent les relations suivantes :

Θ[x2, xi, xj ]D211(x1, x2, x3) = Θ[x3, xi, xj ]D211(x1, x2, x3) = Θ[x3, xi, xj ]D221(x1, x2, x3) = 0,où les termes xi et xj désignent toutes les 
ombinaisons pouvant être prises à partir des variablesrestantes. Ainsi, les fon
tions à deux points D21(x, y) et D12(x, y) doivent être respe
tivementproportionnelles à Θ[x − y] et Θ[y − x] : par 
onséquent, les 
hamps ja et jr 
orrespondentrespe
tivement à des sour
es avan
ées et retardées pour les amplitudes in-in.Propagateurs en base de KeldyshPour la paramétrisation de Keldysh, la fon
tion à deux points donnant les amplitudes in-inest 
onstituée par les propagateurs suivants :
iD11(x, y) = 0

iD21(x, y) = Θ[x− y]〈[ϕ(x), ϕ(y)]〉 = iDr(x, y)

iD12(x, y) = iD21(y, x) = −Θ[y − x]〈[ϕ(x), ϕ(y)]〉 = iDa(x, y)

iD22(x, y) = 〈{ϕ(x), ϕ(y)}〉 = −Dc(x, y)Les propagateurs pour les fermions donnent des résultats similaires ; sous forme matri
ielle, lafon
tion à deux points s'é
rit alors
Ď(x, y) =

(

iDc(x, y) Dr(x, y)
Da(x, y) 0

)

, Ǧ(x, y) =
(

iGc(x, y) Gr(x, y)
Ga(x, y) 0

) (3.35)respe
tivement pour des degrés de liberté bosoniques ou fermioniques. L'expression 
on
rète de
es propagateurs est donnée dans le 
hapitre 2. Pour les amplitudes out-out, les parties retardéeset avan
ées doivent être permutées dans les relations (3.35). Cette paramétrisation présente denombreux avantages : un des blo
s vaut zéro et le nombre de propagateurs utilisés est minimal ;en outre, une partie de 
eux-
i 
orrespond à des quantités physiques a priori dire
tement mesu-rables.22. En outre, la relation pré
édente permet alors d'établir que le produit de 
ertaines fon
tions à N-points estnul [28℄ : 
es simpli�
ations ont une in
iden
e sur le développement perturbatif exprimé dans la paramétrisationde Keldysh. 57



CHAPITRE 3. ACTIONS EFFECTIVES POUR LES VALEURS MOYENNES ETMATRICES DENSITÉLes propagateurs avan
é et retardé permettent ainsi de 
onstruire 
omplètement la partieréelle de la fon
tion à deux points en base de Keldysh. De plus, 
es termes sont toujours issus dela partie non diagonale du propagateur total : la partie réelle de la fon
tion à deux points dé
ritles �u
tuations dé�nies à partir de 
onditions de bord sur une seule frontière du domaine. Lapartie imaginaire du propagateur est également entièrement déterminée par le propagateur Kcqui, en revan
he, est issu d'un des termes de la diagonale.3.3.6 Évaluation de fon
tionnelles génératri
esLes variables dynamiques sont doublées dans le 
adre du formalisme CTP. Cependant, 
ettemodi�
ation ne bouleverse pas les règles de 
al
ul d'intégrales de 
hemin et l'évaluation defon
tionnelles génératri
es pour les valeurs moyennes fait appel à des manipulations formellesanalogues à 
elles développées pour les amplitudes de transition. Ainsi, la fon
tion à deux points,issue de la partie quadratique de l'a
tion, 
ontinue d'être à la base des développements ; lesfon
tionnelles génératri
es peuvent s'é
rire sous la forme
e

i
~
W [j+,j−] =

∫

D[ϕ+]D[ϕ−] exp
i

~

[

ϕ̌ · Ǩ0 · ϕ̌+ Sint[ϕ+]− Sint[ϕ−] + ǰ · ϕ̌
] (3.36)en fon
tion du propagateur libre Ǩ0, dont l'expression est donnée par la relation (3.28), et oùtous les termes non-quadratiques sont alors 
ontenus dans les quantités fon
tions de Sint. Sou-lignons que, 
omme dé
rit pré
édemment, la 
ontrainte sur le degré de liberté pour lequel lesbran
hes C± sont refermées (
ondition de bord du formalisme) est entièrement 
ontenue dans lepropagateur Ǩ0 dé�ni sur C.Le 
al
ul de fon
tionnelles libres peut se faire dire
tement par limite d'intégrales de Fresnel
onduisant aux résultats suivant

e
i
~
W0[ǰ(·)] = exp

[

− 1

2~
iǰ · iĎ0 · iǰ

]

, e
i
~
W0[ˇ̄η(·),η̌(·)] = exp

[

+
1

~
iˇ̄η · iǦ0 · iη̌

] (3.37)respe
tivement pour les bosons et les fermions. Les théories intera
tives peuvent faire l'objetd'un développement perturbatif. Les équations de S
hwinger-Dyson valables pour le formalismeCTP, peuvent être montrées exa
tement de la même façon que dans la partie 1.3.2. Elles ontpour solution fon
tionnelle
Z[j+, j−] = exp

(

i

~
Sint

[

~
δ

iδj+

]

− i

~
Sint

[

~
δ

iδj−

])

Z0[j
+, j−]. (3.38)À partir de 
ette relation, on peut dé�nir des diagrammes de Feynman ainsi que leurs règles,soit dire
tement à partir des propagateurs par blo
s Ǩ0, soit en dé
omposant les éléments de
es derniers suivant les 
ombinaisons de bran
hes C±. Une des spé
i�
ités du formalisme CTPest alors d'introduire des verti
es produisant une intera
tion 
omptée négativement (intera
tionissue de la partie anti-
hronologique). 58



3.4. CHAMPS EFFECTIFS DE TYPE IN-IN ET VALEURS MOYENNES
+ +

D++(p) = i
p2−m2+i0

− −
D−−(p) = −i

p2−m2−i0

+ −
D+−(p) = 2iπδ[p2 −m2]Θ[−p0]

− +
D−+(p) = 2iπδ[p2 −m2]Θ[+p0](a) : propagateurs

b+ +g

b− −g(b) : verti
esFigure 3.2 � Règles de Feynman pour la théorie ϕ4 dans le 
adre du formalisme CTPEn�n, soulignons que, pour les amplitudes in-in, lorsque les matri
es densité spé
i�ant l'étatinitial du système sont quadratiques en 
hamps, 
elles-
i peuvent alors être formellement in
lusesdans le propagateur : à partir de tels états, on peut dé
rire d'autres 
onditions initiales en faisantintervenir une évolution adiabatique via la sour
e jr. En outre, 
omme nous le verrons dans lepro
hain 
hapitre, lorsque 
ette matri
e densité dé
rit un ensemble grand-
anonique, 
elle-
ipeut également être formellement in
luse dans le propagateur [22, 29, 30℄. Un des intérêts duformalisme CTP réside dans 
ette démar
he : les e�ets d'un ensemble de matri
es densité peuventêtre avantageusement dé
rits au moyen de fon
tions de Green et peuvent don
 être évalués, defaçon systématique, en faisant appel à des diagrammes de Feynman.3.4 Champs e�e
tifs de type in-in et valeurs moyennesEn théorie quantique des 
hamps, l'expression et les propriétés des quantités mesurables sontformellement déduites de 
elles de quantités e�e
tives. Ces dernières sont l'objet des développe-ments de 
ette se
tion. Les quantités e�e
tives sont toujours déduites d'une fon
tionnelle généra-tri
e dont la dé�nition et le 
al
ul ont été présentés dans la se
tion pré
édente. Habituellement,les 
hamps e�e
tifs de type in-in 23 sont dé�nis partir de la fon
tionnelle W [28℄ :
ϕ̃±(x) =

δW[j+, j−]

δj±(x)
. (3.39)Le formalisme CTP dé�nit né
essairement deux 
hamps e�e
tifs di�érents. Ces 
hamps ne sontpas des quantités physiques 
ar ils ne sont pas issus d'une évolution unitaire. Les valeurs moyennes23. Les 
hamps e�e
tifs présentés dans 
ette se
tion illustrent un ar
hétype de la méthode fon
tionnelle : 
ettedémar
he peut aisément être étendue aux opérateurs 
omposites. Les moyennes e�e
tives issues d'opérateurs 
om-posites 
orrespondent toujours à une paramétrisation 
onduisant dire
tement aux moyennes observables voulues.Cette démar
he sera appliquée à la détermination de la moyenne de densités de 
harges dans le 
hapitre 5.59



CHAPITRE 3. ACTIONS EFFECTIVES POUR LES VALEURS MOYENNES ETMATRICES DENSITÉobservables sont ensuite obtenues par une limite 24 rendant physique l'évolution des 
hampse�e
tifs :
〈ϕ(x)〉 = lim

j±=0
ϕ̃σ(x), ∀σ ∈ {+,−}. (3.40)Par 
onstru
tion, les deux 
hamps e�e
tifs pré
édents permettent d'obtenir la même valeurmoyenne : elle est obtenue en tant que moyenne soit suivant la bran
he 
hronologique (σ = +),soit suivant la bran
he anti-
hronologique (σ = −) 
'est-à-dire indi�éremment à partir de deuxévolutions di�érentes.Dans 
e manus
rit, 
ette appro
he est l'objet de modi�
ations, prin
ipalement pour simpli�erles expressions re
her
hées, et suit la démar
he introduite dans [39℄ : on ne retient de l'appro
hehabituelle dé
rite pré
édemment que les parties �utiles� des expressions 
onduisant aux valeursmoyennes.Dé�nition des 
hamps e�e
tifs en base de KeldyshLes valeurs moyennes sont toujours des quantités réelles 25. Dans le 
adre du CTP, 
ettepropriété est réalisée par la relation (3.23) : les parties réelle et imaginaire de W sont toujoursrespe
tivement impaire et paire en fon
tion de la sour
e ja. En outre, dans la base de Keldysh,les degrés de liberté 
ouplés à 
ette sour
e produisent spé
i�quement les valeurs moyennes. En
onséquen
e, les parties réelle et imaginaire du 
hamp e�e
tif, dé�ni par dérivation suivant ja,seront respe
tivement paire et impaire en terme de 
ette sour
e. L'appli
ation de l'unitarité, ie

ja = 0, impose don
 que la partie imaginaire de 
e 
hamp e�e
tif soit né
essairement nulle dans
ette limite : seule la partie réelle de W 
onditionne l'obtention de valeurs moyennes 26.Ce 
onstat 
onduit à dé�nir les 
hamps e�e
tifs à partir de la partie réelle de W uniquement :
ϕ̃a =

δℜW[ja, jr]

δjr
, ϕ̃r =

δℜW[ja, jr]

δja
(3.41)Ces dé�nitions rempla
ent 
elles introduites pré
édemment (3.39) à partir de la fon
tionnelle

W 
omplète. Toutes les propriétés dé
rites dans la se
tion 3.3.2 restent vraies pour les 
hampse�e
tifs pré
édents : lorsque l'unitarité est restaurée, le 
hamp e�e
tif retardé ϕ̃r produit la valeurmoyenne physique tandis que le 
hamp e�e
tif avan
é ϕ̃a 
orrespond à une quantité auxiliairede moyenne nulle dans 
ette limite.24. Les sour
es j± sont prises arbitraires en base de S
hwinger puis toutes mises à zéro pour dé�nir les valeursmoyennes. L'unitarité, obtenue à partir de ja = 0 est détaillée par la suite dans le 
ontexte de la paramétrisationde Keldysh. En outre, il n'y a pas d'ambiguïtés quant au 
ara
tère mesurable (en prin
ipe) des valeurs moyennesproduites par 
ette méthode 
ontrairement à la situation dé
rite par les amplitudes de transition.25. Dans 
ette partie et dans 
elles qui suivent (dans 
e 
hapitre), les parties réelle et imaginaire sont dé�niesdans l'espa
e des positions.26. Comme nous le verrons par la suite, la partie imaginaire de la fon
tionnelle W 
onditionne la 
onsistan
edes 
hemins [50, 51℄ 
'est-à-dire la restauration de 
ertains aspe
ts de la physique 
lassique depuis une des
riptionquantique. 60



3.5. ACTIONS EFFECTIVES POUR LE FORMALISME CLOSED TIME PATH USUELDé�nition des 
hamps e�e
tifs en base de S
hwingerPar 
onsistan
e ave
 les quantités dé�nies pré
édemment, les 
hamps e�e
tifs de type in-insont également dé�nis à partir de la partie réelle de W en base de S
hwinger 
'est-à-dire par lesexpressions :
ϕ̃±(x) =

δℜW[j+, j−]

δj±(x)
. (3.42)Pour l'étude présentée dans 
e manus
rit, 
es relations rempla
ent les dé�nitions habituelles(3.39). Cependant, elles 
onduisent aux mêmes propriétés vis-à-vis des valeurs moyennes. Dansla limite où les sour
es j± sont nulles, 
es 
hamps sont tous deux égaux à valeur moyennere
her
hée.3.5 A
tions e�e
tives pour le formalisme 
losed time path usuelEn théorie quantique des 
hamps, les méthodes fon
tionnelles 
onsistent à re
her
her leséquations et quantités d'intérêt physique indire
tement à partir de 
elles véri�ées par les 
hampse�e
tifs. Dès lors, le prin
ipe de 
ette méthode 
onsiste à paramétrer les quantités fon
tionnelles,
al
ulées en fon
tion de sour
es externes arbitraires, en terme de 
es 
hamps e�e
tifs : 
'estl'enjeu de l'a
tion e�e
tive.3.5.1 Transformées de LegendreUn des r�les de l'a
tion e�e
tive est de produire les équations du mouvement véri�ées parles 
hamps e�e
tifs. Celles-
i sont obtenues par prin
ipe variationnel. Habituellement, l'a
tione�e
tive est le résultat de la transformée de Legendre de W et les 
hamps e�e
tifs sont alorsdé�nis par dérivation de la fon
tionnelle W 
omplète. Cependant, la partie réelle de W su�t àobtenir les valeurs moyennes.Dans 
e manus
rit, la reparamétrisation de ℜW en terme des 
hamps e�e
tifs dé�nis par(3.41) et (3.42) 
onstitue la dé�nition de l'a
tion e�e
tive Γ. Elle ne 
orrespond pas à la fon
-tionnelle génératri
e des verti
es pour le formalisme CTP. Pour la paramétrisation de S
hwinger,l'a
tion e�e
tive est dé�nie par

Γ[ϕ̃+, ϕ̃−] = ℜW[j+, j−]− j+ · ϕ̃+ − j− · ϕ̃− (3.43)pour les 
hamps e�e
tifs de (3.42). L'é
riture de W dans la base de Keldysh permet de séparer
lairement l'in�uen
e des parties physiques et de book-keeping des degrés de liberté. Dans 
ettebase, l'a
tion e�e
tive Γ s'é
rit
Γ[ϕ̃a, ϕ̃r] = ℜW[ja, jr]− ja · ϕ̃r − jr · ϕ̃a (3.44)en fon
tion des 
hamps e�e
tifs (3.41). À noter que 
'est la dé�nition des 
hamps e�e
tifs quiimpose que les fon
tionnelles pré
édentes soient e�e
tivement 
elles générant les équations dumouvement véri�ées par les valeurs moyennes. 61



CHAPITRE 3. ACTIONS EFFECTIVES POUR LES VALEURS MOYENNES ETMATRICES DENSITÉ3.5.2 Équations variationnelles véri�ées par les 
hamps e�e
tifsEn base de S
hwinger, les équations du mouvement véri�ées par les 
hamps e�e
tifs (3.42)sont issues des relations
δΓ[ϕ̃+, ϕ̃−]

δϕ̃±
= −j±. (3.45)Plus parti
ulièrement, 
elles véri�ées par la valeur moyenne 〈ϕ〉 proviennent de 27

δΓ[ϕ̃+, ϕ̃−]

δϕ̃±

∣

∣

∣

∣

ϕ̃+=ϕ̃−=〈ϕ〉

= 0. (3.46)Cette équation est réelle par 
onstru
tion. Comme pour le formalisme in-out, les équations va-riationnelles d'ordre supérieur 
ontraignent la stru
ture de Γ. Ainsi, l'équation de Dyson peutêtre obtenue à partir des équations du mouvement (3.45) sous la forme :
∑

α=±

∫

dz
δ2ℜW

δjσ(x)δjα(z)

δ2Γ

δϕ̃α(z)δϕ̃σ′ (y)
= −σδσσ′δ(4)(x− y). (3.47)Elle impose que les relations de 
ontraintes (2.9), appliquées aux parties réelles des propagateurs
onne
tés, à savoir

ℜK++ + ℜK−− = ζℜK+− + ζℜK−+soient transmises au noyau de Γ 
onduisant à
Γ(2)++ + Γ(2)−− = −ζΓ(2)+− − ζΓ(2)−+où ζ = +1 pour les bosons et ζ = −1 pour les fermions dans les expressions pré
édentes 28.Équations du mouvement retardées pour les valeurs moyennesEn base de Keldysh, les équations du mouvement des 
hamps e�e
tifs (3.41) 
orrespondent à
δΓ[ϕ̃a, ϕ̃r]

δϕ̃a
= −jr, δΓ[ϕ̃a, ϕ̃r]

δϕ̃r
= −ja. (3.48)L'équation du mouvement des valeurs moyennes 〈ϕ〉 est issue de la première relation seulement :

δΓ[ϕ̃a = 0, 〈ϕ〉]
δϕ̃a

= −jr. (3.49)La sour
e jr peut être maintenue non nulle et paramétrise alors l'état initial du système. L'autreéquation du mouvement ne 
orrespond pas à 
elle d'observables physiques.27. Ce sont deux équations identiques (la sour
e physique est annulée) : l'unitarité est réalisée lorsque les deux
hamps e�e
tifs sont égaux pour la paramétrisation de S
hwinger.28. Ces relations peuvent être obtenues en sommant les quatre équations de Dyson (3.47), issues de di�érentes
ombinaisons d'axes {σ = ±, σ′ = ±} possibles, selon la même 
ombinaison linéaire que 
elle donnée par l'équationde 
ontrainte (2.9) sur les propagateurs de W(2). Ce type de propriété est dû au fait que les fon
tionnelles
onsidérées soient quasiment l'inverse l'une de l'autre : leur généralisation est aisée.62



3.5. ACTIONS EFFECTIVES POUR LE FORMALISME CLOSED TIME PATH USUELÉquations du mouvement avan
ées pour les valeurs moyennesLes développements dé
rits jusqu'à i
i sont valables pour les amplitudes de type in-in. Ils
orrespondent au formalisme CTP asso
ié au 
ontour présenté par la �gure 3.1 et les valeursmoyennes physiques sont solutions d'équations uniquement retardées. Les équations du mouve-ment avan
ées véri�ées des valeurs moyennes physiques ne peuvent être obtenues qu'à partird'amplitudes de type out-out. Les résultats 
orrespondant à 
es dernières peuvent être déduitsdes équations de type in-in par opération de renversement du temps.3.5.3 Fon
tionnelle génératri
e des verti
es propresLa fon
tionnelle issue de la transformée de Legendre de la partie réelle de W n'est pas lafon
tionnelle génératri
e des verti
es propres dans le 
adre du formalisme CTP. Celle-
i, notée
V, 
orrespond à la transformée de Legendre de la fon
tionnelle W 
omplète 29 :

V[Φ̃+, Φ̃−] = W[j+, j−]− j+Φ̃+ − j−Φ̃−, Φ̃± =
δW[j+, j−]

iδj±
. (3.50)La partie réelle du 
hamp e�e
tif Φ̃± 
orrespond au 
hamp e�e
tif ϕ̃± dé�ni pour l'a
tion e�e
-tive Γ et permet d'obtenir les valeurs moyennes. La dé�nition pré
édente 
onduit à établir desexpressions variationnelles (équations du mouvement, de Dyson, ...) analogues à 
elles dé�niespré
édemment dans 
e 
hapitre [28℄.3.5.4 Absen
e de prin
ipe variationnel sous unitaritéCas des observables physiquesL'équation du mouvement (3.46) pour les valeurs moyennes n'est pas le résultat d'un prin
ipevariationnel [31℄. En e�et, dès que les 
hamps e�e
tifs 
oïn
ident, l'a
tion e�e
tive est né
essai-rement nulle,

Γ[ϕ̃+, ϕ̃− = ϕ̃+] = ℜW[j+, j− = −j+]− j+ϕ̃+ + j+ϕ̃+ = 0, (3.51)
ompte tenu des propriétés d'unitarité deW. Par ailleurs, la relation pré
édente traduit l'unitaritédans le 
ontexte de l'a
tion e�e
tive. Ainsi, dès que les valeurs moyennes sont 
onstruites àpartir des 
hamps e�e
tifs, leur a
tion e�e
tive est aussit�t perdue bien que leurs équationsdu mouvement demeurent (équations (3.46)) : on est ainsi en mesure d'obtenir les équationsvariationnelles d'une grandeur mais sans l'a
tion leur 
orrespondant. Ce problème est analogue enbase de Keldysh : l'unitarité est réalisée dès que ja = 0 et 
orrespond à ϕ̃a = 0. L'a
tion e�e
tive(3.44) est alors nulle bien qu'à nouveau, l'on puisse obtenir l'équation du mouvement véri�ée parla valeur moyenne mesurable du 
hamp par (3.49). Soulignons également que la fon
tionnelle West nulle lorsque l'unitarité est imposée. Pour le formalisme CTP �usuel�, au
une fon
tionnellegénératri
e (a
tion e�e
tive et fon
tionnelle W) ne peut être dé�nie lorsque les valeurs moyennes,qui 
onstituent un des enjeux prin
ipaux de 
e formalisme, le sont.29. Dans les référen
es traitant du formalisme CTP, l'a
tion e�e
tive usuelle est dé�nie par l'expression de V
'est-à-dire à partir de la fon
tionnelle W 
omplète. Ce n'est pas le 
as dans 
e manus
rit pour les raisons évoquéespré
édemment. 63



CHAPITRE 3. ACTIONS EFFECTIVES POUR LES VALEURS MOYENNES ETMATRICES DENSITÉCas des 
hamps e�e
tifsLe formalisme CTP impose de doubler les degrés de liberté du système : une partie de
eux-
i 
onduisent aux quantités physiques tandis que les autres 
orrespondent à des quanti-tés auxiliaires. Cette distin
tion suggèrent de dé�nir Γ à partir des degrés de liberté retardésuniquement via 30
Γ[ϕ̃r] = ℜW[ja, jr]− jaϕ̃r, ϕ̃r =

δℜW
δja

. (3.52)Cependant, 
e type de dé�nition ne permet pas d'obtenir des équations du mouvement expli
itesvéri�ées par les 
hamps e�e
tifs à partir de :
δΓ[ϕ̃r ]

δϕ̃r
= −ja. (3.53)A fortiori, les équations du mouvement véri�ées par les valeurs moyennes sont également ina
-
essibles 31. En�n, l'expression de l'a
tion e�e
tive (3.52) est à nouveau perdue lorsque ja = 0.Ainsi, pour la paramétrisation de Keldysh, l'a
tion e�e
tive doit né
essairement être dé�nieà partir de tous les degrés de liberté et les quantités physiques ne peuvent ainsi pas être traitéesindépendamment des quantités auxiliaires : le r�le de 
es dernières est d'imposer que l'évolutionsoit dé�nie à partir de 
onditions initiales.3.6 Prin
ipe variationnel et valeurs moyennesLes valeurs moyennes 
orrespondent à des observables physiques dont la détermination estl'enjeu du formalisme CTP. Elles sont obtenues à partir d'opérations sur des fon
tionnelles géné-ratri
es dès lors que l'unitarité y est restaurée. Malheureusement, imposer l'unitarité 
orrespondégalement à annuler les quantités fon
tionnelles pertinentes mises en jeu (a
tion e�e
tive etfon
tionnelle W) si bien que les équations variationnelles véri�ées par les valeurs moyennes etl'a
tion leur 
orrespondant, ne peuvent pas être déterminées 
onjointement pour le formalismeCTP usuel. Dans 
ette se
tion, nous allons voir 
omment étendre les développements pré
édentsà un formalisme 
apable de 
onserver a
tion e�e
tive et équations du mouvement après quel'unitarité a été imposée. Cette appro
he sera illustrée dans le 
hapitre 5.3.6.1 Paramétrisation physique 
ompatible ave
 un prin
ipe variationnelLes modi�
ations né
essaires au rétablissement du prin
ipe variationnel pour les valeursmoyennes peuvent être réalisées au moyen d'une paramétrisation parti
ulière des degrés de libertéintroduite par J. Polonyi [39℄ :

j± =
1± κ

2
ja ± jp, ϕ± = ϕp ± 1∓ κ

2
ϕa. (3.54)30. À nouveau, on peut indi�éremment monter 
e type de propriétés que Γ soit dé�nie par W (
omme 
'esthabituellement le 
as) ou via ℜW.31. En outre, 
e type d'équations du mouvement se distingue de 
elles présentées pré
édemment dans 
e 
hapitredans le sens où 
elles 
orrespondant aux grandeurs physiques sont engendrées par les variations du 
hamp physiquedire
tement plut�t que par les variations d'un 
hamp auxiliaire.64



3.6. PRINCIPE VARIATIONNEL ET VALEURS MOYENNES
κ désigne un réel non nul arbitraire. Les quantités ϕp et jp 
orrespondent à des quantités mixtes :

jp ≡ jr − κ

2
ja, ϕp ≡ ϕr +

κ

2
ϕa (3.55)Cette paramétrisation, dite paramétrisation variationnelle, est analogue à 
elle de Keldysh 32 mais
orrespond à une 
ombinaison stri
tement non orthogonale des degrés de liberté élémentaires : elle
onsiste ainsi à ajouter une partie arbitraire des �u
tuations issues de la partie avan
ée à 
ellesdé�nissant la partie retardée. Par ailleurs, les quantités ϕa et ja ont la même interprétationque pour la paramétrisation de Keldysh et l'unitarité 
orrespond toujours à l'annulation de
es variables. En outre, le terme d'intera
tion sour
e/
hamps de la fon
tionnelle génératri
e
orrespondante s'é
rit

j+ · ϕ+ + j− · ϕ− = ja · ϕp + jp · ϕaLorsque l'unitarité est restaurée, la variable dynamique ϕp devient identique à ϕr et permet ainsid'obtenir les valeurs moyennes tandis que la moyenne ϕa devient nulle :
ϕ̃a =

δW
δjp

= ϕ̃+ − ϕ̃−, ϕ̃p =
δW
δja

=
1 + κ

2
ϕ̃+ +

1− κ

2
ϕ̃− = ϕ̃r +

κ

2
ϕ̃aEn 
onséquen
e, les valeurs moyennes sont obtenues 
omme pré
édemment par limite sur le
hamp e�e
tif ϕ̃p.La paramétrisation (3.54) permet de dé�nir une a
tion e�e
tive à partir du 
hamps e�e
tifphysique uniquement :

Γ[ϕ̃p] = ℜW[ja, jp]− jaϕ̃p. (3.56)Ce terme ne s'annule pas lorsque ja → 0. L'équation du mouvement du 
hamp e�e
tif physiquepeut alors être obtenue via :
δΓ[ϕ̃p]

δϕ̃p
= −ja.Les équations d'Euler-Lagrange, véri�ées par la valeur moyenne 〈in|ϕ|in〉, peuvent être obtenuesindi�éremment à partir des équations du 
hamp e�e
tif ou de l'a
tion (3.56) dire
tement. Tou-tefois, 
es équations ne produisent pas dire
tement les équations du mouvement. Ces résultatssont illustrés dans le 
hapitre 5.3.6.2 In�uen
e des degrés de liberté auxiliairesEn�n, les 
hamps auxiliaires peuvent être utilisés pour dé�nir l'a
tion e�e
tive suivante :

Γ[ϕ̃p, ϕ̃a] = ℜW[ja, jp]− jaϕ̃p − jpϕ̃a. (3.57)Cette a
tion possède les mêmes propriétés que 
elles valables pour la paramétrisation de Keldysh.Ainsi, les valeurs moyennes véri�ent l'équation du mouvement suivante
− jp =

δΓ[ϕ̃p, ϕ̃a]

δϕ̃a

∣

∣

∣

∣

ϕ̃a=0,ϕ̃p=〈in|ϕ|in〉32. La paramétrisation (3.54) prise pour κ = 0 
orrespond à 
elle de Keldysh.65



CHAPITRE 3. ACTIONS EFFECTIVES POUR LES VALEURS MOYENNES ETMATRICES DENSITÉobtenue par limite de 
elle véri�ée par le 
hamps e�e
tif ϕ̃p. Cette fon
tionnelle 
onduit dire
-tement aux équations du mouvement véri�ées par les 
hamps e�e
tifs et don
 par les valeursmoyennes. Cependant, tout prin
ipe variationnel est perdu lorsque l'unitarité est restaurée.3.7 Cal
ul de matri
es densité : formalisme opened time pathEn 1963, Feynman et Vernon ont introduit une fon
tionnelle permettant de rendre 
omptede l'in�uen
e d'un environnement sur les degrés de liberté d'un système suivi. Le 
÷ur de 
eformalisme 
onsiste à raisonner à partir de la probabilité de transition et non pas dire
tement surl'amplitude de transition : une telle probabilité peut être représentée par une intégrale de 
heminen doublant le nombre de degrés de liberté 33. L'étape suivante est alors d'introduire des degrésde liberté dé
rivant un environnement, 
ouplés au système suivi, puis de séparer 
es deux sous-systèmes en dé�nissant une fon
tionnelle d'in�uen
e regroupant tous les termes dépendant desvariables propres à l'environnement. Formellement, la fon
tionnelle introduite dans [21℄ s'iden-ti�e alors à la probabilité de transition de l'environnement entre des états �xés arbitrairementet pour une valeur arbitraire des degrés de liberté du système suivi (présents uniquement parleur 
ouplage à l'environnement 
onsidéré) 34 : le propre du formalisme introduit par Feynman etVernon est alors de montrer 
omment 
ette probabilité de transition, issue de l'environnement,in�uen
e 
elle du système suivi. La dernière étape de 
ette méthode 
onsiste à s'abstraire desétats postulés dans la fon
tionnelle d'in�uen
e en introduisant des matri
es densité en 
ombinantles états utilisés pour l'environnement. Il en résulte �nalement que les probabilités de transitionpeuvent être obtenues à partir du 
al
ul d'une intégrale de 
hemin dont les 
onditions initialessont dé�nies à partir d'une matri
e densité initiale.L'appro
he dé
rite par Feynman et Vernon 
omporte ainsi des similitudes ave
 le formalismeCTP sans toutefois y faire appel expli
itement. La relation qu'entretiennent 
es deux forma-lismes a été d'abord soulignée dans [22℄ : le formalisme CTP o�re une méthode diagrammatiqued'évaluation pouvant être utilisée pour 
al
uler la fon
tionnelle d'in�uen
e. Cette méthodologiepermet notamment de simpli�er 
elle introduite dans [21℄ en in
orporant formellement les e�etsdes matri
es densité initiales dans le propagateur 35. En�n, dans l'arti
le [39℄, il a été montréque la prin
ipale di�éren
e entre le formalisme CTP et 
elui de la fon
tionnelle d'in�uen
e (ausens de la détermination de matri
es densité) 
orrespond à la façon dont les bran
hes C± sont�refermées� : l'évolution temporelle de matri
es densité peut ainsi être obtenue en faisant appelà un 
ontour en temps �ouvert�. Dans 
ette se
tion, nous adopterons la démar
he proposée dans
et arti
le en nous restreignant à la détermination de matri
es densité.33. Une probabilité de transition 
orrespond à la norme au 
arré d'une amplitude de transition (
f dé�nition(1.1)) 
'est-à-dire à la 
ombinaison de deux intégrales de 
hemin dont l'une doit être l'expression 
onjuguéehermitique de l'autre (
f relation (1.7)).34. Ceux-
i font alors o�
e de paramètres (au même titre que les états 
onsidérés pour l'environnement) dansla fon
tionnelle d'in�uen
e.35. Ce résultat a été montré pour un système à l'équilibre thermodynamique et pour un 
ouplage �simple� entrele système suivi et son environnement : toutefois, 
e résultat ainsi que la démar
he suivie peuvent être généralisésà des 
ouplages plus 
omplexes en introduisant des sour
es de book-keeping 
omme dans [39℄.66



3.7. CALCUL DE MATRICES DENSITÉ : FORMALISME OPENED TIME PATH3.7.1 Matri
es densité et 
ontour C± pour un système isoléLe 
al
ul de matri
es densité peut être réalisé de manière similaire à 
elui présenté pourles valeurs moyennes. En représentation de S
hrödinger, 
es quantités, qui dé
rivent l'état d'unsystème à la date initiale tin, peuvent se mettre sous la forme
ρ̂in(tin) =

∑

n

pn |n, tin〉〈n, tin| ≡ ρ̂in,
∑

pn = 1.Leur expression à une date ultérieure t sera alors donnée par
ρ̂in(t) =

∑

n

pn Û(t, tin)|n, in〉〈n, in|Û(tin, t).Les éléments de matri
es de la quantité pré
édente peuvent être é
rits sous la forme
〈ϕ+|ρ̂in(t)|ϕ−〉 =

∑

n

pn [〈ϕ−|Û(t, tin)|n, in〉]† 〈ϕ+|Û(t, tin)|n, in〉 (3.58)
≡ ρ̂in[ϕ

+(t,x), ϕ−(t,x)]où les états |ϕ−〉 et |ϕ+〉 sont des ve
teurs propres arbitraires de l'opérateur ϕ̂ et sont é
rits enreprésentation de Heisenberg. On a ainsi expli
itement 
onsidéré l'expression de ρ̂in pour l'obser-vable ϕ̂ : de fa
to, les éléments de matri
es (3.58) renseignent spé
i�quement sur les propriétésde l'état du système 
onsidéré vis-à-vis de 
et observable. En outre, l'expression de 
es élémentsde matri
e fait intervenir, à nouveau, deux amplitudes de transition di�érentes dont l'évolutionest 
ontraire : 
ette stratégie de 
al
ul 
orrespond à un formalisme analogue au CTP. Toutefois,à la di�éren
e de 
e dernier, 
es deux amplitudes de transition C± ne sont plus 
ontraintes parune opération de tra
e sur les états �naux : en fait, 
'est l'élément de matri
e 
al
ulé qui imposeexpli
itement la valeur des 
on�gurations �nales des bran
hes C±.Pour un spe
tre 
ontinue, l'expression fon
tionnelle 
orrespondant à (3.58) est alors donnéepar la relation
ρ̂in[ϕ

+(t,x), ϕ−(t,x)] =

∫

OTP
D[φ̌(·)]e i

~
S[φ+(x0,x′)]− i

~
S[φ−(x0,x′)] (3.59)où l'intégrale de 
hemin doit être évaluée pour les 
onditions de bord φ−(x0 = t,x) = ϕ−(t,x)et φ+(x0 = t,x) = ϕ+(t,x). L'instant t auquel est évalué l'élément de matri
e joue le r�le de ladate �nale pour laquelle sont dé�nis les derniers degrés de liberté des bran
hes C± (dans l'inté-grale de 
hemin, la variable x0 varie de tin à t). En outre, on a introduit la notation ∫OTP pourreprésenter la façon dont 
e dernier degré de liberté de C± doit être traité dans l'intégrale de
hemin (3.59). L'expression (3.59) dé�nit alors la forme des observables re
her
hées et peut êtreévaluée à partir des te
hniques de 
al
uls usuels à la théorie quantique des 
hamps 
'est-à-direen introduisant des fon
tionnelles génératri
es. Le formalisme ainsi obtenu est alors analogue à
elui développé pour le CTP. Cette méthode de 
al
ul 
onstitue le formalisme opened time path(OTP) [39℄. 67



CHAPITRE 3. ACTIONS EFFECTIVES POUR LES VALEURS MOYENNES ETMATRICES DENSITÉLa 
ondition de bord dé�nissant les 
on�gurations d'états �naux est ainsi au 
÷ur du for-malisme OTP : les parties diagonales de la matri
e densité (populations) sont obtenues lorsque
es 
on�gurations sont identiques tandis que les éléments non-diagonaux (
ohéren
es) sont liés àleurs di�éren
es. En�n, soulignons que l'intégrale de 
hemin (3.59) a été obtenue pour un systèmeisolé. Dès lors, on peut remarquer que les degrés de liberté de l'a
tion nue de (3.59) ne sont pas
ouplés : 
omme nous le verrons par la suite, un tel résultat est spé
i�que aux systèmes isolés.Tra
e et valeurs moyennesCal
uler la tra
e d'une matri
e densité dé
rite au moyen du formalisme OTP revient à réaliserune intégration selon le formalisme CTP. Il est alors aisé de véri�er que la tra
e de (3.59) estégale à l'unité :Tr ρ̂in[ϕ+(t,x), ϕ−(t,x)] ≡
∫

dX ρ̂in[ϕ
+(t,x), ϕ−(t,x)] δ[X − ϕ+(t,x)]δ[X − ϕ−(t,x)]

=

∫

dX δ[X − ϕ+(t,x)]δ[X − ϕ−(t,x)]

∫

OTP
D[φ̌]e

i
~
S[φ+]− i

~
S[φ−]

=

∫

CTP
D[φ̌]e

i
~
S[φ+]− i

~
S[φ−] = e

i
~
WCTP [j+=0,j−=0] = 1.Par analogie ave
 la relation (3.59), on a introduit la notation ∫CTP spé
i�ant que les degrés deliberté �naux des bran
hes C± sont traités 
onformément à la 
ontrainte du formalisme CTP.Une autre 
onséquen
e de l'é
riture (3.59) est de permettre de �ré-interpréter� le 
al
ul devaleurs moyennes via le formalisme CTP 
omme la tra
e sur 
e type de quantité :

〈ϕ(t)〉 =

∫

dX ϕσ(t,x) δ[ϕ+(t,x) −X]δ[ϕ−(t,x)−X]

∫

OTP
D[φ̌]e

i
~
S[φ+]− i

~
S[φ−], σ = ±

= lim
ja=0

~

i

δ

δja(t,x)

∫

CTP
D[ϕ̌]e

i
~
S[ϕ̌]+ i

~
j·ϕ̌.3.7.2 Environnement et détermination de matri
es densité réduitesDès qu'un système peut être séparé en plusieurs sous-systèmes, des matri
es densité réduitespeuvent être dé�nies en prenant la tra
e partielle sur les degrés de liberté représentatifs d'unepartie de 
es sous-systèmes. Les sous-systèmes éliminés 
onstituent l'environnement du systèmesuivi. En fait, un environnement est dé�ni et 
ara
térisé par le fait que ses degrés de liberté nesont pas dire
tement utilisés pour dé�nir des observables : 
eux-
i ne peuvent intervenir �qu'in-dire
tement� 
'est-à-dire par leurs 
ouplages ave
 les degrés de liberté du système e�e
tivementsuivi. Dès lors, la �frontière� séparant environnement et système suivi peut être fa
ilement �bou-gée� selon que sont dé�nies ou non 
ertaines observables.Dans le 
adre du formalisme OTP, l'élimination des degrés de liberté d'un environnement
orrespond à les intégrer en utilisant le formalisme CTP (tra
e partielle) tandis que 
eux restantsont alors traités expli
itement en utilisant le formalisme OTP [39℄. Par exemple, pour deux68



3.7. CALCUL DE MATRICES DENSITÉ : FORMALISME OPENED TIME PATHjeux de degrés de liberté ϕ et χ, l'élimination de l'environnement χ, peut être faite de la manièresuivante :
ρ̂in[ϕ

+(t,x), ϕ−(t,x)] ≡ trχ[ρ̂in[ϕ+(t,x), ϕ−(t,x);χ+(t,x), χ−(t,x)]]

=

∫

d[χ̌f ]δ[χ
+(t,x)− χf ]δ[χ

−
f (t,x)− χf ]

∫

OTP
D[χ̌(x′)]

∫

OTP
D[ϕ̌(x′)]e

i
~
S[ϕ+(x′),χ+(x′)]− i

~
S[ϕ−(x′),χ−(x′)]

=

∫

OTP
D[ϕ̌]

∫

CTP
D[χ̌]e

i
~
S[ϕ+,χ+]− i

~
S[ϕ−,χ−]

=

∫

OTP
D[ϕ̌] e

i
~
S[ϕ+]− i

~
S[ϕ−]+ i

~
SIntr [ϕ

+,ϕ−]Cette élimination fait ainsi apparaître un terme de 
ouplage SIntr si les degrés de liberté χ±étaient 
ouplés à ϕ±. Le résultat de 
ette pro
édure de 
al
ul est analogue à 
elle du formalismede la fon
tionnelle d'in�uen
e [21℄. Toutefois, soulignons que l'avantage de la démar
he intro-duite i
i est d'in
orporer les e�ets dus aux matri
es densité dé
rivant les 
onditions initiales (ou�nales) dans le propagateur de la théorie : l'expression de l'intégrale de 
hemin pré
édente peutêtre évaluée à partir de méthodes faisant appel à des diagrammes.Par 
onséquent, dans le formalisme OTP, l'étude de l'a
tion nue, dé�nie après éliminationdes degrés de liberté liés à l'environnement, permet de 
ara
tériser, au moyen de ses 
hemins,l'intri
ation du système suivi ave
 
et environnement : si les degrés de liberté de 
haque bran
hene sont pas séparables, le système suivi est intriqué ave
 un environnement et la matri
e densitéle représentant dé
rit alors un état mixte. En revan
he, dès que les deux bran
hes sont séparables,le système observé est alors dans un état pur. D'autre part, l'avantage de 
ette des
ription estde permettre de 
onstruire et d'étudier l'établissement de 
ette intri
ation. Plus spé
i�quement,on peut montrer que la di�éren
e ϕ+ − ϕ− paramètre alors les dissipations dues aux degrés deliberté éliminés lors de la tra
e partielle 36. Dès lors, 
omme nous le verrons dans le 
hapitre 5,l'étude de matri
es densité dans 
e formalisme est parti
ulièrement bien adaptée à 
elle de la
onsistan
e entre 
hemins dans le 
adre de la limite 
lassique [39, 51℄.
36. Cette di�éren
e de degrés de libertés est 
ouplée à la partie imaginaire de l'a
tion nue (dans l'espa
e despositions), résultant de l'intégration des 
hamps éliminés : 
ette quantité permet de retrouver le théorème de�u
tuation-dissipation. 69
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Chapitre 4Éléments de théorie quantique des
hamps à température et densité �niesLa valeur moyenne d'une observable Â sur un ensemble statistique est dé�nie à partir de lamatri
e densité ρ̂ par l'expression :
〈Â〉ρ = Tr[ρ̂A].La tra
e 
orrespond alors à une somme sur l'ensemble des états a

essibles au système dontl'importan
e relative est alors pondérée par ρ̂. L'objet de 
e 
hapitre est de présenter l'appli
ationdu formalisme 
losed time path à un système grand-
anonique : un réservoir de parti
ules et de
haleur sera utilisé dans le 
hapitre 5 a�n de modi�er les propriétés d'un sous-système.4.1 Ensemble grand-
anoniqueÀ l'équilibre thermodynamique, la matri
e densité ρ̂ s'é
rit en terme de quantités 
onservées.Plus parti
ulièrement, l'ensemble grand-
anonique 
orrespond à l'étude d'un système en 
onta
tave
 un réservoir de 
haleur et de parti
ules. Dans 
ette des
ription, ρ̂ s'é
rit sous la forme

ρ̂[β, ζ] =
e−β(Ĥ−

∑
τ ζτ N̂τ )Tre−β(Ĥ−∑τ ζτ N̂τ )

(4.1)dans le référentiel propre du réservoir de 
haleur et de parti
ules. β = [kbT ]
−1 est inversementproportionnel au produit de la température T par la 
onstante de Boltzmann kb 1 et ζτ 
orrespondau potentiel 
himique asso
ié à l'espè
e τ . La fon
tion de partition du système peut alors êtredé�nie via

Z[β, ζ] = Tr{e−β(Ĥ−∑τ ζτ N̂τ )} (4.2)et la moyenne d'un produit d'opérateurs quel
onques sur 
et ensemble s'é
rit
〈Â1 · · · ÂN 〉ρ ≡ 〈Â1 · · · ÂN 〉β,ζ

= Tr{ρ̂[β, ζ]Â1 · · · ÂN}. (4.3)1. Constante de Boltzmann : kb = 1.380650 × 10−23J/K = 8.6172 × 10−11MeV/K71



CHAPITRE 4. ÉLÉMENTS DE THÉORIE QUANTIQUE DES CHAMPS ÀTEMPÉRATURE ET DENSITÉ FINIESCes fon
tions de 
orrélations sur l'ensemble statistique étudié permettent de 
ara
tériser les ob-servables ainsi que l'équilibre thermodynamique. Au 
ontraire des moyennes dé�nies en physiquequantique, l'ordre d'insertion des opérateurs 
onstituant une moyenne statistique n'est pas im-portant 2.Le système d'unités naturelles utilisé pour dé
rire des systèmes quantiques grand-
anoniques
orrespond au 
hoix ~ = c = kb = 1. La température ambiante (300K) 
orrespond alors à environ
0, 026eV 
'est-à-dire β = 38, 7× 106MeV −1 ; l'ordre de grandeur de la température d'un plasmaest d'environ 107K 
'est-à-dire 138eV ou en
ore β = 7.24× 103MeV −1. Ainsi, la gamme d'éner-gie mise en jeu par les �u
tuations thermiques est souvent très faible devant 
elle 
orrespondantaux énergies de masse de parti
ules lorsque l'on 
onsidère des objets physiques �a
tuels�. Souli-gnons, en outre, que des problématiques traitant de situations où la température est beau
oupplus importante peuvent être trouvées dans le 
ontexte d'études portant sur la genèse de l'univers.Plusieurs formalismes existent pour traiter des situations physiques faisant intervenir des ma-tri
es densité du type (4.1). Toutes 
es méthodes ont en 
ommun qu'elles 
onsistent à interpréter
e type de matri
e 
omme un opérateur d'évolution en temps imaginaire,

ρ̂[β, ζ] =
e+i[Ĥ−

∑
n ζnN̂n][iβ]Tre+i[Ĥ−∑n ζnN̂n][iβ]

≡ Û[0, 0− iβ]
'est-à-dire que l'inverse de la température est 
omprise 
omme un durée �nie purement ima-ginaire 3. Une 
onséquen
e de 
ette é
riture réside dans le fait que les fon
tions de 
orrélations(fon
tions de Green) sont périodiques à l'équilibre thermodynamique : pour un opérateur Â é
riten représentation de Heisenberg, on peut montrer que [2, 11℄
〈Â(t1)Â(t2)〉β,ζ

= ±〈Â(t2)Â(t1 + iβ)〉
β,ζrespe
tivement pour des degrés de liberté bosoniques (+) ou fermioniques (-). Les relations depériodi
ité de 
e type 
orrespondent aux relations de Kubo-Martin-S
hwinger [26℄ et sont 
ara
-téristiques de l'équilibre thermodynamique. De plus, la dépendan
e selon la partie imaginairedu temps dans les opérateurs pré
édents est toujours telle que |ℑt2 − ℑt1| ≤ β [9℄. Une autre
onséquen
e de 
ette appro
he est que le 
al
ul de la fon
tion de partition (4.2) peut être dé
om-posé 
omme une somme de valeurs moyennes dé�nies pour un opérateur d'évolution en tempsimaginaire :

Z [β, ζ] = Tr{e−β[Ĥ(t)−
∑

τ ζτ N̂τ ]} =

∫

dφα 〈φα|e+i[Ĥ(t)−
∑

τ ζτ N̂τ ][iβ]|φα〉. (4.4)2. Comme nous le verrons brièvement par la suite, 
e
i se traduit par l'utilisation de fon
tions de Green enespa
e eu
lidien pour dé
rire les moyennes statistiques : 
e type de fon
tion de Green est unique. En revan
he,pour les problèmes liés aux phénomènes quantiques, l'ordre d'insertion des opérateurs dans les moyennes estspé
i�que aux 
onditions de bord imposées au problème traité : il est né
essaire de pré
iser 
omment les p�lessont évités pour les fon
tions de Green en espa
e de Minkowski.3. L'opérateur d'évolution en temps imaginaire n'est pas une quantité unitaire mais satisfait toutefois despropriétés similaires à 
elles valables pour un opérateur d'évolution usuel (stru
ture de groupe et 
ondition debord Û[τ, τ ] = 1, τ ∈ iR) [9℄ : il peut être adapté pour 
onstruire une théorie des perturbations en tempsimaginaire. 72



4.2. FORMALISME EN TEMPS IMAGINAIRECes valeurs moyennes peuvent alors être traitées de deux façons di�érentes donnant lieu à deuxfamilles de formalismes.Une première appro
he 
onsiste à utiliser les similitudes entre la fon
tion de partition (4.4)et les amplitudes de transition présentées dans le 
hapitre 1. Formellement, les valeurs moyennesdans (4.4) peuvent être interprétées 
omme des amplitudes de transition pour un temps purementimaginaire τ ≡ iβ et de longueur �nie. De plus, 
es amplitudes doivent être dé�nies de sorte queleurs bra et ket soient identiques et, in �ne, les amplitudes, ainsi dé�nies, doivent être somméespour produire Z . Cette stratégie d'évaluation 
orrespond au formalisme de Matsubara ou for-malisme en temps imaginaire[17℄. Les fon
tions de Green 
al
ulées dans 
e 
adre permettent de
ara
tériser les propriétés du système à l'équilibre thermodynamique. Les propriétés dynamiquespeuvent être évaluées, dans un se
ond temps, en prolongeant analytiquement 
es quantités (rota-tion de Wi
k) dans le 
adre de la théorie des perturbations [9℄. En résumé, la méthode proposéepar le formalisme de Matsubara 
onsiste à 
al
uler les fon
tions de partition 
omme des ampli-tudes de transition usuelles mais en leur imposant des 
onditions de bord périodiques judi
ieuses.L'appro
he alternative au formalisme de Matsubara 
onsiste à doubler le nombre de degrésde liberté pour dé�nir les valeurs moyennes intervenant dans (4.4). De prime abord, bien qu'ap-paraissant plus 
ompliquée que le formalisme pré
édent, 
ette appro
he permet d'étudier unegamme plus large de problèmes et o�re une des
ription plus �naturelle� des fon
tions de Greendu système : l'évolution en temps et les propriétés de l'équilibre thermodynamique sont obtenuesdire
tement. Cette appro
he 
orrespond aux formalismes en temps réel dont le formalisme 
losedtime path en est issu 4. La des
ription du formalisme CTP à température et densité �nie sera au
÷ur des développements de la se
onde partie de 
e 
hapitre.4.2 Formalisme en temps imaginaire : formalisme de MatsubaraLe formalisme de Matsubara est une méthode d'évaluation de la fon
tion de partition (4.2)et de moyennes stationnaires d'opérateurs prises sur 
et ensemble. Elle repose sur l'é
riture de latra
e, dans (4.2), en terme de somme sur une seule famille d'amplitude de transition en espa
eeu
lidien et pour une durée �nie.Étant dé�nies à partir d'un opérateur d'évolution en temps imaginaire, les fon
tions de par-tition peuvent être é
rites sous la forme
Z [β, ζ] = N

∫périodiqueD[φ]e−SE [φ]−β
∑

τ ζτNτ (4.5)où les 
on�gurations de 
hamps véri�ent des 
onditions de bord périodiques (relations de Kubo-Martin-S
hwinger : φ(β,x) = ±φ(0,x) respe
tivement pour les bosons (+) et les fermions (-)).4. Un 
omparatif entre les formalismes en temps imaginaire et en temps réel peut être trouvé dans les référen
es[11, 27℄. En outre, le livre de Fetter et Wale
ka [9℄ 
onstitue un ouvrage de référen
e pour l'étude des problèmesà température et densité �nie. 73



CHAPITRE 4. ÉLÉMENTS DE THÉORIE QUANTIQUE DES CHAMPS ÀTEMPÉRATURE ET DENSITÉ FINIESEn outre, la fon
tion de partition s'é
rit en terme de l'a
tion eu
lidienne SE dé�nie sur unintervalle de temps (imaginaire) de longueur �nie β :
SE[φ] =

∫ β

0
dτ

∫

R3

d3x LE [φ(τ,x)]. (4.6)Les moyennes statistiques d'opérateurs sont dé�nies par les relations (4.3) et leur expression peutêtre paramétrée par la fon
tionnelle génératri
e suivante
ZE[β, ζ; j] =

∫périodiqueD[φ]e−SE [φ]−β
∑

τ ζτNτ+jφ. (4.7)En outre, la fon
tion de partition (4.5) 
orrespond au fa
teur de normalisation de 
ette fon
tion-nelle : Z [β, ζ] = ZE [β, ζ; j = 0].La fon
tionnelle génératri
e (4.7) est l'analogue de l'amplitude du vide au vide en présen
ede sour
e externe du 
hapitre 1 : le formalisme de Matsubara fait alors appel à des traitementssimilaires. Ainsi, la fon
tionnelle (4.7) peut être évaluée à partir de séries perturbatives dé�nies viales équations de S
hwinger-Dyson 
orrespondantes et une méthode de 
onstru
tion de 
es termessous forme de diagrammes de Feynman peut être introduite [9, 10℄. Toutefois, les propagateursdu formalisme de Matsubara di�èrent fortement de 
eux utilisés pour une théorie quantique des
hamps usuelle. Ces propagateurs font intervenir des sommes sur des fréquen
es dis
rètes enraison des relations de Kubo-Martin-S
hwinger et du fait que β soit de longueur �nie :
Gβ(τ,x) =

1

β

∑

n∈N

∫

d3k

(2π)3
e−i(ωnτ−k·x)Gβ(ωn,k)En outre, on peut montrer [9, 11℄ que les fréquen
es ωn sont 
ontraintes par la statistique des
hamps : ωn = [2nπ]/β pour les bosons et ωn = [(2n + 1)π]/β pour les fermions. Ce sont lesfréquen
es de Matsubara.L'interprétation de la température en tant que temps purement imaginaire 
onduit ainsi àune formulation eu
lidienne de la théorie quantique des 
hamps. Cependant, dans 
e 
adre, tousles temps et toutes les énergies sont représentés par des quantités imaginaires ; de sur
roît, 
esdernières sont dis
rètes puisque β est de longueur �nie. En prin
ipe, les fon
tions de Green deMatsubara peuvent être é
rites en terme de fon
tions à deux points en temps réel par prolonge-ment analytique [9℄ mais 
ette opération peut, parfois être di�
ile à réaliser dans la pratique.Cette méthode présente un autre désavantage, d'ordre pratique : les 
al
uls font systématique-ment apparaître des sommes sur des fréquen
es dis
rètes plut�t que des intégrales. Le formalismede Matsubara est bien adapté au 
al
ul de quantités stationnaires ainsi que dans l'approximationdes températures élevées. Cependant, sorti de 
e 
adre, 
e formalisme entraîne des di�
ultésprin
ipalement d'ordre pratique. 74



4.3. FORMALISME EN TEMPS RÉEL4.3 Formalisme en temps réel : 
as du formalisme 
losed timepathLe formalisme en temps imaginaire est parti
ulièrement bien adapté à la résolution de pro-blèmes statiques tandis que l'étude de propriétés dynamiques est plus naturellement dé
rite dansle 
adre des formalismes dits en temps réel [9, 11℄. De sur
roît, 
al
uler les fon
tions de Greendans 
e 
adre permet d'obtenir les fon
tions à N-points dé
rivant dire
tement les quantités me-surables : des problèmes inhérents au formalisme de Matsubara sont ainsi évités.Dans 
ette partie, nous allons aborder l'appli
ation d'un de 
es formalismes, le formalisme
losed time path à l'étude d'un système grand-
anonique à l'équilibre. Con
rètement, l'appli
ationdu formalisme CTP à 
et ensemble revient à appliquer les développements du 
hapitre 3 pourun propagateur moyenné sur 
et ensemble statistique. En outre, dans 
ette présentation, denombreux aspe
ts et développements seront omis par sou
is de 
on
ision : les règles d'études dessystèmes à l'équilibre thermodynamique peuvent être trouvées plus en détail dans les référen
es[29, 30, 9, 27℄.4.3.1 Forme du 
ontour à température �nieLa moyenne d'un opérateur sur un ensemble grand-
anonique est dé�nie par l'expression (3.4)
'est-à-dire :
〈A〉 = Tr[ρ̂in Û(tin, t)ÂÛ(t, tin)].

ρ̂in peut être é
rit en terme d'opérateur d'évolution sous la forme
ρ̂in =

e+iH(tin)iβTr e−βH(tin)
=

e+iHin[tin−iβ−tin]Tr e+iHin[tin−iβ−tin]
=

Û[tin − iβ, tin]Tr Û[tin − iβ, tin]
.À partir de développements identiques à 
eux réalisés dans la se
tion 3.2.1, la moyenne de Âpeut être exprimée de deux façons di�érentes

〈A〉 =
Tr Û[tin − iβ, tin] Û[tin, tout]Û[tout, t]ÂÛ[t, tin]Tr Û[tin − iβ, tin] Û[tin, tout]Û[tout, tin]

=
Tr Û[tin − iβ, tin] Û[tin, t]ÂÛ[t, tout]Û[tout, tin]Tr Û[tin − iβ, tin] Û[tin, tout]Û[tout, tin]faisant ainsi appel au 
ontour C+ ∪ C− propre au formalisme 
losed time path auquel la matri
edensité initiale ρ̂in ajoute une nouvelle bran
he de longueur β que l'on note Cβ (
f �gure 4.1).La forme du 
ontour présenté par la �gure 4.1 est ainsi 
elle que l'on a 
outume de rete-nir pour le formalisme CTP. Les 
ontours 
orrespondant aux autres formalismes en temps réel
orrespondent à une déformation de 
elui-
i. Généralement, tous 
es formalismes peuvent êtrereliés entre eux par des manipulations sur les opérateurs d'évolution exprimant les moyennes.Toutefois, des di�éren
es apparaissent au sein de 
es formalismes prin
ipalement au niveau du75



CHAPITRE 4. ÉLÉMENTS DE THÉORIE QUANTIQUE DES CHAMPS ÀTEMPÉRATURE ET DENSITÉ FINIES
ℜt

ℑt
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Cβ

b

tout
|
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β

Figure 4.1 � Contour pour le formalisme 
losed time path à température �nier�le qu'ils font jouer à la bran
he C−. Par exemple, pour le formalisme thermo-�eld, 
ette bran
heest 
onsidérée 
omme non-physique et les bran
hes C± dé
ouplent dans le vide (
'est-à-dire dansla limite ζτ = 0, β → ∞) [27℄ ; souvent, les di�érents formalismes en temps réel ne sont paséquivalents pour les 
as limites et dans l'interprétation de leurs degrés de liberté.4.3.2 Développement perturbatifL'expression d'observables peut être paramétrée par la fon
tionnelle génératri
e suivante
Z[ǰ] = N

∫

D[ϕ̌]e
i
~

∫
C
L[ϕ̌]+ i

~
ǰϕ̌où C = C+ ∪ C− ∪ Cβ désigne le 
ontour représenté par la �gure 4.1. L'étude d'un systèmeperturbatif s'appuie alors sur la relation

Z[ǰ] = N exp

(

− i

~

∫

C
Lint

[

δ

δǰ

])

Z0[ǰ] (4.8)où Z0[ǰ] désigne la fon
tionnelle génératri
e libre également dé�nie sur le 
ontour C : soulignonsque 
e propagateur dépend notamment de l'environnement (partie libre de l'ensemble statis-tique) ; son expression est donnée dans la se
tion suivante.Habituellement, la relation (4.8) peut être simpli�ée : lorsque tin → −∞ et sous 
ondition queles sour
es externes soient nulles dans 
ette limite, les 
ontributions intera
tives à la fon
tionnelle76



4.3. FORMALISME EN TEMPS RÉELtotale de la bran
he verti
ale Cβ et 
elles des bran
hes horizontales C+ ∪ C− se fa
torisent[29, 30, 27℄ 5 :
Z[ǰ] = N exp

(

− i

~

∫

Cβ
Lint

[

δ

δj

])

exp

(

− i

~

∫

C+∪C−
Lint

[

δ

δǰ

])

Z0[ǰ]Con
rètement, les fon
tions de Green intera
tives s'é
rivent alors 
omme des quantités dé
onne
-tées vis-à-vis des 
ontributions thermiques et dynamiques (issues des bran
hes C±). Par 
onsé-quent, lors de l'estimation des propriétés dynamiques via la fon
tionnelle génératri
e des dia-grammes 
onne
tés W, l'évaluation de la série perturbative selon Cβ peut être ignorée (théorèmelink-
luster) :
e

i
~
W [ǰ] ≡ N ′ exp

(

i

~
Sint

[

δ

δj+

]

− i

~
Sint

[

δ

δj−

])

Z0[ǰ]Les 
ontributions issues de Cβ 
orrespondent alors à une modi�
ation du fa
teur de normalisationet les e�ets propres à l'environnement sont 
ir
on
is au propagateur.4.3.3 Fon
tion de Green à deux points à température et densité �niesLes fon
tions à deux points en temps réel d'un ensemble grand-
anonique peuvent être 
al
u-lées exa
tement de la même façon qu'en absen
e d'environnement : les moyennes d'opérateurs de
réation et d'annihilation ne sont plus prises sur le vide mais sur 
et ensemble (
f annexe A.2).On peut alors montrer que les fon
tions à deux points à température et densité �nie s'é
rivent
omme la somme d'un propagateur 
orrespondant à 
elui dans le vide et d'une 
ontribution liéeà l'environnement :
Ǩ(p) = Ǩvac(p) + Ǩenv(p). (4.9)Ainsi, 
ontrairement au formalisme de Matsubara, la limite à faible température et les dévelop-pements 
orrespondants sont i
i parfaitement a

essibles. Pour la paramétrisation de Keldysh, lafon
tion à deux points pour les bosons s'é
rit

Ď(p) =

(

1
p2−m2+i0

−2iπδ[p2 −m2]Θ[−p0]
−2iπδ[p2 −m2]Θ[+p0] −1

p2−m2−i0

)

− 2iπδ[p2 −m2]np

(

1 1
1 1

)en fon
tion des distributions np = (n−p Θ[+p0] + n+p Θ[−p0]), où n±p = [exp(β(ǫp ± ζ)) − 1]−1 etde l'énergie ǫp =√p2 +m2. Pour des fermions, le propagateur est donné par l'expression
Ǧ(p) = (p/+m)

(

1
p2−m2+i0

+2iπδ[p2 −m2]Θ[−p0]
+2iπδ[p2 −m2]Θ[+p0] −1

p2−m2−i0

)

+2iπ(p/ +m)δ[p2 −m2](n−p Θ[+p0] + n+p Θ[−p0])
(

1 −1
−1 1

)5. Cette fa
torisation repose sur l'utilisation du lemme de Riemann pour tin → −∞ dans l'expression dupropagateur libre intervenant dans (4.8). En outre, 
e résultat, montré dans le 
ontexte du formalisme thermo-�elds, peut être étendu au formalisme CTP en re
onstruisant 
e dernier par déformation du 
ontour utilisé.77



CHAPITRE 4. ÉLÉMENTS DE THÉORIE QUANTIQUE DES CHAMPS ÀTEMPÉRATURE ET DENSITÉ FINIESen fon
tion des distributions de Fermi n±p = [eβ(ǫp±ζ) + 1]−1.La partie du propagateur indépendante de la température 
orrespond exa
tement à 
elle quel'on peut 
al
uler en l'absen
e de tout environnement. Cette 
ontribution s'interprète alors defaçon standard 
'est-à-dire en terme d'é
hanges de parti
ules virtuelles. En revan
he, la 
ompo-sante dépendante de la température met en jeu des parti
ules sur la 
ou
he de masse uniquement.Ce terme 
orrespond don
 à la distribution de parti
ules réelles du milieu à l'étude : elles parti-
ipent à la dynamique au 
ours de pro
essus d'absorptions et d'émissions qui s'ajoutent à 
euxreprésentant l'é
hange de parti
ules virtuelles issu de la partie standard du propagateur. En�n,les termes issus de 
ette 
ontribution thermique ne présentent pas de divergen
es UV. En e�et,la présen
e des distributions de Fermi ou de Dira
 rendent 
es termes fortement négligeables àhaute énergie. Ainsi, les 
ontre-termes de la théorie à température nulle su�sent à la réguler.Les fon
tions de Green 
orrespondant à la paramétrisation de Keldysh sont obtenues par
ombinaison linéaire des propagateurs pré
édents (
f annexe A.2.2). Les propagateurs retardéset avan
és sont toujours indépendants de l'environnement :
Da(p) =

1

p2 −m2 − sgn[p0].i0 , Dr(p) =
1

p2 −m2 + sgn[p0].i0
Ga(p) =

p/+m

p2 −m2 − sgn[p0].i0 , Gr(p) =
p/+m

p2 −m2 + sgn[p0].i0 .Pour la paramétrisation de S
hwinger, les 
ontributions réelles (dans l'espa
e des positions)font appel aux propagateurs pro
hes et lointains qui sont également toujours indépendants del'environnement :
Dn(p) = Pp[ 1

p2 −m2

]

, Df (p) = −iπδ[p2 −m2]sgn[p0],
Gn(p) = (p/+m)Pp[ 1

p2 −m2

]

, Gf (p) = −2iπ(p/ +m)δ[p2 −m2]sgn[p0],Pour 
es deux jeux de paramétrisation, les 
ontributions propres à l'in�uen
e de l'environnementsont entièrement 
ontenues dans le propagateur des 
orrélations Kc :
Dc(p) = −πδ[p2 −m2]
otanh[β(ǫp − sgn(p0)ζ)

2

]

,

Gc(p) = −(p/+m)πδ[p2 −m2] tanh

[

β(ǫp − sgn(p0)ζ)
2

]

.En outre, Kc est sur 
ou
he de masse et traduit l'in�uen
e de parti
ules réelles issues de l'envi-ronnement au propagateur : 
ette quantité est 
ara
téristique du milieu dont la 
ontribution estalors paramétrée à l'aide d'un seul terme.
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Chapitre 5Champs sub-
lassiques et polarisationen éle
trodynamiqueAu 
ours du 20eme siè
le, la mé
anique quantique a été développée a�n de dé
rire des sys-tèmes à très petite é
helle. Ces systèmes sont 
ara
térisés par des phénomènes in
onnus à l'é
hellema
ros
opique qui, en prin
ipe, sont pourtant la résultante de 
es phénomènes mi
ros
opiquessous-ja
ents. La relation entre 
es deux domaines de la physique est l'objet de nombreuses étudesdont notamment 
elle de la théorie de la dé
ohéren
e [45℄.L'objet de 
e 
hapitre est de présenter l'établissement d'aspe
ts 
lassiques pour des valeursmoyennes dé�nies à une résolution appartenant au domaine quantique et dans le 
ontexte del'éle
trodynamique quantique. De telles moyennes sont appelées 
hamps sub-
lassiques. Con
rè-tement, 
es moyennes possèdent des 
ara
téristiques de la physique 
lassique dans le sens oùelles 
orrespondent à la moyenne de �u
tuations quantiques. Toutefois, 
es quantités ne sontpas totalement 
lassiques puisque leur é
helle 
ara
téristique est mi
ros
opique. Les équationsdynamiques véri�ées par 
es 
hamps sub-
lassiques, ainsi que leur rapport au prin
ipe variation-nel, sont étudiées dans un premier temps. Dans une se
onde partie, l'in�uen
e de la polarisationsera étudiée à température et densité �nies permettant de 
ara
tériser, d'une part, les propriétéséle
triques et magnétiques du milieu et, d'autre part, 
ertains aspe
ts propres à l'établissementde la limite 
lassique d'un 
hamps éle
tromagnétique se propageant dans 
e milieu.Soulignons que l'on 
hoisit i
i de réaliser une des
ription en terme de fon
tions de Green
ar 
e type de formulation s'adapte bien à la des
ription de phénomènes éle
tromagnétiques(
ovarian
e). D'autres appro
hes sont toutefois possibles, 
omme l'utilisation d'un développementsemi-
lassique à partir de fon
tions deWigner 1. Cependant 
e genre de développements n'apportegénéralement pas d'informations supplémentaires au problème traité i
i.1. Un tel développement permet de 
onstruire une représentation des phénomènes quantiques dans l'espa
edes phases en restant pro
he d'une des
ription 
lassique. Une présentation du développement semi-
lassique àpartir de fon
tions de Wigner, ainsi que son établissement à partir du formalisme CTP, peuvent être trouvés dansles arti
les [35, 34℄ (ainsi que dans leurs référen
es bibliographiques).79



CHAPITRE 5. CHAMPS SUB-CLASSIQUES ET POLARISATION ENÉLECTRODYNAMIQUESystème étudiéOn s'intéresse à un système en éle
trodynamique 
orrespondant à un ensemble de 
hargespouvant être de saveurs di�érentes eτ . Ce système peut éventuellement être en 
onta
t ave
un réservoir de parti
ules et de 
haleur lui imposant une agitation et un nombre de 
hargesmoyen. Plus parti
ulièrement, on re
her
he les équations du mouvement véri�ées par le 
hampséle
tromagnétique 
onjointement à 
elles des 
ourants 
orrespondant aux di�érentes saveurs in-troduites. En outre, une partie de 
es 
harges peut être laissée spe
tatri
e. La fon
tionnellegénératri
e permettant d'a

éder au 
al
ul de 
es observables 
orrespond à :
eiW [ǎ,ǰ] = Tr(T̂[e−i ∫ tout

tin
dt

∫
d3x[H(x)−

∑
τ a

+
τ (x)Jτ (x)−j+(x)A(x)]

]

ρ̂inT̂∗[e+i ∫ tout
tin

dt
∫
d3x[H(x)−

∑
τ a

+
τ (x)Jτ (x)−j+(x)A(x)]

])Dans 
e 
hapitre, on note les quantités extérieures en minus
ule (à l'ex
eption des 
onstantes de
ouplage) : les paires de sour
es externes j± et les paires de 
hamps extérieurs a±τ sont utiliséespour générer respe
tivement les observables du 
hamp éle
tromagnétique A± et des di�érents
ourants éle
tromagnétiques (Jµτ )± = ψ̄±τ γ
µψ±τ . En outre, l'ensemble des 
hamps extérieurs a±τest noté a± : ǎ =

(

ǎ0, · · · , ǎτ , · · ·
). La date �nale tout, pour laquelle est imposée la 
ondition debord, propre au 
ontour du formalisme CTP, est prise arbitrairement grande. L'expression de lafon
tionnelle pré
édente s'é
rit sous la forme

eiW [ǎ,ǰ] =

∫

D[Ǎ]

(

∏

τ

D[ψ̌τ ]D[ ˇ̄ψτ ]

)

exp

[

iSCT +
i

2
Ǎ · Ď−10 · Ǎ+ i

∑

τ

ˇ̄ψτ · Ǧ−10,τ · ψ̌τ

+i
∑

σ,σ′

δσσ
′
∑

τ

(ψ̄στ a/
σ
τψ

σ
τ − σeτ ψ̄

σ
τA/

σψστ ) + iǰ · Ǎ
] (5.1)en terme des propagateurs suivants (la jauge de Feynman est utilisée : 
f 
hapitre 1) :

Ǧ−10,τ =

(

i∂/−mn + iǫ 0
0 −γ0(i∂/ −mn + iǫ)†γ0

)

+ Ǧ−1env,τ + Ǧ−1BC,τ ,

Ď−1µν0 = gµν
(

�+ iǫ 0
0 −�+ iǫ

)

+ Ď−1µνenv + Ď−1µνBC .Les 
ontributions Ǧ−1env,τ et Ď−1env sont le résultat de l'intégration des degrés de liberté dus à laprésen
e éventuelle d'un réservoir de parti
ules et de 
haleur pour les 
harges tandis que lestermes Ǧ−1BC,τ et Ď−1BC 
orrespondent au résultat de l'intégration du degré de liberté spé
i�que àla date tout → ∞.Les équations dynamiques gouvernant la valeur moyenne des di�érents 
ourants 〈Jτ 〉 ainsique 
elle du 
hamp éle
tromagnétique 〈A〉 sont re
her
hées par l'intermédiaire des quantitése�e
tives qui leur 
orrespondent et qui sont respe
tivement notées Jτ et A 
'est-à-dire de lamême façon que les opérateurs 
omposites leur 
orrespondant. Dans 
e 
hapitre, les moyenneset les matri
es densité sont dé�nies par des 
onditions de bord initiales plut�t que �nales. En�n,la plupart des 
al
uls sont présentés ave
 plus de détails dans l'annexe B.80



5.1. INFLUENCE DE CHARGES SPECTATRICES5.1 In�uen
e de 
harges spe
tatri
esLes 
orre
tions en bou
les, et plus parti
ulièrement le tenseur de polarisation, disparaissentde l'expression des quantités e�e
tives, et don
 de 
elle des valeurs moyennes, dès lors que l'onexprime tous les 
ourants de 
harges 
onjointement au 
hamp éle
tromagnétique. Pour re
ons-truire 
e tenseur et ainsi habiller les 
ontributions nues, il est alors né
essaire d'avoir un ensemblede 
harges spe
tatri
es ; dès lors, seul le 
ourant de 
harges d'une saveur parti
ulière, dite de va-len
e, est mesuré en même temps que le 
hamp éle
tromagnétique. Ce résultat peut être montréà partir des développements qui suivent.L'intégration des di�érentes 
harges dans (5.1) 
onduit à é
rire formellement 
ette expressionvia
eiW [ǎ,ǰ] =

∫

D[Ǎ] exp

[

i
∑

τ

Wch
τ [ǎτ − eτ σ̌Ǎ] +

i

2
Ǎ · Ď−10 · Ǎ+ iǰ · Ǎ

] (5.2)où la fon
tionnelle Wch
τ 
orrespond au résultat de 
ette intégration pour une saveur parti
ulière.Ensuite, en e�e
tuant le 
hangement de variable Ǎ ∼> Ǎ− Ď0ǰ, l'expression pré
édente s'é
rit :

eiW [ǎ,ǰ] = exp

[

− i

2
ǰ · Ď0 · ǰ

]
∫

D[Ǎ] exp

[

i
∑

τ

Wch
τ [ǎτ + eτ σ̌Ď0 · ǰ− eτ σ̌Ǎ]+

i

2
Ǎ · Ď−10 · Ǎ

]

. (5.3)Formellement, dans 
ette relation, l'intégrale de 
hemin s'identi�e à 
elle de l'expression (5.2)lorsque j vaut zéro et pour un 
hamp extérieur égal à ǎτ + eτ σ̌Ď0 · ǰ. Par 
onséquent, en intro-duisant les notations ~e = (e1, · · · , eτ , · · · ) et W[X̌ ] ≡ W[ǎ = X̌, ǰ = 0], la fon
tionnelle (5.3)s'é
rit
W[ǎ, ǰ] = W[ǎ+ ~e σ̌Ď0 · ǰ]−

1

2
ǰ · Ď0 · ǰ. (5.4)Le niveau arbre de la théorie 
orrespond au se
ond terme tandis que toutes les 
orre
tions enbou
les sont uniquement 
ontenues dans la fon
tionnelle génératri
e des 
ourants : toutes les
orre
tions en bou
les de la théorie servent alors à dé�nir les 
ourants e�e
tifs des 
harges.La stru
ture (5.4) est propre à l'utilisation des opérateurs A et Jτ en QED et non pasau formalisme CTP : les manipulations fon
tionnelles pré
édentes peuvent être reproduites àl'identique pour les amplitudes de transition usuelles. En 
onséquen
e, il est plus 
ommode dedé�nir, dans 
ette se
tion uniquement, les quantités e�e
tives à partir de la fon
tionnelle W
omplète 2 a�n que les résultats valides pour les amplitudes de transition puissent être aisémentextrapolés à partir de 
eux issus du formalisme CTP. Les quantités e�e
tives dé�nissent lesquantités observables lorsque l'unitarité est imposée à la fon
tionnelle génératri
e 
onsidérée.Aussi, pour le formalisme CTP, les valeurs moyennes observables véri�eront les mêmes équations2. Dans le 
adre du formalisme CTP, les relations qui suivent liant les quantités e�e
tives entre elles sont lesmêmes, que 
es 
hamps soient dé�nis à partir de W ou de ℜW seulement.81



CHAPITRE 5. CHAMPS SUB-CLASSIQUES ET POLARISATION ENÉLECTRODYNAMIQUEdynamiques que 
elles obtenues pour les quantités e�e
tives. Ces dernières s'é
rivent :
J̌τ =

δW[ǎ, ǰ]

δǎτ
=
δW[ǎ+ ~e σ̌Ď0 · ǰ]

δǎτ
, ∀τ (5.5)

Ǎ =
δW[ǎ, ǰ]

δǰ
= −Ď0 · ǰ +

∑

τ

eτ σ̌Ď0
δW[ǎ + ~e σ̌Ď0 · ǰ]

δǎτ
. (5.6)Aussi, l'expression du 
hamp éle
tromagnétique e�e
tif s'é
rit en fon
tion de toutes les sour
esselon la relation :

Ǎ = Ď0[σ̌
∑

τ

eτ J̌τ − ǰ]. (5.7)Cette expression est exa
te. Par 
onséquent, dès que tous les 
ourants J̌τ sont dé�nis 
onjointe-ment au 
hamp éle
tromagnétique Ǎ, la renormalisation des paramètres nus est absente : dansl'expression pré
édente, tous les termes en bou
les servent à dé�nir les 
ourants e�e
tifs plut�tqu'à habiller les paramètres nus.En revan
he, on peut montrer que les e�ets de polarisation sont restaurés dès qu'une partiedes saveurs τ 
omposant le système n'est pas l'objet d'une mesure. Pour 
ela, on 
onsidère lamesure du 
ourant J̌v 
orrespondant à une saveur parti
ulière τ = v et dé�ni par la relation(5.5) pendant que toutes les autres 
harges τ 6= v sont laissées libres. La saveur mesurée estdite de valen
e. En fait, on peut alors montrer que les e�ets de polarisation sont le résultat dela dépendan
e en ǎv et ǰ des 
ourants 
orrespondants aux 
harges spe
tatri
es (5.5). Ainsi, ené
rivant le 
hamp A sous la formě
A = Ď0

[

evσ̌J̌v − j +
∑

τ 6=v

eτ σ̌J̌τ

]et en développant au premier ordre les sour
es spe
tatri
es en fon
tion de leur dépendan
e enterme des quantités extérieures retenues, ǎv et j, on peut ainsi faire apparaître des polarisations :
Ǎ = Ď0

[

evσ̌J̌v − ǰ +
∑

τ 6=v

eτ σ̌
δ2W[ǎ]

δǎτ δǎv

∣

∣

∣

∣

ǎ=0

ǎv +
∑

τ,τ ′ 6=v

eτ eτ ′ σ̌
δ2W[ǎ]

δǎτ δǎτ ′

∣

∣

∣

∣

ǎ=0

σ̌Ď0 · ǰ
]

. (5.8)Ce résultat est à 
omparer ave
 
elui présenté par l'équation (5.7) : les e�ets de polarisationsont alors représentés par les deux derniers termes et sont le résultat des 
harges spe
tatri
es.Le premier de 
es termes est proportionnel au 
hamp extérieur ǎv et dé
rit don
 les e�ets depolarisation induits par le 
ourant de valen
e lorsque ǎv est é
rit en terme de J̌v. En revan
he,le se
ond de 
es termes présente les e�ets de polarisations dus à l'in�uen
e du 
ourant externesur les 
harges spe
tatri
es. Ce sont 
es deux termes qui habillent les quantités nues et 
ettesituation peut être extrapolée aux valeurs moyennes. À noter que les polarisations pré
édentessont évaluées à un ordre en bou
les donné 3 : la relation (5.8) n'est pas exa
te.3. Plus parti
ulièrement, la relation entre les valeurs moyennes (5.8) sera déterminée à l'ordre d'une bou
ledans les développements qui suivent. En outre, nous pourrons alors véri�er que l'identité (5.7) peut être retrouvéelorsque l'on enlève toutes les 
harges spe
tatri
es. 82



5.2. PRINCIPE VARIATIONNEL ET ÉQUATIONS DYNAMIQUESPar 
onséquent, l'habillage des quantités nues intervient dans l'expression des valeurs moyenneslorsqu'une partie des 
harges n'est pas expérimentalement suivie. Une telle situation est pro
hede 
as �réalistes� et les e�ets de polarisation du milieu sont alors le résultat du réarrangementdes 
harges laissées libres.5.2 Prin
ipe variationnel et équations dynamiquesDans le 
adre du formalisme CTP usuel, les équations du mouvement véri�ées par les valeursmoyennes ne peuvent être déduites qu'à partir de 
elles véri�ées par les 
hamps e�e
tifs. Enrevan
he, il est possible de dé�nir une a
tion non nulle pour les valeurs moyennes dans le 
adred'une paramétrisation non-orthogonale des degrés de liberté du formalisme CTP [39℄. L'objet de
ette se
tion est d'illustrer 
ette appro
he pour la moyenne du 
hamps éle
tromagnétique et pour
elle de 
ourants dans l'approximation à une bou
le de la fon
tionnelle (5.1). Dans un premiertemps, l'appro
he usuelle sera illustrée à l'ordre d'une bou
le via l'expression des quantitése�e
tives à 
et ordre. Dans un se
ond temps, seront dé
rites les di�érentes a
tions e�e
tives
orrespondant soit à une appro
he usuelle du formalisme CTP, soit à 
elle valide lorsque lesvaleurs moyennes sont dé�nies.5.2.1 Expression des valeurs moyennes à partir des quantités e�e
tivesLes valeurs moyennes re
her
hées sont déduites de la fon
tionnelle ℜW dans le 
adre de labase variationnelle introduite dans la se
tion 3.6 
'est-à-dire pour la paramétrisation suivantedes quantités extérieures :
a±τ =

1± κ

2
aaτ ± apτ , j± =

1± κ

2
ja ± jp.

κ désigne un paramètre réel non nul et arbitraire. Les quantités e�e
tives 
orrespondantes sontalors dé�nies par les expressions suivantes :
Jpτ =

δℜW
δaaτ

= O(~), Ap =
δℜW
δja

= O(~0), Jaτ =
δℜW
δapτ

= O(~), Aa =
δℜW
δjp

= O(~0).(5.9)Les valeurs moyennes sont déduites de Jpτ ainsi que de Ap lorsque toutes les quantités auxiliairessont annulées :
apτ ∼> arτ , jp ∼> jr, Jpv ∼> 〈Jv〉, Ap ∼> 〈A〉. (5.10)Ces termes deviennent tous des quantités retardées lorsque l'unitarité est imposée : les quantitésextérieures 
orrespondent alors à 
elles dé�nies pour la paramétrisation de Keldysh usuelle.La fon
tionnelle W véri�ant l'équation (5.4) est évaluée à l'ordre d'une bou
le. Elle s'é
rit

W[ǎ, ǰ] = −1

2
ǰ · Ď0 · ǰ −

1

2

∑

τ

(ǎτ + eτ σ̌Ď0ǰ)
tr · ˇ̃G2,τ · (ǎτ + eτ σ̌Ď0ǰ) + O(~

2)83



CHAPITRE 5. CHAMPS SUB-CLASSIQUES ET POLARISATION ENÉLECTRODYNAMIQUE
beτ b eτ

><Figure 5.1 � Corre
tion à une bou
le e2τ G̃2,τ issue de la saveur τen fon
tion du tenseur de polarisation ˇ̃G2,τ (
ontribution 
orrespondant au diagramme s
hématisépar la �gure 5.1 en prenant eτ = 1) é
rit sur le 
ontour C et dé�ni par les blo
s suivants :
(G̃σσ

′

2,τ )µν = −itr[Gσ′σ0,τ γµG
σσ′
0,τ γν ]. (5.11)La parti
ularité de l'approximation à une bou
le réside dans le fait que les di�érents tenseurs depolarisation ˇ̃G2,τ ne 
ouplent qu'une saveur donnée ave
 elle-même mais jamais ave
 une autre 4.En outre, la relation W[ǎ = 0, ǰ = 0] = 0 a été imposée au 
al
ul de W a�n que l'unitarité de lafon
tionnelle (5.1) soit respe
tée. La partie réelle de 
ette fon
tionnelle est ensuite 
al
ulée pourla base variationnelle et 
orrespond à l'expression suivante :

ℜW[aa, ap, ja, jp] = −1

2

(

ja

jp

)tr (
κDn Dr

Da 0

)(

ja

jp

)

− 1

2

∑

τ

(

aaτ
apτ

)tr (
κG̃n2,τ G̃r2,τ
G̃a2,τ 0

)(

aaτ
apτ

)

−1

2

∑

τ

eτ

(

aaτ
apτ

)tr (
κG̃n2,τD

n
0 G̃r2,τD

r
0

G̃a2,τD
a
0 0

)(

ja

jp

)

−1

2

∑

τ

eτ

(

ja

jp

)tr (
κDn

0 G̃
n
2,τ Dr

0G̃
r
2,τ

Da
0G̃

a
2,τ 0

)(

aaτ
apτ

)

+ O(~2). (5.12)Les propagateurs Dr, Da et Dn sont dé�nis par les relations (
f annexe B.2) :
DX =

1

DX−1
0 −ΠX2

, ΠX2 =
∑

τ

e2τ G̃
X
2,τoù la somme est prise sur toutes les saveurs τ de 
harges. La quantité ΠX2 
orrespond à l'énergiepropre : elle est dé�nie par l'ensemble des termes modi�ant le propagateur nu 
'est-à-dire parla somme sur toutes les saveurs des 
ontributions s
hématisées par la �gure 5.1. L'expressionlinéarisée à une bou
le des quantités e�e
tives (5.9) 
orrespond aux relations suivantes :

Jpτ = −κG̃n2,τaaτ − G̃r2,τa
p
τ − eτκG̃

n
2,τD

n
0 j
a − eτ G̃

r
2,τD

r
0j
p + O(~2)

Ap = −κDnja −Drjp −
∑

τ

eτ (κD
n
0 G̃

n
2,τa

a
τ −Dr

0G̃
r
2,τa

p
τ ) + O(~

2)

Jaτ = −G̃a2,τaaτ − eτ G̃
a
2,τD

a
0j
a + O(~2)

Aa = −Daja −
∑

τ

eτD
a
0G̃

a
2,τa

a
τ + O(~

2). (5.13)4. Cette situation est di�érente pour les ordres supérieurs où des saveurs di�érentes peuvent être 
oupléesentre elles par l'intermédiaire d'une bou
le photonique 
onstituant une partie du diagramme représentatif de lapolarisation à de tels ordres. 84



5.2. PRINCIPE VARIATIONNEL ET ÉQUATIONS DYNAMIQUESLes valeurs moyennes sont alors déduites du système d'équations pré
édent et 
orrespondent auxexpressions suivantes :
〈Jτ 〉 = −G̃r2,τ [arτ + eτD

r
0j
r] + O(~2), 〈A〉 = −Drjr −

∑

τ

eτD
r
0G̃

r
2,τa

r
τ + O(~

2). (5.14)Toute dépendan
e en terme de κ dans le système d'équations (5.13) est ainsi éliminée lorsqueles valeurs moyennes sont obtenues. En outre, la relation exa
te (5.7) est retrouvée (i
i à l'ordred'une bou
le puisque les moyennes pré
édentes sont exprimées à 
et ordre). Cette relation s'é
ritsous la forme de l'équation retardée suivante
〈A〉 = Dr

0

[

∑

τ

eτ 〈Jτ 〉 − jr
]

+O(~2).On retrouve que la polarisation est impli
itement 
ontenue dans la dé�nition des moyennes des
ourants 5.Comme dé
rit pré
édemment, pour rendre manifeste les e�ets de polarisation, une partie des
ourants doit être laissée libre dans les équations e�e
tives : la mesure d'un 
ourant de valen
ede saveur τ = v pendant que toutes les autres 
harges restent spe
tatri
es 
onduit, dans le 
adrede l'approximation à une bou
le, à une expression analogue à (5.8) sous la forme 6 :
〈A〉 = evD

r
0〈Jv〉+Dr

0

∑

τ 6=v

eτ 〈Jτ 〉 −Dr
0j
r = evD

r
0〈Jv〉 −Dr

0

∑

τ 6=v

e2τ G̃
r
2,τD

r
0j
r −Dr

0j
r + O(~2)

〈A〉 = evD
r
0〈Jv〉−

[

Dr
0 +Dr

0Π
r
2,bckD

r
0

]

jr + O(~2), Πr2,bck =
∑

τ 6=v

e2τ G̃
r
2,τ , Dr

bck =
1

Dr−1
0 −Πr2,bckÀ nouveau, les équations obtenues sont retardées et Πr2,bck désigne l'énergie propre retardée issuede toutes les saveurs spe
tatri
es. L'expression de 
ette quantité pour une saveur donnée estrésumée dans l'annexe B.3. La fon
tionnelle (5.12), prise ave
 aaτ 6=v = 0, permet d'obtenir larelation entre les valeurs moyennes pré
édentes. À l'ordre d'une bou
le, elle dé�nit les quantitése�e
tives 7 suivantes :

Jpv = −κG̃n2,vaav − G̃r2,va
p
v − evκG̃

n
2,vD

n
0 j
a − evG̃

r
2,vD

r
0j
p + O(~2)

Ap = −κDnja −Drjp − κevD
n
0 G̃

n
2,va

a
v − evD

r
0G̃

r
2,va

p
v + O(~

2)

Jav = −G̃a2,v[aav + evD
a
0j
a] + O(~2)

Aa = −Daja − evD
a
0G̃

a
2,va

a
v + O(~

2). (5.15)5. Cette relation peut être obtenue dire
tement et de façon exa
te à partir de la reparamétrisation de larelation (5.7) pour la base variationnelle (quantités e�e
tives dé�nies par (3.54) et (3.55)) puis en lui imposantformellement l'unitarité.6. Comme l'expression (5.4) est i
i évaluée à une bou
le, le terme de polarisation 
ouplé à ǎv dans (5.8) estnul et les e�ets de polarisation sont ex
lusivement issus de l'in�uen
e de j : à une bou
le, des saveurs di�érentesne sont jamais 
ouplées entre elles.7. En outre, on prend i
i ap
τ 6=v = 0 bien que 
ela ne soit pas une né
essité ; l'expression de 
es équations pour

ap
τ 6=v 6= 0, et plus parti
ulièrement pour les valeurs moyennes, est donnée par la suite.85



CHAPITRE 5. CHAMPS SUB-CLASSIQUES ET POLARISATION ENÉLECTRODYNAMIQUELes valeurs moyennes s'é
rivent en fon
tion des quantités extérieures sous la forme
〈Jv〉 = −G̃r2,v[arv + evD

r
0j
r] + O(~2), 〈A〉 = −Drjr − evD

r
0G̃

r
2,va

r
v + O(~

2) (5.16)et ne font alors intervenir que des pres
riptions retardées. La 
ombinaison de 
es relations permetbien de retrouver le résultat pré
édent.5.2.2 Champs sub-
lassiquesLes développements pré
édents ont 
onduit à la dé�nition de di�érentes valeurs moyennesainsi qu'à des équations du mouvement qui leur 
orrespondent. Dès lors, il reste à dé�nir ledomaine de validité de 
es expressions. Ces relations ont été 
al
ulées à une bou
le et leur
oupure UV est don
 limitée par l'é
helle 
ara
téristique du tenseur de polarisation 
'est-à-direpar la longueur d'onde de Compton des 
harges. En outre, l'intégration des �u
tuations a étépoursuivie jusqu'à la �n du domaine quantique : la 
oupure IR de la théorie est alors dé�nieavant la réalisation de la transition quantique-
lassique, dès que les 
ontributions ne su�sentplus à in�uen
er l'habillage des paramètres. Ainsi, 
es valeurs moyennes sont dé�nies pour unerésolution appartenant au domaine quantique et sont appelées 
hamps sub-
lassiques.5.2.3 A
tions e�e
tives et équations du mouvementDans le 
adre du formalisme CTP, les équations du mouvement véri�ées par les valeursmoyennes sont obtenues à partir de l'a
tion e�e
tive. Cependant, pour la paramétrisation va-riationnelle, 
ette dernière peut être dé�nie prin
ipalement de deux manières di�érentes suivantla façon dont sont traités les degrés de liberté auxiliaires. L'objet de 
ette se
tion est d'illustrer
es di�érents 
as de �gures pour un système 
onstitué de plusieurs 
harges spe
tatri
es et d'uneseule 
harge de valen
e v.Détermination des équations du mouvementUne première appro
he 
onsiste à dé�nir l'a
tion e�e
tive à partir de tous les degrés de libertédu système via
Γ[Jpv , J

a
v , A

p, Aa] = ℜW[aav , a
p, ja, jp]− Jpv a

a
v − jaAp − Jav a

p
v − jpAa (5.17)en terme des sour
es et 
hamps e�e
tifs dé�nis par (5.9). À l'ordre quadratique, 
ette fon
tionnelles'é
rit

Γ[Jpv , J
a
v , A

p, Aa] =
1

2

(

Aa

Ap

)tr (−κ[Dn−1
bck Po� +Πn2,vPon] Dr−1

bck

Da−1
bck 0

)(

Aa

Ap

)

+
1

2

(

Jav
Jpv

)tr
(

−κG̃r−12,v G̃
n
2,vG̃

a−1
2,v G̃r−12,v

G̃a−12,v 0

)

(

Jav
Jpv

)

+
ev
2

(

Jav
Jpv

)tr (
κPo� + κG̃r−12,v G̃

n
2,vPon −1

−1 0

)(

Aa

Ap

)

+
ev
2

(

Aa

Ap

)tr (
κPo� + κG̃n2,vG̃

a−1
2,v Pon −1

−1 0

)(

Jav
Jpv

)

+ O(~2).86



5.2. PRINCIPE VARIATIONNEL ET ÉQUATIONS DYNAMIQUESL'opérateur Pon projette les expressions sur 
ou
he de masse du photon alors que Po� = 1−Pon lesprojette hors de 
elle-
i. Formellement, les parties quadratiques en terme des quantités auxiliairesprésentent une dépendan
e di�érente sur et hors-
ou
he de masse.Les équations du mouvement linéarisées véri�ées par les quantités e�e
tives sont les suivantes :
jp = evJ

p
v −Dr−1

bck A
p + κ[Dn−1

bck Po� +Πn2,vPon]Aa − κev [Po� + G̃n2,vG̃
a−1
2,v Pon]Jav + O(~2)

apv = −G̃r−12,v J
p
v − evA

p + κG̃r−12,v G̃
n
2,vG̃

a−1
2,v J

a
v − κev[Po� + G̃r−12,v G̃

n
2,vPon]Aa + O(~)

ja = evJ
a
v −Da−1

bck A
a + O(~2)

aav = evA
a − G̃a−12,v J

a
v + O(~). (5.18)Ce système 
orrespond à l'inversion de 
elui donnant l'expression des quantités e�e
tives (5.16).Les équations du mouvement véri�ées par les valeurs moyennes sont alors obtenues des relationspré
édentes (5.18) en annulant toutes les quantités auxiliaires. Elles sont alors obtenues sous laforme

jr = ev〈Jv〉 −Dr−1
bck 〈A〉+ O(~2), arv = −G̃r−12,v 〈Jv〉 − ev〈A〉+ O(~) (5.19)et sont indépendantes de κ dans 
e 
as. Dans 
ette limite, l'a
tion e�e
tive (5.17) est nulle et leprin
ipe variationnel n'est pas maintenu au niveau des valeurs moyennes pour 
e type de fon
-tionnelle.En résumé, dé�nir l'a
tion e�e
tive 
omme étant la transformée de Legendre pour les degrésde liberté physiques et auxiliaires permet d'obtenir e�
a
ement les équations du mouvementvéri�ées par les valeurs moyennes à partir de 
elles valables pour les 
hamps e�e
tifs mais sanstoutefois maintenir de prin
ipe variationnel : 
ette situation 
orrespond à l'appro
he usuelle duformalisme CTP.A
tion e�e
tive pour les valeurs moyennesUne autre 
atégorie d'a
tions e�e
tives 
orrespond à 
elles dé�nies seulement à partir desdegrés de liberté physiques. La parti
ularité de 
ette appro
he réside dans le fait qu'au
uneéquation du mouvement, pour les quantités e�e
tives auxiliaires, n'est dé�nie. L'a
tion e�e
tivedes quantités e�e
tives physiques est dé�nie par

Γ[Jpv , A
p] = ℜW[aav , a

p, ja, jp]− Jpva
a
v − jaAp. (5.20)Seule la paramétrisation variationnelle introduite dans 3.6 assure que la fon
tionnelle pré
édente
onduise à un système d'équations exploitables pour les valeurs moyennes. Dans la dé�nition(5.20), les sour
es et 
hamps extérieurs auxiliaires non redé�nis par transformée de Legendrejouent le r�le de paramètres 
ontr�lant l'unitarité de leurs 
orrespondants physiques ; 
es quan-tités peuvent être librement annulées avant ou après 
al
ul de l'a
tion e�e
tive. Par ailleurs,imposer l'unitarité dans (5.20) 
onsiste alors à redé�nir les variables e�e
tives et les paramètresphysiques selon les relations (5.10). Ainsi, en utilisant la paramétrisation variationnelle, la trans-formée de Legendre restreinte aux quantités e�e
tives physiques peut également être dé�nie au87



CHAPITRE 5. CHAMPS SUB-CLASSIQUES ET POLARISATION ENÉLECTRODYNAMIQUEniveau des valeurs moyennes.L'expression quadratique de l'a
tion (5.20) en terme des 
hamps et 
ourants e�e
tifs physiquesest donné par 8
κΓ[Jpv , A

p] =
1

2

(

Jpv
Ap

)tr (
G̃n−12,v −ev
−ev Dn−1

bck

)(

Jpv
Ap

)

−1

2

(

Jpv
Ap

)tr
(

G̃n−12,v evD
r
0

evD
n−1
0 Df

0 −Dn−1
bck D

r
bck +O(~2)

)

(

j̃rv
jp

)

−1

2

(

j̃rv
jp

)tr
(

G̃n−12,v −evDf
0D

n−1
0

evD
a
0 −Da

bckD
n−1
bck +O(~2)

)

(

Jpv
Ap

)

+
1

2
([ãrbck]

trDa
0D

n−1
0 Ap +ApDn−1

0 Dr
0ã
r
bck)

+
1

2
(jpDa

0D
n−1
0 Dr

0ã
r
bck + [ãrbck]

tr[ãrbck]
trjp) + O(~2)en terme des deux paramètres à une bou
le suivants

ãrbck ≡
∑

τ 6=v

eτ G̃
r
2,τa

p
τ , j̃rv = −G̃r2,v[apv + evD

r
0j
p].L'a
tion e�e
tive 
orrespondant aux di�érentes valeurs moyennes peut être déduite de 
elle quipré
ède en y imposant l'unitarité. Elle s'é
rit alors

κΓ[〈Jv〉, 〈A〉] =
1

2

(

〈Jv〉
〈A〉

)tr (
G̃n−12,v −ev
−ev Dn−1

bck

)(

〈Jv〉
〈A〉

)

−1

2

(

〈Jv〉
〈A〉

)tr
(

G̃n−12,v evD
r
0

evD
n−1
0 Df

0 −Dn−1
bck D

r
bck +O(~2)

)

(

j̃rv
jr

)

−1

2

(

j̃rv
jr

)tr
(

G̃n−12,v −evDf
0D

n−1
0

evD
a
0 −Da

bckD
n−1
bck +O(~2)

)

(

〈Jv〉
〈A〉

)

+
1

2
([ãrbck]

trDa
0D

n−1
0 〈A〉+ 〈A〉Dn−1

0 Dr
0ã
r
bck) + O(~

2) (5.21)où les paramètres s'é
rivent j̃rv = −G̃r2,v[arv + evD
r
0j
r] et ãrbck ≡∑τ 6=v eτ G̃

r
2,τa

r
τ dans 
ette limite.De la même façon, les a
tions e�e
tives 
orrespondant soit à la moyenne du 
hamp éle
troma-gnétique soit à 
elle du 
ourant des 
harges de valen
e, peuvent être respe
tivement dé�nies àpartir des relations

Γ[Ap] = ℜW[aa, ap, ja, jp]− jaAp, Γ[Jpv ] = ℜW[aav , a
p, ja, jp]−

∑

τ

Jpv a
a
v . (5.22)8. Pour simpli�er les expressions, les 
hamps extérieurs auxiliaires aa

τ 6=v des sour
es spe
tatri
es sont annulés.88



5.2. PRINCIPE VARIATIONNEL ET ÉQUATIONS DYNAMIQUESL'expression quadratique de l'a
tion pour la valeur moyenne du 
hamp éle
tromagnétique estalors donnée par
κΓ[〈A〉] = 1

2
[〈A〉+ (jr −

∑

τ

eτ j̃
r
τ )D

a
0 ] ·Dn−1 · [〈A〉+Dr

0(j
r −

∑

τ

eτ j̃
r
τ )] + O(~

2)tandis que 
elle 
orrespondant à la valeur moyenne du 
ourant de valen
e s'é
rit
κΓ[〈Jv〉] =

1

2
[〈Jv〉 − j̃rv ] · G̃n−12,v · [〈Jv〉 − j̃rv ] + O(~

2).Une fois que toutes les variables et paramètres auxiliaires ont été éliminés, la quantité κΓ esttoujours indépendante de κ 9 et 
orrespond à l'a
tion pour des observables physiques.Considérons les équations d'Euler-Lagrange issues de l'a
tion e�e
tive κΓ[〈Jv〉, 〈A〉] détermi-née par la relation (5.21). Ces équations 
orrespondent à l'appli
ation du prin
ipe variationnel à
ette fon
tionnelle. Elles s'é
rivent indépendamment de κ sous la forme 10 :
0 = κ

δΓ

δ〈Jτ 〉
= G̃n−12,v · [〈Jτ 〉 − j̃rv ]− ev[〈A〉+Dr

0j
r] + O(~)

0 = κ
δΓ

δ〈A〉 = Dn−1
bck · [〈A〉+Dr

bck(j
r + ãrbck)]− evD

n−1
0 [Dn

0 〈Jτ 〉+Df
0 j̃
r
v ] + O(~

2)

= Dn−1
bck [〈A〉+Dr

0j
r] +Dn−1

0 Dr
0[Π

r
2,bckD

r
0j
r + ãrbck − ev j̃

r
v ]− ev[〈Jτ 〉 − j̃rv ] + O(~

2).Formellement, les équations d'Euler-Lagrange pré
édentes ne 
onduisent pas dire
tement auxéquations du mouvement usuelles dé�nies par (5.19). En fait, en identi�ant leur expression ordrepar ordre, le système d'équations pré
édentes détermine l'expression des valeurs moyennes enfon
tion des quantités extérieures sous la forme :
〈Jv〉 = −G̃r2,τ [arτ + eτD

r
0j
r] + O(~2), 〈A〉 = −Drjr −

∑

τ

eτD
r
0G̃

r
2,τa

p
τ + O(~

2).Les équations du mouvement usuelles, à savoir les relations (5.19), peuvent être obtenues dansun se
ond temps en inversant le système pré
édent. En outre, on obtient également la relationentre les di�érentes valeurs moyennes sous la forme :
〈A〉 = evD

r
0〈Jv〉 −Dr

bckj
r −Dr

0

∑

τ 6=v

eτ G̃
r
2,τa

p
τ + O(~

2).Le même type de résultats peut être obtenu pour les a
tions e�e
tives (5.22) et fait appel à lamême démar
he.9. Soulignons que l'a
tion e�e
tive pour les valeurs moyennes ne peut pas être obtenue à partir d'une paramé-trisation orthogonale des paires de degrés de liberté : pour la paramétrisation de Keldysh 
orrespondant à κ = 0,l'a
tion e�e
tive n'est pas dé�nie pour les valeurs moyennes.10. De plus, les équations du mouvement ne sont indépendantes de κ 6= 0 que lorsque l'unitarité est imposée
'est-à-dire dès que les valeurs moyennes sont dé�nies. Ces équations ne peuvent toutefois pas être obtenues si
κ = 0. 89



CHAPITRE 5. CHAMPS SUB-CLASSIQUES ET POLARISATION ENÉLECTRODYNAMIQUEOn est ainsi en mesure d'obtenir les équations du mouvement retardées, véri�ées par lesvaleurs moyennes de type in-in, à partir du prin
ipe variationnel. Les fon
tionnelles du type(5.20) et (5.22) dé�nissent alors l'équivalent de l'a
tion dans le 
ontexte de valeurs moyennesissues d'amplitudes in-in 11. La parti
ularité de 
es a
tions est ainsi d'implémenter dire
tementla 
ausalité retardée tout en rendant possible l'obtention, par prin
ipe variationnel, des équationsdu mouvement valables pour 
ette 
ausalité au prix de manipulations algébriques mais sansavoir à imposer 
ette 
ausalité �à la main� dans des équations sans pres
ription. L'intérêt desfon
tionnelles de 
e type est de réaliser 
ette démar
he de manière systématique. En outre,
es a
tions sont alors stru
turées autour de l'expression algébrique des valeurs moyennes enfon
tion des quantités extérieures physiques. En 
onséquen
e, le 
omportement et l'interprétationdes termes 
onstitutifs de 
es a
tions est di�érent de 
e que l'on a 
outume de faire ave
 unformalisme usuel. Plus parti
ulièrement, dans l'approximation quadratique, la partie pertinentedes a
tions du type (5.20) et (5.22) est 
ontenue dans leur partie linéaire plut�t que dans leurpartie quadratique.5.3 In�uen
e des polarisationsOn 
onsidère un système 
omportant une seule 
harge spe
tatri
e ebck en présen
e d'un 
hampéle
tromagnétique. Cette 
harge génère des e�ets de polarisation 
ara
térisant les propriétéséle
tromagnétiques du milieu. En fait, la polarisation 
orrespond au �propagateur� dé�ni pourl'opérateur densité de 
harges ψ̄γµψ et 
ara
térise ainsi les propriétés du milieu. En outre, 
ette
harge induit également des dissipations pouvant 
ontribuer à la limite 
lassique du système 12.L'objet de 
ette partie est de présenter 
es deux aspe
ts.5.3.1 Cara
térisation d'ex
itations 
olle
tivesUne façon de 
ara
tériser les propriétés de la matière fait appel aux 
on
epts de quasi-parti
ules (ou parti
ules habillées) et d'ex
itations 
olle
tives [8℄. Une quasi-parti
ule représenteun objet e�e
tif 
onstitué par le regroupement d'une parti
ule réelle (parti
ule nue) entourée d'unnuage d'autres parti
ules 
orrespondant à la moyenne de toutes les plus fortes intera
tions de
ourtes portées mises en jeu par l'environnement immédiat de 
ette parti
ule nue (e�et d'é
rans).Le système obtenu se 
omporte alors 
omme une parti
ule individuelle faiblement intera
tive. Sontemps de vie est 
ara
téristique de son environnement. Les ex
itations 
olle
tives représententune autre 
atégorie de 
omportement e�e
tif : elles sont l'analogue des quasi-parti
ules maispour les ondes planes. Ces modes parti
uliers se propagent dans le milieu en mettant en jeu,
onjointement, un grand nombre de parti
ules plut�t que quelques unes seulement. Les plasmons
onstituent un exemple d'ex
itations 
olle
tives pouvant être étudiées dans les métaux. Quasi-parti
ules et ex
itations 
olle
tives sont 
ara
térisées par leur relation de dispersion ainsi que parleur temps de vie. Ces quantités peuvent être extraites des p�les du propagateur de Feynman :11. Les a
tions relatives aux amplitudes de type out-out peuvent être obtenues en prenant la transposée desexpressions dé�nies pour les amplitudes in-in : 
ette opération revient à faire une inversion de temps dans le
ontexte du formalisme CTP.12. Nous re
her
hons la limite 
lassique du système dans la représentation ondulatoire par référen
e aux phé-nomènes 
onnus en éle
tromagnétisme 
lassique. 90



5.3. INFLUENCE DES POLARISATIONSplus parti
ulièrement, les relations de dispersion 
orrespondent aux zéros de la partie réelle dupropagateur inverse tandis que l'inverse des temps de vie 
orrespondants est issu de la partieimaginaire de 
ette quantité sur 
ou
he de masse [8℄.Indi
es de milieux retardésL'équation du mouvement pour la valeur moyenne du 
hamp magnétique fait intervenir lepropagateur retardé inverse Dr−1 = Dr−1
0 − Πr2,bck. Celui-
i s'é
rit en fon
tion du tenseur depolarisation retardé Πr2,bck dé�ni par la 
ombinaison suivante :

Πr2,bck[p] = Πn2,bck[p] + Πf2,bck[p],

Πn2,bck[p] = e2bckG̃
n
2,bck[p] = e2bckℜG̃++

2,τ [p], Πf2,bck[p] = e2bckG̃
f
2,bck[p] = −e2bckℜG̃+−

2,τ [p].Cette quantité est réelle dans l'espa
e des positions. En représentation de Fourier, Πn2,bck estégalement réel mais Πf2,bck est imaginaire pur puisque 
es quantités sont respe
tivement paireset impaires sous opération de transposition. On peut montrer que le propagateur retardé inverse
Dr−1 s'é
rit dans l'espa
e-temps sous la forme

Dr−1 = p2

(

1 −nν
−nν ν21−T

)

− Br
(

1 nν
nν ν2[T− 1]

)

+
1

2
[Br(1− ν2)−Ar]

(

0 0
0 T

) (5.23)ave
 ν ≡ p0/|p|, n ≡ p/|p| et au moyen des quantités s
alaires
Aσσ′ [p] = gµν(G̃σσ

′

2,τ )µν [p], Bσσ′ [p] = uµuν(G̃σσ
′

2,τ )µν [p] (5.24)paramétrant l'expression du tenseur Πr2,bck via la 
ombinaison retardée Yr ≡ Y++ −Y+−. Dansles expressions pré
édentes, u désigne la quadri-impulsion de l'environnement au repos (réservoirde parti
ules et de 
haleur).La permitivité diéle
trique ǫ ainsi que la perméabilité magnétique µ peuvent être dé�nies àpartir de l'a
tion du 
hamp éle
tromagnétique suivante (ansatz 
lassique)
S[A] = 1

2

∫

d4xd4y (Ex[ǫ]x,yEy −Bx[µ
−1]x,yBy)− jext ·A
'est-à-dire, en représentation de Fourier

S[A] = 1

2
A·
[

ǫ

(

1 −nν
−nν ν21−T

)

+ (ǫ− 1

µ
)

(

0 0
0 T

)]

·A− jext · A. (5.25)
Tαβ = gαβ − Lαβ est alors le tenseur transverse dans l'espa
e-temps et T = 1 − k⊗k

k2 = 1 − L
elui dans l'espa
e seulement. Par ailleurs, on regroupe (abusivement) sous l'appellation �indi
esde milieu� la permitivité diéle
trique, la perméabilité magnétique ainsi que les sus
eptibilités
orrespondantes. L'expression de 
es indi
es est 
onditionnée par 
elle de la polarisation dumilieu. L'identi�
ation des di�érentes 
ontributions dans les expressions (5.25) et (5.23) parl'intermédiaire de l'équation du mouvement retardée 
orrespondante, jr = Dr−1
bck 〈A〉, 
onduit à91



CHAPITRE 5. CHAMPS SUB-CLASSIQUES ET POLARISATION ENÉLECTRODYNAMIQUEl'expression des sus
eptibilités éle
triques χe = ǫ− 1 et magnétiques χm = µ−1 − 1 en fon
tionde Πr2,bck sous la forme :
χe = −Br[p]

p2
, χm = −Br[p](1− 3ν2)−Ar[p]

2p2
. (5.26)Ces indi
es de milieu 
orrespondent ainsi à 
eux issus d'une pres
ription retardée et sont réelsdans l'espa
e des positions.On dé�nit les ex
itations 
olle
tives pour les se
teurs éle
triques et magnétiques à partir deszéro de la partie réelle des indi
es pré
édents dans l'espa
e des impulsions 13 
'est-à-dire par la
ontribution du propagateur pro
he à 
es quantités. Par ailleurs, la 
ontribution issue du pro-pagateur lointain 
ontr�le les propriétés de déphasage du milieu et peut être reliée au temps devie des ex
itations 
olle
tives [8℄. Toutefois, il est plus 
ommode de dé�nir l'inverse du temps devie d'une ex
itation 
olle
tive à partir de la pres
ription de Feynman : la partie réelle des p�lesdes propagateurs de 
e type dé�nit les ex
itations 
olle
tives 14 tandis que leur partie imaginairesur 
ou
he de masse dé�nit l'inverse du temps de vie qui lui 
orrespond. La détermination de
es durées peut se faire également sous la forme d'indi
es analogues à 
eux qui pré
èdent. Cesquantités sont traitées plus en détails dans la se
tion 5.3.2.L'expression des indi
es (5.26) peut être 
al
ulée dans le vide ou en présen
e d'un environ-nement ; les résultats de 
es développements sont regroupés dans l'annexe B.3. Dans le vide,l'expression des indi
es retardés se réduit à 
elle issue de la 
ombinaison pro
he sous l'approxi-mation |p2| << m2

bck :
χe = − α

15π

p2

m2

(

1 0
0 −1

)

, χm = +
α

15π

p2

m2

(

1 0
0 −1

)

, α ≡ e2τ
4π
.L'évaluation de 
es indi
es de milieux à température et densité �nies est faite en imposantque 
es paramètres soient su�samment faibles pour que les 
harges puissent être 
onsidérées
omme non-relativistes. Les sus
eptibilités à température �nie et densité nulle 
onduisent à des
orre
tions négligeables : 
es termes sont tous des O(exp[−βmbck]). En revan
he, des 
orre
tionsappré
iables peuvent être obtenues à densité �nie et température nulle. Les résultats pour unemasse de mbck = 1 et un potentiel 
himique égal à βζbck = 0.1 sont l'objet des développementssuivants.Sus
eptibilité éle
trique à densité �nieLes modes dominants des ex
itations 
olle
tives 
orrespondant au se
teur éle
trique sont dé-�nis par l'équation ℜǫ = 0 dont la solution est représentée sur les �gures 5.2 et 5.3-a pour une13. En toute rigueur, les ex
itations 
olle
tives devraient être dé�nies par les zéros du propagateur total 
'est-à-dire sans séparer les se
teurs éle
triques et magnétiques. En 
e sens, l'appro
he utilisée dans 
ette se
tion donneles ordres dominants 
ontribuant aux ex
itations 
olle
tives pour les se
teurs éle
triques et magnétiques14. Le partie réelle des p�les pour la pres
ription de Feynman est identique à 
elle 
orrespondant à la pres
riptionretardée : la 
ou
he de masse est issue des p�les du propagateur pro
he dans 
es deux 
as.92
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Figure 5.2 � Ex
itations 
olle
tives pour le se
teur éle
trique dans le plan (|p|, p0)masse de mbck = 1 et un potentiel 
himique égal à βζbck = 0.1. On distingue prin
ipalementdeux bran
hes. En partant de l'origine, la relation de dispersion suit approximativement uneloi linéaire 
ara
téristique de la bran
he du son-zéro. En outre, en ex
luant la partie divergentepour k → 0, la bran
he supérieure s'identi�e alors à 
elle d'ex
itations analogues aux plasmonsdans un métal. Cette divergen
e ex
lut, pour 
es plasmons, les ex
itations 
orrespondant à desmodes de longue portée. En réduisant la valeur du potentiel 
himique, 
ette divergen
e disparaîtet la relation de dispersion usuelle, pour les impulsions faibles, peut être retrouvée. En�n, labran
he du son-zéro et 
elle 
orrespondant aux plasmons se rejoignent approximativement pourune valeur limite de p et p0.Les propriétés diéle
triques du milieu sont présentées par les �gures 5.3. L'importan
e des�u
tuations du se
teur éle
trique est 
ontr�lée par la partie réelle de ǫ : elles sont favoriséesdans les zones 
orrespondant aux ex
itations 
olle
tives 
omme l'indique la �gure 5.3-b. Enoutre, le propagateur 
hange de signe dans le domaine 
ompris entre les bran
hes dé�nissant lesex
itations 
olle
tives : 
ette zone est non-perturbative et 
e domaine n'est pas interprétable.Loin du domaine 
orrespondant aux ex
itations 
olle
tives, le milieu présente un se
teur où les�u
tuations éle
triques sont relativement favorisées : qualitativement, 
ette zone 
orrespond auprolongement, à la région relativiste, des bran
hes dé�nissant les ex
itations 
olle
tives (5.3-
).En revan
he, les modes éle
triques du domaine 
orrespondant aux fréquen
es inférieures à 
ellesde la bran
he du son-zéro prolongée, à la région relativiste, sont fortement atténuées. En�n, loindes domaines dé
ris, le milieu se 
omporte 
omme le vide usuel (χe ≃ 0).Le temps de vie des ex
itations 
olle
tives peut être déduit de la partie imaginaire de la�gure 5.6-a : qualitativement, les plasmons ont une durée de vie longue tandis que les ex
itations
olle
tives issues de la bran
he de son-zéro ont une durée de vie 
ourte. En�n, la vallée en |ǫ|de la �gure 5.3-e représente les modes fortement 
ouplés : 
ette zone s'identi�e qualitativementà 
elle 
orrespondant aux plasmons. En revan
he, les ex
itations 
olle
tives de la bran
he du93



CHAPITRE 5. CHAMPS SUB-CLASSIQUES ET POLARISATION ENÉLECTRODYNAMIQUEson-zéro sont issues de modes faiblement 
ouplés. L'intensité de 
es 
ouplages est 
ohérente ave
les durées de vie des ex
itations 
olle
tives.Sus
eptibilité magnétique à densité �nieLes ex
itations 
olle
tives 
orrespondant au se
teur magnétique sont dé�nies par l'équation
ℜµ−1 = 0. Les solutions de 
ette équation sont présentées �gure 5.4 pour une masse mbck = 1 etun potentiel 
himique βζbck = 0.1. La relation de dispersion, loin de l'origine (�gure 5.4-b), 
or-respond à 
elle d'un système libre et est analogue à la divergen
e que l'on peut observer pour lesplasmons du se
teur éle
trique. En revan
he, autour de l'origine (�gure 5.4-a), 
elle-
i présenteune forme similaire à 
elle trouvée pour le 
hamp éle
trique : on identi�e alors qualitativementune bran
he de son-zéro et une bran
he pour des modes magnétiques analogues aux plasmonsdu se
teur éle
trique.Les propriétés magnétiques du milieu sont présentées par la �gure 5.5. Les domaines repré-sentés sont analogues à 
eux dé
rits pour le se
teur éle
trique. En fait, l'évolution des indi
esmagnétiques dans le plan (|p|, p0) ressemble à une déformation de 
elle des indi
es diéle
triques.Toutefois, les e�ets présentés sont inférieurs d'un à deux ordres de magnitude par rapport à
eux issus des propriétés diéle
triques. Comme pour le se
teur éle
trique, les modes de bassesfréquen
es pro
hes de la bran
he son-zéro sont atténués. De plus, un domaine non-perturbatifpeut être identi�é à la zone du plan (|p|, p0) 
ompris entre les bran
hes dé�nissant les ex
ita-tions 
olle
tives ainsi que pour les longueurs d'onde inférieures à 
elles de la divergen
e de labran
he des ex
itations plasmons. Le domaine de 
ette divergen
e se poursuit également à la zonerelativiste 15. En outre, à l'ex
eption des propriétés de déphasage (�gure 5.5-d), les propriétésmagnétiques en fon
tion du domaine des ex
itations 
olle
tives sont beau
oup moins marquéesque pour le se
teur éle
trique.5.3.2 Aspe
ts vers la limite 
lassique : dé
ohéren
e et 
onsistan
e des 
he-minsCertains aspe
ts majeurs de la transition quantique-
lassique peuvent être 
ompris au traversde la théorie de la dé
ohéren
e introduite en 1970 par H. D. Zeh [45℄ puis développée dans denombreux travaux dont notamment [42, 43, 44, 46, 53℄. Une introdu
tion à 
ette théorie peut êtretrouvée dans les référen
es [12, 14℄. Le phénomène de dé
ohéren
e repose sur le 
onstat, qu'engénéral, seulement une partie d'un système véritablement isolé est suivi expérimentalement (eten théorie également). Ce système isolé global peut être séparé en deux sous-systèmes : le premier
orrespond à tous les degrés de liberté suivis, tandis que le se
ond, appelé environnement, est
onstitué de 
eux qui ne sont pas mesurés 16 (degrés de liberté spe
tateurs).15. la relation de dispersion de la �gure 5.4-b sépare une zone perturbative d'une zone non perturbative.16. Soulignons qu'i
i, �l'environnement� du système suivi ne doit pas être 
onfondu ave
 les réservoirs de par-ti
ules et de 
haleur introduits au 
hapitre 4 : pour la théorie de la dé
ohéren
e, l'environnement 
orrespond àl'ensemble des degrés de liberté spe
tateurs. 94
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(a) : domaine des ex
itations 
olle
tives(
oupure)
ℜǫ = 0

(b) : partie réelle ℜǫautour de l'origine

(
) : partie réelle p2ℜχe = p2(ℜǫ− 1)loin de l'origine (d) : partie imaginaire p2ℑǫ
ontribution du propagateur lointain

(e) : valeur absolue |ǫ|Figure 5.3 � Permitivité éle
trique, sus
eptibilité éle
trique et valeur absolue |ǫ| dans le plan
(p, p0). 95



CHAPITRE 5. CHAMPS SUB-CLASSIQUES ET POLARISATION ENÉLECTRODYNAMIQUE

(a) : autour de l'origine (b) : loin de l'origineFigure 5.4 � Ex
itations 
olle
tives pour le se
teur magnétique dans le plan (|p|, p0).Le système 
onstitué par la réunion de l'environnement et du système suivi est dé
rit par unétat 
orrespondant à une superposition d'états issus du produit tensoriel des espa
es de Hilbertpour 
ha
un de 
es sous-systèmes. Dès lors, l'état du système suivi n'est en général pas séparablede 
elui de l'environnement : la plupart du temps, 
'est un état mixte qui doit alors né
essairementêtre dé
rit au moyen d'une matri
e densité (réduite). Celle-
i est le résultat de la tra
e (partielle)sur tous les degrés de liberté de l'environnement. Le système suivi présente alors des états intri-qués. On dé�nit alors les états pointeurs 
omme 
eux faiblement dépendants de l'environnement :en prin
ipe, 
es états 
orrespondent à 
eux observables dans la limite 
lassique. Dans une based'états pointeurs, les intri
ations peuvent être 
ara
térisées par les éléments non-diagonaux desa matri
e densité réduite. Ces derniers sont appelés 
ohéren
es. Ces états 
ontiennent les 
orré-lations spé
i�ques à la physique quantique : 
elles-
i ne peuvent jamais être reproduites par unedistribution de probabilités 
lassiques.L'intri
ation du système suivi ave
 son environnement 
onstitue la généralité plut�t que l'ex-
eption. Cependant, suivant les propriétés que possède 
e dernier, les lois �
lassiques� d'additiondes probabilités d'évènements ex
lusifs peuvent être restaurées ou non suivant l'é
helle d'obser-vation. Cette perte éventuelle de 
ohéren
e est réalisée par l'intermédiaire de dissipations duesaux intera
tions entre le système et son environnement. Ainsi, la théorie de la dé
ohéren
e estl'étude de 
es intera
tions ave
 l'environnement et dé�nit alors le 
omportement 
lassique ouquantique d'un objet uniquement à l'aune de 
elles-
i [14℄. Con
rètement, la dé
ohéren
e peutêtre 
ara
térisée à partir de la disparition des 
ohéren
es présentées par la matri
e densité ré-duite : 
ette matri
e devient alors diagonale et s'interprète alors 
omme un mélange statistiqued'états 
lassiques. Par ailleurs, au 
ours de 
es pro
essus de dissipations, une partie de l'infor-mation du système suivi doit alors être irrémédiablement perdue de sorte à maintenir 
es lois96
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(a) : domaine des ex
itations 
olle
tives(
oupure) autour de l'origine ℜµ−1 = 0

(b) : partie réelle ℜµ−1autour de l'origine

(
) : partie réelle p2ℜχm = p2(ℜµ−1 − 1)loin de l'origine (d) : partie imaginaire p2ℑµ−1
ontribution du propagateur lointain

(e) : valeur absolue |µ−1|

Figure 5.5 � Perméabilité magnétique, sus
eptibilité magnétique et valeur absolue |µ−1| dansle plan (|p|, p0). 97



CHAPITRE 5. CHAMPS SUB-CLASSIQUES ET POLARISATION ENÉLECTRODYNAMIQUEde probabilités 
lassiques. Par 
onséquent, l'autre aspe
t fondamental de la dé
ohéren
e résidedans le fait que 
e mé
anisme doit être irréversible [12℄. Ce 
ritère in�uen
e le 
hoix des degrésde liberté pouvant jouer le r�le d'un environnement.On 
her
he i
i à étudier la dé
ohéren
e par l'intermédiaire de la 
onsistan
e des 
hemins[13, 50, 49, 52℄. L'idée dire
tri
e de 
e type d'études est d'assigner une probabilité (au sens de laphysique quantique) à une famille de 
hemins 
omposant le système et d'étudier les 
onditionspour lesquelles les termes d'interféren
es disparaissent [51℄. Con
rètement, 
ette étude peut êtreréalisée via le formalisme OTP [39, 40℄ à partir de la matri
e densité réduite du système suivi :
e formalisme met en avant les termes responsables de l'intri
ation entre le système et son envi-ronnement. On re
her
he i
i, l'établissement de la limite 
lassique du 
hamp éle
tromagnétiquesous l'in�uen
e de 
harges spe
tatri
es ebck jouant alors le r�le d'un environnement. Les polari-sations doivent, en prin
ipe, induire 
e 
omportement 
lassique. Dans 
e 
ontexte, l'utilisationd'un réservoir de parti
ules et de 
haleur pour 
ette 
harge est une 
ommodité permettant demodi�er les propriétés de 
et environnement.Position du problème : probabilités �quantiques� et 
onsistan
e des 
heminsLa démar
he suivie par la 
onsistan
e revient à étudier les 
onditions de restauration deslois de probabilités 
lassiques dans le formalisme des 
hemins. Nous suivons, i
i, la présentationréalisée dans la référen
e [51℄. On dé�nit un 
hemin par une su

ession d'évènements ex
lusifs :
es évènements 
orrespondent à la réalisation d'une propriété qui peut formellement être é
riteà partir d'opérateurs de proje
tions agissant sur l'état du système dé
rit. Lorsque 
es opérateursde proje
tions 
orrespondent aux positions (ou aux 
hamps), les 
hemins ainsi dé
rits sont exa
-tement 
eux intervenant dans les intégrales de 
hemin usuelles.Dès lors, en représentation d'Heisenberg, le ket 
orrespondant à un 
hemin dé�ni par lasu

ession d'évènements A au temps ta puis B au temps tb peut être é
rit sous la forme :
|B; tb;A, ta〉 = P̂ (B)Û(tb, ta)P̂ (A)Û(ta, tin)|in, tin〉. (5.27)Dans 
ette expression, les opérateurs P̂ (X) désignent la proje
tion sur l'état |X〉 dé�nissantun évènement parti
ulier : P̂ (X) = |X〉〈X|. En outre, la réunion de tous les proje
teurs donnel'identité. La probabilité (
onditionnelle) 
orrespondant au 
hemin pré
édent est alors dé�nie par

P[B(tb)|A(ta)] = 〈B, tb;A, ta|B, tb;A, ta〉alors que 
elle 
orrespondant seulement à l'évènement (B, tb) est donnée par
P[B(tb)] = 〈B, tb|B, tb〉 où |B, tb〉 = P̂ (B)Û(tb, tin)|in, tin〉.Formellement, obtenir l'expression de P[B(tb)] à partir de 
elle de P[B(tb)|A(ta)] revient à éli-miner l'évènement intermédiaire (A, ta) dans la probabilité 
onditionnelle : 
ette élimination nepeut être réalisée qu'en faisant appel à la relation de fermeture :

∑

{A}

P̂ (B)Û(tb, ta)P̂ (A)Û(ta, tin)|in, tin〉 = P̂ (B)Û(tb, tin)|in, tin〉, ∑

{A}

P̂ (A) = 1̂98



5.3. INFLUENCE DES POLARISATIONSAussi, on peut montrer que la loi d'addition des probabilités d'évènements ex
lusifs, valable pourles probabilités usuelles, n'est pas valide i
i en raison de l'apparition de termes d'interféren
es :
P[B(tb)] =

(

∑

{A′}

〈B; tb;A
′, ta|

)(

∑

{A}

|B; tb;A, ta〉
)

=
∑

{A}

P[B(tb)|A(ta)] +
∑

{A′ 6=A}

〈B; tb;A
′, ta|B; tb;A, ta〉. (5.28)Comme dé
rit pré
édemment dans le 
hapitre 3 (et surtout dans la se
tion 3.7), l'expressiondire
te de probabilités né
essite de doubler le nombre de degrés de liberté par rapport à 
euxque l'on a 
outume de dé�nir pour exprimer une amplitude de transition usuelle. Deux jeux dedegrés de liberté sont alors dé�nis. La 
onsistan
e (
'est-à-dire la restauration des axiomes deKolmogorov) peut être formulée vis-à-vis des 
hemins grâ
e à l'é
riture des états via (5.27). Lestermes d'interféren
es dans l'expression (5.28), qui sont propres aux phénomènes quantiques,sont alors le résultat du re
ouvrement entre des bra et ket di�érents : autrement dit, les termesd'interféren
es sont dus à un 
ouplage entre des 
hemins di�érents dé�nis dans le 
ontexte d'unformalisme du type OTP : la 
onsistan
e revient alors à étudier les 
onditions pour lesquelles
es 
hemins se dé
ouplent.Matri
e densité réduiteOn s'intéresse à la matri
e densité réduite 
orrespondant à l'observable du 
hamp éle
troma-gnétique et qui est le résultat de l'intégration des degrés de liberté d'une 
harge spe
tatri
e :

ρ[A+(t,x), A−(t,x)] ≡ 〈A+(·)|ρ̂(t,x)|A−(·)〉.L'expression d'un élément de matri
e quel
onque peut être 
al
ulée dans le formalisme OTP àpartir de la fon
tionnelle suivante :
ρ[A+(t,x), A−(t,x)] =

∫

OTP
D[Ǎ]

∫

CTP
D[ψ̌bck]D[ ˇ̄ψbck] exp

[

i

2
Ǎ · Ď−10 · Ǎ+ i ˇ̄ψbck · [Ǧ−10,bck] · ψ̌bck

−i
∑

σ,σ′

ebck σδ
σσ′ ψ̄σbckA/

σψσbck

]

. (5.29)La tra
e partielle sur l'environnement de l'expression pré
édente est obtenue en intégrant les de-grés de liberté 
orrespondant aux 
harges à partir du formalisme CTP. La fon
tionnelle résultanteest alors la matri
e densité réduite é
rite en terme d'observables du 
hamp éle
tromagnétique,
ρ[A+(t,x), A−(t,x)] =

∫

OTP
D[Ǎ] exp

[

iSeff [Ǎ]
] (5.30)où l'a
tion e�e
tive nue 
orrespondante s'é
rit

Seff [Ǎ] =
1

2
Ǎ·
[(

(D++
0 )−1 0
0 (D−−0 )−1

)

− Π̌2,bck

]

·Ǎ+O(Ǎ3) (5.31)99



CHAPITRE 5. CHAMPS SUB-CLASSIQUES ET POLARISATION ENÉLECTRODYNAMIQUE

(a) : se
teur éle
trique ǫ∆ (b) : se
teur magnétique [µ∆]−1Figure 5.6 � Partie imaginaire de l'a
tion nueave
 (Dσσ
0 )−1 = σ� + i0 ≃ σ� pour la jauge de Feynman 17. La parti
ularité de 
ette a
tionnue est que le propagateur libre est diagonal alors que l'énergie propre Π̌2,bck, résultat d'uneintégration propre au formalisme CTP, est une matri
e pleine :

Π̌2,bck =

(

+Πn2,bck +Πf2,bck
−Πf2,bck −Πn2,bck

)

+

(

iΠc2,bck −iΠc2,bck
−iΠc2,bck iΠc2,bck

)

.L'intégration des 
harges induit don
 une partie imaginaire dans l'espa
e des positions à 
ettea
tion. L'énergie propre s'é
rit en terme des quantités
(Πn2,bck)

µν [p] = −e2bck
∫

d4x eip(x−y)ℜi〈T̂[Jµbck(x)Jνbck(y)]〉
(Πf2,bck)

µν [p] = −e2bck
∫

d4x eip(x−y)ℜi〈Jµbck(x)Jνbck(y)〉

(Πc2,bck)
µν [p] = e2bck

∫

d4x eip(x−y)ℑi〈T̂[Jµbck(x)Jνbck(y)]〉 (5.32)où la densité de 
harges est dé�nie par l'opérateur 
omposite Jµbck(x) = ψ̄bckγ
µψbck. Les tenseurs

Πn2,bck et iΠc2,bck sont respe
tivement réel et imaginaire purs, qu'ils soient é
rits dans l'espa
edes positions d'espa
e-temps ou dans la représentation de Fourier 
orrespondante. En revan
he,
Πf2,bck est toujours réel dans l'espa
e des positions et imaginaire pur en représentation de Fourier.Ex
itations 
olle
tives et intri
ationLes termes diagonaux de l'a
tion e�e
tive nue (5.31) s'é
rivent en fon
tion de l'a
tion usuellesur 
ha
une des bran
hes C± :

Seff [A±] = ±1

2
A± · [D±±−10 ∓Πn2,bck − iΠc2,bck] · A±.17. On peut aisément véri�er que la tra
e de ρ est égale à 1 puisqu'au
une sour
e externe n'est dé�nie dansl'intégrale de 
hemin (5.30). 100



5.3. INFLUENCE DES POLARISATIONSCes 
omposantes de l'a
tion 
ara
térisent les ex
itations 
olle
tives. Ces termes mettent ainsi enjeu les tenseurs Πn2,bck et iΠc2,bck qui habillent les propagateurs nus et dé�nissent respe
tivementla relation de dispersion et le temps de vie des ex
itations 
olle
tives selon leur dé�nition usuelle.Les 
ou
hes de masses des modes des se
teurs éle
trique et magnétique sont issues de Πn2,bck et
orrespondent aux traje
toires du plan (|p|, p0) présentées par les �gures 5.2, et 5.4. Le tenseur
Πc2,bck dé�nit l'inverse des temps de vie et peut être é
rit sous forme d'indi
es de milieu :

ǫ∆ = −Bc[p]
p2

, [µ∆]−1 = −Bc[p](1− 3ν2)−Ac[p]

2p2
.L'expression des quantités Ac et Bc est regroupée dans l'annexe B.3. Ces indi
es sont nuls dansle vide et leur expression dans le plan (|p|, p0) à densité �nie et à température nulle ( βζbck = 0.1,

mbck = 1) est représentée par la �gure 5.6. Les plasmons 
orrespondent à des ex
itations à longtemps de vie tandis que 
elles de la bran
he du son-zéro présentent un temps de vie faible. Enoutre, 
es indi
es sont négligeables à densité nulle : 
e sont des O[exp(−βm)].Toutes les 
omposantes diagonales de l'a
tion nue sont invariantes par renversement du temps.En revan
he, sous 
ette opération, les tenseurs Πf2,bck présents dans les termes non-diagonaux
hangent de signe. La 
ausalité retardée, imposée au problème étudié, provient spé
i�quementde 
e terme.Consistan
e et limite 
lassique selon le formalisme OTPLe formalisme OTP dé
rit l'expression d'éléments de matri
es de ρ̂ 
omme la somme surtoutes les 
ontributions possibles de paires de 
hemins pour des 
onditions aux limites �xées.Ces 
ontributions peuvent être dé
omposées sous la forme du produit d'un fa
teur de phase etd'un fa
teur d'atténuation (dans l'espa
e des positions) :
ρ[A+(t,x), A−(t,x)] =

∫

OTP
D[Ǎ] exp

[

−ℑSeff [A∆] + iℜSeff [Ǎ]
]

. (5.33)Les populations sont alors issues de 
onditions de bord telles que A+(t,x) = A−(t,x) dans l'inté-grale de 
hemin pré
édente. En revan
he, le 
al
ul des 
ohéren
es né
essite que soient di�érentsles degrés de liberté dé�nis à la date d'évaluation t (dernier degré de liberté des bran
hes C±).Les 
ontributions dominantes à (5.33) peuvent être évaluées dans l'approximation du point selleet les traje
toires 
onstruisant un élément de matri
e spé
i�que peuvent alors être simplementreliées aux 
onditions �nales et, par suite, aux 
ohéren
es ou aux populations. Cette approxima-tion permet alors de 
omprendre qualitativement 
omment les 
hemins dé
rivant l'évolution deséléments de matri
e (5.33) 
ontribuent à l'établissement de la dé
ohéren
e. En fait, la 
onsistan
edé
rit l'établissement des lois de probabilités 
lassiques 
omme un pro
essus dynamique. Plusparti
ulièrement, l'in�uen
e des ondes planes dans 
ette évolution est dis
utée dans 
ette partie.L'importan
e du fa
teur d'atténuation issu de la 
ontribution d'une paire de 
hemins dépenduniquement de la di�éren
e A∆ = A+ − A− entre 
es derniers ainsi que de la partie imaginaire101



CHAPITRE 5. CHAMPS SUB-CLASSIQUES ET POLARISATION ENÉLECTRODYNAMIQUEdu propagateur de Feynman Πc2,bck :
ℑSeff [Ǎ] =

1

2

∑

σσ′

σAσ · Πc2,bck · σ′Aσ
′

=
1

2
A∆ ·Πc2,bck ·A∆.Plus parti
ulièrement, les termes d'interféren
es dans l'expression des probabilités �quantiques�(5.28) sont supprimés par un fa
teur exp(−ℑSeff ) : l'a
tion ℑSeff 
onditionne la 
onsistan
e.Dans 
ette expression, le tenseur Πc2,bck 
ontr�le l'é
art entre les paires de 
hemins. Plus 
e fa
-teur est important, plus l'é
art entre les paires de 
hemins tend à être faible. Plus généralement,les 
ontributions dominantes à la fon
tionnelle (5.33) sont 
elles pour lesquelles les paires de tra-je
toires 
oïn
ident 18 : lorsque A∆ = 0, les di�érents 
hemins sont dé
orrélés entre eux et la loid'addition des probabilités d'évènements ex
lusifs est restaurée. Plus parti
ulièrement, on dit quedes traje
toires sont dites 
onsistantes lorsque A∆ = 0. En�n, le moindre é
art à la 
onsistan
edes 
hemins entraînera une 
ontribution fortement négligeable dans l'intégrale de 
hemin (5.33)si le tenseur Πc2,bck engendre des e�ets importants : la dé
ohéren
e 
orrespond alors à une région�rigide� vis-à-vis de l'in�uen
e de l'environnement 
'est-à-dire à un régime où les �u
tuations del'é
art des paires A∆ seront fortement 
ontraintes.En outre, la dé
ohéren
e peut être qualitativement dé
rite en distinguant le 
omportementdes éléments de matri
e de ρ̂. Dans l'approximation en bou
les, les 
ohéren
es né
essitent, par
onstru
tion, qu'un é
art entre 
es paires soit dé�ni : 
es 
ontributions à la matri
e densité
omplète sont d'autant plus défavorisées que Πc2,bck est important. En revan
he, l'expression despopulations impose que 
es traje
toires 
oïn
ident pour les ordres dominants : 
es termes sontalors favorisés puisque leur 
ontribution dominante est insensible à Πc2,bck. Aussi, dans la basedes 
on�gurations de 
hamp |A〉 (états pointeurs), la matri
e densité du système tend à êtrediagonale : 
ette évolution des éléments de matri
e est 
onditionnée par le fa
teur Πc2,bck qui estla résultante de tous les 
ouplages que l'observable suivie Â peut avoir ave
 son environnement ;en l'absen
e de 
e dernier il n'y a formellement pas de dé
ohéren
e.De plus, pour un 
hamp éle
tromagnétique dans un environnement 
onstitué par une 
hargespe
tatri
e en présen
e d'un réservoir de parti
ules et de 
haleur, l'importan
e du fa
teur Πc2,bckdépend de la valeur du potentiel 
himique (
f annexe B.3) : dans l'approximation à une bou
le,
ette quantité est fortement négligeable à température �nie et densité nulle alors qu'elle prenddes valeurs appré
iables seulement pour une densité non-nulle : qualitativement, un système estsus
eptible d'être 
onsistant s'il est 
ouplé à un environnement ne présentant pas de trou impor-tant dans son spe
tre d'ex
itations.La partie réelle de l'a
tion nue de (5.33) s'é
rit 
omme la di�éren
e

ℜS[Ǎ] = ℜS[A+]−ℜS[A−] + 1

2
A+Πf2,bckA

− − 1

2
A−Πf2,bckA

+.18. Soulignons également que le noyau de Πc
2,bck dé
rit également des �u
tuations 
ontribuant fortement àl'intégrale (5.33). 102



5.3. INFLUENCE DES POLARISATIONSElle s'annule exa
tement pour des paires de traje
toires 
onsistantes. Par 
onséquent, les �u
-tuations 
lassiques peuvent être alors arbitrairement larges et la limite 
lassique 
orrespond don
à une situation non-perturbative ; tout é
art à la limite 
lassique, dans 
ette partie de l'a
tion,sera 
ompensé. Dans le formalisme OTP, l'a
tion 
lassique est issue d'un régime �mou� 
ar les�u
tuations responsables des observables ne sont pas 
ontraintes. De plus, il est aisé de voir queles moyennes issues d'une évolution 
onsistante 
orrespondent aux 
hamps sub-
lassiques dé�-nis pré
édemment. Comme présenté dans le premier 
hapitre, la limite 
lassique dé
rite par desamplitudes de transition relève d'une situation di�érente : tout é
art faible à l'a
tion 
lassiquesera dé�ni dans un domaine où 
es 
ontributions pèseront fortement sur la valeur de 
ette am-plitude sans qu'au
une stru
ture n'induise de 
ompensations. Par 
onséquent, la limite 
lassiqueprésentée dans 
e 
ontexte 
orrespond à un régime �rigide�. Cette di�éren
e entre amplitude detransition et valeur moyenne est liée au fait que 
ette première quantité est dé�nie pour desétats purs alors que la se
onde dé
rit des états mixtes. En prin
ipe, la limite 
lassique doit faireintervenir des états mixtes pour réaliser l'in�uen
e d'un environnement.En�n, un même tenseur dé
rit la 
onsistan
e des 
hemins et le temps de vie 
orrespondantaux ex
itations 
olle
tives : 
es deux aspe
ts sont inversement proportionnels l'un à l'autre et leformalisme OTP montre qu'ils ont ainsi une même origine dynamique [39℄. La forte irréversibiliténé
essaire à l'établissement de la limite 
lassique peut qualitativement justi�er un tel résultat :l'in�uen
e dissipative du milieu est importante et 
elui-
i dissipe rapidement les états 
olle
tifs.Les modes pour lesquels les lois de probabilités 
lassiques sont restaurées doivent don
 para-doxalement 
orrespondre à de �mauvaises� ex
itations 
olle
tives. Con
rètement, les modes degrandes longueurs d'ondes de la bran
he du son-zéro, présentés par la �gure 5.6, 
orrespondentà 
es 
ritères. Toutefois, les 
on�gurations 
lassiques obtenues ne sont pas observables en raisonde leur temps de vie trop 
ourt. Cette situation paradoxale est en fait liée à la résolution dela théorie. Les développements pré
édents sont limités à une é
helle appartenant au domainequantique : toute moyenne 
onsistante issue de la matri
e densité (5.33) 
orrespond ainsi à un
hamp sub-
lassique. L'émergen
e de la limite 
lassique doit alors être étudiée en élargissant
ette résolution. Toutefois, 
ette étape 
omporte des di�
ultés : la transition entre les domaines
lassiques et quantiques fait intervenir un 
hangement, non-perturbatif, de lois d'é
helles (
ros-sover). Toujours est-il que les 
hamps sub-
lassiques 
onstituent le point de départ de l'étudede 
e 
omportement d'é
helles : ils permettent de �xer les domaines présentant une restaurationdes lois de probabilités valables en physique 
lassique.
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Con
lusionL'expression générale de valeurs moyennes en théorie quantique des 
hamps peut être obtenueà partir du formalisme 
losed time path (CTP) introduit par S
hwinger. Cette méthode 
onsisteà doubler les degrés de liberté du système en dé�nissant deux amplitudes d'évolution 
ontraire eten les 
ontraignant à produire de telles moyennes. Un premier avantage de 
e formalisme est qu'ils'appuie sur des outils théoriques bien 
onnus, utilisés notamment en physique des parti
ules. Unautre avantage important de 
ette démar
he est d'o�rir une des
ription au sein de laquelle lesmatri
es densités apparaissent naturellement : l'étude de moyennes dé�nies pour des états mixtesest alors possible et le formalisme CTP o�re un 
adre pour dé
rire les systèmes ouverts. Con
rè-tement, une méthodologie fon
tionnelle peut être dé�nie pour 
al
uler les valeurs moyennes. Lesdegrés de liberté sont alors séparés en deux 
atégories : les degrés de liberté physiques, engen-drant les valeurs moyennes, et 
eux auxiliaires (vis-à-vis des valeurs moyennes) disparaissant sous
ontrainte d'unitarité. Les équations du mouvement véri�ées par les valeurs moyennes peuventalors être obtenues en tant que limite de 
elles véri�ées par les 
hamps e�e
tifs. Toutefois, le prin-
ipe variationnel ne peut pas être maintenu lorsque sont dé�nies les moyennes pour l'appro
heusuelle du formalisme CTP : seule une paramétrisation non-orthogonale de 
es di�érents degrésde liberté permet de dé�nir une a
tion e�e
tive valide pour les valeurs moyennes : les équationsdu mouvement peuvent alors être obtenues au prix de manipulations algébriques supplémentaires.Par ailleurs, l'expression de matri
es densités peut être réalisée à partir d'un formalisme si-milaire, le formalisme opened time path (OTP). Les éléments de matri
e d'un opérateur densitésont le résultat de la 
ontribution de paires de 
hemins, analogues à 
elles dé
rivant les valeursmoyennes, mais aboutissant toutefois à une 
on�guration �nale spé
i�que à l'élément de matri
eévalué. Ces quantités peuvent alors être 
al
ulées à partir de méthodes standards. En outre,
ette des
ription permet de 
al
uler fa
ilement des matri
es densités réduites : elles 
onsistent àéliminer des degrés de liberté en les intégrant suivant la méthode propre au formalisme CTP. Lerésultat de 
ette pro
édure est alors une des
ription e�
a
e de l'intri
ation en terme d'indépen-dan
e des paires de degrés de liberté. Ce formalisme o�re alors la possibilité d'étudier 
ertainsaspe
ts de la transition quantique-
lassique par l'intermédiaire de la théorie de la dé
ohéren
e (etplus parti
ulièrement de la 
onsistan
e). L'objet de 
ette théorie est d'étudier la disparition destermes d'interféren
es entre états, 
'est-à-dire l'établissement de lois de probabilités 
lassiques,sous l'in�uen
e des dissipations liées à un environnement.La 
onstru
tion de l'éle
tromagnétisme 
lassique à partir de l'éle
trodynamique quantique105



CONCLUSIONa été l'objet de 
ette thèse. Dans un premier temps, les valeurs moyennes pour les 
ourants etpour le 
hamp éle
tromagnétique ont été obtenues pour une résolution appartenant au domainequantique. Ces moyennes, appelées 
hamps sub-
lassiques, véri�ent des équations du mouvementretardées pouvant être obtenues de deux façons di�érentes. Une première appro
he 
onsiste àdé�nir l'a
tion e�e
tive à partir des variables physiques et auxiliaires. Dans 
e 
ontexte, l'expres-sion des relations véri�ées par les valeurs moyennes ne peut être obtenue qu'à partir de 
ellesissues de 
hamps e�e
tifs. Ces dernières sont le résultat de l'appli
ation du prin
ipe variationnelsans que 
elui-
i ne puisse être maintenu pour les valeurs moyennes : tous les termes de l'a
tione�e
tive sont proportionnels aux quantités auxiliaires qui imposent la 
ausalité retardée. Toute-fois, 
e s
héma permet d'obtenir e�
a
ement les équations du mouvement. Une autre appro
he
onsiste à dé�nir l'a
tion e�e
tive seulement à partir des degrés de liberté physiques. Ce s
héman'est possible que pour une paramétrisation non-orthogonale des degrés de liberté et permet dedé�nir une a
tion �
lassique� : les équations du mouvement retardées véri�ées par les valeursmoyennes peuvent alors être obtenues par prin
ipe variationnel. La parti
ularité de 
ette a
tionest d'implémenter dire
tement une telle 
ausalité. Toutefois, des manipulations formelles supplé-mentaires sont né
essaires pour obtenir l'expression usuelle des équations du mouvement.Ces équations du mouvement ont été étudiées dans l'approximation à une bou
le et lespropriétés éle
tromagnétiques du milieu ont été 
ara
térisées par l'intermédiaire du tenseur depolarisation dû aux 
harges. Cette quantité a été 
al
ulée à température et densité �nies. Des
orre
tions appré
iables apparaissent à densité �nie seulement : des relations de dispersions ana-logues à 
elle du son-zéro et à 
elle des plasmons 
onstituent les prin
ipaux domaines de dé�nitiondes ex
itations 
olle
tives de 
e milieu.Une spé
i�
ité de la re
her
he 
onjointe de la moyenne du 
hamp éle
tromagnétique et de
elle de tous les 
ourants de 
harges du système réside dans le fait que 
es deux quantités véri�entune relation de 
ontrainte où l'habillage est alors absent : la renormalisation des paramètres du
hamp éle
tromagnétique est le résultat des 
harges laissées spe
tatri
es qui 
onstituent alors unenvironnement. L'in�uen
e de telles 
harges spe
tatri
es vis-à-vis de la dé
ohéren
e du 
hampéle
tromagnétique a été étudiée par l'intermédiaire du formalisme OTP : la dé
ohéren
e est alorsle résultat des polarisations et est ainsi dé
rite formellement 
omme un e�et dû aux 
orre
tionsen bou
les. Plus parti
ulièrement, la restauration des lois de probabilités 
lassiques est obtenuelorsque les paires de traje
toires, 
onstruisant les éléments de matri
es de l'opérateur densité,
oïn
ident. L'é
art entre 
es paires n'est in�uen
é que par un terme dû à l'environnement qui estégalement responsable de l'inverse du temps de vie des ex
itations 
olle
tives : paradoxalement,les �mauvaises� ex
itations 
olle
tives sont 
elles pour lesquelles les 
ara
téristiques 
lassiquesprédominent. En fait, 
ette valeur �médio
re� de temps de vie est 
ara
téristique d'un milieufortement dissipatif qui assure l'irréversibilité né
essaire à la transition quantique-
lassique. Deplus, on peut montrer que le spe
tre d'ex
itation des degrés de liberté éliminés ne doit pas
ontenir un trou important faute de quoi le fa
teur de dé
ohéren
e sera également négligeable.Con
rètement, à l'ordre d'une bou
le, 
e fa
teur prend des valeurs appré
iables uniquement àdensité �nie et 
e sont les ex
itations 
olle
tives de la bran
he du son-zéro qui 
orrespondent ause
teur 
lassique (au sens de la dé
ohéren
e). 106



CONCLUSIONEn résumé, le système dé
ohère lorsqu'il est 
ouplé à un environnement fortement dissipatifet sans é
art important à son premier niveau ex
ité. Le formalisme OTP dé
rit alors la limite
lassique 
omme un phénomène non-perturbatif : pour des traje
toires 
onsistantes, les �u
-tuations quantiques peuvent être arbitrairement larges et 
orrespondent à une limite 
lassiquemettant en jeu des états mixtes. Plus parti
ulièrement, les 
hamps sub-
lassiques 
orrespondentau point de départ vers l'établissement d'un 
omportement 
lassique ma
ros
opique : 
es 
hampssont formellement limités à une résolution, dans l'espa
e des positions d'espa
e-temps, limitéepar la 
oupure UV de la QED. Dès lors, l'étape suivante dans l'étude de la limite 
lassique de
e système est d'élargir 
ette résolution au domaine ma
ros
opique. En prin
ipe, une modi�
a-tion du 
omportement d'é
helle des quantités suivies devrait pouvoir être observée. Toutefois, 
e
rossover est, à priori, non-perturbatif et né
essite des développements importants.
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Annexe APropagateurs du formalisme 
losedtime pathCette se
tion synthétise les di�érentes expressions des propagateurs utilisés dans le formalisme
losed time path : ils sont 
al
ulés dans le formalisme opératoriel, tout d'abord sur le vide, puisen présen
e d'un environnement (réservoir de 
haleur et de parti
ules).A.1 Propagateurs dans le videA.1.1 Propagateurs du formalisme de S
hwinger dans le videBoson neutre : 
hamp s
alaire hermitienEn se
onde quanti�
ation, l'expression du 
hamp φ asso
ié à un boson neutre libre est donnépar la relation
φ(x) =

∫

d3k

(2π)3
1

2ǫk
[a(k)e−i(ǫkx

0−kx) + a†(k)ei(ǫkx
0−kx)]ave
 ǫk =

√
k2 +m2. Le 
hamp est ainsi une superposition d'ondes planes d'impulsion k quisatisfont l'équation d'onde relativiste de Klein-Gordon et dont les 
oe�
ients a(k) et a†(k),introduits par la méthode de se
onde quanti�
ation, désignent respe
tivement l'opérateur d'an-nihilation et 
elui de 
réation de tels modes. La seule relation de 
ommutation (à temps égaux)non nulle que 
es opérateurs satisfont est

[a(k), a†(k′)] = 2ǫk(2π)
3δ(3)(k− k′).En utilisant les notations issues du formalisme 
losed time path, les propagateurs 
ausaux d'unboson neutre s'é
rivent

iD++(x, y) = 〈0|T̂[φ(x)φ(y)]|0〉,
iD−−(x, y) = 〈0|T̂∗[φ(x)φ(y)]|0〉 = 〈0|T̂[φ(y)φ(x)]|0〉∗ ,
iD+−(x, y) = 〈0|φ(y)φ(x)|0〉,
iD−+(x, y) = 〈0|φ(x)φ(y)|0〉.109



ANNEXE A. PROPAGATEURS DU FORMALISME CLOSED TIME PATHCes expressions sont liées par l'identitéT̂[φ(x)φ(y)] + T̂∗[φ(x)φ(y)] = φ(y)φ(x) + φ(x)φ(y).Le propagateur pour les modes de fréquen
es positives s'é
rit
iD−+(x, y) =

∫

d3p

(2π)3
d3q

(2π)3
1

4ǫpǫq
〈0|[a(p)e−i(ǫkx0−kx) + a†(p)ei(ǫkx

0−kx)]

[a(q)e−i(ǫqy
0−qy) + a†(q)ei(ǫqy

0−qy)]|0〉

=

∫

d3p

(2π)3
d3q

(2π)3
1

4ǫpǫq
〈0|a(p)a†(q)ei(ǫqy0−qy)−i(ǫkx0−kx)|0〉

=

∫

d3p

(2π)3
1

2ǫp
e−iǫp(x

0−y0)+ip(x−y),et, de la même manière, 
elui sur les fréquen
es négatives vaut
iD+−(x, y) =

∫

d3p

(2π)3
1

2ǫp
e+iǫp(x

0−y0)+ip(x−y).Or, à partir de
Θ[±p0]δ[p2 −m2] =

1

2ǫp
δ[p0 ∓ ǫp]on obtient l'expression �nale de 
es grandeurs

iD−+(x, y) =

∫

d4p

(2π)4
e−ip(x−y)2iπδ[p2 −m2]Θ[+p0],

iD+−(x, y) =

∫

d4p

(2π)4
e−ip(x−y)2iπδ[p2 −m2]Θ[−p0]qui véri�ent en outre D−+(y, x) = D+−(x, y).Le propagateur de Feynman se déduit d'une 
ombinaison des fon
tions à deux points quipré
èdent ave
 
elle de Heaviside. En outre, 
ette dernière peut être représentée par l'expressionsuivante

iΘ[t] ≡
∫

R

dω

2π

e+iωt

ω − i0
= −

∫

R

dω

2π

e−iωt

ω + i0
.Ainsi, on a

iΘ[x0 − y0] iD−+(x, y) = −
∫

R

dω

2π

e−iω(x
0−y0)

ω + i0

∫

d3p

(2π)3
1

2ǫp
e−iǫp(x

0−y0)+ip(x−y)

= −
∫

d4p

(2π)4
1

2ǫp

e−i(ǫp+p
0)(x0−y0)+ip(x−y)

p0 + i0

= −
∫

d4p

(2π)4
1

2ǫp

e−ip
0(x0−y0)+ip(x−y)

p0 − ǫp + i0

= −
∫

d4p

(2π)4
1

2ǫp

e−ip(x−y)

p0 − ǫp + i0
,110



A.1. PROPAGATEURS DANS LE VIDEet, de manière analogue, on trouve
iΘ[y0 − x0] iD+−(x, y) =

∫

d4p

(2π)4
1

2ǫp

e−ip(x−y)

p0 + ǫp − i0
.Ces expressions permettent don
 d'en déduire le propagateur D++ via sa dé�nition

D++(x, y) = Θ[x0 − y0] D−+(x, y) + Θ[y0 − x0] D+−(x, y)

=

∫

d4p

(2π)4
e−ip(x−y)

2ǫp

[

1

p0 − ǫp + i0
− 1

p0 + ǫp − i0

]

=

∫

d4p

(2π)4
e−ip(x−y)

p2 −m2 + i0
.Cette quantité est symétrique : D++(x, y) = D++(y, x). En�n, D−− peut être déduit de l'ex-pression pré
édente :

D−−(p) = −[D++(p)]∗ =
−1

p2 −m2 − i0
, D−−(x, y) = −

∫

d4p

(2π)4
e−ip(x−y)

p2 −m2 − i0
.

D−− est également symétrique.En résumé, sur le 
ontour C+ ∪ C−, l'expression par blo
s dans l'espa
e ré
iproque du propa-gateur 
ausal d'un 
hamps de boson est donné par l'expression
Ď(p) =

(

D++(p) D+−(p)
D−+(p) D−−(p)

)

=

(

D++(p) −[D−+(p)]∗

D−+(p) −[D++(p)]†

)

=

(

D++(p) D+−(p)
D−+(p) D−−(p)

)

=

(

D++(p) −[D−+(p)]†

D−+(p) −[D++(p)]†

)

=

(

1
p2−m2+i0

−2iπδ[p2 −m2]Θ[−p0]
−2iπδ[p2 −m2]Θ[+p0] −1

p2−m2−i0

)

.Bosons 
hargés : 
hamp non-hermitienOn peut appliquer la même démar
he que pré
édemment pour 
al
uler les propagateurs libresd'un 
hamp non-hermitien. L'expression d'un tel 
hamp φ est donnée par la superposition
φ(x) =

∫

d3k

(2π)3
1

2ǫk
[a(k)e−i(ǫkx

0−kx) + b†(k)ei(ǫkx
0−kx)].Dans 
ette expression, on a introduit les opérateurs a(k) et a†(k) qui agissent sur les modesd'impulsion k du se
teur des parti
ules et les opérateurs b(k) et b†(k) qui agissent sur 
eux desanti-parti
ules. Ces opérateurs se transforment l'un en l'autre sous l'a
tion de l'opérateur de
onjugaison de 
harge C (C 2 = 1)

C a(k)C † = b(k), C b(k)C † = C
2a(k)(C 2)† = a(k).111



ANNEXE A. PROPAGATEURS DU FORMALISME CLOSED TIME PATHEn outre, φ† peut être exprimé à l'aide de C via
Cφ(x)C † =

∫

d3k

(2π)3
1

2ǫk
[a†(k)e+ikx + b(k)e−ikx] = φ†(x).Les relations de 
ommutation non-nulles qui régissent les opérateurs a et b sont

[a(k), a†(k′)] = [b(k), b†(k′)] = 2ǫk(2π)
3δ(k− k′).Elles sont invariantes par 
onjugaison de 
harge. Les propagateurs 
ausaux sont dé�nis par :

iD++(x, y) = 〈0|T̂[φ(x)φ†(y)]|0〉,
iD−−(x, y) = 〈0|T̂∗[φ(x)φ†(y)]|0〉 = 〈0|T̂[φ(x)φ†(y)]|0〉†,
iD+−(x, y) = 〈0|φ†(y)φ(x)|0〉,
iD−+(x, y) = 〈0|φ(x)φ†(y)|0〉.Les relations usuelles entre 
es propagateurs reposent alors sur l'invarian
e des états sur lesquelsles moyennes sont prises. On suppose que le vide est invariant sous 
onjugaison de 
harge. Commeles opérateurs a et b véri�ent les mêmes relations de 
ommutation, les propagateurs D−+ et D−+sur le vide 
onduisent aux mêmes résultats que 
eux obtenus pour un 
hamp hermitien :

iD−+(x, y) =

∫

d3p

(2π)3
d3q

(2π)3
1

4ǫpǫq
〈0|a(p)a†(q)ei(ǫqy0−q·y)−i(ǫpx0−p·x)|0〉

=

∫

d4p

(2π)4
e−ip(x−y)2iπδ[p2 −m2]Θ[+p0],

iD+−(x, y) =

∫

d4p

(2π)3
d4q

(2π)3
δ[p0 − ǫp]

2ǫp

δ[q0 − ǫq]

2ǫq
〈0|b(q)b†(p)ei(ǫpx0−p·x)−i(ǫqy0−q·y)|0〉

=

∫

d4p

(2π)4
e−ip(x−y)2iπδ[p2 −m2]Θ[−p0].Par suite, 
es propagateurs 
onduisent aux mêmes expressions pour D++ et D−− que dans le
as pré
édent.Fermions massifsL'opérateur de 
hamp véri�ant l'équation de Dira
 (k/ −m)ψ = 0 s'é
rit 
omme la superpo-sition

ψ(x) =

∫

d3k

(2π)3
m

ǫk

∑

α=1,2

[bα(k)u
(α)(k)e−i(ǫkx

0−k·x) + d†α(k)v
(α)(k)e+i(ǫkx

0−k·x)]où les spineurs u et v satisfont les relations (k/−m)u(k) = (k/+m)v(k) = 0. Les seules relationsd'anti-
ommutation non-nulles que les opérateurs de 
réation et d'annihilation véri�ent sont lessuivantes
{bα(k), b†β(k′)} = {dα(p), d†β(k′)} = (2π)3

ǫk
m
δα,βδ(k − k′).112



A.1. PROPAGATEURS DANS LE VIDEEn outre, le 
hamp adjoint de ψ véri�e ψ̄(i∂/ −m) = 0 et s'é
rit
ψ̄(x) = ψ†(x)γ0 =

∫

d3k

(2π)3
m

ǫk

∑

α=1,2

[b†α(k)ū
(α)(k)e+i(ǫkx

0−k·x) + dα(k)v̄
(α)(k)e−i(ǫkx

0−k·x)].ave
 ū(k)(k/−m) = 0 et v̄(k)(k/−m) = 0. On dé�nit les propagateurs 
ausaux par les expressions :
iG++(x, y) = 〈0|T̂[ψ(x)ψ̄(y)]|0〉
iG−−(x, y) = 〈0|T̂∗[ψ(x)ψ̄(y)]|0〉
iG+−(x, y) = 〈0|ψ̄(y)ψ(x)|0〉
iG−+(x, y) = −〈0|ψ(x)ψ̄(y)|0〉.Ces propagateurs sont liés par l'identitéT̂[ψψ̄] + T̂∗[ψψ̄] = −ψ̄ψ + ψψ̄.Le 
al
ul de iG−+ donne :

iG−+(x, y) = −〈0|ψ(x)ψ̄(y)|0〉

= −
∫

d3pd3q

(2π)6
m2

ǫqǫp

∑

α,β

〈0|
(

bα(p)u
(α)(p)e−i(ǫpx

0−p·x) + d†α(p)v
(α)(k)e+i(ǫpx

0−p·x)

)

(

b†β(q)ū
(β)(q)e+i(ǫqy

0−k·y) + dβ(q)v̄
(β)(q)e−i(ǫqy

0−q·y)

)

|0〉

= −
∫

d3pd3q

(2π)6
m2

ǫqǫp

∑

α,β

〈0|bα(p)b†β(q)|0〉u(α)(p)ū(β)(q)e−i(ǫpx
0−p·x)+i(ǫqy0−q·y)

= −
∫

d3p

(2π)3
m

ǫp

∑

α

u(α)(p)ū(α)(p)e−iǫp(x
0−y0)+ip·(x−y).De la même manière, on a :

iG+−(x, y) = 〈0|ψ̄(y)ψ(x)|0〉 =
∫

d3p

(2π)3
m

ǫp

∑

α

v̄(α)(p)v(β)(p)e+iǫp(x
0−y0)−ip·(x−y).Les matri
es v̄(α)(p)v(β)(p) et u(α)(p)ū(α)(p) peuvent être déterminées en suivant les dévelop-pements présentés dans [1℄. Les spineurs u et v véri�ent les relations

(k/−m)u(α)(k) = 0, (k/+m)v(α)(k) = 0qui deviennent, dans le référentiel propre de la parti
ule où kµ = (m,0),
(γ0 − 1)u

(α)
0 (m) = 0, (γ0 + 1)v

(α)
0 (m) = 0.Ces dernières relations montrent que u et v présentent deux solutions linéairement indépendantes.À partir de la relation

(k/ −m)(k/+m) = k2 −m2 = 0,113



ANNEXE A. PROPAGATEURS DU FORMALISME CLOSED TIME PATHon peut montrer que les solutions de (A.1) s'é
rivent
u(α)(k) =

k/+m
√

2m(m+ ǫk)
u
(α)
0 (m), v(α)(k) =

−k/+m
√

2m(m+ ǫk)
u
(α)
0 (m).Il s'en suit que les spineurs adjoints véri�ent

ū(α)(k) = ū
(α)
0 (m)

k/+m
√

2m(m+ ǫk)
, v̄(α)(k) = ū

(α)
0 (m)

−k/+m
√

2m(m+ ǫk)
.Par suite, via (k/+m)γ0(k/+m) = 2ǫk(k/+m) on obtient

Λ+ =
∑

α=1,2

u(α)(k)ū(α)(k) =
1

2

(k/+m)(1 + γ0)(k/ +m)
√

2m(m+ ǫk)
=
k/+m

2m

Λ− =
∑

α=1,2

v(α)(k)v̄(α)(k) =
1

2

(k/−m)(1− γ0)(k/−m)
√

2m(m+ ǫk)
=

−k/+m

2m
.Ces expressions permettent d'obtenir l'expression �nale des propagateurs :

iG−+(x, y) = −
∫

d3p

(2π)3
p/+m

2ǫp
e−iǫp(x

0−y0)+ip·(x−y)

= −
∫

d4p

(2π)4
(p/+m)2πδ[p2 −m2]Θ[+p0]e−ip(x−y)

= −(i∂/+m)

∫

d4p

(2π)4
2πδ[p2 −m2]Θ[+p0]e−ip(x−y) = −(i∂/+m)iD−+(x, y)

iG+−(x, y) = +

∫

d3p

(2π)3
−p/+m

2ǫp
eiǫp(x

0−y0)−ip·(x−y)

= −
∫

d4p

(2π)4
(p/+m)2πδ[p2 −m2]Θ[−p0]e−ip(x−y)

= −(i∂/+m)

∫

d4p

(2π)4
2πδ[p2 −m2]Θ[−p0]e−ip(x−y) = −(i∂/+m)iD+−(x, y)Les expressions pré
édentes permettent d'obtenir les propagateurs G++ et G−− à partir de :

∂/iΘ[±t] = γ0∂0iΘ[±t] = ±
∫

dω

2π

γ0ωe∓iωt

ω + i0
= ±

∫

dω

2π

γ0ωe±iωt

ω − i0
.On a, d'une part,

iΘ[+(x0 − y0)]iG−+(x, y) = −
∫

dω

2π

e−iω(x
0−y0)

ω + i0
(i∂/+m)

∫

d3p

(2π)3
e−iǫp(x

0−y0)+ip·(x−y)

2ǫp

= −
∫

d3pdω

(2π)4
(i∂/ − γ0ω +m)

2ǫp

e−i(ω+ǫp)(x
0−y0)+ip·(x−y)

ω + i0

= −
∫

d4p

(2π)4
(i∂/ − γ0(p0 − ǫp) +m)

2ǫp

e−ip
0(x0−y0)+ip·(x−y)

p0 − ǫp + i0

iΘ[−(x0 − y0)]iG−+(x, y) = +

∫

d4p

(2π)4
(i∂/ + γ0(ǫp − p0) +m)

2ǫp

e−ip
0(x0−y0)+ip·(x−y)

p0 − ǫp − i0
.114



A.1. PROPAGATEURS DANS LE VIDED'autre part, on obtient
iΘ[−(x0 − y0)]iG+−(x, y) = −

∫

dω

2π

eiω(x
0−y0)

ω + i0

(i∂/ +m)

∫

d3p

(2π)3
e+iǫp(x

0−y0)−ip·(x−y)

2ǫp

= −
∫

d3pdω

(2π)4
(i∂/ + γ0ω +m)

2ǫp

ei(ω+ǫp)(x
0−y0)−ip·(x−y)

ω + i0

= −
∫

d4p

(2π)4
(i∂/ − γ0p0 +m)

2ǫp

ei(ǫp−p
0)(x0−y0)−ip·(x−y)

−p0 + i0

= +

∫

d4p

(2π)4
(i∂/ − γ0(p0 + ǫp) +m)

2ǫp

e−ip
0(x0−y0)+ip·(x−y)

p0 + ǫp − i0

iΘ[+(x0 − y0)]iG+−(x, y) = −
∫

d4p

(2π)4
(i∂/ − γ0(ǫp + p0) +m)

2ǫp

e−ip
0(x0−y0)+ip·(x−y)

p0 + ǫp + i0
.En 
onséquen
e, le propagateur de Feynman s'é
rit :

iG++(x, y) = i2Θ[+(x0 − y0)]iG−+(x, y) + i2Θ[−(x0 − y0)]iG+−(x, y)

= i

∫

d4p

(2π)4

(

(i∂/ − γ0(p0 − ǫp) +m)

p0 − ǫp + i0
− (i∂/ − γ0(p0 + ǫp) +m)

p0 + ǫp − i0

)

e−ip
0(x0−y0)+ip·(x−y)

2ǫp

= i(i∂/ +m)

∫

d4p

(2π)4
e−ip

0(x0−y0)+ip·(x−y)

2ǫp

(

1

p0 − ǫp + i0
− 1

p0 + ǫp − i0

)

+γ0i(i∂/ +m)

∫

d4p

(2π)4
e−ip

0(x0−y0)+ip·(x−y)

2ǫp

(

p0 + ǫp
p0 + ǫp − i0

− p0 − ǫp
p0 − ǫp + i0

)

= (i∂/ +m)iD++(x, y)De la même manière, le 
al
ul de G−− donne :
iG−−(x, y) = i2Θ[−(x0 − y0)]iG−+(x, y) + i2Θ[+(x0 − y0)]iG+−(x, y)

= i

∫

d4p

(2π)4

(

(i∂/ +m)

p0 − ǫp − i0
− (i∂/ +m)

p0 + ǫp + i0

)

e−ip
0(x0−y0)+ip·(x−y)

2ǫp

+i

∫

d4p

(2π)4
e−ip

0(x0−y0)+ip·(x−y)

2ǫp

(

+
γ0(ǫp + p0)

p0 + ǫp + i0
− γ0(p0 − ǫp)

p0 − ǫp − i0

)

= (i∂/ +m)iD−−(x, y).En résumé, sur le 
ontour C+ ∪ C− le propagateur 
ausal d'un 
hamp de Dira
 s'é
rit
Ǧ(x, y) =

(

G++ G+−

G−+ G−−

)

= (i∂/ +m)

(

D++ −D+−

−D−+ D−−

)

Ǧ(p) = (p/+m)

(

1
p2−m2+i0

+2iπδ[p2 −m2]Θ[−p0]
+2iπδ[p2 −m2]Θ[+p0] −1

p2−m2−i0

)

.115



ANNEXE A. PROPAGATEURS DU FORMALISME CLOSED TIME PATHA.1.2 Propagateurs physiques dans le videBosons :Les propagateurs retardé Dr, avan
é Da, pro
he Dn et lointain Df s'é
rivent :
Da(p) = D++(p)−D−+(p)

= Pp[ 1

p2 −m2

]

+iπδ[p2 −m2]sgn[p0] = 1

p2 −m2 − sgn[p0].i0
Dr(p) = D++(p)−D+−(p)

= Pp[ 1

p2 −m2

]

−iπδ[p2 −m2]sgn[p0] = 1

p2 −m2 + sgn[p0].i0
Dn(p) =

1

2
[D++(p)−D−−(p)] = ℜ[D++(p)] = Pp[ 1

p2 −m2

]

,

Df (p) =
1

2
[D−+(p)−D+−(p)] = −2iπδ[p2 −m2]sgn[p0].En�n, l'expression du propagateur Dc est

Dc(p) =
1

2i
D++(p) +

1

2i
D−−(p) = ℑ[D++(p)] = −πδ[p2 −m2].En fon
tion de 
es expressions, le propagateur sur le 
ontour C+ ∪ C− s'é
rit alors

Ď(p) =

(

D++(p) D+−(p)
D−+(p) D−−(p)

)

=

(

Dn(p) −Df (p)
Df (p) −Dn(p)

)

+

(

iDc(p) iDc(p)
iDc(p) iDc(p)

)

=

(

1
2{Dr(p) +Da(p)} −1

2{Dr(p)−Da(p)}
1
2{Dr(p)−Da(p)} −1

2{Dr(p) +Da(p)}

)

+

(

iDc(p) iDc(p)
iDc(p) iDc(p)

)Fermions :Les propagateurs retardé Gr, avan
é Ga, pro
he Gn et lointain Gf s'é
rivent :
Ga(p) = G++(p) +G−+(p) = (p/+m)

(Pp[ 1

p2 −m2

]

+iπδ[p2 −m2]sgn[+p0])
=

p/+m

p2 −m2 − sgn[p0] · i0
Gr(p) = G++(p) +G+−(p) = (p/+m)

(Pp[ 1

p2 −m2

]

−iπδ[p2 −m2]sgn[+p0])
=

p/+m

p2 −m2 + sgn[p0] · i0 .
Gn(p) = ℜ[G++(p)] = (p/+m)Pp[ 1

p2 −m2

]

,

Gf (p) =
1

2
[G+−(p)−G−+(p)] = −2iπ(p/+m)δ[p2 −m2]sgn[p0].116



A.2. PROPAGATEURS À TEMPÉRATURE ET DENSITÉ FINIESEn outre, 
es propagateurs peuvent être exprimés au moyen des propagateurs pour les bosonssur le vide via
Ga(x, y) = G++(x, y) +G−+(x, y)

= (i∂/ +m)[D++(x, y)−D−+(x, y)] = (i∂/ +m)Da(x, y)

Gr(x, y) = G++(p)−G+−(p)

= (i∂/ +m)[D++(x, y)−D−+(x, y)] = (i∂/ +m)Dr(x, y)

Gn(x, y) =
Gr(x, y) +Ga(x, y

2
= (i∂/ +m)Dn(x, y)

Gf (x, y) =
Gr(x, y)−Ga(x, y

2
= (i∂/ +m)Df (x, y).En�n, l'expression du propagateur Gc est

Gc(p) =
1

2i
G++(p) +

1

2i
G−−(p) = ℑ[G++(p)] = −π(p/+m)δ[p2 −m2]
'est-à-dire

iGc(x, y) =
1

2
(i∂/ +m)[D++(x, y) +D−−(x, y)] = (i∂/ +m)iDc(x, y).En fon
tion de 
es expressions, le propagateur sur le 
ontour C+ ∪ C− s'é
rit alors

Ǧ(p) =

(

G++(p) G+−(p)
G−+(p) G−−(p)

)

=

(

Gn(p) +Gf (p)
−Gf (p) −Gn(p)

)

+

(

iGc(p) −iGc(p)
−iGc(p) iGc(p)

)

=

(

1
2{Gr(p) +Ga(p)} −1

2{Ga(p)−Gr(p)}
1
2{Ga(p)−Gr(p)} −1

2{Gr(p) +Ga(p)}

)

+

(

iGc(p) −iGc(p)
−iGc(p) iGc(p)

)
'est-à-dirě
G(x, y) = (i∂/+m)

(

D++(x, y) −D+−(x, y)
−D−+(x, y) D−−(x, y)

)

= (i∂/ +m)MĎ(x, y)Mave

M =

(

1̂ 0

0 −1̂

)agissant sur les indi
es du formalisme CTP.A.2 Propagateurs à température et densité �niesOn 
her
he l'expression des propagateurs pré
édents non plus 
omme des amplitudes sur levide mais en tant que moyenne sur un ensemble d'états parti
uliers déterminés par l'intermédiaired'une matri
e densité ρ̂ :
ρ̂ =

e−β(Ĥ−ζN̂)Tre−β(Ĥ−ζQ̂)Les propagateurs sur 
ette moyenne d'ensemble sont déterminés à partir des moyennes des pro-duits d'opérateurs de 
réation et d'annihilation sur 
et ensemble.117



ANNEXE A. PROPAGATEURS DU FORMALISME CLOSED TIME PATHA.2.1 Propagateurs du formalisme de S
hwinger en présen
e d'un environ-nementBoson neutre : 
hamp s
alaire hermitienL'expression d'un 
hamp s
alaire hermitien φ est donnée par la relation
φ(x) =

∫

d3k

(2π)3
1

2ǫk
[a(k)e−i(ǫkx

0−kx) + a†(k)ei(ǫkx
0−kx)]où les opérateurs de 
réation et d'annihilation satisfont les relations de 
ommutation

[a(k), a†(k′)] = 2ǫk(2π)
3δ(3)(k− k′), [a(k), a(k′)] = [a†(k), a†(k′)] = 0. (A.1)Les propagateurs 
ausaux dé�nis sur un environnement s'é
rivent

iD++(x, y) = Tr{ρ̂ T̂[φ(x)φ(y)],
iD−−(x, y) = Tr{ρ̂ T̂∗[φ(x)φ(y)]},
iD+−(x, y) = Tr{ρ̂ φ(y)φ(x)},
iD−+(x, y) = Tr{ρ̂ φ(x)φ(y)}.La tra
e de la matri
e densité est prise égale à 1. Sur l'ensemble 
onsidéré, la moyenne desrelations de 
ommutation (A.1) s'é
rit :

〈[a(k), a†(k′)]〉 = Tr[ρ̂ 2ǫk(2π)
3δ(3)(k− k′)] = 2ǫk(2π)

3δ(3)(k− k′)Tr[ρ̂]
= 2ǫk(2π)

3δ(3)(k− k′),

〈[a(k), a(k′)]〉 = 0,

〈[a†(k), a†(k′)]〉 = 0.On 
al
ule les moyennes de produits d'opérateurs de 
réation et d'annihilation à partir d'unspe
tre dis
ret dont on prend, in �ne, la limite 
ontinue. Pour un tel spe
tre, les relations de
ommutation (A.1) s'é
rivent
[ak, a

†
p] = δk,p, [ak, ap] = [a†k, a

†
p] = 0.Dans 
e 
ontexte, la fon
tion de partition Z d'un système libre s'é
rit :

Z = Tre−βH =
∑

{n}

〈{n}|e−β
∑

k ǫka
†
kak |{n}〉 =

∑

n1

〈n1|e−βǫ1n1 |n1〉 × · · · ×
∑

n∞

〈n∞|e−βǫ∞n∞ |n∞〉

=
∏

k

Trke−βǫknk =
∏

k

∞
∑

n=0

e−βǫkn =
∏

k

1

1− e−βǫkLe nombre moyen d'o

upation nk ≡ 〈a†(k)a(k)〉 des états d'énergie ǫk peut être déterminé àpartir de Z :
nk =

∂ lnZ

∂βǫk
=

1

eβǫk − 1
.118



A.2. PROPAGATEURS À TEMPÉRATURE ET DENSITÉ FINIESLes moyennes 〈a†ka†p〉 et 〈akap〉 sont nulles puisque les produits akap et a†ka†p ne 
onservent pas lenombre de parti
ules. En outre,
〈a†kap〉 =

∑

{n}

〈{n}|e−β
∑

k ǫka
†(k)a(k)a†kap|{n}〉

=
∑

{n}

∑

{m}

〈{n}|e−β
∑

k ǫka
†(k)a(k)|{m}〉 〈{m}|a†kap|{n}〉Les termes non nuls du premier élément de matri
e 
orrespondent à 
eux pour lesquels |{m}〉 =

|{n}〉. Par 
onséquent le se
ond terme s'é
rit sous la forme 〈{n}|a†kap|{n}〉 et n'est non nul quelorsque k = p :
〈a†kap〉 = δk,pnk.La limite 
ontinue 
onsiste à prendre V → ∞ et ainsi à 
hanger les opérateurs et le symbole deKrone
her selon les relations

ak ∼>
a(k)√
2ǫkV

, a†k ∼>
a†(k)√
2ǫkV

, δk,p ∼>
(2π)3

V
δ(3)[k− p]où V désigne le volume 
ontenant les parti
ules. Ces relations permettent ainsi de déduire lesmoyennes 
ontinues :

〈a†(k)a(k′)〉 = Tr[ρ̂ a†(k)a(k′)] = 2ǫk(2π)
3δ(3)(k− k′)nk,

〈a(k)a†(k)′)〉 = 〈[a(k), a†(k′)]〉 − 〈a†(k′)a(k)〉 = 2ǫk(2π)
3δ(3)(k− k′)(1 + nk),

〈a†(k)a†(k′)〉 = 〈a(k)a(k′)〉 = 0.Les moyennes d'ensemble des produits d'opérateurs de 
réation et d'annihilation permettentd'obtenir l'expression des propagateurs. Tout d'abord, on 
al
ul
iD−+(x, y) = Tr{ρ̂ φ(x)φ(y)}

=

∫

d3k

(2π)3
d3p

(2π)3
1

4ǫkǫp
Tr(ρ̂ [a(k)e−i(ǫkx

0−kx) + a†(k)ei(ǫkx
0−kx)]

[a(p)e−i(ǫpy
0−py) + a†(p)ei(ǫpy

0−py)]

)

=

∫

d3k

(2π)3
d3p

(2π)3
1

4ǫkǫp

(

〈a(k)a(p)〉e−i(ǫkx0−kx)−i(ǫpy0−py) + 〈a†(k)a(p)〉ei(ǫkx0−kx)−i(ǫpy0−py)

+〈a(k)a†(p)〉e−i(ǫkx0−kx)+i(ǫpy0−py) + 〈a†(k)a†(p)〉ei(ǫkx0−kx)+i(ǫpy0−py)
)119



ANNEXE A. PROPAGATEURS DU FORMALISME CLOSED TIME PATHCompte tenu des moyennes d'ensemble, 
e propagateur s'é
rit
iD−+(x, y) =

∫

d3k

(2π)3
d3p

(2π)3
1

4ǫkǫp
(2π)32ǫpδ

(3)[k− p]

[

nk e
i(ǫk(x

0−y0)−k·(x−y))

+(1 + nk)e
−i(ǫk(x

0−y0)−k·(x−y))

]

=

∫

d3k

(2π)3
1

2ǫk

[

nke
i(ǫk(x

0−y0)−k·(x−y)) + (1 + nk)e
−i(ǫk(x

0−y0)−k·(x−y))

]

=

∫

d3k

(2π)3
1

2ǫk
e−i(ǫk(x

0−y0)−k·(x−y)) +

∫

d3k

(2π)3
nk
2ǫk

[

ei(ǫk(x
0−y0)−k·(x−y)) + e−i(ǫk(x

0−y0)−k·(x−y))

]Le premier terme de 
ette expression est indépendant de la température et 
orrespond au 
al
uldu propagateur dans le vide ; on le note iD−+vac (x, y). Le se
ond terme, iDenv(x, y), 
ontient toutela dépendan
e en température :
iDenv(x, y) =

∫

d4k

(2π)4
nk 2πδ[k2 −m2]e−ik(x−y).De la même façon, le 
al
ul du propagateur sur les fréquen
es négatives s'é
rit en fon
tion desmoyennes d'ensemble des produits d'opérateurs de 
réation et d'annihilation. Son expression
orrespond à

iD+−(x, y) = Tr{ρ̂ φ(y)φ(x)}
=

∫

d3k

(2π)3
d3p

(2π)3
1

4ǫkǫp

(

〈a†(p)a(k)〉ei(ǫpy0−py)−i(ǫkx0−kx) + 〈a(p)a†(k)〉e−i(ǫpy0−py)+i(ǫkx0−kx)
)

=

∫

d3k

(2π)3
1

2ǫk

(

nke
i(ǫk(y

0−x0)−k(y−x)) + (1 + nk)e
−i(ǫk(y

0−x0)−k(y−x))

)

=

∫

d3k

(2π)3
1

2ǫk
e−i(ǫk(y

0−x0)−k(y−x)) +

∫

d3k

(2π)3
nk
2ǫk

(

e−iǫk(x
0−y0)−ik(x−y)) + eiǫk(x

0−y0)+ik(x−y))

)

.La partie indépendante de la température est, à nouveau, la même que 
elle 
al
ulée pour l'am-plitude sur le vide. La partie dépendante de la température est identique à 
elle de iD+−. Par
onséquent, les propagateurs iD++ et iD−− s'é
rivent :
iD++(x, y) = Θ[x0 − y0]iD−+(x, y) + Θ[x0 − y0]iD−+(x, y)

= Θ[x0 − y0]iD−+vac (x, y) + Θ[x0 − y0]iD−+vac (x, y) + iDenv(x, y)

= iD++
vac (x, y) + iDenv(x, y)

iD−−(x, y) = iD−−vac (x, y) + iDenv(x, y).Ainsi, les propagateurs Dσσ′ s'é
rivent tous 
omme la somme de leur expression sur le vide etd'une partie dépendante de la température Denv. En outre, 
ette dernière est la même pourtoutes les fon
tions à deux points. En résumé, le propagateur sur le 
ontour C+ ∪ C− s'é
rit :
Ď(p) =

(

D++
vac (p) D+−

vac (p)
D−+vac (p) D−−vac (p)

)

+

(

Denv(p) Denv(p)
Denv(p) Denv(p)

)

= Ďvac(p) + ĎT (p)

=

(

1
p2−m2+i0 −2iπδ[p2 −m2]Θ[−p0]

−2iπδ[p2 −m2]Θ[+p0] −1
p2−m2−i0

)

− 2iπδ[p2 −m2]np

(

1 1
1 1

)120



A.2. PROPAGATEURS À TEMPÉRATURE ET DENSITÉ FINIESen fon
tion de la distribution de Bose-Einstein np = [eβǫp − 1]−1.Boson 
hargé : 
hamp s
alaire non-hermitienOn applique les mêmes développements à un 
hamp non-hermitien. Ce dernier s'é
rit
ϕ(x) =

∫

d3k

(2π)3
1

2ǫk
[a(k)e−i(ǫkx

0−kx) + b†(k)ei(ǫkx
0−kx)].dont les seules relations de 
ommutation non nulles véri�ées par les opérateurs sont :

[a(k), a†(k′)] = [b(k), b†(k′)] = (2π)32ǫkδ
(3)(k− k′).Les propagateurs 
ausaux sont dé�nis par les relations

iD++(x, y) = Tr{ρ̂ T̂[ϕ(x)ϕ†(y)],
iD−−(x, y) = Tr{ρ̂ T̂∗[ϕ(x)ϕ†(y)]},
iD+−(x, y) = Tr{ρ̂ ϕ†(y)ϕ(x)},
iD−+(x, y) = Tr{ρ̂ ϕ(x)ϕ†(y)}.Comme pré
édemment, le 
al
ul des moyennes d'ensemble est fait pour un spe
tre dis
ret :

[ak, a
†
p] = [bk, b

†
p] = δk,p. En outre, on introduit les nombres de 
harges

N̂a,k = a†(k)a(k), N̂b,k = b†(k)b(k).La fon
tion de partition du système s'é
rit
Z = Tre−β(Ĥ−ζQ̂) =

∑

{n}

〈{n}| exp[−β
∑

k

{ǫk(a†kak + b†kbk)− ζ(a†kak − b†kbk)}]|{n}〉

=
∑

{n}

〈{n}| exp[−β
∑

k

{(ǫk − ζ)a†kak + (ǫk + ζ)b†kbk)}]|{n}〉

=
∏

k

Trk exp[−β(ǫk − ζ)Na,k]
∏

k

Trk exp[−β(ǫk + ζ)Nb,k)]

=
∏

k

1

1− e−β(ǫk−ζ)

∏

k

1

1− e−β(ǫk+ζ)121



ANNEXE A. PROPAGATEURS DU FORMALISME CLOSED TIME PATHDans les expressions qui pré
èdent, Trk désigne la tra
e sur tous les états à N parti
ules pourune valeur �xe de l'impulsion k. Les nombres d'o

upation moyens sont don
 obtenus via
n−p = 〈a†pap〉 = Tr[ρ̂ a†pap]

=
1

Z

∑

{n}

〈{n}| exp[−β
∑

k

{(ǫk − ζ)N̂a,k + (ǫk + ζ)N̂b,k)}]N̂a,p|{n}〉

=
1

Z
Trpe−β{(ǫk−ζ)N̂a,kN̂a,p]

∏

k 6=p

Trke−β(ǫk+ζ)N̂a,k)
∏

k

Trke−β(ǫk+ζ)N̂b,k)

=
Trp[e−β(ǫk−ζ)N̂a,kN̂a,p]Trp[e−β(ǫk−ζ)N̂a,k ]

=

∑

n ne
−β(ǫk−ζ)n

∑

n e
−β{(ǫk−ζ)n

= −
∂

∂β(ǫp−ζ)

∑

n e
−β(ǫk−ζ)n

[1− e−β(ǫk−ζ)]−1

= −
∂

∂β(ǫp−ζ)
[1− e−β(ǫk−ζ)]−1

[1− e−β(ǫk−ζ)]−1
=
e−β(ǫk−ζ)[1− e−β(ǫk−ζ)]−2

[1− e−β(ǫk−ζ)]−1
=

e−β(ǫk−ζ)

1− e−β(ǫk−ζ)

=
1

eβ(ǫk−ζ) − 1et, de la même façon, par
n+p = 〈b†pbp〉 =

1

eβ(ǫp+ζ) − 1
.Pour des impulsions di�érentes, on obtient les résultats suivants (de la même manière que dansle 
as du 
hamp hermitien) :

〈a†pak〉 = δp,k n
−
p , 〈b†pbk〉 = δp,k n

+
p ,et 
omme 
onséquen
e des relations de 
ommutation, les expressions pré
édentes 
onduisent à :

〈apa†k〉 = 〈[ap, a†k]〉+ 〈a†kap〉 = δp,k[1 + n−p ], 〈bpb†k〉 = δp,k[1 + n+p ].En�n, on peut aisément véri�er que toutes les autres moyennes sont né
essairement nulles (non
onservation du nombre de 
harges sur 
haque se
teur). La limite 
ontinue des valeurs moyennespré
édentes 
orrespond aux égalités suivantes :
〈a†(p)a(k)〉 = (2π)32ǫkδ

(3)(p− k)n−k , 〈a(k)a†(p)〉 = (2π)32ǫkδ
(3)(p− k)[1 + n−k ],

〈b†(p)b(k)〉 = (2π)32ǫkδ
(3)(p− k)n+k , 〈b(k)b†(p)〉 = (2π)32ǫkδ

(3)(p− k)[1 + n+k ],les autres moyennes restant nulles. Le 
al
ul de D−+ donne :
iD−+(x, y) = Tr{ρ̂ ϕ(x)ϕ†(y)}

=

∫

d3k

(2π)3
d3p

(2π)3
1

4ǫkǫp

[

〈a(k)a†(p)〉e−i(ǫkx0−kx)+i(ǫpy0−py) + 〈b†(k)b(p)〉ei(ǫkx0−kx)−i(ǫpy0−py)
]

=

∫

d3k

(2π)3
1

2ǫk

[

[1 + n−k ]e
−i[ǫk(x

0−y0)−k(x−y)] + n+k e
i[ǫk(x

0−y0)−k(x−y)]

]

=

∫

d4k

(2π)4
2πδ[k2 −m2]Θ[k0]e−ik(x−y)

+

∫

d4k

(2π)4
2πδ[k2 −m2]e−ik(x−y)

[

n−k Θ[+k0] + n+k Θ[−k0]
]122



A.2. PROPAGATEURS À TEMPÉRATURE ET DENSITÉ FINIESDe même pour le propagateur D+− :
iD+−(x, y) = Tr{ρ̂ ϕ†(y)ϕ(x)}

=

∫

d3k

(2π)3
d3p

(2π)3
1

4ǫkǫp
[〈a†(p)a(k)〉e−i(ǫkx0−kx)e+i(ǫpy0−py) + 〈b(p)b†(k)〉ei(ǫkx0−kx)e−i(ǫpy0−py)]

=

∫

d3k

(2π)3
1

2ǫk
[n−k e

−i[ǫk(x
0−y0)−k(x−y)] + [1 + n+k ]e

i[ǫk(x
0−y0)−k(x−y)]

=

∫

d4k

(2π)4
2πδ[k2 −m2]Θ[−k0]e−ik(x−y)

+

∫

d4k

(2π)4
2πδ[k2 −m2]e−ik(x−y)

[

n−k Θ[+k0] + n+k Θ[−k0]
]Les 
ontributions indépendantes de la température sont don
 exa
tement les mêmes que 
elles
al
ulées sur le vide ; les propagateurs iD+− et iD−+ ont la même dépendan
e en température :

D+− = D+−
vac +Denv, D−+ = D−+vac +Denv.Par 
onséquent, les expressions des propagateurs D++ et D−− sont également données par :

D++ = D++
vac +Denv, D−− = D−−vac +Denv.En résumé, le propagateur d'un 
hamp non-hermitien sur le 
ontour C+∪C− a la même expressionque 
elle obtenue pour les bosons neutres en remplaçant la distribution de Bose-Einstein parl'expression (n−k Θ[+k0] + n+k Θ[−k0]) où n±k = [exp(β(ǫk ± ζ))− 1]−1.Fermions :On applique la même démar
he à l'opérateur de 
hamp

ψ(x) =

∫

d3k

(2π)3
m

ǫk

∑

α=1,2

[bα(k)u
(α)(k)e−i(ǫkx

0−k·x) + d†α(k)v
(α)(k)e+i(ǫkx

0−k·x)]où les seules relations d'anti-
ommutation non nulles véri�ées par les opérateurs de 
réation etd'annihilation s'é
rivent
{bα(k), b†β(p)} = {dα(p), d†β(p)} = (2π)3

ǫk
m
δα,βδ(k − p).Les propagateurs 
ausaux sont dé�nis sur un environnement par les relations

iG++(x, y) = Tr{ρ̂ T̂[ψ(x)ψ̄(y)],
iG−−(x, y) = Tr{ρ̂ T̂∗[ψ(x)ψ̄(y)]},
iG+−(x, y) = Tr{ρ̂ ψ̄(y)ψ(x)},
iG−+(x, y) = −Tr{ρ̂ ψ(x)ψ̄(y)}.123



ANNEXE A. PROPAGATEURS DU FORMALISME CLOSED TIME PATHPour un spe
tre dis
ret, les relations d'anti-
ommutation non nulles s'é
rivent {bα,k, b†β,p} =

{dα,k, d†β,p} = δα,βδk,p. En outre, la limite 
ontinue est obtenue en remplaçant les variablesdis
rètes selon les relations
δk,p ∼>

(2π)3

V
δ(3)(k− p), bα,k ∼>

√

m

ǫkV
bα(k), dα,k ∼>

√

m

ǫkV
dα(k),puis en faisant tendre le volume V 
ontenant les parti
ules vers l'in�ni. En�n, on introduit lesnombres de 
harges N̂b,k,α = b†α,kbα,k et N̂d,k,α = d†α,kdα,k. Le Hamiltonien Ĥ de fermions libreset la 
harge totale Q̂ s'é
rivent :

Ĥ =
∑

k

ǫk
∑

α=1,2

[b†α,kbα,k + d†α,kdα,k], Q̂ =
∑

k

∑

α=1,2

[b†α,kbα,k − d†α,kdα,k].À partir des grandeurs pré
édentes, le 
al
ul de la fon
tion de partition Z 
onduit à :
Z = Tre−β(Ĥ−ζQ̂)

=
∑

{n}

〈{n}| exp[−β
∑

k

∑

α=1,2

[(ǫk − ζ)b†α,kbα,k + (ǫk + ζ)d†α,kdα,k]}]|{n}〉

=
∏

k,α

Trk,α exp[−β(ǫk − ζ)N̂b,k,α]
∏

k,α

Trk,α exp[−β(ǫk + ζ)N̂d,k,α)]

=
∏

k,α

∑

n=0,1

exp[−β(ǫk − ζ)n]
∏

k,α

∑

n=0,1

exp[−β(ǫk + ζ)n]

=
∏

k,α

(

1 + exp[−β(ǫk − ζ)]

)

∏

k,α

(

1 + exp[−β(ǫk + ζ)]

)Trk,α désigne la tra
e sur les états à N parti
ules pour une impulsion k et un spin α �xe. Le
al
ul des nombres d'o

upation moyens donne :
n−p = 〈b†β,pbβ,p〉 = Tr[ρ̂ b†β,pbβ,p]

=
1

Z

∑

{n}

〈{n}| exp[−β
∑

k

∑

α

{(ǫk − ζ)N̂b,k,α + (ǫk + ζ)N̂d,k,α}]N̂b,k,β|{n}〉

=
1

Z
Trp,β[e−β(ǫk−ζ)N̂b,k,β N̂b,k,β]Trp,α6=β[e−β(ǫk−ζ)N̂b,k,α ]

∏

k 6=p,α

Trk,αe−β(ǫk−ζ)N̂b,k,α
∏

k,α

Trk,αe−β(ǫk+ζ)N̂d,k,α

=
Trp,β[e−β(ǫk−ζ)N̂b,k,βN̂b,k,β]Trp,β[e−β(ǫk−ζ)N̂b,k,β ]

=
e−β(ǫk−ζ)

1 + e−β(ǫk−ζ)
'est-à-dire �nalement
n−p =

1

1 + eβ(ǫk−ζ)
et n+p = 〈d†β,pdβ,p〉 =

1

1 + eβ(ǫk+ζ)
.En outre, on peut montrer de la même manière que

〈b†α,kbβ,p〉 = δk,pδα,βn
−
k , 〈d†α,kdβ,p〉 = δk,pδα,βn

+
k124



A.2. PROPAGATEURS À TEMPÉRATURE ET DENSITÉ FINIESCes résultats 
onduisent aux expressions :
〈bβ,pb†α,k〉 = 〈{bβ,p, b†α,k}〉 − 〈b†α,kbβ,p〉 = δk,pδα,β[1− n−k ]

〈bβ,pb†α,k〉 = δk,pδα,β [1− n+k ].Toutes les autres moyennes sont nulles. L'expression 
ontinue des moyennes non nulles est
〈b†α(k)bβ(p)〉 = (2π)3

m

ǫk
δ(3)(k− p)δα,β n

−
k ,

〈bβ(p)b†α(k)〉 = (2π)3
m

ǫk
δ(3)(k− p)δα,β [1− n−k ],

〈d†α(k)dβ(p)〉 = (2π)3
m

ǫk
δ(3)(k− p)δα,β n

+
k ,

〈dβ(p)d†α(k)〉 = (2π)3
m

ǫk
δ(3)(k− p)δα,β [1− n+k ].Ces moyennes permettent le 
al
ul des propagateurs :

iG−+(x, y) = −Tr[ρ̂ψ(x)ψ̄(y)]
= −

∫

d3pd3q

(2π)6
m2

ǫqǫp

∑

α,β

(

〈bα(p)b†β(q)〉u(α)(p)ū(β)(q)e−i(ǫpx
0−p·x)e+i(ǫqy

0−k·y)

+〈d†α(p)dβ(q)〉v(α)(k)v̄(β)(q)e+i(ǫpx
0−p·x)e−i(ǫqy

0−q·y)

)

= −
∫

d3p

(2π)3
1

2ǫp

(

[1− n−p ](p/+m)e−i(ǫp(x
0−y0)−p·(x−y) + n+p (p/−m)e+i(ǫp(x

0−y0)−p·(x−y)

)

= −
∫

d3p

(2π)3
1

2ǫp
(p/+m)e−i(ǫp(x

0−y0)−p·(x−y)

+

∫

d3p

(2π)3
1

2ǫp

(

n−p (p/+m)e−i(ǫp(x
0−y0)−p·(x−y) + n+p (−p/+m)e+i(ǫp(x

0−y0)−p·(x−y)

)

= −
∫

d3p

(2π)3
2πδ[p2 −m2]Θ[p0](p/+m)e−ip(x−y)

+

∫

d3p

(2π)3
2πδ[p2 −m2]Θ[p0]

(

n−p (p/+m)e−ip(x−y) + n+p (−p/+m)e+i(p(x−y)
)

= −(i∂/+m)

∫

d3p

(2π)3
2πδ[p2 −m2]Θ[p0]e−ip(x−y)

+

∫

d3p

(2π)3
(p/+m)2πδ[p2 −m2]e−ip(x−y)(n−p Θ[p0] + n+p Θ[p0])

= −(i∂/+m)

∫

d3p

(2π)3
2πδ[p2 −m2]Θ[p0]e−ip(x−y)

+(i∂/+m)

∫

d3p

(2π)3
2πδ[p2 −m2]e−ip(x−y)(n−p Θ[p0] + n+p Θ[p0]).125



ANNEXE A. PROPAGATEURS DU FORMALISME CLOSED TIME PATHLe propagateur iG−+ s'é
rit don
 
omme la di�éren
e d'un terme égal à la fon
tion à deux pointssur le vide iG−+vac et d'une partie dépendante de la température iGenv :
iG−+(x, y) = iG−+vac (x, y)− iGenv(x, y)ave
 :

iG−+vac(x, y) = −(i∂/ +m)iD−+vac (x, y),

iGenv(x, y) = −(i∂/ +m)

∫

d3p

(2π)3
2πδ[p2 −m2]e−ip(x−y)(n−k Θ[p0] + n+k Θ[p0]).En outre, iGenv(x, y) = −(i∂/ + m)Denv(x, y) en remplaçant les distributions de Bose-Einsteinpar 
elles de Fermi dans l'expression de Denv. Pour obtenir l'expression de G+−, on 
ommen
epar 
al
uler la transposée sur les spineurs de son expression :Tr[ρ̂ ψ̄(y)ψ(x)]tr =

∫

d3pd3q

(2π)6
m2

ǫqǫp

∑

α,β

Tr(ρ̂[b†β(q)ū(β)(q)e+i(ǫqy0−k·y) + dβ(q)v̄
(β)(q)e−i(ǫqy

0−q·y)]

[bα(p)u
(α)(p)e−i(ǫpx

0−p·x) + d†α(p)v
(α)(k)e+i(ǫpx

0−p·x)]

)tr

=

∫

d3pd3q

(2π)6
m2

ǫqǫp

∑

α,β

[

〈b†β(q)bα(p)〉ū(β)(q)u(α)(p)e+i(ǫqy
0−k·y)−i(ǫpx0−p·x)

+〈dβ(q)bα(p)〉v̄(β)(q)u(α)(p)e−i(ǫqy
0−q·y)−i(ǫpx0−p·x)

+〈b†β(q)d†α(p)〉ū(β)(q)v(α)(k)e+i(ǫqy
0−k·y)+i(ǫpx0−p·x)

+〈dβ(q)d†α(p)〉v̄(β)(q)v(α)(k)e−i(ǫqy
0−q·y)+i(ǫpx0−p·x)

]tr

=

∫

d3pd3q

(2π)6
m2

ǫqǫp

∑

α,β

[

〈b†β(q)bα(p)〉u(α)(p)ū(β)(q)e+i(ǫqy
0−k·y)−i(ǫpx0−p·x)

+〈dβ(q)d†α(p)〉v(α)(k)v̄(β)(q)e−i(ǫqy
0−q·y)+i(ǫpx0−p·x)

]

=

∫

d3p

(2π)3
1

2ǫp

[

n−p (p/+m)e−i[ǫp(x
0−y0)−p·(x−y)] + [1− n+p ](k/ −m)e+i[ǫp(x

0−y0)−p·(x−y)]

]

=

∫

d4p

(2π)4
2πδ(p2 −m2)Θ(p0)(p/−m)e+ip(x−y)

+

∫

d4p

(2π)4
2πδ(p2 −m2)Θ(p0)

[

n−p (k/+m)e−ip(x−y) + n+p (−k/+m)e+ip(x−y)
]

= −
∫

d4p

(2π)4
2πδ(p2 −m2)Θ(−p0)(p/+m)e−ip(x−y)

+

∫

d4p

(2π)4
2πδ(p2 −m2)(k/ +m)e−ip(x−y)[n−p Θ(p0) + n+p Θ(−p0)]126
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Tr[ρ̂ ψ̄(y)ψ(x)]tr = −(i∂/ +m2)

∫

d4p

(2π)4
2πδ(p2 −m2)Θ(−p0)e−ip(x−y)

+(i∂/ +m2)

∫

d4p

(2π)4
2πδ(p2 −m2)e−ip(x−y)[n−p Θ(p0) + n+p Θ(−p0)]Par 
onséquent :

G+−(x, y) = Tr[ρ̂ ψ̄(y)ψ(x)]tr = −(i∂/ +m2)D+−(x, y)− iGenv(x, y).En�n, les propagateurs G++ et G−− se déduisent des relations pré
édentes et leurs expressionsvalent :
G++(x, y) = −Θ[x0 − y0]G−+(x, y)−Θ[y0 − x0]G+−(x, y) = G++

vac (x, y) + iGenv(x, y)

G−−(x, y) = −Θ[y0 − x0]G−+(x, y)−Θ[x0 − y0]G+−(x, y) = G++
vac (x, y) + iGenv(x, y).En résumé, le propagateur sur le 
ontour C+ ∪ C− s'é
rit :

Ǧ(p) =

(

G++
vac(p) G+−

vac(p)
G−+vac(p) G−−vac(p)

)

+

(

Genv(p) −Genv(p)
−Genv(p) Genv(p)

)

= (p/+m)

(

1
p2−m2+i0

+2iπδ[p2 −m2]Θ[−p0]
+2iπδ[p2 −m2]Θ[+p0] −1

p2−m2−i0

)

+2iπ(p/ +m)δ[p2 −m2](n−p Θ[+p0] + n+p Θ[−p0])
(

1 −1
−1 1

)en fon
tion des distributions n±p = [eβ(ǫp±ζ) + 1]−1.A.2.2 Propagateurs physiques en présen
e d'un environnementBosons :Les propagateurs physiques peuvent s'é
rire 
omme des 
ombinaisons linéaires des fon
tionsde Green Dσσ′ . Comme 
es dernières présentent toutes la même expression au niveau de leurpartie thermique, à savoir Denv, les propagateurs physiques, dé�nis par une di�éren
e de telspropagateurs 
ausaux, seront ainsi toujours indépendants de la température : 
'est le 
as de tousles propagateurs sauf Dc. Ainsi, les quantités indépendantes de la température sont :
Da(p) = D++(p)−D−+(p) = Da

vac(p) =
1

p2 −m2 − sgn[p0].i0 ,
Dr(p) = D++(p)−D+−(p) = Dr

vac(p) =
1

p2 −m2 + sgn[p0].i0 ,
Dn(p) =

1

2
[D++(p)−D−−(p)] = Dn

vac(p) = Pp[ 1

p2 −m2

]

,

Df (p) =
1

2
[D−+(p)−D+−(p)] = Df

vac(p) = −iπδ[p2 −m2]sgn[p0].127



ANNEXE A. PROPAGATEURS DU FORMALISME CLOSED TIME PATHCes expressions 
orrespondent à 
elles des propagateurs sur le vide. Le seul propagateur dépen-dant de la température est Dc. Il s'é
rit :
2iDc(p) = D++(p) +D−−(p) = D++

vac (p) +D−−vac (p) + 2Denv(p)

= −2iπδ[p2 −m2](1 + 2n−p Θ[p0] + 2n+p Θ[−p0])
= −2iπδ[p2 −m2](1 + 2n−p )Θ[p0]− 2iπδ[p2 −m2](1 + 2n+p )Θ[−p0])ave
 n±p = [exp[β(ǫp ± ζ)]− 1]−1. Or, en notant E±p = ǫp ± ζ, on a

1 + 2n±p =
eβE

±
p + 1

eβE
±
p − 1

=
eβE

±
p /2 + e−βE

±
p /2

eβE
±
p /2 − e−βE

±
p /2

= 
otanh[βE±p
2

] = 
otanh[βǫp
2

± βζ)

2
],Cette expression 
orrespond au rapport entre les distributions de Fermi et de Bose-Einstein.Finalement, Dc s'é
rit

Dc(p) = −πδ[p2 −m2]
otanh[β(ǫp − sgn(p0)ζ)
2

]et plus parti
ulièrement, lorsque ζ → 0, le propagateur Dc se réduit à
Dc(p) = −πδ[p2 −m2]
otanh[βǫp

2
].Fermions :De même que pré
édemment, les propagateurs retardé Gr, avan
é Ga, pro
he Gn et lointain

Gf sont indépendants de la température. Ils s'é
rivent :
Ga(p) = G++(p) +G−+(p) = Gavac(p) =

p/+m

p2 −m2 − sgn[p0] · i0
Gr(p) = G++(p)−G+−(p) = Grvac(p) =

p/+m

p2 −m2 + sgn[p0] · i0 .
Gn(p) = G++(p)−G−−(p) = (p/+m)Pp[ 1

p2 −m2

]

,

Gf (p) = −G−+(p) +G+−(p) = −2iπ(p/ +m)δ[p2 −m2]sgn[p0].À nouveau, le seul propagateur dépendant de la température est Gc dont l'expression est
2iGc(p) = G++(p) +G−−(p) = −(p/+m)2iπδ[p2 −m2]

[

1− 2n−p Θ[p0] + 2n+p Θ[−p0]
]

= −(p/+m)

(

2iπδ[p2 −m2](1 − 2n−p )Θ[p0] + 2iπδ[p2 −m2](1− 2n+p )Θ[−p0]
)En posant E±p = ǫp ± ζ, on a

1− 2n±p =
eβE

±
p − 1

eβE
±
p + 1

= tanh[
βE±p
2

] = tanh[
βǫp
2

± βζ)

2
].128



A.2. PROPAGATEURS À TEMPÉRATURE ET DENSITÉ FINIESCette expression 
orrespond ainsi au rapport inverse de 
elui 
al
ulé dans la partie traitant desbosons. L'expression �nale de Gc(p) est don

Gc(p) = −(p/+m)πδ[p2 −m2] tanh

[

β(ǫp − sgn(p0)ζ)
2

]et, pour ζ → 0, on a
Gc(p) = −(p/+m)πδ[p2 −m2] tanh[

βǫp
2

].
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Annexe BA
tions e�e
tives et tenseur depolarisationCette annexe regroupe la plupart des développements né
essaires à la détermination deséquations du mouvement gouvernant les moyennes 
al
ulées pour un système 
omposé d'un
hamp éle
tromagnétique en présen
e de di�érentes 
harges. Dans une première partie, le 
al
uldes di�érentes fon
tionnelles étudiées est détaillé dont notamment 
elui des a
tions e�e
tives.Dans une deuxième partie, les propriétés et dé�nitions relatives au tenseur de polarisation, ainsique 
elles de l'énergie propre, sont synthétisées. En�n, dans la dernière partie de 
ette annexe,le tenseur de polarisation est 
al
ulé dans le vide ou en présen
e d'un environnement (au sensd'un réservoir de 
haleur et de parti
ules).NotationsLes symboles propres à la stru
ture du formalisme CTP sont omis : les di�érentes variablesdynamiques, ainsi que les sour
es, é
rites sans indi
e désignent leur stru
ture sur le 
ontour
C+∪C− tandis qu'une grandeur dé�nie suivant une de 
es bran
hes présente toujours un indi
e :

ψτ =

(

ψ+
τ

ψ−τ

)

, ψ̄τ =

(

ψ̄+
τ

ψ̄−τ

)

, A =

(

A+

A−

)

, j =

(

j+

j−

)

, aτ =

(

a+τ
a−τ

)

.Les propagateurs suivent les mêmes 
onventions. En outre, on dé�nit les matri
es suivantesagissant sur les di�érentes bran
hes du 
ontour C+ ∪ C− :
1̌ =

(

1 0
0 1

)

, σ̌ =

(

1 0
0 −1

)où les symboles de stru
ture sont ex
eptionnellement maintenus par sou
is de 
larté. En�n, lesinverses de propagateurs sont dé�nis en tenant 
ompte des 
onditions de bord du formalismeCTP (intégration du degré de liberté refermant le 
ontour) ainsi que de la présen
e éventuelled'un réservoir de 
haleur et de parti
ules. 131



ANNEXE B. ACTIONS EFFECTIVES ET TENSEUR DE POLARISATIONB.1 Cal
ul des fon
tionnellesOn 
onsidère un système 
onstitué par un 
hamp éle
tromagnétique en présen
e de di�érentessaveurs de 
harges eτ . Éventuellement, une partie des 
es 
harges peut être laissée spe
tatri
e.Le système étudié est globalement neutre dans la limite thermodynamique. En outre, 
e systèmepeut être en 
onta
t d'un réservoir de 
harges et de 
haleur : l'expression de l'in�uen
e d'untel environnement est 
ontenue dans 
elle des propagateurs utilisés. Les observables re
her
hés
orrespondent à la valeur moyenne in-in du 
hamp éle
tromagnétique ainsi qu'à 
elle des di�é-rents 
ourants de 
harges : 
es quantités sont déduites des 
hamps et des sour
es e�e
tifs leur
orrespondant dans la limite où l'unitarité (au sens du formalisme CTP - 
f 
hapitre 3) estimposée à 
es termes.B.1.1 Approximation à une bou
leAu système étudié 
orrespond la fon
tionnelle génératri
e suivante :
e

i
~
W [a,j] =

∫
[

∏

τ

D[ψτ ]D[ψ̄τ ]

]

D[A] exp

{

i
∑

τ

∑

σ,σ′

ψ̄στ [(G
−1
0,τ )

σσ′ + δσσ
′

(a/στ − eτσA/
σ)]ψσ

′

τ

+
i

2
AD−10 A+ ijA + i

∑

τ

eτΘτ ·A− i
∑

τ

Θτ σ̌ · aτ
}

=

∫

D[A] exp

{

∑

τ

Tr ln[G−10,τ +

(

a/+τ − eτA/
+ 0

0 a/−τ + eτA/
−

)]

+
i

2
AD−10 A+ ijA

+i
∑

τ

eτΘτ ·A− i
∑

τ

Θτ σ̌ · aτ
}

=

∫

D[A] exp

{

∑

τ

Tr lnG−10,τ [aτ ] +
∑

τ

Tr ln[1̌− eτG0,τ [aτ ]σ̌

(

A/+ 0
0 A/−

)]

+
i

2
AD−10 A+ ijA + i

∑

τ

eτΘτ ·A− i
∑

τ

Θτ σ̌ · aτ
}ave
 :

G−10,τ [aτ ] = G−10,τ +

(

a/+τ 0
0 a/−τ

)

, G0,τ [aτ ] =

[

G−10,τ +

(

a/+τ 0
0 a/−τ

)]−1

.Dans la fon
tionnelle génératri
e pré
édente, a été introduite une densité de 
harge extérieure
lassique et homogène Θτ pour 
haque saveur τ . En outre, 
elles-
i sont alors doublées poursatisfaire les règles du formalisme 
losed time path. Ces densités permettent d'annuler (simple-ment) les divergen
es IR propres aux intera
tions éle
tromagnétiques en rendant neutre le gaz de
harges dans la limite thermodynamique sans toutefois modi�er les propriétés de polarisation dumilieu 1 : 
on
rètement, 
omme nous le verrons par la suite, 
es densités permettent d'éliminerles tadp�les qui sont responsables de 
es divergen
es à longues distan
es.1. Les propriétés de polarisation du système restent in
hangées puisque les densités introduites sont homogènes.132



B.1. CALCUL DES FONCTIONNELLESEn outre, nous sommes tenus de 
oupler les densités extérieures Θτ aux di�érents 
hampsextérieurs aτ introduits pour 
al
uler les moyennes des 
ourants de 
harges : 
es 
hamps in-teragissent né
essairement ave
 les densités de 
harges introduites pour 
ompenser les tadp�lesintervenant dans le 
al
ul de la moyenne du 
hamp 
ar 
es densités sont 
hargées. En outre,l'expression 
on
rète du 
ouplage entre les 
hamps extérieurs aτ et les densités extérieures Θτest liée aux 
onventions adoptées pour dé�nir la valeur moyenne des 
ourants (les densités exté-rieures introduites sont mesurables). Ce
i fait, le système dé
rit est e�e
tivement neutre dans lalimite thermodynamique.La régulation du 
omportement IR du système est ainsi 
onditionnée par des arguments deréalisme (
'est par ailleurs un e�et �d'environnement�) : dans la Nature, il n'existe pas de systèmestable 
hargé éle
triquement à très grande é
helle (limite thermodynamique).Sous approximation quadratique de l'a
tion en terme du 
hamp éle
tromagnétique A, on a :
∑

τ

Tr ln[1̌− eτG0,τ [aτ ]σ̌

(

A/+ 0
0 A/−

)]

= −
∑

τ

∞
∑

n=1

enτ
n
Tr[G0,τ [aτ ]σ̌

(

A/+ 0
0 A/−

)]n

≃ −
∑

τ

eτTr[G0,τ [aτ ]σ̌

(

A/+ 0
0 A/−

)]

−
∑

τ

e2τ
2
Tr[G0,τ [aτ ]σ̌

(

A/+ 0
0 A/−

)]2

+O(A3).En 
onséquen
e, la partie linéaire en A de l'expression pré
édente modi�e la sour
e j et dé�nit unesour
e �e�e
tive� J [j, a], tandis que 
elle quadratique en A 
ontribue à l'inverse du propagateurdu photon D−10 pour donner D−1[a] :
e

i
~
W [a,j] =

∫

D[A] exp

{

∑

τ

Tr lnG−10,τ [aτ ]− i
∑

τ

Θτ σ̌ · aτ +
i

2
AD−1[a]A+ iJ [j, a]A + O(A3)

}

= exp

{

∑

τ

Tr lnG−10,τ [aτ ]− i
∑

τ

Θτ σ̌ · aτ −
i

2
J [a, j] ·D[a] · J [j, a] + O(~2)

}

∫

D[A] exp

{

i

2
AD−1[a]A+ O(A3)

}

= exp

{

∑

τ

(Tr lnG−10,τ [aτ ]− iΘτ σ̌ · aτ
)

− i

2
J [a, j] ·D[a] · J [a, j] − 1

2
Tr lnD−1[a] + O(~2)}On 
her
he à évaluer les di�érents termes 
onstitutifs de W jusqu'à l'ordre quadratique en termedes quantités extérieures aτ et j. À 
et ordre, la 
ontribution d'une 
harge eτ à W s'é
ritTr lnG−10,τ [aτ ] = Tr lnG−10,τ + Tr ln[1̌ +G0,τ

(

a/+τ 0
0 a/−τ

)]

= Tr lnG−10,τ + Tr[G0,τ

(

a/+τ 0
0 a/−τ

)]

−1

2
Tr[G0,τ

(

a/+τ 0
0 a/−τ

)]2133
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'est-à-dire ,Tr lnG−10,τ [aτ ] = Tr lnG−10,τ +
∑

σ,σ′

tr[Gσσ′0,τ δ
σ′σa/στ ]−

1

2

∑

σ,σ′

∑

σ1,σ2

tr[Gσ′σ10,τ δσ1σa/στG
σσ2
0,τ δ

σ2σ′a/σ
′

τ ]

= Tr lnG−10,τ +
∑

σ

tr[Gσσ0,τa/στ ]− 1

2

∑

σ,σ′

tr[Gσ′σ0,τ a/
σ
τG

σσ′
0,τ a/

σ′
τ ]

= Tr lnG−10,τ +
∑

σ

i(G̃σ1,τ )µ(a
σ
τ )
µ − 1

2

∑

σ,σ′

i(G̃σσ
′

2,τ )µν(a
σ
τ )
µ(aσ

′

τ )ν + O(~2) + O([a±τ ]
3)en fon
tion du tenseur de polarisation G̃2,τ induit par la 
harge eτ et du tadp�le G̃1,τ :

(G̃σσ
′

2,τ )µν = −itr[Gσ′σ0,τ γµG
σσ′

0,τ γν ], (G̃σ1,τ )µ = −itr[Gσσ0,τγµ]. (B.1)Pour le terme dé�nissant la sour
e J [a, j], l'évaluation de la partie linéaire en fon
tion desquantités extérieures su�t. Ce terme s'é
rit :
iJ [a, j]A = ijA−

∑

τ

eτTr[G0,τ [aτ ]σ̌

(

A/+ 0
0 A/−

)]

+i
∑

τ

eτΘτ · A

= ijA−
∑

τ

eτTr[G0,τ

(

A/+ 0
0 −A/−

)]

+
∑

τ

eτTr[G0,τ

(

a/+τ 0
0 a/−τ

)

G0,τ

(

A/+ 0
0 −A/−

)]

+i
∑

τ

eτΘτ ·A+ O([a±]2)

= ijA− i
∑

τ

eτ
∑

σ

σ(G̃σ1,τ )µ(A
σ)µ + i

∑

τ

eτ
∑

σ,σ′

σ′(G̃σσ
′

2,τ )µν(a
σ
τ )
µ(Aσ

′

)ν

+i
∑

τ

eτ
∑

σ

(Θσ
τ )µ(A

σ)µ + O([a±]2)et don
, on a :
J [a, j] = j −

∑

τ

eτ [G̃1,τ σ̌ −Θτ ] +
∑

τ

eτ aτ · G̃2,τ σ̌ + O([a±]2).Les di�érents tadp�les G̃1,τ sont alors annulés via Θτ en imposant la relation suivante
Θτ = G̃1,τ σ̌, (B.2)
'est-à-dire 2

(Θσ
τ )µ = σ(G̃σ1,τ )µ.Par 
onséquent, J [a, j] s'é
rit �nalement :

J [a, j] = j +
∑

τ

eτ aτ · G̃2,τ σ̌ + O([a±]2).2. La densité ainsi imposée 
onstitue bien une grandeur �physique� 
ar elle prend des valeurs opposées sur lesbran
hes C+ et C−. 134



B.1. CALCUL DES FONCTIONNELLESLa relation (B.2) permet également d'annuler les tadp�les se 
ouplant aux 
hamps extérieurs 3
aτ : Tr lnG−10,τ [aτ ]− iΘτ σ̌ · aτ = Tr lnG−10,τ +

∑

σ

i[(G̃σ1,τ )µ − σ(Θσ
τ )µ](a

σ
τ )
µ

−1

2

∑

σ,σ′

i(G̃σσ
′

2,τ )µν(a
σ
τ )
µ(aσ

′

τ )ν + O(~2) + O([a±τ ]
3)

= Tr lnG−10,τ −
1

2
aτ · iG̃2,τ · aτ + O(~2) + O([a±τ ]3).Ainsi, tous les tadp�les peuvent être annulés en imposant que le milieu soit éle
triquement neutre.À l'ordre quadratique en sour
es, le terme 
ontribuant à D−1[a] s'é
rit :

i

2
AD−1[a]A =

i

2
AD−10 A−

∑

τ

e2τ
2
Tr[G0,τ [aτ ]σ̌

(

A/+ 0
0 A/−

)

G0,τ [aτ ]σ̌

(

A/+ 0
0 A/−

)]

=
i

2
AD−10 A−

∑

τ

e2τ
2
Tr[G0,τ

(

A/+ 0
0 −A/−

)

G0,τ

(

A/+ 0
0 −A/−

)]

+
∑

τ

e2τ
2
Tr[G0,τ

(

a/+τ 0
0 a/−τ

)

G0,τ

(

A/+ 0
0 −A/−

)

G0,τ

(

A/+ 0
0 −A/−

)]

+
∑

τ

e2τ
2
Tr[G0,τ

(

A/+ 0
0 −A/−

)

G0,τ

(

a/+τ 0
0 a/−τ

)

G0,τ

(

A/+ 0
0 −A/−

)]

−
∑

τ

e2τ
2
Tr[G0,τ

(

a/+τ 0
0 a/−τ

)

G0,τ

(

A/+ 0
0 −A/−

)

G0,τ

(

a/+τ 0
0 a/−τ

)

G0,τ

(

A/+ 0
0 −A/−

)]

+O([a±]3).En 
al
ulant les tra
es sur les indi
es de stru
ture du formalisme CTP, on obtient :
i

2
A ·D−1[a] ·A =

i

2
A ·D−10 ·A−

∑

τ

e2τ
2

∑

σ1,σ2

σ1σ2 tr[Gσ1σ20,τ A/σ2Gσ2σ10,τ A/σ1 ] +
∑

τ

e2τ
2

∑

σ1,σ2,σ3

σ1σ2σ3

×
(

σ2 tr[Gσ1σ20,τ a/σ2τ G
σ2σ3
0,τ A/σ3Gσ3σ10,τ A/σ1 ] + σ3 tr[Gσ1σ20,τ A/σ2Gσ2σ30,τ a/σ3τ G

σ3σ1
0,τ A/σ1 ]

)

−
∑

τ

e2τ
2

∑

σ1,σ2,σ3,σ4

σ1σ3 tr[Gσ1σ20,τ a/σ2τ G
σ2σ3
0,τ A/σ3Gσ3σ40,τ a/σ4τ G

σ4σ1
0,τ A/σ1 ] +O([a±]3)3. En fait, le 
ouplage entre les sour
es extérieures aτ et les densités de 
harges est dé�nit de sorte à 
e queles tadp�les provenant du 
al
ul des 
ourants soient annulés.135



ANNEXE B. ACTIONS EFFECTIVES ET TENSEUR DE POLARISATION
'est-à-dire
i

2
A ·D−1[a] ·A =

i

2

∑

σ,σ′

(Aσ)µ
[

(D−10 )σσ
′

µν −
∑

τ

e2τσσ
′ (G̃σσ

′

2,τ )µν

+
∑

τ

e2τ
∑

σa

σσaσ
′{(G̃σσaσ′3,τ )µαν + (G̃σaσσ

′

3,τ )αµν} σa(aσaτ )α

−
∑

τ

e2τ
∑

σaσb

σaσbσσ
′ (G̃σaσσbσ

′

4,τ )αµβν σa(a
σa
τ )α σb(a

σb
τ )β

]

(Aσ
′

)ν +O([a±]3)ave
 :
(G̃σaσbσc3,τ )µaµbµc = −itr[Gσcσa0,τ γµaG

σaσb
0,τ γµbG

σbσc
0,τ γµc ],

(G̃σaσbσcσd4,τ )µaµbµcµd = −itr[Gσdσa0,τ γµaG
σaσb
0,τ γµbG

σbσc
0,τ γµcG

σcσd
0,τ γµd ]Finalement, on a :

D−1[a] = D−10 −Π2,tot +Π3,tot[a]−Π4,tot[a]ave

Π2,tot =

∑

τ

e2τ σ̌G̃2,τ σ̌,

(Π3,tot[a])
σσ′
µν =

∑

τ

e2τ
∑

σa

σσaσ
′{(G̃σσaσ′3,τ )µαν + (G̃σaσσ

′

3,τ )αµν} σa(aσaτ )α

(Π4,tot[a])
σσ′

µν =
∑

τ

e2τ
∑

σaσb

σaσbσσ
′ (G̃σaσσbσ

′

4,τ )αµβν σa(a
σa
τ )α σb(a

σb
τ )β.où Π3,tot[a], Π4,tot[a] et Π2,tot sont respe
tivement linéaire, quadratique et indépendant de a.Dans les expressions qui pré
èdent,les tadp�les ont tous été annulés par neutralité du milieu. Enoutre, par appli
ation du théorème de Furry, Π3,tot[a] est nul. En�n, 
omme l'expression de West 
her
hée à l'ordre quadratique en sour
es, le terme Π4,tot[a] ne 
ontribue qu'à l'expression deTr lnD−1[a] mais 
orrespond alors à un terme à deux bou
les en raison de la tra
e sur les degrésde liberté du photon : 
e terme est don
 ignoré. Ainsi, à l'ordre quadratique en sour
es, on a :

J [a, j] = j +
∑

τ

eτ (aτ σ̌) σ̌G̃2,τ σ̌, D−1[a] = D−10 −Π2,tot −Π4,tot[a], D[a] ≃ D0 +D0Π2,totD0Tr lnD−1[a] ≃ Tr ln(D−10 −Π2,tot)−Tr[D0 · Π4,tot[a] ·D0] = Tr ln(D−10 −Π2,tot) +O(~2)Tr lnG−10,τ [aτ ] = Tr lnG−10,τ −
i

2
aτ · G̃2,τ · aτ .En 
onséquen
e, la fon
tionnelle W s'é
rit

W[a, j] =
i

2
Tr lnD−1[a]− i

∑

τ

Tr lnG−10,τ [aτ ]−
1

2
J [a, j] ·D[a] · J [a, j]

=
i

2
Tr ln(D−10 −Π2,tot)− i

∑

τ

Tr lnG−10,τ −
1

2

∑

τ

aτ · G̃2,τ · aτ −
1

2
J [a, j] ·D[a] · J [a, j]136



B.1. CALCUL DES FONCTIONNELLESave

J [a, j] ·D[a] · J [a, j] = [j +

∑

τ

eτ (aτ σ̌)σ̌G̃2,τ σ̌] · [D−10 −Π2,tot]
−1 · [j +

∑

τ

eτ σ̌G̃2,τ σ̌(σ̌aτ )]

= j ·D−1[a] · j +
∑

τ,τ ′

eτ eτ ′ (σ̌aτ ) · [σ̌G̃2,τ σ̌] ·D0 · [σ̌G̃2,τ ′ σ̌] · (σ̌aτ ′)

+j ·D−1[a] · [
∑

τ

eτ σ̌G̃2,τ σ̌(σ̌aτ )] + [
∑

τ

eτ (σ̌aτ )σ̌G̃2,τ σ̌] ·D−1[a] · j

= j · [D0 +D0 · Π2,tot ·D0] · j +
∑

τ

eτ (σ̌aτ ) · [σ̌G̃2,τ σ̌] ·D0 · j

+
∑

τ

eτ j ·D0 · [σ̌G̃2,τ σ̌] · (σ̌aτ ) +O(sources3)en éliminant les termes à plus d'une bou
le dans l'expression pré
édente. Finalement, on a :
W[a, j] = W[0, 0] − 1

2

∑

τ

(

aτ · G̃2,τ · aτ + eτ (σ̌aτ ) · [σ̌G̃2,τ σ̌] ·D0 · j + eτ j ·D0 · [σ̌G̃2,τ σ̌] · (σ̌aτ )
)

−1

2
j · [D0 +D0 ·Π2,tot ·D0] · j

= W[0, 0] − 1

2
j ·D0 · j −

1

2

∑

τ

[aτ σ̌ + eτ j ·D0] · [σ̌G̃2,τ σ̌] · [σ̌aτ + eτD0 · j]

= W[0, 0] − 1

2
j ·D0 · j −

1

2

∑

τ

[aτ + eτ j ·D0σ̌] · G̃2,τ · [aτ + eτ σ̌D0 · j]

= W[0, 0] − 1

2
j ·D0 · j −

1

2

∑

τ

(

aτ
j

)tr (
G̃2,τ eτ G̃2,τ · σ̌D0

eτ D0σ̌ · G̃2,τ e2τ D0σ̌ · G̃2,τ · σ̌D0

)(

aτ
j

)

= W[0, 0] − 1

2
j ·D0 · j −

1

2

∑

τ

(aτ + eτ σ̌D0j)
tr · G̃2,τ · (aτ + eτ σ̌D0j)Les di�érentes 
harges eτ n'a�e
tent pas le niveau arbre de la théorie : 
elui-
i ne dépend quede j. En�n, on doit poser W[0, 0] = 0 a�n de préserver l'unitarité de la fon
tionnelle génératri
eétudiée. L'expression pré
édente 
orrespond à l'approximation à une bou
le de la relation (5.4)du 
hapitre 5 4.La sour
e j (et plus parti
ulièrement sa 
ombinaison auxiliaire ja) permet de générer lesvaleurs moyennes du 
hamp éle
tromagnétique : en l'absen
e de 
ourant issu des 
harges eτ , 
esvaleurs moyennes sont alors 
onditionnées par le propagateur du photon ainsi que le tenseur depolarisation de toutes les 
harges 
onsidérées via le terme Π2,tot =

∑

τ e
2
τ σ̌G̃2,τ σ̌. La sour
e aτpermet, quant à elle, de générer la moyenne de la densité d'une 
harge parti
ulière eτ (à nou-veau, 
'est la 
ombinaison auxiliaire aaτ qui doit être mise en ÷uvre) : dans l'approximation à une4. L'expression 
omplète de la fon
tionnelle W peut être obtenue à partir du 
al
ul, à un ordre donné, de 
elledé�nie pour les 
ourants seulement et en exploitant dire
tement la relation (5.4).137



ANNEXE B. ACTIONS EFFECTIVES ET TENSEUR DE POLARISATIONbou
le, et en l'absen
e de 
hamp éle
tromagnétique A, 
ette valeur moyenne dépend uniquementdu tenseur de polarisation G̃2,τ de la 
harge 
onsidérée. En outre, lorsque le 
hamp éle
tromagné-tique et les densités de 
harges sont 
onsidérées 
onjointement, les valeurs moyennes du 
hampet des densités de 
harges sont 
ouplées.En�n, 
ertaines 
harges peuvent être laissées spe
tatri
es alors que 
elles pour lesquelles lavaleur moyenne du 
ourant est re
her
hée sont quali�ées de 
harges de valen
e. La fon
tionnelle
W pré
édente peut être adaptée à toutes 
es situations. En fait, le statut des 
harges est ex-
lusivement paramétré par la 
ombinaison auxiliaire (r�le de book-keeping) du 
hamp extérieur
orrespondant à la saveur 
onsidérée : ainsi, pour aaτ = 0, la 
harge eτ sera spe
tatri
e alorsque pour aaτ 6= 0, 
elle-
i fera né
essairement l'objet d'une mesure (
harge de valen
e) via ladétermination de son 
ourant. En fait, déterminer formellement une quantité revient à imposerqu'elle soit mesurée en prin
ipe. Soulignons que les 
ombinaisons �physiques� des 
hamps exté-rieurs pré
édents apτ peuvent être éventuellement maintenues �nies : elles paramétrisent alors uneévolution adiabatique depuis le vide ou un état simple.Dans les développements suivants, nous 
onsidérerons la détermination de la densité d'une
harge de valen
e de saveur τ = v alors que toutes les autres 
harges sont 
onsidérées 
omme spe
-tatri
es : 
es 
harges spe
tatri
es 
onstituent l'environnement du système mesuré (
'est l'envi-ronnement pertinent au regard de la dé
ohéren
e-
onsistan
e). En outre, 
es 
harges spe
tatri
espeuvent éventuellement être elles-mêmes en 
onta
t d'un réservoir de parti
ules et de 
haleur.Détermination des parties réelle et imaginaireLes parties réelle et imaginaire des propagateurs sont dé�nies dans l'espa
e des positionsd'espa
e-temps. La fon
tionnelle pré
édente s'é
rit :
W[a, j] = −1

2

∑

τ

[aτ + eτ j · (ℜD0 + iℑD0)σ̌] · (ℜG̃2,τ + iℑG̃2,τ ) · [aτ + eτ σ̌(ℜD0 + iℑD0) · j]

−1

2
j · ℜD0 · j −

1

2
j · iℑD0 · j.En posant W[a, j] = ℜW[a, j]+iℑW[a, j], la partie réelle de 
ette fon
tionnelle a pour expression

ℜW[a, j] = −1

2
j · ℜD0 · j −

1

2

∑

τ

[aτ + eτ j · ℜD0σ̌] · ℜG̃2,τ · [aτ + eτ σ̌ℜD0 · j]

+
1

2

∑

τ

[aτ + eτ j · ℜD0σ̌] · ℑG̃2,τ · eτ σ̌ℑD0 · j

+
1

2

∑

τ

eτ j · ℑD0σ̌ · ℑG̃2,τ · [aτ + eτ σ̌ℜD0 · j]

+
1

2

∑

τ

e2τ j · ℑD0σ̌ · ℜG̃2,τ · σ̌ℑD0 · j138



B.1. CALCUL DES FONCTIONNELLEStandis que sa partie imaginaire s'é
rit
ℑW[a, j] = −1

2
j · ℑD0 · j −

1

2

∑

τ

[aτ + eτ j · ℜD0σ̌] · ℑG̃2,τ · [aτ + eτ σ̌ℜD0 · j]

−1

2

∑

τ

[eτ j · ℑD0σ̌] · ℜG̃2,τ · [aτ + eτ σ̌ℜD0 · j]

−1

2

∑

τ

[aτ + eτ j · ℜD0σ̌] · ℜG̃2,τ · [eτ σ̌ℑD0 · j]

+
1

2

∑

τ

e2τ j · ℑD0σ̌ · ℑG̃2,τ · σ̌ℑD0 · j.Les termes ℑG̃2,τ et ℜG̃2,τ s'annulent sur 
ou
he de masse 
'est-à-dire dès qu'ils sont 
onvo-lués ave
 ℑD0 dans l'expression pré
édente 5. Par 
onséquent, l'expression des parties réelle etimaginaire se simpli�e donnant les relations suivantes à l'ordre d'une bou
le :
ℜW[a, j] = −1

2
j · ℜD0 · j −

1

2

∑

τ

[aτ + eτ j · ℜD0σ̌] · ℜG̃2,τ · [aτ + eτ σ̌ℜD0 · j]

= −1

2
j · ℜD0 · j −

1

2

∑

τ

(

aτ j
)

(

ℜG̃2,τ eτ ℜG̃2,τ · σ̌ℜD0

eτ ℜD0σ̌ · ℜG̃2,τ e2τ ℜD0σ̌ · ℜG̃2,τ · σ̌ℜD0

)(

aτ
j

)

ℑW[a, j] = −1

2
j · ℑD0 · j −

1

2

∑

τ

[aτ + eτ j · ℜD0σ̌] · ℑG̃2,τ · [aτ + eτ σ̌ℜD0 · j]

= −1

2
j · ℑD0 · j −

1

2

∑

τ

(

aτ j
)

(

ℑG̃2,τ eτ ℑG̃2,τ · σ̌ℜD0

eτ ℜD0σ̌ · ℑG̃2,τ e2τ ℜD0σ̌ · ℑG̃2,τ · σ̌ℜD0

)(

aτ
j

)

Paramétrisation variationnelle de la partie réelle de WLa paramétrisation variationnelle 
onsiste à rempla
er les sour
es standards j± et a±τ par lessour
es physiques, apτ et jp, et auxiliaires, aaτ et ja, selon les relations
a±τ =

1± κ

2
aaτ ± apτ , j± =

1± κ

2
ja ± jpoù κ désigne un paramètre réel non nul et arbitraire :

(

a+τ
a−τ

)

=

(

1+κ
2 +1

1−κ
2 −1

)(

aaτ
apτ

)

= R
(

aaτ
apτ

)

,

(

j+

j−

)

= R
(

ja

jp

)

, Rtrσ̌R =

(

2κ 1
1 0

)

.5. Le 
al
ul des di�érents termes 
omposant G̃2,τ est présenté dans la se
tion B.3. Plus parti
ulièrement, 
esquantités sont pertinentes à densité �nie et dans le vide : elles s'annulent sur 
ou
he de masse dans 
es 
as.139



ANNEXE B. ACTIONS EFFECTIVES ET TENSEUR DE POLARISATIONEn outre, tous les 
hamps extérieurs aaτ 
orrespondant à des 
harges spe
tatri
es doivent êtrepris égaux à zéro. La partie réelle de la fon
tionnelle 
orrespondant à toutes les 
harges s'é
rit
ℜW[aa, ap, ja, jp] = −1

2

(

ja

jp

)tr

Rtr[ℜD]R
(

ja

jp

)

− 1

2

∑

τ

(

aaτ
apτ

)tr

Rtr[ℜG̃2,τ ]R
(

aaτ
apτ

)

−1

2

∑

τ

eτ

(

aaτ
apτ

)tr

Rtr[ℜG̃2,τ · σ̌ℜD0]R
(

ja

jp

)

−1

2

∑

τ

eτ

(

ja

jp

)tr

Rtr[ℜD0σ̌ · ℜG̃2,τ ]R
(

aaτ
apτ

)ave

D = [D−10 −Π2]

−1, Π2 =
∑

τ

e2τ σ̌G̃2,τ σ̌dé�ni de la sorte en base de S
hwinger. La partie B.2 synthétise la dé�nition de 
es quantités.L'expression des di�érents termes 
omposant ℜW s'appuie sur les résultats de la partie B.2.
Rtr [ℜD] R =

(

1+κ
2

1−κ
2

+1 −1

)(

Dn −Df

Df −Dn

)(

1+κ
2 +1

1−κ
2 −1

)

=

(

1+κ
2

1−κ
2

+1 −1

)(

1
2 [κD

r +Da] Dr

1
2 [κD

r −Da] Dr

)

=

(

1+κ
4 [κDr +Da] + 1−κ

4 [κDr −Da] Dr

1
2 [κD

r +Da]− 1
2 [κD

r −Da] 0

)

=

(

κ
2 [D

r +Da] Dr

Da 0

)

=

(

κDn Dr

Da 0

)

Rtr [ℜG̃2,τ ] R =

(

1+κ
2

1−κ
2

+1 −1

)

(

G̃n2,τ −G̃f2,τ
G̃f2,τ −G̃n2,τ

)

(

1+κ
2 +1

1−κ
2 −1

)

=

(

κG̃n2,τ G̃r2,τ
G̃a2,τ 0

)

Rtr [ℜG̃2,τ · σ̌ℜD0] R = Rtr

(

−G̃n2,τ G̃f2,τ
−G̃f2,τ G̃n2,τ

)(

Dn
0 −Df

0

−Df
0 Dn

0

)

R

= −
(

1+κ
2

1−κ
2

+1 −1

)

(

G̃n2,τD
n
0 + G̃f2,τD

f
0 −G̃f2,τDn

0 − G̃n2,τD
f
0

G̃f2,τD
n
0 + G̃n2,τD

f
0 −G̃n2,τDn

0 − G̃f2,τD
f
0

)

(

1+κ
2 +1

1−κ
2 −1

)

;et :
Rtr [ℜG̃2,τ · σ̌ℜD0] R = −Rtr

(

G̃f2,τ (
1+κ
2 Df

0 − 1−κ
2 Dn

0 ) + G̃n2,τ (
1+κ
2 Dn

0 − 1−κ
2 Df

0 ) (G̃n2,τ + G̃f2,τ )D
r
0

G̃f2,τ (
1+κ
2 Dn

0 − 1−κ
2 Df

0 ) + G̃n2,τ (
1+κ
2 Df

0 − 1−κ
2 Dn

0 ) (G̃n2,τ + G̃f2,τ )D
r
0

)

= −
(

1+κ
2

1−κ
2

+1 −1

)

(

1
2 G̃

f
2,τ (κD

r
0 −Da

0) +
1
2G̃

n
2,τ (κD

r
0 +Da

0) (G̃n2,τ + G̃f2,τ )D
r
0

1
2 G̃

f
2,τ (κD

r
0 +Da

0) +
1
2G̃

n
2,τ (κD

r
0 −Da

0) (G̃n2,τ + G̃f2,τ )D
r
0

)

= −
(

1+κ
2

1−κ
2

+1 −1

)

(

1
2 (G̃

f
2,τ + G̃n2,τ )κD

r
0 +

1
2(G̃

n
2,τ − G̃f2,τ )D

a
0 (G̃n2,τ + G̃f2,τ )D

r
0

1
2 (G̃

f
2,τ + G̃n2,τ )κD

r
0 +

1
2(G̃

f
2,τ − G̃n2,τ )D

a
0 (G̃n2,τ + G̃f2,τ )D

r
0

)140



B.1. CALCUL DES FONCTIONNELLES
'est-à-dire
Rtr [ℜG̃2,τ · σ̌ℜD0] R = −

(

1+κ
2

1−κ
2

+1 −1

)(κ
2 G̃

r
2,τD

r
0 +

1
2G̃

a
2,τD

a
0 G̃r2,τD

r
0

κ
2 G̃

r
2,τD

r
0 − 1

2G̃
a
2,τD

a
0 G̃r2,τD

r
0

)

= −
(1+κ

2 (κ2 G̃
r
2,τD

r
0 +

1
2G̃

a
2,τD

a
0) +

1−κ
2 (κ2 G̃

r
2,τD

r
0 − 1

2 G̃
a
2,τD

a
0) G̃r2,τD

r
0

G̃a2,τD
a
0 0

)

= −
(κ

2 (G̃
r
2,τD

r
0 + G̃a2,τD

a
0) G̃r2,τD

r
0

G̃a2,τD
a
0 0

)

;or,
1

2
(G̃r2,τD

r
0 + G̃a2,τD

a
0) =

1

2
[G̃r2,τ (D

r
0 −Df )0 + G̃r2,τD

f
0 + G̃a2,τ (D

a
0 +Df

0 )− G̃a2,τD
f
0 ]

=
1

2
[(G̃r2,τ + G̃a2,τ )D

n
0 + (G̃r2,τ − G̃a2,τ )D

f
0 ]

= G̃n2,τD
n
0 + G̃f2,τD

f
0et G̃f2,τDf

0 = 0 
ar G̃f2,τ est nul sur la 
ou
he de masse (support de Df
0 ). En 
onséquen
e, on a�nalement

Rtr [ℜG̃2,τ · σ̌ℜD0] R = −
(

κG̃n2,τD
n
0 G̃r2,τD

r
0

G̃a2,τD
a
0 0

)Ainsi, la partie réelle de W s'é
rit :
ℜW[aa, ap, ja, jp] = −1

2

(

ja

jp

)tr (
κDn Dr

Da 0

)(

ja

jp

)

− 1

2

∑

τ

(

aaτ
apτ

)tr (
κG̃n2,τ G̃r2,τ
G̃a2,τ 0

)(

aaτ
apτ

)

−1

2

∑

τ

eτ

(

aaτ
apτ

)tr (
κG̃n2,τD

n
0 G̃r2,τD

r
0

G̃a2,τD
a
0 0

)(

ja

jp

)

−1

2

∑

τ

eτ

(

ja

jp

)tr (
κDn

0 G̃
n
2,τ Dr

0G̃
r
2,τ

Da
0G̃

a
2,τ 0

)(

aaτ
apτ

) (B.3)L'expression pré
édente ne 
omporte pas de terme stri
tement quadratique dans les sour
es phy-siques ap et jp : 
ette fon
tionnelle s'annule don
 lorsque l'unitarité est imposée.En�n, dans le 
as où seul une 
harge de valen
e de saveur τ = v est mesurée 
onjointementau 
hamp éle
tromagnétique, la fon
tionnelle 
orrespondante est obtenue en imposant que aaτ 6=vsoit nul dans l'expression (B.3). Cette fon
tionnelle s'é
rit :
ℜW[aav , a

p, ja, jp] = −1

2

(

ja

jp

)tr (
κDn Dr

Da 0

)(

ja

jp

)

− 1

2

(

aav
apv

)tr (
κG̃n2,v G̃r2,v
G̃a2,v 0

)(

aav
apv

)

−ev
2

(

aav
apv

)tr (
κG̃n2,vD

n
0 G̃r2,vD

r
0

G̃a2,vD
a
0 0

)(

ja

jp

)

− 1

2

∑

τ 6=v

eτ a
p
τ G̃

a
2,τD

a
0j
a

−ev
2

(

ja

jp

)tr (
κDn

0 G̃
n
2,v Dr

0G̃
r
2,v

Da
0G̃

a
2,v 0

)(

aav
apv

)

− 1

2

∑

τ 6=v

eτ j
aDr

0G̃
r
2,τa

p
τ . (B.4)141



ANNEXE B. ACTIONS EFFECTIVES ET TENSEUR DE POLARISATIONLes termes 
orrespondant aux sommations sur les 
harges spe
tatri
es paramétrisent une évolu-tion adiabatique de l'état du système pour 
es 
harges.Paramétrisation variationnelle : partie imaginaire de WLa partie imaginaire de W est étudiée de la même façon que pré
édemment et 
orrespond à :
ℑW[aa, ap, ja, jp] = −1

2

(

ja

jp

)tr

Rtr [ℑD] R
(

ja

jp

)

− 1

2

∑

τ

(

aaτ
apτ

)tr

Rtr [ℑG̃2,τ ] R
(

aaτ
apτ

)

−
∑

τ

eτ

(

aaτ
apτ

)tr

Rtr [ℑG̃2,τ · σ̌ℜD0] R
(

ja

jp

)

−
∑

τ

eτ

(

ja

jp

)

Rtr [ℜD0σ̌ · ℑG̃2,τ ] R
(

aaτ
apτ

)tr

.Or :
Rtr [ℑD] R = Dc

(

1+κ
2

1−κ
2

+1 −1

)(

1 1
1 1

)(

1+κ
2 +1

1−κ
2 −1

)

=

(

Dc 0
0 0

)

Rtr [ℑG̃2,τ ] R = G̃c2,τ

(

1+κ
2

1−κ
2

+1 −1

)(

1 1
1 1

)(

1+κ
2 +1

1−κ
2 −1

)

=

(

G̃c2,τ 0

0 0

)

Rtr [ℑG̃2,τ σ̌ℜD0] R =

(

1+κ
2

1−κ
2

+1 −1

)(

G̃c2,τ G̃c2,τ
G̃c2,τ G̃c2,τ

)(

+1 0
0 −1

)

(

Dn
0 −Df

0

Df
0 −Dn

0

)

(

1+κ
2 +1

1−κ
2 −1

)

= G̃c2,τ (D
n
0 −Df

0 )

(

1+κ
2

1−κ
2

+1 −1

)(

1 1
1 1

)(

1+κ
2 +1

1−κ
2 −1

)

=

(

G̃c2,τD
a
0 0

0 0

)À nouveau, l'expression qui pré
ède peut se simpli�er en 
onstatant que G̃c2,τDf
0 = 0 puisquela partie imaginaire de G̃2,τ est nulle sur 
ou
he de masse. En 
onséquen
e, le terme pré
édents'é
rit

Rtr [ℑG̃2,τ σ̌ℜD0] R =

(

G̃c2,τD
n
0 0

0 0

)

.Au �nal, la partie imaginaire de W 
orrespond à l'expression
ℑW[aa, ap, ja, jp] = −1

2

(

ja

jp

)tr (
Dc 0
0 0

)(

ja

jp

)

− 1

2

∑

τ

(

aaτ
apτ

)tr (
G̃c2,τ 0

0 0

)(

aaτ
apτ

)

−
∑

τ

eτ

(

aaτ
apτ

)tr (
G̃c2,τD

n
0 0

0 0

)(

ja

jp

)

−
∑

τ

eτ

(

ja

jp

)(

Dn
0 G̃

c
2,τ 0

0 0

)(

aaτ
apτ

)tr

.
'est-à-dire que 
ette fon
tionnelle ne dépend que des paramètres extérieurs auxiliaires liés à ladi�éren
e des variables de 
e type pour les bran
hes C± :
ℑW[aa, ap, ja, jp] = −1

2
ja ·Dc · ja − 1

2

∑

τ

aaτ · G̃c2,τ · aaτ

−1

2

∑

τ

eτ [a
a
τ · G̃c2,τDn

0 · ja + ja ·Dn
0 G̃

c
2,τ · aaτ ] (B.5)142



B.1. CALCUL DES FONCTIONNELLESDès lors, la partie imaginaire de W ne peut pas 
onditionner l'obtention des valeurs : seule lapartie réelle de la fon
tionnelle W peut être utilisée pour dé�nir (par transformée de Legendre)la fon
tionnelle générant les équations du mouvement pour les valeurs moyennes. En fait, lapartie imaginaire de W peut être interprétée en rapport ave
 la dé�nition de matri
es densité,notamment dans le 
ontexte du formalisme OTP.En�n, de même que pré
édemment, l'expression de 
ette fon
tionnelle, lorsque les 
harges desaveur τ 6= v sont spe
tatri
es, s'é
rit :
ℑW[aav , a

p, ja, jp] = −1

2
ja ·Dc · ja − 1

2
aav · G̃c2,τ · aav

−1

2
ev [a

a
v · G̃c2,vDn

0 · ja + ja ·Dn
0 G̃

c
2,v · aav ] (B.6)À une bou
le, 
ette expression ne dépend des 
harges spe
tatri
es qu'au niveau de la partiequadratique en ja via le propagateur

Dc =
1

Dc−1
0 −Πc2,tot

.B.1.2 Valeurs moyennes et a
tions e�e
tivesL'a
tion e�e
tive Γ 
orrespond à la transformée de Legendre de la partie réelle de W. Di�é-rentes dé�nitions de 
elle-
i sont possibles selon les variables retenues pour la dé�nir (
f 
hapitre3). On 
her
he notamment l'expression d'a
tions e�e
tives selon que l'on 
onsidère ou non laprésen
e de 
harges spe
tatri
es. Par ailleurs, rappelons la notation adoptée dans 
ette se
tion :les variables e�e
tives paramétrant l'a
tion e�e
tive sont é
rites en majus
ule tandis que leursquantités 
onjuguées (sour
es et 
hamps extérieurs), paramétrant ℜW, sont é
rites en minus
ule.Suivant le type d'a
tion 
onsidérée, une partie des variables de ℜW peut être traitée entant que paramètre. Aussi, l'expression de 
ette fon
tionnelle peut éventuellement 
omporter des
ontributions linéaires suivant les variables dynamiques à redé�nir par transformée de Legendreou en
ore des termes qui en sont indépendant. À l'ordre quadratique, elle peut être é
rite sousla forme :
ℜW[j] =

1

2
jW (2)j + jW (1) + Cst, W (2) =

δ2ℜW
δjδj

∣

∣

∣

∣

j=0

, W (1) =
δℜW
δj

∣

∣

∣

∣

j=0

, Cst = ℜW
∣

∣

∣

∣

j=0

.L'a
tion e�e
tive Γ 
orrespondant à l'expression pré
édente est dé�nie par les relations suivantes
Γ[ϕ] = ℜW − jϕ, ϕ =

δW
δj

=W (2)j +W (1), W (1) ≡ ϕ[j = 0] ≡ ϕ0et s'é
rit
Γ[ϕ] = −1

2
(ϕ−W (1))W (2)−1(ϕ−W (1)) +Cst = −1

2
(ϕ− ϕ0)W

(2)−1(ϕ− ϕ0) + Cst

= −1

2
jW (2)j + Cst = −1

2
ϕW (2)−1ϕ+ ϕW (2)−1ϕ0 −

1

2
ϕ0W

(2)−1ϕ0 + Cst.143



ANNEXE B. ACTIONS EFFECTIVES ET TENSEUR DE POLARISATIONLes termes 
onstants de Γ peuvent être ignorés puisqu'ils n'in�uen
ent pas les équations du mou-vement. Con
rètement, Γ est déterminée à partir de son expression en fon
tion des variables de
ℜW qui sont réé
rites, dans un se
ond temps, en terme de leurs quantités 
onjuguées.Toutes les quantités e�e
tives sont, en outre, évaluées à l'ordre d'une bou
le et l'a
tion e�e
-tive leur 
orrespondant l'est également.Variables, paramètres et unitaritéLes quantités e�e
tives physiques, respe
tivement pour le 
hamp éle
tromagnétique et pourla densité due à la 
harge eτ , sont dé�nies par les relations

Ap =
δℜW
δja

= O(~0), Jpτ =
δℜW
δaaτ

= O(~).Les quantités e�e
tives auxiliaires des grandeurs pré
édentes 
orrespondent aux termes suivants :
Aa =

δℜW
δjp

= O(~0), Jaτ =
δℜW
δapτ

= O(~).Les valeurs moyennes sont obtenues lorsque les quantités e�e
tives auxiliaires sont annulées :
Ap → 〈A〉, Jpτ → 〈Jτ 〉, Aa → 0, Jaτ → 0. (B.7)Les valeurs moyennes, ainsi dé�nies, sont des quantités retardées. Lorsque les valeurs moyennessont produites, les quantités extérieures deviennent :
jp → jr, apτ → arτ , ja → 0, aaτ → 0. (B.8)A
tion e�e
tive pour tous les degrés de libertéL'a
tion e�e
tive, pour les quantités physiques et auxiliaires, est dé�nie par la relation :

Γ[Jp, Ja, Ap, Aa] = ℜW[aa, ap, ja, jp]−
∑

τ

Jpτ a
a
τ − jaAp −

∑

τ

Jaτ a
p
τ − jpAa.À une bou
le, les quantités e�e
tives ont pour expression :

− Jpτ = κG̃n2,τa
a
τ + G̃r2,τa

p
τ + κeτ G̃

n
2,τD

n
0 j
a + eτ G̃

r
2,τD

r
0j
p + O(~2)

−Ap = κDnja +Drjp +
∑

τ

eτ (κD
n
0 G̃

n
2,τa

a
τ +Dr

0G̃
r
2,τa

p
τ ) + O(~

2)

−Jaτ = G̃a2,τa
a
τ + eτ G̃

a
2,τD

a
0j
a + O(~2)

−Aa = Daja +
∑

τ

eτD
a
0G̃

a
2,τa

a
τ + O(~

2).Le système d'équations pré
édent doit être inversé pour pouvoir obtenir l'expression de l'a
tione�e
tive. On a
DX = DX

0 +DX
0 ΠX2 D

X
0 = DX

0 +
∑

τ

e2τD
X
0 G̃

X
2,τD

X
0144



B.1. CALCUL DES FONCTIONNELLESpour les propagateurs pro
he, retardé et avan
é. Les deux dernières équations du système pré
é-dent permettent d'exprimer aaτ et ja en fon
tion des quantités e�e
tives auxiliaires :
−Aa = Da

0j
a +

∑

τ

e2τD
a
0G̃

a
2,τD

a
0j
a +

∑

τ

eτD
a
0G̃

a
2,τa

a
τ

−Da−1
0 Aa = ja +

∑

τ

eτ G̃
a
2,τ [a

a
τ + eτD

a
0j
a] = ja −

∑

τ

eτJ
a
τ

ja =
∑

τ

eτJ
a
τ −Da−1

0 Aa

−G̃a−12,τ J
a
τ = aaτ + eτD

a
0j
a

aaτ = −G̃a−12,τ J
a
τ − eτD

a
0j
a

= −G̃a−12,τ J
a
τ − eτD

a
0 [
∑

ǫ

eǫJ
a
ǫ −Da−1

0 Aa]

= −G̃a−12,τ J
a
τ + eτA

a − eτ
∑

ǫ

eǫD
a
0J

a
ǫDans l'expression qui pré
ède, la quantité proportionnelle à Da

0J
a
ǫ 
orrespond à un terme à unebou
le alors que l'expression de aaτ doit être limitée au niveau arbre :

ja =
∑

τ

eτJ
a
τ −Da−1

0 Aa + O(~2), aaτ = eτA
a − G̃a−12,τ J

a
τ + O(~).Pour déterminer l'expression des deux autres variables, il est 
ommode d'utiliser les sour
es àune bou
le suivantes 6

j̃nτ = −G̃n2,τ [aaτ + eτD
n
0 j
a] = O(~), j̃rτ = −G̃r2,τ [apτ + eτD

r
0j
p] = O(~)de sorte que les équations donnant les 
hamps et densités e�e
tives physiques s'é
rivent

− Jpτ = κG̃n2,τ [a
a
τ + eτD

n
0 j
a] + G̃r2,τ [a

p
τ + eτD

r
0j
p] = −κj̃nτ − j̃rτ

−Ap = κDn
0 [j

a −
∑

τ

eτ j̃
n
τ ] +Dr

0[j
p −

∑

τ

eτ j̃
r
τ ]Les 
ourants introduits pré
édemment s'é
rivent :

j̃nτ = −G̃n2,τ [aaτ + eτD
n
0 j
a] = G̃n2,τ [G̃

a−1
2,τ J

a
τ + eτ [D

a
0 −Dn

0 ]j
a] = G̃n2,τ G̃

a−1
2,τ J

a
τ − eτ G̃

n
2,τD

f
0 j
a

= G̃n2,τ G̃
a−1
2,τ J

a
τ + eτ G̃

n
2,τD

f
0D

a−1
0 Aa + O(~2),

j̃rτ = Jpτ − κj̃nτ = Jpτ − κG̃n2,τ G̃
a−1
2,τ J

a
τ − κeτ G̃

n
2,τD

f
0D

a−1
0 Aa + O(~2).On introduit les opérateurs de proje
tion sur 
ou
he de masse Pon et hors 
ou
he de masse Po�par les relations (
f 
hapitre 2) :Po� = Dn

0D
a−1
0 = Dn

0D
r−1
0 , Df

0D
a−1
0 = [Dn

0 −Da
0 ]D

a−1
0 = Po� − 1 = −Pon,Pon = Df

0D
r−1
0 , Dr−1

0 Dn
0D

a−1
0 = Dn−1

0 Po� = Dr−1
0 Po� = Da−1

0 Po�.6. La sour
e j̃nτ est symétrique (ie [j̃nτ ]
tr = j̃nτ ) alors que la sour
e j̃rτ ne l'est pas : [j̃rτ ]tr = [ap

τ + eτ j
pDa

0 ]G̃
a
2,τ .En outre, la sour
e à une bou
le avan
ée 
orrespondant au terme 
omplémentaire à j̃rτ est dire
tement dé�nie parle 
ourant e�e
tif Ja

τ = −G̃a
2,τ [a

a
τ + eτD

a
0 j

a]. 145



ANNEXE B. ACTIONS EFFECTIVES ET TENSEUR DE POLARISATIONOn a ainsi :
−Ap = κDn

0 j
a +Dr

0j
p −Dn

0

∑

τ

eτκj̃
n
τ −Dr

0

∑

τ

eτ j̃
r
τ

= κDn
0 j
a +Dr

0j
p −Dn

0

∑

τ

eτκj̃
n
τ −Dr

0

∑

τ

eτ [J
p
τ − κj̃nτ ]

= κDn
0 j
a +Dr

0j
p − κ[Dn

0 −Dr
0]
∑

τ

eτ j̃
n
τ −Dr

0

∑

τ

eτJ
p
τ

= κDn
0 j
a +Dr

0j
p −Dr

0

∑

τ

eτJ
p
τ + κDf

0

∑

τ

eτ j̃
n
τ ,
'est-à-dire

−Dr
0j
p = Ap −Dr

0

∑

τ

eτJ
p
τ + κDn

0 j
a + κDf

0

∑

τ

eτ j̃
n
τ

= Ap −Dr
0

∑

τ

eτJ
p
τ + κDn

0 [
∑

τ

eτJ
a
τ −Da−1

0 Aa] + κ
∑

τ

eτD
f
0 G̃

n
2,τ G̃

a−1
2,τ J

a
τ

+κ
∑

τ

e2τD
f
0 G̃

n
2,τD

f
0D

a−1
0 Aa

= Ap −Dr
0

∑

τ

eτJ
p
τ + κ

∑

τ

eτ [D
n
0 +Df

0 G̃
n
2,τ G̃

a−1
2,τ ]Jaτ + κ[−Dn

0 +Df
0Π

n
2,totD

f
0 ]D

a−1
0 Aa

jp =
∑

τ

eτJ
p
τ −Dr−1

0 Ap − κ
∑

τ

eτ [D
r−1
0 Dn

0 +Dr−1
0 Df

0 G̃
n
2,τ G̃

a−1
2,τ ]Jaτ

−κ[−Dr−1
0 Dn

0D
a−1
0 +Dr−1

0 Df
0Π

n
2,totD

f
0D

a−1
0 ]Aa.En utilisant les opérateurs de proje
tion Po� et Pon, jp s'é
rit �nalement :

jp =
∑

τ

eτJ
p
τ −Dr−1

0 Ap − κ
∑

τ

eτ [Po� + G̃n2,τ G̃
a−1
2,τ Pon]Jaτ + κ[Dn−1

0 Po� +Πn2,totPon]Aa + O(~2).L'expression de apτ peut être obtenue de façon similaire,
apτ = −G̃r−12,τ j̃

r
τ − eτD

r
0j
p = −G̃r−12,τ [Jpτ − κj̃nτ ]− eτD

r
0j
p

= −G̃r−12,τ J
p
τ + κG̃r−12,τ [G̃n2,τ G̃

a−1
2,τ J

a
τ + eτ G̃

n
2,τD

f
0D

a−1
0 Aa]− eτD

r
0j
p

= −G̃r−12,τ J
p
τ + κG̃r−12,τ G̃

n
2,τ G̃

a−1
2,τ J

a
τ − κeτ G̃

r−1
2,τ G̃

n
2,τPonAa + eτA

p − κeτD
n
0D

a−1
0 Aa + O(~)
'est-à-dire, �nalement :

apτ = eτA
p − G̃r−12,τ J

p
τ + κG̃r−12,τ G̃

n
2,τ G̃

a−1
2,τ J

a
τ − κeτ [Po� + G̃r−12,τ G̃

n
2,τPon]Aa + O(~).En résumé, les variables extérieures de W s'é
rivent (équations du mouvement) :

ja =
∑

τ

eτJ
a
τ −Da−1

0 Aa + O(~2)

jp =
∑

τ

eτJ
p
τ −Dr−1

0 Ap − κ
∑

τ

eτ [Po� + G̃n2,τ G̃
a−1
2,τ Pon]Jaτ + κ[Dn−1

0 Po� +Πn2,totPon]Aa + O(~2)
aaτ = eτA

a − G̃a−12,τ J
a
τ + O(~)

apτ = eτA
p − G̃r−12,τ J

p
τ + κG̃r−12,τ G̃

n
2,τ G̃

a−1
2,τ J

a
τ − κeτ [Po� + G̃r−12,τ G̃

n
2,τPon]Aa + O(~).146



B.1. CALCUL DES FONCTIONNELLESEn 
onséquen
e, l'expression de l'a
tion e�e
tive 
orrespondante est :
Γ[Jp, Ja, Ap, Aa] = ℜW[aa, ap, ja, jp]−

∑

τ

Jpτ a
a
τ − jaAp −

∑

τ

Jaτ a
p
τ − jpAa

=
1

2

(

Aa

Ap

)tr (−κ[Dn−1
0 Po� +Πn2,totPon] Dr−1

0

Da−1
0 0

)(

Aa

Ap

)

+
1

2

∑

τ

(

Jaτ
Jpτ

)tr
(

−κG̃r−12,τ G̃
n
2,τ G̃

a−1
2,τ G̃r−12,τ

G̃a−12,τ 0

)

(

Jaτ
Jpτ

)

+
1

2

∑

τ

eτ

(

Jaτ
Jpτ

)tr (
κ[Po� + G̃r−12,τ G̃

n
2,τPon] −1

−1 0

)(

Aa

Ap

)

+
1

2

∑

τ

eτ

(

Aa

Ap

)tr (
κ[Po� + G̃n2,τ G̃

a−1
2,τ Pon] −1

−1 0

)(

Jaτ
Jpτ

)

+ O(~2).L'a
tion e�e
tive pré
édente est nulle lorsque les valeurs moyennes sont dé�nies et les équationsdu mouvement leur 
orrespondant ne peuvent alors être obtenues qu'à partir de 
elles des quan-tités e�e
tives : le prin
ipe variationnel est perdu lorsque les valeurs moyennes sont dé�nies.Charges spe
tatri
es : Le 
ourant des 
harges de saveur v est suivi 
onjointement au 
hampéle
tromagnétique. Les autres 
harges sont spe
tatri
es. L'a
tion e�e
tive 
orrespondante s'é
rit
Γ[Jpv , J

a
v , A

p, Aa] = ℜW[aav , a
p, ja, jp]− Jpv a

a
v − jaAp − Jav a

p
v − jpAaen terme de la fon
tionnelle (B.4) telle que aaτ 6=v = 0. Dès lors, les 
hamps e�e
tifs s'é
rivent :

− Jpv = κG̃n2,va
a
v + G̃r2,va

p
v + evκG̃

n
2,vD

n
0 j
a + evG̃

r
2,vD

r
0j
p + O(~2)

−Ap = κDnja +Drjp + κevD
n
0 G̃

n
2,va

a
v + evD

r
0G̃

r
2,va

p
v +

∑

τ 6=v

eτD
r
0G̃

r
2,τa

p
τ + O(~

2)

−Jav = G̃a2,v[a
a
v + evD

a
0j
a] + O(~2)

−Aa = Daja + evD
a
0G̃

a
2,va

a
v + O(~

2).En outre, on note :
ãrbck ≡

∑

τ 6=v

eτ G̃
r
2,τa

p
τ .Ce terme 
onstitue un paramètre de l'a
tion e�e
tive. En évaluant ja à l'ordre O(~) et aav àl'ordre O(~0), on obtient :

G̃a2,va
a
v = −Jav − evG̃

a
2,vD

a
0j
a

−Aa = Daja − evD
a
0J

a
v − e2vD

a
0G̃

a
2,vD

a
0j
a = Da

bckj
a − evD

a
0J

a
v

ja = Da−1
bck [evD

a
0J

a
v −Aa] = evJ

a
v −Da−1

bck A
a + O(~2)

aav = −G̃a−12,v J
a
v − evD

a
0j
a = evA

a − G̃a−12,v J
a
v + O(~).147



ANNEXE B. ACTIONS EFFECTIVES ET TENSEUR DE POLARISATIOND'une part, on a :
− G̃r2,va

p
v = Jpv + κG̃n2,va

a
v + κevG̃

n
2,vD

n
0 j
a + evG̃

r
2,vD

r
0j
p

= Jpv + κG̃n2,v [evA
a − G̃a−12,v J

a
v ] + κevG̃

n
2,vD

n
0 [evJ

a
v −Da−1

bck A
a] + evG̃

r
2,vD

r
0j
p

= Jpv − κG̃n2,vG̃
a−1
2,v J

a
v + κevG̃

n
2,v[1−Dn

0D
a−1
bck ]Aa + evG̃

r
2,vD

r
0j
p

= Jpv − κG̃n2,vG̃
a−1
2,v J

a
v + κevG̃

n
2,vPonAa + evG̃

r
2,vD

r
0j
p.D'autre part, ave
 Πn2,v = e2vG̃

n
2,v, on a :

−Ap = κDnja +Drjp + κevD
n
0 G̃

n
2,va

a
v + evD

r
0G̃

r
2,va

p
v +Dr

0ã
r
bck

= Drjp + κDn[evJ
a
v −Da−1

bck A
a] + κevD

n
0 G̃

n
2,v [evA

a − G̃a−12,v J
a
v ] +Dr

0ã
r
bck

−evDr
0[J

p
v − κG̃n2,vG̃

a−1
2,v J

a
v + κevG̃

n
2,vPonAa + evG̃

r
2,vD

r
0j
p]

= Dr
bckj

p − evD
r
0J

p
v + κ[e2vD

n
0 G̃

n
2,v −DnDa−1

bck − e2vD
r
0G̃

n
2,vPon]Aa +Dr

0ã
r
bck

+κev[D
n −Dn

0 G̃
n
2,vG̃

a−1
2,v +Dr

0G̃
n
2,vG̃

a−1
2,v ]Jav

= Dr
bckj

p − evD
r
0J

p
v + κ[Dn

0Π
n
2,v −DnDa−1

bck −Dr
0Π

n
2,vPon]Aa +Dr

0ã
r
bck

+κev[D
n − [Dn

0 −Dr
0]G̃

n
2,vG̃

a−1
2,v ]Jav .Par 
onséquent :

jp = evD
r−1
bck D

r
0J

p
v −Dr−1

bck A
p + κDr−1

bck [DnDa−1
bck −Dn

0Π
n
2,v +Dr

0Π
n
2,vPon]Aa −Dr−1

bck D
r
0ã
r
bck

−κevDr−1
bck [Dn − [Dn

0 −Dr
0]G̃

n
2,vG̃

a−1
2,v ]Jav , (ave
 : Dn

0 −Dr
0 = −Df

0 )

= evJ
p
v −Dr−1

bck A
p + κDr−1

bck [DnDa−1
bck −Dn

0Π
n
2,v +Dr

0Π
n
2,vPon]Aa −Dr−1

bck D
r
0ã
r
bck

−κevDr−1
bck [Dn +Df

0 G̃
n
2,vG̃

a−1
2,v ]Jav

= evJ
p
v −Dr−1

bck A
p + καAA

a − κevαJJ
a
v −Dr−1

0 Dr
0ã
r
bck + O(~

2).Or, d'une part, on peut é
rire
αA = Dr−1

bck [DnDa−1
bck −Dn

0Π
n
2,v +Dr

0Π
n
2,vPon] + O(~2)

= (Dr−1
0 −Πr2,bck)(D

n
0 +Dn

0Π
n
2,totD

n
0 )(D

a−1
0 −Πa2,bck)−Dr−1

0 Dn
0Π

n
2,v

+Dr−1
0 Dr

0Π
n
2,vPon + O(~2)

= Dr−1
0 Dn

0D
a−1
0 −Πr2,bckD

n
0D

a−1
0 −Dr−1

0 Dn
0Π

a
2,bck +Dr−1

0 Dn
0Π

n
2,totD

n
0D

a−1
0

−Πn2,vPo� +Πn2,vPon + O(~2)
= Dn−1

0 Po� −Πr2,bckPo� −Πa2,bckPo� +Πn2,totPo� −Πn2,vPo� +Πn2,vPon + O(~2)
= [Dn−1

0 −Πn2,bck]Po� +Πn2,vPon + O(~2) = Dn−1
bck Po� +Πn2,vPon + O(~2)puisque (
f annexe B.2)

Πr2,bck +Πa2,bck = 2Πn2,bck, Πn2,tot = Πn2,bck +Πn2,v,148



B.1. CALCUL DES FONCTIONNELLESet, d'autre part, on a
αJ = Dr−1

bck [Dn +Df
0 G̃

n
2,vG̃

a−1
2,v ] + O(~)

= (Dr−1
0 −Πr2,bck)(D

n
0 +Dn

0Π
n
2,totD

n
0 ) + (Dr−1

0 −Πr2,bck)D
f
0 G̃

n
2,vG̃

a−1
2,v + O(~)

= Dr−1
0 Dn

0 +Dr−1
0 Df

0 G̃
n
2,vG̃

a−1
2,v + O(~) = Po� + G̃n2,vG̃

a−1
2,v Pon + O(~).Finalement, à l'ordre O(~), on a :

jp = evJ
p
v −Dr−1

bck A
p + κ[Dn−1

bck Po� +Πn2,vPon]Aa − κev[Po� + G̃n2,vG̃
a−1
2,v Pon]Jav − ãrbck + O(~

2).En�n l'expression du dernier 
hamp extérieur peut être obtenue de la façon suivante :
apv = −G̃r−12,v J

p
v + κG̃r−12,v G̃

n
2,vG̃

a−1
2,v J

a
v − κevG̃

r−1
2,v G̃

n
2,vPonAa − evD

r
0j
p + O(~)

= −G̃r−12,v J
p
v + κG̃r−12,v G̃

n
2,vG̃

a−1
2,v J

a
v − κevG̃

r−1
2,v G̃

n
2,vPonAa − evD

r
0[evJ

p
v −Dr−1

bck A
p]

−evDr
0[κ[D

n−1
bck Po� +Πn2,vPon]Aa − κev [Po� + G̃n2,vG̃

a−1
2,v Pon]Jav − ãrbck] + O(~)

= −G̃r−12,v J
p
v + κG̃r−12,v G̃

n
2,vG̃

a−1
2,v J

a
v − κevG̃

r−1
2,v G̃

n
2,vPonAa − evA

p − κevPo�Aa − evD
r
0ã
r
bck + O(~)

= −G̃r−12,v J
p
v + κG̃r−12,v G̃

n
2,vG̃

a−1
2,v J

a
v − κevG̃

r−1
2,v G̃

n
2,vPonAa − evA

p − κevPo�Aa + O(~)En résumé, l'inversion des relations donnant les 
hamps et 
ourants e�e
tifs 
orrespond au sys-tème suivant :
jp = evJ

p
v −Dr−1

bck A
p + κ[Dn−1

bck Po� +Πn2,vPon]Aa − κev[Po� + G̃n2,vG̃
a−1
2,v Pon]Jav − ãrbck + O(~

2)

apv = −G̃r−12,v J
p
v + κG̃r−12,v G̃

n
2,vG̃

a−1
2,v J

a
v − κevG̃

r−1
2,v G̃

n
2,vPonAa − evA

p − κevPo�Aa + O(~)
ja = evJ

a
v −Da−1

bck A
a + O(~2)

aav = evA
a − G̃a−12,v J

a
v + O(~).Les 
hamps extérieurs aXv ont été évalués à l'ordre arbre tandis que les sour
es extérieures jX lesont jusqu'à l'ordre d'une bou
le. L'a
tion e�e
tive 
orrespond à l'expression suivante :

Γ[Jpv , J
a
v , A

p, Aa] =
1

2

(

Aa

Ap

)tr (−κ[Dn−1
bck Po� +Πn2,vPon] Dr−1

bck

Da−1
bck 0

)(

Aa

Ap

)

+
1

2

(

Jav
Jpv

)tr
(

−κG̃r−12,v G̃
n
2,vG̃

a−1
2,v G̃r−12,v

G̃a−12,v 0

)

(

Jav
Jpv

)

+
ev
2

(

Jav
Jpv

)tr (
κPo� + κG̃r−12,v G̃

n
2,vPon −1

−1 0

)(

Aa

Ap

)

+
ev
2

(

Aa

Ap

)tr (
κPo� + κG̃n2,vG̃

a−1
2,v Pon −1

−1 0

)(

Jav
Jpv

)

+
1

2

∑

τ 6=v

eτ{AaG̃r2,τapτ + apτ G̃
a
2,τA

a}+ O(~2).De nouveau, 
ette a
tion est nulle dès que les valeurs moyennes sont dé�nies à partir des quantitése�e
tives : les équations du mouvement pour les di�érentes valeurs moyennes sont déduites de
elles des 
hamps e�e
tifs mais pas dire
tement de l'a
tion.149



ANNEXE B. ACTIONS EFFECTIVES ET TENSEUR DE POLARISATIONA
tion e�e
tive pour toutes les variables e�e
tives physiquesLes quantités physiques ap et jp paramétrant W ne font pas l'objet d'une redé�nition partransformée de Legendre ; 
es quantités sont alors traitées 
omme des paramètres. L'a
tion ef-fe
tive, permettant d'obtenir 
onjointement les équations dynamiques de la moyenne du 
hampéle
tromagnétique et de 
elle des 
ourants, est donnée par l'expression
Γ[Jp, Ap] = ℜW[aa, ap, ja, jp]−

∑

τ

Jpτ a
a
τ − jaAp.La fon
tionnelle ℜW peut être é
rite

ℜW[aa, ja] = −κ
2

∑

τ

(

aaτ
ja

)tr

W(2) n
aux,τ

(

aaτ
ja

)

−
∑

τ

(

aaτ
ja

)tr (
Ωaτ
Ωjτ

)

+ O(~2)où
W(2) n
aux,τ =

(

G̃n2,τ eτ G̃
n
2,τD

n
0

eτD
n
0 G̃

n
2,τ

1
ns
Dn

)

,

(

Ωaτ
Ωjτ

)

=

(

G̃r2,τa
p
τ + eτ G̃

r
2,τD

r
0j
p

eτD
r
0G̃

r
2,τa

p
τ +

1
ns
Drjp

)

, ns =
∑

τ

1.Dans l'expression pré
édente, on a introduit le nombre de saveurs ns suivies a�n de 
ompenserla somme sur 
elles-
i dans les termes ne dépendant que des 
hamps extérieurs. De plus, onintroduit les 
ourants à une bou
le j̃nτ et j̃rτ :
j̃nτ = −G̃n2,τ [aaτ + eτD

n
0 j
a], j̃rτ = −G̃r2,τ [apτ + eτD

r
0j
p].Le 
ourant j̃rτ fait o�
e de paramètre. L'a
tion e�e
tive Γ[Jp, Ap] s'é
rit

Γ[Jp, Ap] =
κ

2

∑

τ

(

aaτ
ja

)tr

W(2) n
aux,τ

(

aaτ
ja

)et les variables e�e
tives ont pour expression :
− Jpτ = −δℜW

δaaτ
= κG̃n2,τa

a
τ + κeτ G̃

n
2,τD

n
0 j
a − j̃rτ = −κj̃nτ − j̃rτ

−Ap = −δℜW
δja

= κDnja +Drjp +
∑

τ

eτ (κD
n
0 G̃

n
2,τa

a
τ +Dr

0G̃
r
2,τa

p
τ )

= κDn
0 [j

a −
∑

τ

eτ j̃
n
τ ] +Dr

0[j
p −

∑

τ

eτ j̃
r
τ ].En terme des variables ja et j̃nτ (
onsidérées 
omme des fon
tions de Jp et Ap), l'a
tion e�e
tiveest diagonale :

Γ[Jp, Ap] =
κ

2

∑

τ

(

j̃nτ
ja

)tr (
G̃n−12,τ 0

0 1
ns
Dn

0

)(

j̃nτ
ja

)

=
κ

2

∑

τ

[j̃nτ ]
trG̃n−12,τ j̃

n
τ +

κ

2
jaDn

0 j
a + O(~2).150



B.1. CALCUL DES FONCTIONNELLESOn a :
κj̃nτ = Jpτ − j̃rτ

κja =
∑

τ

eτ [J
p
τ − j̃rτ ]−Dn−1

0 Ap −Dn−1
0 Dr

0[j
p −

∑

τ

eτ j̃
r
τ ]

=
∑

τ

eτJ
p
τ −Dn−1

0 Ap −Dn−1
0 Dr

0j
p +Dn−1

0 [Dr
0 −Dn

0 ]
∑

τ

eτ j̃
r
τ

=
∑

τ

eτJ
p
τ −Dn−1

0 Ap −Dn−1
0 Dr

0j
p +Dn−1

0 Df
0

∑

τ

eτ j̃
r
τ

=
∑

τ

eτ [J
p
τ +Dn−1

0 Df
0 j̃
r
τ ]−Dn−1

0 [Ap +Dr
0j
p]En 
onséquen
e, l'a
tion e�e
tive s'é
rit :

κΓ[Jp, Ap] =
κ2

2

∑

τ

[j̃nτ ]
trG̃n−12,τ j̃

n
τ +

κ2

2
jaDn

0 j
a

=
1

2

∑

τ

[Jpτ − [j̃rτ ]
tr]G̃n−12,τ [Jpτ − j̃rτ ] +

1

2
{
∑

τ

eτ [J
p
τD

n
0 − [j̃rτ ]

trDf
0 ]− [Ap + jpDa

0 ]} ·Dn−1
0

·{
∑

τ

eτ [D
n
0J

p
τ +Df

0 j̃
r
τ ]− [Ap +Dr

0j
p]}

=
1

2

∑

τ

[Jpτ − [j̃rτ ]
tr]G̃n−12,τ [Jpτ − j̃rτ ] +

1

2
[Ap + jpDa

0 ] ·Dn−1
0 · [Ap +Dr

0j
p]

−1

2

∑

τ

eτ [A
p + jpDa

0 ] ·Dn−1
0 · [Dn

0J
p
τ +Df

0 j̃
r
τ ]

−1

2

∑

τ

eτ [J
p
τD

n
0 − j̃rτD

f
0 ] ·Dn−1

0 · [Ap +Dr
0j
p] + O(~2)
'est-à-dire :

κΓ[Jp, Ap] =
1

2

∑

τ

(

Jpτ
Ap

)tr
(

G̃n−12,τ eτ
eτ

1
ns
Dn−1

0

)

(

Jpτ
Ap

)

−1

2

∑

τ

(

Jpτ
Ap

)tr
(

G̃n−12,τ eτD
r
0

eτD
n−1
0 Df

0
1
ns
Dn−1

0 Dr
0

)

(

j̃rτ
jp

)

−1

2

∑

τ

(

j̃rτ
jp

)tr
(

G̃n−12,τ −eτDf
0D

n−1
0

eτD
a
0

1
ns
Da

0D
n−1
0

)

(

Jpτ
Ap

)

+
∑

τ

(

j̃rτ
jp

)tr
(

G̃n−12,τ −eτDa
0D

n−1
0 Df

0

+eτD
f
0D

n−1
0 Dr

0
1
ns
Da

0D
n−1
0 Dr

0

)

(

j̃rτ
jp

)

+ O(~2)ave
 Df
0 = Dr

0 −Dn
0 = Dn

0 −Da
0 . En outre, κΓ est ainsi indépendante du paramètre κ (toutes lesquantités auxiliaires ont été éliminées). L'a
tion e�e
tive pré
édente est dé�nie pour les quanti-tés e�e
tives et les équations linéarisées de 
es termes peuvent en être déduites (on retrouve les151



ANNEXE B. ACTIONS EFFECTIVES ET TENSEUR DE POLARISATIONrelations pré
édentes).L'a
tion e�e
tive pour les valeurs moyennes peut être déduite de l'a
tion pré
édente en im-posant l'unitarité à 
ette fon
tionnelle. Formellement, 
e
i revient à imposer les relations (B.7)et (B.8) à 
ette fon
tionnelle ; L'a
tion e�e
tive pour les valeurs moyennes est très similaire à lapré
édente puisque les variables auxiliaires avaient déjà toutes été éliminées :
κΓ[〈J〉, 〈A〉] =

1

2

∑

τ

(

〈Jτ 〉
〈A〉

)tr
(

G̃n−12,τ eτ
eτ

1
ns
Dn−1

0

)

(

〈Jτ 〉
〈A〉

)

−1

2

∑

τ

(

〈Jτ 〉
〈A〉

)tr
(

G̃n−12,τ eτD
r
0

eτD
n−1
0 Df

0
1
ns
Dn−1

0 Dr
0

)

(

j̃rτ
jr

)

−1

2

∑

τ

(

j̃rτ
jr

)tr
(

G̃n−12,τ −eτDf
0D

n−1
0

eτD
a
0

1
ns
Da

0D
n−1
0

)

(

〈Jτ 〉
〈A〉

)

+
∑

τ

(

j̃rτ
jr

)tr
(

G̃n−12,τ −eτDa
0D

n−1
0 Df

0

+eτD
f
0D

n−1
0 Dr

0
1
ns
Da

0D
n−1
0 Dr

0

)

(

j̃rτ
jr

)

+ O(~2)ave
 j̃rτ = −G̃r2,τ [arτ + eτD
r
0j
r] puisque l'unitarité a été restaurée. À nouveau, les équations dumouvement pour les valeurs moyennes peuvent être déduites de 
ette fon
tionnelle : on obtientdeux équations linéaires 
ouplées et les équations du mouvement pour les valeurs moyennes du
hamp ainsi que 
elle pour les 
ourants peuvent être extraites de 
e système ordre par ordre.

0 + O(~) =
δΓ

δ〈Jτ 〉
= G̃n−12,τ [〈Jτ 〉 − j̃rτ ]− eτ [〈A〉+Dr

0j
r] + O(~)

0 + O(~2) =
δΓ

δ〈A〉 = Dn−1
0 · {

∑

τ

eτ [D
n
0 〈Jτ 〉+Df

0 j̃
r
τ ]− [〈A〉 +Dr

0j
r]}+ O(~2)

= Dn−1
0 · {

∑

τ

eτ [D
n
0 〈Jτ 〉 − [Dn

0 −Dr
0]j̃

r
τ ]− [〈A〉 +Dr

0j
r]}+ O(~2)

=
∑

τ

eτ (〈Jτ 〉 − j̃rτ )−Dn−1
0 [〈A〉+Dr

0(j
r −

∑

τ

eτ j̃
r
τ )] + O(~

2).La dernière relation permet de déduire l'équation du mouvement au niveau arbre pour 〈A〉 
'est-à-dire 〈A〉 = −Dr
0j
r+O(~1). L'imposer dans la première relation permet de trouver l'équation dumouvement de 〈Jτ 〉 sous la forme 〈Jτ 〉 = j̃rτ +O(~

2). En utilisant l'expression obtenue pour 〈Jτ 〉,l'équation du mouvement pour le niveau à une bou
le de 〈A〉 peut être déduite de la dernièreéquation du mouvement, et, en rassemblant tous les ordres de 〈A〉, 
ette valeur moyenne véri�el'équation 〈A〉 = −Dr
0(j

r −∑τ eτ j̃
r
τ ) + O(~

2). En résumé, les équations du mouvement pour les152



B.1. CALCUL DES FONCTIONNELLESvaleurs moyennes sont retrouvées :
〈Jτ 〉 = j̃rτ +O(~) = −G̃r2,τ [arτ + eτD

r
0j
r] + O(~2)

〈A〉 = −Dr
0(j

r −
∑

τ

eτ j̃
r
τ ) +O(~) = −Dr

0[
∑

τ

eτ G̃
r
2,τ [a

r
τ + eτD

r
0j
r]− jr] + O(~2)

= −Drjr −Dr
0[
∑

τ

eτ G̃
r
2,τa

r
τ + O(~

2)et : 〈A〉 = Dr
0[eτ 〈Jτ 〉 − jr] + O(~2).Charges spe
tatri
es : Seul le 
ourant des 
harges de saveur v et le 
hamp éle
tromagnétiquesont suivis. L'a
tion e�e
tive 
orrespondante s'é
rit

Γ[Jpv , A
p] = ℜW[aav , a

p, ja, jp]−
∑

τ

Jpτ a
a
τ − jaAp.Pour simpli�er les expressions, les 
hamps extérieurs auxiliaires aaτ 6=v sont annulés. L'expressionde 
ette a
tion e�e
tive peut être obtenue de manière similaire aux développements pré
édentsà partir de

ℜW[aav , j
a] = −κ

2

∑

τ

(

aav
ja

)tr

W(2) n
aux,v

(

aav
ja

)

−
(

aav
ja

)tr (
Ωa

Ωj

)

+ O(~2)où
W(2) n
aux,v =

(

G̃n2,v evG̃
n
2,vD

n
0

evD
n
0 G̃

n
2,v Dn

)

,

(

Ωa

Ωj

)

=

(

G̃r2,va
p
v + evG̃

r
2,vD

r
0j
p

Drjp +
∑

τ eτD
r
0G̃

r
2,τa

p
τ

)

=

(

G̃r2,va
p
v + evG̃

r
2,vD

r
0j
p

Drjp +Dr
0ã
r
bck

)

.ave
 le paramètre à une bou
le lié aux 
harges spe
tatri
es
ãrbck ≡

∑

τ 6=v

eτ G̃
r
2,τa

p
τ .De nouveau, les 
al
uls sont analogues à 
eux faits lorsque toutes les 
harges sont 
onsidérées.Les quantités e�e
tives s'é
rivent alors :

Jpv = κj̃nv + j̃rv ,

−Ap = κDnja + κevD
n
0 G̃

n
2,va

a
v +Drjp + evD

r
0G̃

r
2,va

p
v +

∑

τ 6=v

eτD
r
0G̃

r
2,τa

p
τ

= κDn
bckj

a − κevD
n
0 j̃
n
v +Dr

bckj
p − evD

r
0 j̃
r
v +Dr

0ã
r
bckau moyen des sour
es à une bou
le introduites pré
édemment. On a

κj̃nv = Jpv − j̃rv

κja = evD
n−1
bck D

n
0 [J

p
v − j̃rv ]−Dn−1

bck A
p −Dn−1

bck D
r
bckj

p + evD
n−1
bck D

r
0 j̃
r
v −Dn−1

bck D
r
0ã
r
bck + O(~

2)

= evD
n−1
bck D

n
0J

p
v −Dn−1

bck A
p −Dn−1

bck D
r
bckj

p + evD
n−1
bck D

f
0 j̃
r
v −Dn−1

0 Dr
0ã
r
bck + O(~

2)

= evJ
p
v −Dn−1

bck A
p −Dn−1

bck D
r
0j
p −Dn−1

0 Dr
0Π

r
2,bckD

r
0j
p + evD

n−1
0 Df

0 j̃
r
v −Dn−1

0 Dr
0ã
r
bck + O(~

2)

= −Dn−1
bck [Ap +Dr

0j
p] +Dn−1

0 [ev(D
n
0J

p
v +Df

0 j̃
r
v)−Dr

0(ã
r
bck +Πr2,bckD

r
0j
p)] + O(~2)153



ANNEXE B. ACTIONS EFFECTIVES ET TENSEUR DE POLARISATIONoù l'on a utilisé la dé
omposition suivante :
Dn−1
bck D

r
bck + O(~

2) = (Dn−1
0 −Πn2,bck) · (Dr

0 +Dr
0Π

r
2,bckD

r
0) + O(~

2)

= Dn−1
bck D

r
0 +Dn−1

0 Dr
0Π

r
2,bckD

r
0 + O(~

2).Par 
onséquent, à l'ordre quadratique, l'a
tion e�e
tive s'é
rit
κΓ[Jpv , A

p] =
κ2

2
j̃nv G̃

n−1
2,v j̃

n
v +

κ2

2
jaDn

bckj
a

=
1

2
[Jpv − j̃rv ]G̃

n−1
2,v [Jpv − j̃rv ]

+
1

2
{−[Ap + jpDa

0 ]D
n−1
bck + [ev(J

p
vD

n
0 − [j̃rv ]

trDf
0 )− ([ãrbck]

tr + jpDa
0Π

a
2,bck)D

a
0 ]D

n−1
0 } ·Dn

bck

·{−Dn−1
bck [Ap +Dr

0j
p] +Dn−1

0 [ev(D
n
0 J

p
v +Df

0 j̃
r
v)−Dr

0(ã
r
bck +Πr2,bckD

r
0j
p)]}

=
1

2
[Jpv − j̃rv ]G̃

n−1
2,v [Jpv − j̃rv ] +

1

2
[Ap + jpDa

0 ] ·Dn−1
bck · [Ap +Dr

0j
p]

−1

2
[Ap + jpDa

0 ] ·Dn−1
0 · [ev(Dn

0J
p
v +Df

0 j̃
r
v)−Dr

0(ã
r
bck +Πr2,bckD

r
0j
p)]

−1

2
[ev(J

p
vD

n
0 − [j̃rv ]

trDf
0 )− ([ãrbck]

tr + jpDa
0Π

a
2,bck)D

a
0 ] ·Dn−1

0 · [Ap +Dr
0j
p] + O(~2).Pour simpli�er les notations, on réintroduit des ordres supérieurs pour former la 
ontributionsuivante :

Λ =
1

2
[Ap + jpDa

0 ] ·Dn−1
bck · [Ap +Dr

0j
p] +

1

2
[Ap + jpDa

0 ] ·Dn−1
0 ·Dr

0Π
r
2,bckD

r
0j
p

+
1

2
jpDa

0Π
a
2,bckD

a
0 ·Dn−1

0 · [Ap +Dr
0j
p] +

1

2
[Ap + jpDa

0 ] ·Dn−1
0 ·Dr

0ã
r
bck

+
1

2
[ãrbck]

trDa
0 ·Dn−1

0 · [Ap +Dr
0j
p]

≡ 1

2
[Ap + (jp + [ãrbck]

tr)Da
bck] ·Dn−1

bck · [Ap +Dr
bck(j

p + ãrbck)] + O(~
2).L'a
tion e�e
tive s'é
rit alors

κΓ[Jpv , A
p] =

1

2
[Jpv − j̃rv ] · G̃n−12,v · [Jpv − j̃rv ] +

1

2
[Ap + (jp + [ãrbck]

tr)Da
bck] ·Dn−1

bck · [Ap +Dr
bck(j

p + ãrbck)]

−ev
2
[Ap + jpDa

0 ] ·Dn−1
0 · [Dn

0J
p
v +Df

0 j̃
r
v ]−

ev
2
[JpvD

n
0 − [j̃rv ]

trDf
0 ] ·Dn−1

0 · [Ap +Dr
0j
p] + O(~2),
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B.1. CALCUL DES FONCTIONNELLES
'est-à-dire, plus expli
itement sous la forme matri
ielle suivante :
κΓ[Jpv , A

p] =
1

2

(

Jpv
Ap

)tr (
G̃n−12,v −ev
−ev Dn−1

bck

)(

Jpv
Ap

)

− 1

2

(

Jpv
Ap

)tr
(

G̃n−12,v evD
r
0

evD
n−1
0 Df

0 −Dn−1
bck D

r
bck + O(~

2)

)

(

j̃rv
jp

)

−1

2

(

j̃rv
jp

)tr
(

G̃n−12,v −evDf
0D

n−1
0

evD
a
0 −Da

bckD
n−1
bck + O(~2)

)

(

Jpv
Ap

)

+
1

2

(

j̃rv
jp

)tr
(

G̃n−12,v +evD
f
0D

n−1
0 Dr

0

−evDa
0D

n−1
0 Df

0 Da
bckD

n−1
bck D

r
bck + O(~

2)

)

(

j̃rv
jp

)

+
1

2
([ãrbck]

trDa
0D

n−1
0 Ap +ApDn−1

0 Dr
0ã
r
bck) +

1

2
(jpDa

0D
n−1
0 Dr

0ã
r
bck + [ãrbck]

tr[ãrbck]
trjp) + O(~2).En supprimant les termes indépendants des valeurs moyennes, l'a
tion e�e
tive 
orrespondant à
es dernières s'é
rit alors :

κΓ[〈Jv〉, 〈A〉] =
1

2

(

〈Jv〉
〈A〉

)tr (
G̃n−12,v −ev
−ev Dn−1

bck

)(

〈Jv〉
〈A〉

)

−1

2

(

〈Jv〉
〈A〉

)tr
(

G̃n−12,v evD
r
0

evD
n−1
0 Df

0 −Dn−1
bck D

r
bck + O(~

2)

)

(

j̃rv
jr

)

−1

2

(

j̃rv
jr

)tr
(

G̃n−12,v −evDf
0D

n−1
0

evD
a
0 −Da

bckD
n−1
bck + O(~2)

)

(

〈Jv〉
〈A〉

)

+
1

2
([ãrbck]

trDa
0D

n−1
0 〈A〉+ 〈A〉Dn−1

0 Dr
0ã
r
bck) + O(~

2)et les équations du mouvement 
orrespondantes peuvent être obtenues 
omme pré
édemment àpartir des relations :
0 + O(~) = κ

δΓ

δ〈Jτ 〉
= G̃n−12,v · [Jpv − j̃rv ]− ev [A

p +Dr
0j
p] + O(~)

0 + O(~2) = κ
δΓ

δ〈A〉 = Dn−1
bck · [Ap +Dr

bck(j
p + ãrbck)]− evD

n−1
0 [Dn

0J
p
v +Df

0 j̃
r
v ] + O(~

2)

= Dn−1
bck [Ap +Dr

bckj
p] +Dn−1

0 Dr
0ã
r
bck − evD

n−1
0 [Dn

0J
p
v + [Dr

0 −Dn
0 ]j̃

r
v ] + O(~

2)

= Dn−1
bck [Ap +Dr

0j
p] +Dn−1

0 Dr
0[Π

r
2,bckD

r
0j
p + ãrbck − ev j̃

r
v ]− ev[J

p
v − j̃rv ] + O(~

2)et, en identi�ant les di�érents ordres, les valeurs moyennes s'é
rivent alors sous la forme :
〈Jv〉 = j̃rv + O(~

2), 〈A〉 = −Dr
bckj

r −Dr
0(ã

r
bck − ev j̃

r
v) + O(~

2)
'est-à-dire
〈Jv〉 = −G̃r2,τ [arτ + eτD

r
0j
r] + O(~2), 〈A〉 = −Drjr −

∑

τ

eτD
r
0G̃

r
2,τa

p
τ + O(~

2)et
〈A〉 = −Dr

bckj
r −Dr

0

(

∑

τ 6=v

eτ G̃
r
2,τa

p
τ − ev〈Jv〉

)

+O(~2).155



ANNEXE B. ACTIONS EFFECTIVES ET TENSEUR DE POLARISATIONA
tion e�e
tive pour toutes les densités de 
hargeDe la même manière, l'a
tion e�e
tive pour la moyenne des di�érents 
ourants est dé�nie parla relation
Γ[Jp] = ℜW[aa, ap, ja, jp]−

∑

τ

Jpτ a
a
τet 
orrespond à l'expression

Γ[Jp] =
κ

2

∑

τ

aaτ G̃
n
2,τa

a
τ + Γj, Γj = −1

2

(

ja

jp

)tr (
κDn Dr

Da 0

)(

ja

jp

)où le 
hamp extérieur aaτ s'é
rit en fon
tion du 
ourant e�e
tif Jpτ sous la forme
− Jpτ = κG̃n2,τ [a

a
τ + eτD

n
0 j
a] + G̃r2,τ [a

p
τ + eτD

r
0j
p]

κaaτ = −G̃n−12,τ J
p
τ − κeτD

n
0 j
a − G̃n−12,τ G̃

r
2,τ [a

p
τ + eτD

r
0j
p]

= −G̃n−12,τ [Jpτ − j̃rτ ]− κeτD
n
0 j
aà partir de la sour
e retardée à une bou
le

j̃rτ = −G̃r2,τ [apτ + eτD
r
0j
p], [j̃rτ ]

tr = −[apτ + eτ j
pDa

0 ]G̃
a
2,τqui 
onstitue alors un paramètre de l'a
tion e�e
tive pour la moyenne des 
ourants. À une bou
le,l'a
tion e�e
tive s'é
rit don
 :

κΓ[Jp] =
1

2

∑

τ

[Jpτ − j̃rτ ] · G̃n−12,τ · [Jpτ − j̃rτ ] + κ
∑

τ

eτ [J
p
τ − j̃rτ ] ·Dn

0 · ja

+κ
∑

τ

eτ j
a ·Dn

0 · [Jpτ − j̃rτ ] + κΓj + O(~
2).Cette a
tion permet de retrouver l'équation du mouvement de la sour
e e�e
tive Jp en fon
tionde tous les autres paramètres. L'annulation des quantités auxiliaires de l'équation pré
édente(ja → 0, Γj [ja = 0, jp] = 0) permet d'obtenir l'expression de l'a
tion e�e
tive κΓ en terme desvaleurs moyennes sous la forme suivante :

κΓ[〈J〉] =
1

2

∑

τ

[〈Jτ 〉 − j̃rτ ] · G̃n−12,τ · [〈Jτ 〉 − j̃rτ ] + O(~
2).En outre, κΓ est alors indépendante de κ et produit bien l'équation du mouvement 〈Jτ 〉 =

j̃rτ + O(~
2) par appli
ation du prin
ipe variationnel.Charges spe
tatri
es : Le 
ourant des 
harges de saveur v est mesuré ; l'a
tion e�e
tive 
orres-pondante est dé�nie par la relation

Γ[Jpv ] = ℜW[aav , a
p, ja, jp]−

∑

τ

Jpv a
a
v .156



B.1. CALCUL DES FONCTIONNELLESElle s'é
rit alors
Γ[Jpv ] =

κ

2
aav · G̃n2,v · aav + Γcst (B.9)où Γcst 
orrespond à tous les termes indépendants de aav ,

Γcst = Γj + Γbck,a + Γbck,a,j + Γtrbck,a,j. (B.10)L'expression de 
es termes n'est pas essentielle au 
al
ul, d'autant plus qu'ils s'annulent touslorsque l'unitarité est imposée à la fon
tionnelle. L'expression du 
ourant e�e
tif 
orrespond à :
− Jpv = κG̃n2,v [a

a
v + evD

n
0 j
a] + G̃r2,v [a

p
v + evD

r
0j
p]

κaav = −G̃n−12,v [Jpv − j̃rv ]− κevD
n
0 j
aPar 
onséquent, l'a
tion e�e
tive s'é
rit :

κΓ[Jpv ] =
1

2
[Jpv − j̃rv ] · G̃n−12,v · [Jpv − j̃rv ]+κev[Jpv − j̃rv ] ·Dn

0 · ja+κevja ·Dn
0 · [Jpv − j̃rv ]+κΓcst+O(~2),et, en annulant les quantités auxiliaires, elle s'é
rit �nalement :

κΓ[〈Jv〉] =
1

2
[〈Jv〉 − j̃rv ] · G̃n−12,v · [〈Jv〉 − j̃rv ] + O(~

2)et génère, à partir du prin
ipe variationnel, l'expression de la valeur moyenne 〈Jv〉 = j̃rv +O(~
2).A
tion e�e
tive pour le 
hamp éle
tromagnétiqueL'expression de l'a
tion e�e
tive pour la moyenne du 
hamp éle
tromagnétique est dé�nie àpartir de la relation

Γ[Ap] = ℜW[aa, ap, ja, jp]− jaAp
'est-à-dire
Γ[Ap] = +

κ

2
jaDnja + Γa, Γa = −1

2

∑

τ

(

aaτ
apτ

)tr (
κG̃n2,τ G̃r2,τ
G̃a2,τ 0

)(

aaτ
apτ

)

.Le 
hamp e�e
tif 
orrespond à :
−Ap = −δℜW

δja
= κDnja +Drjp +

∑

τ

eτ (κD
n
0 G̃

n
2,τa

a
τ +Dr

0G̃
r
2,τa

p
τ )

= κDnja + κDn
0

∑

τ

eτ G̃
n
2,τa

a
τ +Dr

0[j
p −

∑

τ

eτ j̃
r
τ ]

κja = −Dn−1[Ap +Dr
0j
p]−

∑

τ

eτ [κG̃
n
2,τa

a
τ −Dn−1

0 Dr
0j̃
r
τ ]157



ANNEXE B. ACTIONS EFFECTIVES ET TENSEUR DE POLARISATIONen utilisant le 
ourant retardé à une bou
le j̃rτ . Par 
onséquent, en ex
luant les ordres à plusd'une bou
le, on obtient :
κΓ[Ap] =

1

2
[Ap + jpDa

0 ]D
n−1[Ap +Dr

0j
p] +

1

2

∑

τ

eτ [A
p + jpDa

0 ] · [κG̃n2,τaaτ −Dn−1
0 Dr

0j̃
r
τ ]

+
1

2

∑

τ

eτ [κa
a
τ G̃

n
2,τ − [j̃rτ ]

trDa
0D

n−1
0 ] · [Ap +Dr

0j
p] + κΓa

= κΓa +
1

2

(

Ap

jp

)tr (
Dn−1 Dn−1Dr

0

Da
0D

n−1 Da
0D

n−1Dr
0

)(

Ap

jp

)

+
1

2

∑

τ

eτ

(

Ap

jp

)tr (
κG̃n2,τ −Dn−1

0 Dr
0

κDa
0D

n
0 G̃

n
2,τ −Dn

0

)(

aaτ
j̃rτ

)

+
1

2

∑

τ

eτ

(

aaτ
j̃rτ

)tr (
κG̃n2,τ κG̃n2,τD

r
0

−Da
0D

n−1
0 −Dn

0

)(

Ap

jp

)En annulant les quantités auxiliaires de l'équation pré
édente (aaτ → 0, Γa[aa = 0, ap] = 0),l'expression de κΓ devient indépendante de κ et dé�nit alors l'a
tion e�e
tive pour les valeursmoyennes :
κΓ[〈A〉] =

1

2
[〈A〉+ jrDa

0 ] ·Dn−1 · [〈A〉 +Dr
0j
r]− 1

2
[〈A〉+ jrDa

0 ] ·Dn−1
0 ·Dr

0

∑

τ

eτ j̃
r
τ

−1

2

∑

τ

eτ [j̃
r
τ ]
trDa

0 ·Dn−1
0 · [〈A〉+Dr

0j
r] + O(~2).L'équation du mouvement pour 〈A〉 peut alors être obtenue à partir du prin
ipe variationnel :

0 = Dn−1 · [〈A〉 +Dr
0j
r]−Dn−1

0 ·Dr
0

∑

τ

eτ j̃
r
τ + O(~

2)

= Dn−1 · [〈A〉 +Dr
0j
r] +Dn−1

0 ·Dr
0

∑

τ

eτ G̃
r
2,τ [a

r
τ + eτD

r
0j
r] + O(~2).Don
 :

〈A〉 = −Drjr −Dr
0

∑

τ

eτ G̃
r
2,τa

r
τ + O(~

2).
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B.2. STRUCTURE DU TENSEUR DE POLARISATION ET DE L'ÉNERGIE PROPREB.2 Stru
ture du tenseur de polarisation et de l'énergie propreB.2.1 Tenseur de polarisationDans le 
ontexte du formalisme 
losed time path, le tenseur de polarisation G̃2,τ induit parla 
harge eτ est dé�ni par l'expression :
(G̃σσ

′

2,τ )µν = −itr[Gσ′σ0,τ γµG
σσ′

0,τ γν ]. (B.11)
'est-à-dire
(iG̃2,τ )µν =

(tr[G++
0,τ γµG

++
0,τ γν ] tr[G−+0,τ γµG

+−
0,τ γν ]tr[G+−

0,τ γµG
−+
0,τ γν ] tr[G−−0,τ γµG−−0,τ γν ]) .L'expression du propagateur pour les fermions sur le 
ontour C+ ∪ C− s'é
rivant

Ǧ0,τ =

(

+Gn0,τ +Gf0,τ
−Gf0,τ −Gn0,τ

)

+ i

(

Gc0,τ −Gc0,τ
−Gc0,τ Gc0,τ

)

,par 
onséquent, les di�érentes 
omposantes du tenseur de polarisation ont pour expression
(iG̃++

2,τ )µν = tr[(+Gn0,τ + iGc0,τ )γµ(+G
n
0,τ + iGc0,τ )γν ]

(iG̃−−2,τ )µν = tr[(−Gn0,τ + iGc0,τ )γµ(−Gn0,τ + iGc0,τ )γν ]

(iG̃+−
2,τ )µν = tr[(−Gf0,τ − iGc0,τ )γµ(+G

f
0,τ − iGc0,τ )γν ]

(iG̃−+2,τ )µν = tr[(+Gf0,τ − iGc0,τ )γµ(−Gf0,τ − iGc0,τ )γν ].Les parties réelle et imaginaire des di�érentes 
omposantes de G̃2,τ permettent d'en dé�nir lestermes 
orrespondant aux 
ontributions pro
he, lointaine et purement imaginaire. Ces 
ontribu-tions obéissent aux relations suivantes :
ℜG̃++

2,τ = −ℜG̃−−2,τ = +tr[Gc0,τγµGn0,τγν ] + tr[Gn0,τγµGc0,τγν ] ≡ G̃n2,τ

ℑG̃++
2,τ = +ℑG̃−−2,τ = −tr[Gn0,τγµGn0,τγν ] + tr[Gc0,τγµGc0,τγν ]

ℜG̃+−
2,τ = −ℜG̃−+2,τ = −tr[Gc0,τγµGf0,τγν ] + tr[Gf0,τγµGc0,τγν ] ≡ −G̃f2,τ

ℑG̃+−
2,τ = +ℑG̃−+2,τ = +tr[Gf0,τγµGf0,τγν ] + tr[Gc0,τγµGc0,τγν ]En outre, 
omme Gn0,τ (x, y) = sgn[x0 − y0]Gf0,τ (x, y), on a, par 
onvolution dans l'espa
e despositions, tr[Gn0,τγµGn0,τγν ] = −tr[Gf0,τγµGf0,τγν ]. (B.12)Par 
onséquent, les parties imaginaires de G̃σσ′2,τ véri�ent les relations suivantes :

ℑG̃+−
2,τ = ℑG̃++

2,τ ≡ G̃c2,τ .Ainsi, sur le 
ontour C+ ∪ C−, le tenseur de polarisation peut être é
rit
G̃2,τ =

(

+G̃n2,τ −G̃f2,τ
+G̃f2,τ −G̃n2,τ

)

+ i

(

G̃c2,τ G̃c2,τ
G̃c2,τ G̃c2,τ

) (B.13)159



ANNEXE B. ACTIONS EFFECTIVES ET TENSEUR DE POLARISATIONEn outre, les di�érentes 
omposantes de 
e tenseur véri�ent la relation de 
ontrainte
G̃++

2,τ + G̃−−2,τ = G̃+−
2,τ + G̃−+2,τ . (B.14)En�n, on dé�nit des 
ombinaisons de grandeurs retardée et avan
ée pour le tenseur de polarisationpar les relations suivantes :̃

Gr2,τ = G̃n2,τ + G̃f2,τ , G̃a2,τ = G̃n2,τ − G̃f2,τ .Ainsi, les quantités G̃X2,τ se 
omportent 
omme pour un propagateur issu de degrés de libertébosoniques.B.2.2 Énergie propreL'énergie propre Π2 est dé�nie à partir de la somme des tenseurs G̃2,τ des di�érentes saveursselon la relation
Π2 =

∑

τ

e2τ σ̌G̃2,τ σ̌ =
∑

τ

e2τ

(

G̃++
2,τ −G̃+−

2,τ

−G̃−+2,τ G̃−−2,τ

)

. (B.15)Cette stru
ture est analogue à 
elle du propagateur par blo
s pour les fermions. La relation(B.14) s'é
rit pour l'énergie propre :
Π++

2 +Π−−2 +Π+−
2 +Π−+2 = 0. (B.16)En�n, les 
ontributions avan
ée et retardée de l'énergie propre s'é
rivent

Πr2 = Π++
2 +Π+−

2 =
∑

τ

e2τ [G̃
++
2,τ − G̃+−

2,τ ] =
∑

τ

e2τ G̃
r
2,τ , Πa2 =

∑

τ

e2τ G̃
a
2,τ . (B.17)de sorte que le propagateur du photon soit

Dr =
1

Dr−1
0 −Πr2

, Da =
1

Da−1
0 −Πa2

. (B.18)On dé�nit les 
ontributions pro
he, lointaine de l'énergie propre ainsi que Πc2 en terme des
omposantes réelle et imaginaire de 
ette grandeur dans l'espa
e des positions. Ainsi, l'énergiepropre se dé
ompose 
omme :
Π2 =

∑

τ

e2τ

[

(

+G̃n2,τ +G̃f2,τ
−G̃f2,τ −G̃n2,τ

)

+ i

(

G̃c2,τ −G̃c2,τ
−G̃c2,τ G̃c2,τ

)] (B.19)et don
 :
Πn2 =

∑

τ

e2τ G̃
n
2,τ = ℜΠ++

2 , Πf2 =
∑

τ

e2τ G̃
f
2,τ = ℜΠ+−

2 , Πc2 =
∑

τ

e2τ G̃
c
2,τ = ℑΠ++

2 . (B.20)À l'ordre d'une bou
le, l'expression du propagateur du photon 
orrespond aux expressions
Dn =

1

2
[Dr +Da] = Dn

0 +Dn
0Π

n
2D

n
0 +Df

0Π
n
2D

f
0 +Df

0Π
f
2D

n
0 +Dn

0Π
f
2D

f
0

Df =
1

2
[Dr −Da] = Df

0 +Df
0Π

f
2D

f
0 +Dn

0Π
f
2D

n
0 +Df

0Π
n
2D

n
0 +Dn

0Π
n
2D

f
0 ,160



B.2. STRUCTURE DU TENSEUR DE POLARISATION ET DE L'ÉNERGIE PROPREet plus parti
ulièrement, 
omme Π2 est nul sur 
ou
he de masse, 
es expressions se réduisent à :
Dn = Dn

0 +Dn
0Π

n
2D

n
0 , Df = Df

0 +Df
0Π

f
2D

f
0 .

161



ANNEXE B. ACTIONS EFFECTIVES ET TENSEUR DE POLARISATIONB.3 Cal
ul du tenseur de polarisationB.3.1 Expression généralePour une saveur donnée τ , le tenseur de polarisation est dé�ni par l'expression (B.11) 
'est-à-dire :
(G̃σσ

′

2,τ )µν = −itr[Gσ′σ0 γµG
σσ′
0 γν ]Plus parti
ulièrement, la 
ombinaison retardée de G̃2,τ utilisée dans les équations dynamiquesprésentées dans le 
hapitre 5, s'é
rit :

G̃r2,τ [p] = G̃n2,τ [p] + G̃f2,τ [p] = ℜG̃++
2,τ [p]−ℜG̃+−

2,τ [p].Par ailleurs, la 
onsistan
e est étudiée par l'intermédiaire de la partie imaginaire du tenseur depolarisation dans l'espa
e des positions. Par 
onséquent, on s'atta
he à évaluer G̃++
2,τ et G̃+−

2,τ . Enoutre, les autres tenseurs peuvent être déduits de 
es expressions. Les parties réelles et imaginairesdu tenseur 
al
ulé sont toujours dé�nies dans l'espa
e des positions :
ℜG̃σσ′2,τ (p) =

1

2
[G̃σσ

′

2,τ (p) + G̃σσ
′∗

2,τ (−p)], ℑG̃σσ′2,τ (p) =
1

2i
[G̃σσ

′

2,τ (p)− G̃σσ
′∗

2,τ (−p)]. (B.21)En�n, le tenseur de polarisation doit toujours satisfaire les identités de Ward à savoir :
pµ(G̃σσ

′

2,τ )µν(p) = 0.B.3.2 Expression dans le videÀ partir de l'expression du propagateur des fermions dans le vide, on peut montrer que lestermes pertinents du tenseur de polarisation ont pour expression :
i(G̃++

2,τ,vac)µν [p] =

∫

d4k

(2π)4
Nµν(k, p)

1

(k + p)2 −m2 + i0

1

k2 −m2 + i0

i(G̃+−
2,τ,vac)µν [p] =

∫

d4k

(2π)4
Nµν(k, p)2iπδ[(k + p)2 −m2]Θ[k0 + p0]2iπδ[k2 −m2]Θ[−k0]ave


Nµν(k, p) = tr[(k/ + p/+m)γµ(k/ +m)γν ]

= 4[2kµkν + kµpν + pµkν − gµν(k
2 + kp−m2)].Plus parti
ulièrement, la tra
e de l'expression pré
édente 
orrespond à :

gµνNµν(k, p) = 4[2k2 + 2kp − 4(k2 + kp −m2)] = −8(k2 + kp− 2m2)

= −4[k2 −m2 + (k + p)2 −m2 − p2 − 2m2].162



B.3. CALCUL DU TENSEUR DE POLARISATIONOn peut aisément véri�er que les quantités i(G̃++
2,τ,vac)µν [p] et i(G̃+−

2,τ,vac)µν [p] sont transverses 7 :
(G̃σσ

′

2,τ,vac)µν [p] =
1

3
Tµν g

αβ(G̃σσ
′

2,τ,vac)αβ [p], Tµν = gµν −
pµpν
p2

.Le tenseur de polarisation dans le vide (G̃++
2,τ,vac)µν 
orrespond à la 
orre
tion à une bou
lestandard en théorie quantique des 
hamps :

(G̃++
2,τ,vac)µν [p] ≡

1

e2
(Π++

2,τ )µν [p] = Tµν
4p2

3

{

1

3
+2

(

1+
p2

2m2

)[

√

4m2

p2
− 1 ar

ot√4m2

p2
− 1−1

]}

.La 
orre
tion (G̃+−
2,τ )µν [p] est propre au formalisme CTP. Elle est nulle pour 0 < p0 << m :

gµν i(G̃+−
2,τ,vac)µν [p] = −8m2[1 +

p2

2m2
]

∫

d4k

(2π)2
δ[(k + p)2 −m2]Θ[k0 + p0]δ[k2 −m2]Θ[−k0]

= −8m2[1 +
p2

2m2
]

∫

d4k

(2π)2
δ[(k0 + p0)2 − ǫ2k+p]δ[(k

0)2 − ǫ2k]Θ[k0 + p0]Θ[−k0]ave
 ǫk = √
k2 +m2, ǫ2k+p = (k+ p)2 +m2 = ǫ2k + p2 + 2pk. Par 
hangement de variables et enposant kr =√ǫ2k −m2, l'expression pré
édente devient

gµν i(G̃+−
2,τ,vac)µν [p] = −8m2[1 +

p2

2m2
]

∫ 2π

0

dϕ

2π

∫ 1

−1
dC

∫ ∞

m

dǫk
2π

kr
2

[

δ[p2 + 2ǫkp
0 − 2kp]Θ[ǫk + p0]Θ[−ǫk]

+δ[p2 − 2ǫkp
0 − 2kp]Θ[p0 − ǫk]Θ[+ǫk]

]

= −4m2[1 +
p2

2m2
]

∫ 1

−1
dC

∫

R

dǫk
2π

krδ[p
2 + 2ǫkp

0 − 2krprC]

Θ[ǫ2k −m2]Θ[ǫk + p0]Θ[−ǫk]
= 0
ar Θ[ǫ2k −m2]Θ[ǫk + p0]Θ[−ǫk] = 0 pour p0 << m. Ainsi, dans 
ette limite, G̃r2,τ,vac 
orrespondau terme standard obtenu dans le 
adre du 
al
ul d'amplitudes de transition usuelles.B.3.3 Expressions à température et densité �niesOn introduit le quadri-ve
teur u qui, dans le référentiel au repos de l'environnement, s'é
rit

u = (1,0). L'expression des termes e2τ G̃σσ′2,τ peut être paramétrée en fon
tion des quantités Aσσ′et Bσσ′ suivantes
Aσσ′ [p] = e2τg

µν(G̃σσ
′

2,τ )µν [p], Bσσ′ [p] = e2τu
µuν(G̃σσ

′

2,τ )µν [p]7. Le 
al
ul du terme G̃++
2,τ,vac 
onduit à un résultat 
onnu 
omme étant transverse. On peut prouver le 
ara
tèretransverse du terme G̃+−

2,τ,vac en montrant que sa 
omposante longitudinale est nulle 
'est-à-dire en simpli�ant laquantité pµpνNµν(k, p) ave
 les distributions de Dira
 
omposant G̃+−
2,τ,vac. En outre, dans l'espa
e de Minkovskide dimension 4, on a : gµνgµν = 4 et gµνTµν = 3. 163



ANNEXE B. ACTIONS EFFECTIVES ET TENSEUR DE POLARISATION
'est-à-dire que e2τ G̃σσ′2,τ s'é
rit sous la forme
e2τ G̃

σσ′
2,τ [p] = Bσσ′ [p]

(

1 nν
nν ν2L

)

+
1

2
{Bσσ′ [p](1 − ν2)−Aσσ′ [p]}

(

0 0
0 T

)ave
 n = p/|p|, L = n ⊗ n, T = 1 − L, ν = p0/|p|. On introduit également la 
onstante de
ouplage α = e2

4π . En outre, 
es s
alaires de Lorentz font intervenir les termes suivants
a(k, p) = gµνNµν(k, p) = −4[k2 −m2 + (k + p)2 −m2 − p2 − 2m2],

b(k, p) = N00(k, p) = 4[2k20 + 2k0p0 − (k2 + kp −m2)] = 4[k20 + k2 + k0p0 + kp+m2]

= 4[2k20 + 2k0p0 −
1

2
(k2 −m2 + (k + p)2 −m2 − p2)]à partir de Nµν(k, p) dé�nit pré
édemment.En présen
e d'un environnement, les tenseurs de polarisation (G̃++

2,τ )µν [p] et (G̃+−
2,τ )µν [p]s'é
rivent

i(G̃++
2,τ )µν [p] =

∫

d4k

(2π)4
Nµν(k, p)

[

1

(k + p)2 −m2 + i0
+ 2iπδ[(k + p)2 −m2]nk+p

]

[

1

k2 −m2 + i0
+ 2iπδ[k2 −m2]nk

]

i(G̃+−
2,τ )µν [p] =

∫

d4k

(2π)4
Nµν(k, p)2iπδ[(k + p)2 −m2](Θ[−k0 − p0]− nk+p)

2iπδ[k2 −m2](Θ[+k0]− nk)où l'expression de nk, en fon
tion des distributions de Fermi, est 
onditionnée par la valeurdu potentiel 
himique. Dans les expressions qui pré
èdent, les 
ontributions dépendantes del'environnement G̃σσ′2,τ,env peuvent être séparées de 
elles propres au vide G̃σσ′2,τ,vac.
i(G̃++

2 )µν [p] =

∫

d4k

(2π)4
Nµν(k, p)

1

(k + p)2 −m2 + i0

1

k2 −m2 + i0

+

∫

d4k

(2π)4
Nµν(k, p)

[

2iπδ[k2 −m2]nk
(k + p)2 −m2 + i0

+
2iπδ[(k + p)2 −m2]nk+p

k2 −m2 + i0

]

+

∫

d4k

(2π)4
Nµν(k, p)[2iπ]

2δ[(k + p)2 −m2]nk+pδ[k
2 −m2]nk

i(G̃+−
2 )µν [p] =

∫

d4k

(2π)4
Nµν(k, p)[2iπ]

2δ[(k + p)2 −m2]δ[k2 −m2]Θ[+k0]Θ[−k0 − p0]

−
∫

d4k

(2π)4
Nµν(k, p)[2iπ]

2δ[(k + p)2 −m2]δ[k2 −m2]{Θ[+k0]nk+p +Θ[−k0 − p0]nk}

+

∫

d4k

(2π)4
Nµν(k, p)[2iπ]

2δ[(k + p)2 −m2]δ[k2 −m2]nk+pnk

i(G̃σσ
′

2 )µν [p] = i(G̃σσ
′

2,vac)µν [p] + i(G̃σσ
′

2,env)µν [p]164



B.3. CALCUL DU TENSEUR DE POLARISATIONLes 
ontributions issues du vide ont exa
tement la même expression que 
elles 
al
ulées dans lapartie pré
édente et les s
alaires de Lorentz issus de 
es termes ont pour expression :
ℜB++

vac [p] =
ℜA++

vac [p]

3(1− ν2)
=

α

15π

p2

m2
p2

(

1 0
0 −1

)

, ℑA++
vac [p] = ℑB++

vac [p] = 0.Par 
onséquent, le tenseur G̃σσ′2,τ,vac est nul sur 
ou
he de masse (p2 = 0). Les parties réelleet imaginaire des 
ontributions propres à l'environnement sont déterminées via (B.21) ; elless'é
rivent :
(ℜG̃++

2,env)µν(p) = Pp ∫ d4k

(2π)4
Nµν(k, p)

[

2πδ[k2 −m2]nk
(k + p)2 −m2

+
2πδ[(k + p)2 −m2]nk+p

k2 −m2

]

(ℜG̃+−
2,env)µν(p) = − i

2

∫

d4k

(2π)2
Nµν(k, p)δ[(k + p)2 −m2]δ[k2 −m2]{sgn[k0]nk+p − sgn[k0 + p0]nk}

(ℑG̃++
2,env)µν(p) = −1

2

∫

d4k

(2π)2
Nµν(k, p)δ[(k + p)2 −m2]δ[k2 −m2]{nk+p + nk − 2nk+pnk}

(ℑG̃+−
2,env)µν(p) = (ℑG̃++

2,env)µν(p)
'est-à-dire :
(ℜG̃++

2,env)µν(p) = ℜPp ∫ d4k

(2π)4
δ[k2 −m2]

(k + p)2 −m2 + i0
[Nµν(k, p)nk +Nµν(−k − p, p)n−k]

(ℜG̃+−
2,env)µν(p) =

i

2

∫

d4k

(2π)2
δ[(k + p)2 −m2]δ[k2 −m2]sgn[k0 + p0][Nµν(k, p)nk +Nµν(−k − p, p)n−k]

(ℑG̃++
2,env)µν(p) =

1

2

∫

d4k

(2π)2
δ[(k + p)2 −m2]δ[k2 −m2]{2nk+pnk − nk+p − nk}Nµν(k, p). (B.22)À partir des expressions pré
édentes, sont 
al
ulées les quantités Aσσ′ et Bσσ′ leur 
orrespondant.Elles sont alors é
rites sous la forme :

ℜY++
env [p] = Y+

env[+p
0,p] + Y+

env[−p0,p],
ℜY+−

env [p] = iY−env[−p0,p]− iY−env[+p0,p],
ℑY++

env [p] = ℑY+−
env [p] = Ycenv[p0,p] + Ycenv[−p0,p], Y ≡ A,B. (B.23)Les di�érentes 
ontributions AX

env et BXenv sont évaluées soit à température �nie et densité nulle,soit dans la situation inverse et leurs expressions sont résumées dans les parties qui suivent.Ces termes sont évalués pour un régime où l'environnement est non-relativiste : T << m et
kf << m. Dans un premier temps, les intégrales sur les fréquen
es sont faites pour les 
ontri-butions Aσσ′ et Bσσ′ dé�nies à partir des intégrales (B.22). Ensuite, l'intégration sur la partiespatiale est approximée en limitant le domaine d'intégration à |k| << m 
'est-à-dire en ne re-tenant que les 
ontributions non-relativistes issues de l'environnement. On peut véri�er que lestermes obtenus 
orrespondent bien aux ordres dominants.165



ANNEXE B. ACTIONS EFFECTIVES ET TENSEUR DE POLARISATIONExpression à température �nie et densité nulleÀ température �nie et densité nulle, les 
ontributions permettant d'obtenir Aσσ′ et Bσσ′ àpartir de (B.23) s'é
rivent
A+
env[p] =

4αm2T

π|p|

[

1 +
p2

2m2

]

I[p0,p]− 4αT 2

π
Ĩ[p0,p],

A−env[p] = −4αm2T

|p|

[

1 +
p2

2m2

]

J [p0,p],

Ac
env[p] = −4αm2T

|p|

[

1 +
p2

2m2

]

K[p0,p],

B+
env[p] = −4αm2T

π|p|

[

1 +
p2

2m2
+
p0

m

]

I[p0,p]− 2αT 2

π
Ĩ[p0,p],

B−env[p] = −4αm2T

|p|

[

1 +
p2

2m2
+
p0

m

]

J [p0,p],

Bcenv[p] = −4αm2T

|p|

[

1 +
p2

2m2
+
p0

m

]

K[p0,p]en fon
tion des intégrales
I[p0,p] =

∫ ∞

0

dzz

ω̃z
nz ln

∣

∣

∣

∣

rz + z

rz − z

∣

∣

∣

∣

, Ĩ[p0,p] =

∫

dzz2

ω̃z
nz,

J [p0,p] =

∫ ∞

0

dzz

ω̃z
nzΘ[1− rz]sgn[sgn[p0]ω̃z + βp0]

K[p0,p] = −
∫ ∞

0

dzz

ω̃z
nzΘ[1− rz]

1

1 + exp[−
√

ω̃2
z + z2 + (βp0)2 + 2βp0ω̃z]et des quantités

rz =
p2

2|p|T +
p0

|p| ω̃z, ω̃z =
√

(βm)2 + z2, nz =
1

1 + e
√

(βm)2+z2
.Les 
ontributions à température �nie sont faibles en raison de la distribution nz en fa
teur detoutes les intégrales : pour β >> 1 
'est-à-dire à température faible, 
es termes présentent alorsun fa
teur d'atténuation en exp[−βm] issu du développement de nz. Plus parti
ulièrement, on
onsidère que G̃2,env est négligeable sur 
ou
he de masse.166



B.3. CALCUL DU TENSEUR DE POLARISATIONExpression à densité �nie et température nulleÀ densité �nie et température nulle, les 
ontributions permettant d'obtenir Aσσ′ et Bσσ′ àpartir de (B.23) s'é
rivent
A+
env[p] =

2αk2fm

π|p|

[

1 +
p2

2m2

]

L[p0,p],

A−env[p] = −
αk2fm

|p|

[

1 +
p2

2m2

]

M [p0,p],

Ac
env[p] = −

αk2fm

|p|

[

1 +
p2

2m2

]

N [p0,p],

B+
env[p] =

2αk2fm

π|p|

[

1 +
p2

2m2
+
p0

m

]

L[p0,p],

B−env[p] = −
αk2fm

|p|

[

1 +
p2

2m2
+
p0

m

]

M [p0,p],

Bcenv[p] = −
αk2fm

|p|

[

1 +
p2

2m2
+
p0

m

]

N [p0,p].en fon
tion des termes suivants
L[p0,p] = r +

1

2
(1− r2) ln

∣

∣

∣

∣

r + 1

r − 1

∣

∣

∣

∣

,

M [p0,p] = Θ(1− |r|)(1− r2),

N [p0,p] =



























1− r2 |p| > 2kf , −1 < r < 1

1− r2 |p| < 2kf , −1− |p|
kf
< r < 1

(p0+2m)p0

k2f
|p| < 2kf , − |p|2kf

< r < 1− |p|
kf

0 sinonoù r s'é
rit
r =

p2 + 2mp0

2|p|kf
.À densité �nie, les di�érents termes 
omposants G̃2,env sont nuls sur 
ou
he de masse (p2 = 0)sous réserve que l'on ait m >> k − f . Sur 
ou
he de masse, le paramètre r s'é
rit :

r = sgn[p0]m
kf
, |r| >> 1.Le s
alaire A est stri
tement nul pour p2 = 0 :

ℜA++
env[p; p

2 = 0] = A+
env[p

0,p] +A+
env[−p0,p] =

2αk2fm

π|p|

(

L[p0,p] + L[−p0,p]
)

=
2αk2fm

π|p|

(

|r|+ 1

2
(1− |r|2) ln

∣

∣

∣

∣

|r|+ 1

|r| − 1

∣

∣

∣

∣

−|r|+ 1

2
(1− |r|2) ln

∣

∣

∣

∣

|r| − 1

|r|+ 1

∣

∣

∣

∣

)

= 0167



ANNEXE B. ACTIONS EFFECTIVES ET TENSEUR DE POLARISATION
ℜA+−

env[p; p
2 = 0] = iA−env[−p0,p]− iA−env[+p0,p] =

iαk2fm

|p|

[

M [p0,p]−M [−p0,p]
]

=
iαk2fm

|p| Θ(1− |r|)
[

(1− r2)− (1− r2)

]

= 0

ℑA++
env[p, p

2 = 0] = ℑA+−
env[p, p

2 = 0] = Ai
env[p

0,p] +Ai
env[−p0,p]

= −
αk2fm

|p|

[

N [p0,p] +N [−p0,p]
]

= 0En première approximation, l'expression du s
alaire B est également nulle sur 
ou
he de masse :
ℜB++

env[p, p
2 = 0] = B+

env[p
0,p] + B+

env[−p0,p]

=
2αk2fm

π|p|

[

L[p0,p] + L[−p0,p]
]

+
2αk2fm

π|p|
p0

m

[

L[p0,p]− L[−p0,p]
]

=
2αk2fm

π|p|
p0

m

[

L[p0,p]− L[−p0,p]
]

= sgn[p0]2αk2f
π

[

2r + (1− r2) ln

∣

∣

∣

∣

1 + r−1

1− r−1

∣

∣

∣

∣

]

= sgn[p0]2αk2f
π

[

2r +
∞
∑

n=0

2

(2n + 1)!

1

r2n+1
− r2

∞
∑

n=0

2

(2n + 1)!

1

r2n+1

]

= sgn[p0]4αk2f
π

∞
∑

n=0

(

1

(2n + 1)!
− 1

(2n+ 3)!

)

1

r2n+1

= O(k2f/r) = O
(

k3f
m

)

−→ 0.

ℜB+−
env[p; p

2 = 0] = iB−env[−p0,p]− iB−env[+p0,p]

=
iαk2fm

|p|

[

M [p0,p]−M [−p0,p]
]

+
iαk2fm

|p|
p0

m

[

M [p0,p] +M [−p0,p]
]

= isgn[p0]αk2f[M [p0,p] +M [−p0,p]
]

= isgn[p0]2αk2fΘ(1− |r|)(1− r2)

]

= 0

ℑB++
env[p, p

2 = 0] = ℑB+−
env[p, p

2 = 0] = Bienv[p0,p] + Bienv[−p0,p]

= −
αk2fm

|p|

[

N [p0,p] +N [−p0,p]
]

−
αk2fm

|p|
p0

m

[

N [p0,p]−N [−p0,p]
]

= −sgn[p0]αk2f[N [p0,p]−N [−p0,p]
]

= 0.
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Résumé :Cette thèse s'ins
rit dans la problématique de la transition quantique-
lassique et, plus parti-
ulièrement, dans le 
adre de la 
onstru
tion de l'éle
tromagnétisme 
lassique à partir de l'éle
-trodynamique quantique sous-ja
ente en faisant appel à la théorie de la dé
ohéren
e. Pour 
ela,il est né
essaire d'utiliser un 
adre théorique permettant de dé�nir des observables sur des étatsmixtes a�n de rendre 
ompte de l'intervention d'un environnement.Les observables et les phénomènes sont dé
rits i
i au moyen de fon
tions de Green. La valeurmoyenne du 
hamp éle
tromagnétique et 
elle de 
ourants de 
harges ont été introduites pourdes résolutions d'espa
e-temps appartenant au domaine quantique. Ces moyennes sont dé�niesà partir de 
onditions initiales : les équations du mouvement retardées leur 
orrespondant ontété obtenues par appli
ation du prin
ipe variationnel à l'ordre d'une bou
le. En outre, 
es re-lations font intervenir la polarisabilité d'un environnement 
onstitué de 
harges dont l'étude aété menée dans le vide ainsi qu'à température et densité �nies. En�n, la dé
ohéren
e du 
hampéle
tromagnétique a pu être établie par le 
al
ul perturbatif de la matri
e densité réduite de
ette observable. Pour une résolution mi
ros
opique, les 
hemins 
onsistants 
orrespondent à
eux dont les modes dé�nissent des ex
itations 
olle
tives de faible temps de vie : 
'est le signald'un régime fortement dissipatif né
essaire à l'établissement d'une limite 
lassique au sens de ladé
ohéren
e.Mots 
lefs : prin
ipe variationnel, transition quantique-
lassique, dé
ohéren
e & 
onsistan
e, va-leurs moyennes : formalisme 
losed time path / de S
hwinger-Keldysh, matri
e densité réduite :fon
tionnelle d'in�uen
e, éle
trodynamique quantique, polarisation.Summary :This thesis is about the quantum to 
lassi
al 
rossover. More spe
i�
ally, this work is motiva-ted by the derivation of 
lassi
al ele
tromagnetism from the underlying quantum ele
trodynami
susing the theory of de
oheren
e. To a
hieve this goal, the use of a framework allowing mixedstates for observables is needed in order to take into a

ount the e�e
ts of an environment.Observables and phenomena are des
ribed here by means of Green's fun
tions. Expe
tationvalues of the ele
tromagneti
 �eld and of the ele
tri
 
urrents are introdu
ed at spa
e-time re-solution whi
h belongs to the quantum domain. These quantities are de�ned by initial values :they obey retarded equations of motion whi
h 
an be derived from an a
tion prin
iple and whi
hare obtained at one-loop order. These relations bring in the polarizability of an environment of
harges whi
h is studied in va

uo as well as at �nite temperature and density. Finally, de
o-heren
e of the ele
tromagneti
 �eld is established by a perturbative 
al
ulation of the redu
eddensity matrix for this �eld. At the mi
ros
opi
 s
ale, 
onsisten
y depends on histories whi
h de-�ne short life-time 
olle
tive ex
itations : this is the mark of a strongly dissipative situation whi
his ne
essary if one wants to establish a 
lassi
al regime within the framework of de
oheren
e.Keywords : a
tion prin
iple, quantum to 
lassi
al 
rossover, de
oheren
e & 
onsisten
y, expe
ta-tion value : 
losed time path / S
hwinger-Keldysh formalism, redu
ed density matrix : in�uen
efun
tional, quantum ele
trodynami
s, polarization.
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