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Introduction

Les lois de la physique peuvent étre radicalement différentes suivant I’échelle & laquelle les phé-
nomeénes sont envisagés. Ainsi, les processus microscopiques sont régis par la physique quantique
dont les résultats choquent I'intuition (classique) que 'on peut avoir des phénoménes empiriques.
Dés lors, il est légitime de se demander comment relier ces deux types de physiques au compor-
tement si différent : c’est 'objet de ’étude de la transition quantique-classique.

Un premier lien entre ces descriptions microscopiques et macroscopiques de la Nature vient de
la construction des systémes quantiques eux-mémes. Le processus de quantification d’un systéme
part traditionnellement d’un modéle classique : les degrés de liberté et les interactions utilisées
pour décrire les phénomeénes microscopiques sont motivés par la physique classique. L’état d’un
systéme microscopique est alors décrit par une superposition d’états macroscopiques produisant
des effets qui ne peuvent pas étre décrits par la physique classique. La dynamique classique est
alors souvent ’ordre dominant de celle décrivant la physique quantique. Ce premier lien entre ces
descriptions peut se comprendre par 'intermédiaire du théoréme d’FEhrenfest : 1la valeur moyenne
du centre de masse d’un systéme quantique suit les équations classiques du mouvement dans
la limite ou le paquet d’onde le décrivant est fortement localisé. Aussi, la dynamique classique
apparait effectivement comme un cas limite de celle valable & ’échelle quantique et justifie ainsi
le schéma de quantification traditionnel. Toutefois, ce théoréme montre également que toute des-
cription classique doit en principe pouvoir étre construite & partir d’une théorie microscopique
sous-jacente. On peut alors se demander comment les lois de la physique classique sont effec-
tivement dérivées de celles de la physique quantique plutot que supposées dés la construction.
Cette démarche est d’autant plus légitime que le théoréme d’Ehrenfest est limitée a des résolu-
tions ne dépassant pas la taille caractéristique des charges mises en jeu. Ainsi, la fagon dont
la dynamique classique est construite & partir de celle valable & 1’échelle microscopique reste un
probléme ouvert : par exemple, I'importance des contributions classiques & la dynamique de sys-
témes microscopiques n’explique pas comment les superpositions d’états, propres a la physique
quantique, peuvent disparaitre complétement dans la limite classique.

En fait, I’étude de la transition quantique-classique est traditionnellement comprise comme
la recherche des conditions et des phénoménes nécessaires a I'obtention d’un comportement clas-
sique. Un élément d’étude de cette transition s’attache a la disparition des interférences entre

1. La localisation du paquet d’onde est limité a cause de la création inévitable de paires de particules et
d’antiparticules pour les processus dont ’échelle caractéristique est proche de la longueur d’onde de Compton.
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états : la disparition des états superposés est nécessaire au rétablissement de la loi d’addition des
probabilités d’événements s’excluant, valable en physique classique. Cependant, les lois d’évo-
lution des états en physique quantique sont unitaires et linéaires. Par conséquent, elles doivent
préserver ces superpositions et, a priori, rien ne permet d’expliquer leur disparition. Un élément
de réponse vient de la théorie de la décohérence introduite en 1970 par H. D. Zeh [45]. Le point
centrale de cette théorie porte sur l'identification du systéme effectivement & 1’étude : les lois
d’évolution des états sont valables pour un systéme isolé et “global” qui ne correspond pas au
systéme étudié mais a la réunion de ce dernier avec son environnement. Cet environnement n’est
pas l'objet de mesure. Selon 'importance des dissipations qu’il génére, ’environnement habille
alors les contributions du systéme suivi et induit ainsi la disparition des interférences entre états,
propres & la physique quantique. Seul les états pointeurs c’est-a-dire ceux pour lesquels cet ha-
billage a peu d’influence, “survivent” & ces dissipations. De tels états sont alors supposés présents
des deux cotés de la transition quantique-classique.

Ainsi, la particularité de la théorie de la décohérence réside dans le fait que le comportement
classique ou quantique d’un systéme est dicté par 'importance des interactions qu’il a avec son
environnement. Par conséquent, la théorie de la décohérence ne fait intervenir qu’indirectement
la taille du systéme dans 1’établissement de la limite classique : les systémes microscopiques
sont généralement isolés et ont alors un comportement plutét quantique alors que les systémes
macroscopiques ont plus tendance a étre ouverts. Dés lors, c’est le nombre de degrés de liberté
interagissant avec l’environnement, ainsi que leur nature, qui décide du caractére classique ou
quantique d’un systéme. Dés lors, I'utilisation de la théorie quantique des champs apparait comme
un outil clef dans I’étude de ce type de physique : cette théorie permet de gérer suffisamment de
degrés de liberté pour décrire un systéme pouvant évoluer vers la limite classique.

La théorie quantique des champs est le cadre théorique permettant d’étudier les systémes
satisfaisant & la fois les principes relativistes et les postulats de la mécanique quantique. Son
utilisation est nécessaire a la description de la transition quantique / classique car elle permet de
décrire un environnement suffisamment dissipatif pour que cette transition ait lieu. Une premiére
approche de ce cadre théorique s’intéresse au calcul d’amplitudes de transition [1, 2]. L’objet du
premier chapitre est de présenter le calcul de ces quantités dans le contexte de la physique des
particules. Plus particuliérement, cette présentation est centrée sur 'utilisation d’intégrales de
chemin : elles décrivent le calcul d’amplitudes de transition comme une somme de phases prises
sur toute une classe de chemins. Les observables sont alors définies en terme de fonctions de
Green dont le calcul peut étre rendu systématique par 'utilisation de fonctionnelles génératrices.
Cependant, le calcul d’amplitudes de transition se révéle peu adapté a 1’étude de la transition
entre les domaines quantique et classique : d’une part, elles ne permettent pas d’accéder a I’étude
de matrices densités réduites ; d’autre part, elles ne donnent accés a des observables que dans des
cas trés spécifiques. Toutefois, une partie importante des méthodes et des concepts issus du calcul
d’amplitudes de transition peut étre adaptée a un cadre propice & 1’étude de cette transition.

Le second chapitre regroupe les définitions de différents propagateurs. Le calcul d’amplitudes
de transition se limite & I'utilisation de la prescription de Feynman. Toutefois, la détermination de
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valeurs moyennes, & partir du principe d’action introduit par Schwinger présenté dans le chapitre
suivant, fait intervenir d’autres prescriptions. Les relations entre ces différentes prescriptions sont
décrites ainsi que des propriétés de calcul vis-a-vis des couches de masses.

Le troisiéme chapitre présente une autre approche de la théorie quantique des champs : le
formalisme closed time path (CTP), introduit par Schwinger [I8] en 1961, permet de décrire
directement la dépendance temporelle de valeurs moyennes. Ce formalisme constitue une repré-
sentation de Heisenberg de la théorie quantique des champs au sein duquel les matrices densités
apparaissent naturellement. En outre, il permet d’étudier des états mixtes alors que le calcul
d’amplitudes de transition se limite & la description d’états purs : ce formalisme est un des
cadres d’études de la transition quantique / classique [12]. L’idée directrice de ce formalisme est
d’exprimer les valeurs moyennes & partir d’une premiére amplitude de transition allant vers un
état final arbitraire puis revenant, dans un second temps vers 1’état initial via une seconde am-
plitude de transition présentant une évolution chronologique contraire. Cette procédure double
alors le nombre de degrés de liberté. Le calcul d’observables peut étre fait au moyen d’un for-
malisme fonctionnel analogue & celui présenté dans le premier chapitre. Toutefois, les valeurs
moyennes ne peuvent pas étre obtenues par principe variationnel pour le formalisme CTP usuel :
une paramétrisation non-orthogonale des paires de degrés de liberté vient résoudre ce probléme
[39]. Enfin, les derniers développements de ce chapitre permettent d’introduire le formalisme
opened time path (OTP). Ce formalisme décrit le calcul d’éléments de matrices d’un opérateur
densité de fagon analogue au formalisme CTP. Plus particuliérement, ce formalisme est utile
pour décrire le calcul de matrices densités réduites.

Le quatriéme chapitre aborde briévement la théorie quantique des champs & 1’équilibre ther-
modynamique. Dans un premier temps, une présentation du formalisme en temps imaginaire est
faite. Ce formalisme représente une alternative aux formalismes en temps réel qui sont présentés
dans une seconde partie dans la seconde partie de ce chapitre. L’utilisation d’un réservoir de
chaleur et de particules est en fait une commodité pour paramétrer les propriétés des degrés de
liberté qui vont jouer le role d’'un environnement dans I’étude de la décohérence présentée dans
le chapitre suivant.

Le dernier chapitre traite de 1’établissement d’aspects classiques pour des moyennes défi-
nies & une résolution appartenant au domaine quantique : les valeurs moyennes définies & cette
échelle sont appelées champs sub-classiques. Plus particuliérement, la valeur moyenne du champ
électromagnétique et des densités de charges sont introduites pour une telle résolution en tant
que fonctions sur l'espace-temps : elles permettent d’aborder quelques aspects majeurs de la
construction de la théorie classique correspondante & partir de ’électrodynamique quantique
sous-jacente. Tout d’abord, des équations du mouvement retardées vérifiées par ces moyennes
ont pu étre obtenues a partir du principe variationnel dans 'approximation a une boucle. D’autre
part, I'influence des polarisations sur les propriétés électromagnétiques du milieu ont pu étre ob-
tenues & température et densité finies. Enfin, certains aspects propres a la décohérence du champs
de photons, pour cette résolution, ont pu étre établis & partir d’'une évaluation perturbative de
la matrice densité réduite via le formalisme OTP.
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Chapitre 1

Eléments de théorie quantique des
champs

Ce chapitre a pour objectif d’introduire briévement la théorie quantique des champs dans
le cadre de la physique des particules. L’objet de cette branche de la physique est I’étude de
phénoménes microscopiques trés énergétiques afin d’en extraire les propriétés de particules élé-
mentaires ainsi que les lois gouvernant les interactions fondamentales de la nature a de telles
échelles. Les résultats de ces processus microscopiques sont observés a I’échelle macroscopique
ou ceux-ci apparaissent alors comme extrémement brefs. La plupart des propriétés des particules
sont déduites d’expériences de diffusion au cours desquelles sont déterminées des sections effi-
caces ainsi que des largeurs de désintégration. En outre, pour étre pertinentes, ces expériences
sont réalisées dans des conditions particuliéres : en principe, les systémes a ’étude sont isolés et
préparés dans un état pur.

Le domaine d’application de la théorie quantique des champs est bien plus vaste que celui
décrit par la physique des particules : cette théorie a fait I’objet de développements fructueux en
physique de la matiére ou encore en physique statistique. Plus particuliérement, la théorie quan-
tique des champs permet d’étudier les problématiques liées a la description de la transition entre
les domaines quantiques et classiques. A la différence de la situation présentée en physique des
particules, ce type de problématique s’appuie sur ’étude de la relation entre le systéme observé
et son environnement. Le rapport entre les domaines classique et quantique est plus généralement
fondé sur ’analyse de matrices densités réduites plutdt que sur la détermination d’amplitudes de
diffusion. Toutefois, ces deux démarches comportent aussi beaucoup de similitudes : toutes deux
s’appuient sur une description en terme de fonctions de Green pouvant étre obtenues de fagon
systématique par des méthodes fonctionnelles similaires. Aussi, dans ce chapitre, une partie des
outils théoriques nécessaires & 1’étude de la transition quantique-classique va étre introduite dans
le contexte, plus familier, de la physique des particules.

1. Une présentation compléte de la démarche employée en physique des particules et notamment du calcul
de sections efficaces, est développée dans la référence [I]. Une présentation efficace des aspects formels et plus
particuliérement du formalisme fonctionnel, peut étre trouvée dans [3], 5]



CHAPITRE 1. ELEMENTS DE THEORIE QUANTIQUE DES CHAMPS

1.1 Systémes de particules en physique des hautes énergies

La théorie quantique des champs est le cadre théorique permettant d’étudier les phénoménes
envisagés en physique des particules. Elle constitue I’extension multi-particulaire de la mécanique
quantique relativiste dont sont issues les principales équations d’ondes qui satisfont a la fois les
principes issus de la relativité restreinte et les postulats de la physique quantique.

La démarche employée en théorie quantique des champs est déductive. On postule tout
d’abord un modéle microscopique : c’est la théorie nueﬁ. Cette théorie est définie & haute énergie
c’est-a-dire pour une forte résolution spatiale (théorie dans “I'ultraviolet” - UV). Ensuite, on cal-
cul quelles seraient les propriétés mesurables de ce modéle a 1’échelle macroscopique c’est-a-dire a
basse énergie (théorie dans ‘I'infrarouge” - IR). Le calcul fait alors intervenir des corrections quan-
tiques qui “habillent” les parameétres de la théorie initiale et qui sont dépendants de 1’échelle de
définition de cette derniére. Pour toute une classe de théories particuliéres, les théories renorma-
lisables, cette échelle UV peut formellement étre éliminée : plus spécifiquement, une redéfinition
des paramétres nus par la procédure de remormalisation suffit & éliminer toute divergence dans
le calcul d’observables pour ces théories les rendant ainsi prédictibles.

1.1.1 Amplitudes de transition et grandeurs physiques mesurées

La physique des particules s’appuie sur 1’étude de systémes préparés et aboutissant a des
états asymptotiquement non-interactifs. Longtemps avant toute interaction, le systéme est dans
un état |in, t;,) qui doit correspondre a la description de particules libres et isolées. Les processus
mis en jeu interviennent ensuite : ils correspondent & des phénomeénes élémentaires consistant
en des absorptions, des diffusions ou des créations de particules et sont contraints par des lois
fondamentales de conservation. Lors de ces processus, on considére ainsi des états interactifs qui
doivent s’interpoler avec les états libres initiaux. Les résultats de 'interaction sont alors observés
longtemps aprés que celle-ci ait eu lieu via I’état final du systéme |out,ty,:). Ce dernier corres-
pond également & la description de particules libres s’interpolant avec les états mis en jeu lors
de l'interaction.

Concrétement, c’est par l'intermédiaire de la norme au carré de I'amplitude de transition
(out, toyt|in, tin) que Pon accéde & la probabilité que ’état initial évolue au cours du temps vers
I’état final c’est-a-dire

Poutein = |(out, toyt|in, tin)|2. (1.1)

Dans cette expression, il est nécessaire que t;, — —00, oyt — +00 et que les états pris dans cette
limite soient asymptotiquement non-interactifs et isolés (superposition linéaire d’états décrivant

2. On dit qu’une théorie est “nue” si elle n’a pas été “habillée” par des fluctuations quantiques : elle est alors
définie dans UV c’est-a-dire & haute énergie. Plus généralement, on qualifie de théorie nue (ou de quantité nue)
toute théorie effective (ou quantité effective) définie alors qu’il reste des fluctuations quantiques pertinentes a
intégrer (hors troncatures).

3. Une présentation de la procédure de renormalisation (et du groupe de renormalisation) peut étre trouvée
dans la plupart des références traitant de théorie quantique des champs, notamment dans [I, B]. En outre, le livre
de Collins [4] constitue un ouvrage de référence pour cette thématique.
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des particules libres). On introduit alors la matrice S comme étant I'opérateur appliquant les
états finaux sur les états initiaux via la relation

{out, toyt — +oolin, ti, — —o0) = (out,tm\g\in,tm>.

C’est par l'intermédiaire de cette matrice et plus particuliérement de sa partie non-triviale iT =
S—1, que l'on accede aux sections efficaces de diffusion o ou encore aux largeurs de désintégration
qui permettent de caractériser le processus étudié :

1 A
— / out, tin| Tlin, tin)[? dE,

Dans l'expression qui précéde, F' désigne un facteur cinématique lié au flux incident et a la
densité de cibles. Ce facteur est exprimé de sorte a rendre les grandeurs physiques invariantes
de Lorentz et indépendantes des détails spécifiques de I'expérience. Enfin, l'intégrale est faite
sur I'espace des phases disponibles d€, qui correspond a tous les états finaux possibles. Ainsi, la
matrice S permet de caractériser les processus élémentaires étudiés en physique des particules :
le formalisme développé en physique des particules doit étre interprété dans ce contexte.

1.1.2 Lagrangien, Hamiltonien et variables dynamiques

En théorie quantique des champs, 'opérateur de configuration de champ ¢ et son moment
conjugué 7 constituent les degrés de libertés fondamentaux de cette description. En fonction de
ces variables dynamiques, la théorie peut alors étre décrite par 'intermédiaire du Hamiltonien
H[p, 7| ou bien wvia le Lagrangien L[p, Op] : ces deux fonctionnelles, qui contiennent la plupart des
informations utiles & la théorie étudiée, se déduisent I'une de ’autre au moyen d’une transformée
de Legendre

H]p, 7] = Bop(x)7(x) — L[, O]

complétée par la définition suivante du moment conjugué de la configuration de champ

o OL[p, 0, x]
(r) = —/————.

90op()
A partir du principe d’action stationnaire, les équations du mouvement peuvent étre obtenues
et les constantes du mouvement de la théorie peuvent étre déduites des invariances présentées
par £ (ou H). La théorie nue repose sur une description en terme d’'un Lagrangien (ou d'un
Hamiltonien) local, (généralement) renormalisable et satisfaisant & des principes de symétries
postulées. Dans la limite classique, cette action quantique doit, en principe, permettre de déter-
miner 'action classique correspondante (c¢f chapitre [).

En seconde quantification, les variables dynamiques satisfont des relations de commutation
pour les bosons (-) ou d’anti-commutation pour les fermions (+) :

[gb(t,x), fr(tv y)]:F = Z(S[X - )’], [(ﬁ(tv X)a (ﬁ(t,)’)]q: = [ﬁ'(X), ﬁ'(y)]:F =0. (1'2)

7
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Ceci a pour conséquence que 'opérateur de champ et son moment conjugué s’expriment comme
une superposition d’opérateurs de création et d’annihilation de particules respectivement asso-
ciés aux solutions d’ondes d’énergies positives et négatives des équations d’ondes relativistes.
D’autre part, I’évolution en temps des variables dynamiques est conditionnée par les équations
d’Heisenberg

ey N TSI
80@: _[H7¢]¥7 307T: _[H77T]:F7
h h
de sorte que les relations de commutation (ou d’anti-commutation) (2] restent vraies a n’im-
porte quelle date. A partir du vide |0), les variables dynamiques servent a construire les états

représentant les particules,

|in, tin) = @(x1)P(x2) - P(20)|0,tin),  [out, tour) = (Y1)P(Y2) - P(Yn)|0, tour),

et les observables correspondent aux “valeurs moyennes” d’opérateurs O prises également sur le
vide c’est-a-dire a des grandeurs du type (0, ¢4,:|O|0, tm>.

En théorie quantique des champs, les phénoménes microscopiques sont ainsi représentés par
des combinaisons d’opérations de créations et d’annihilations. Plus particuliérement, les interac-
tions sont interprétées comme des échanges de particules et sont soumises aux lois de conservation
des nombres quantiques résultant des invariances de £ et de H. Elles obéissent également & la
conservation de la quadri-impulsion mais seulement dans les limites du principe d’incertitude
d’Heisenberg permettant ainsi ’existence d’états transitoires constitués par des particules sur
couche de masse d’autant plus énergétiques qu’elles violent cette loi de conservation pendant des
durées d’autant plus courtes@. Ces effets multi-particulaires apparaissent pour des échelles de
distances inférieures a la longueur d’onde de Compton.

1.1.3 Evolution en temps des états et des observables
Opérateur d’évolution

En représentation de Schridinger, toutes les dépendances temporelles du systéme sont conte-
nues dans les états tandis que les opérateurs sont indépendants du temps. En revanche, en
représentation de Heisenberg, ce sont les opérateurs qui dépendent exclusivement du temps mais
pas les états. On peut formellement retranscrire cette dépendance temporelle au moyen de ['opé-
rateur d’évolution U dont la détermination permet ainsi de traiter complétement la dynamique
du systéme. Ainsi, pour la représentation de Schridinger, on définit U par la dépendance en

4. Cette situation est modifiée dans le cadre des théories de jauge : la dépendance en temps des équations de
I’équation d’Heisenberg n’est plus unique et les relations (2] ne sont pas nécessairement conservées a n’importe
quelle date

5. En toute rigueur, les quantités (0, £ou:|O|0, tin ) sont des éléments de matrices et non pas des valeurs moyennes
au sens des postulats de la mécanique quantique.

6. De fagon équivalente, on peut également imposer la conservation de la quadri-impulsion mais il faut alors
considérer des états correspondant a des particules hors-couche de masse : ces états virtuels ne sont pas durables
et ne peuvent pas étre asymptotiques. C’est cette approche qui est retenue lors de 'utilisation de diagrammes de
Feynman usuels.
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temps des états c’est-a-dire

A~

W, ¢) = U(t — to)|¥, o)

ou par celle des opérateurs pour la représentation de Heisenberg via
~ A~ T ~ ~
A(t) = U (t — o) A(to)U(t — to)-

Enfin, la représentation de Dirac (ou représentation “d’interaction”) est utile pour décrire les
systémes interactifs. Elle s’appuie sur la décomposition du Hamiltonien de la théorie H comme
la somme d’une partie libre Hy et d’une partie interactive Hj. Cette représentation consiste alors
a faire évoluer les opérateurs a partir de la partie libre du Hamiltonien et les états via la partie
interactive.

Produits chronologique et anti-chronologique

Si I’ Hamiltonien décrivant le systéme ne dépend pas explicitement du temps (fl[fr, p]), 'opé-
rateur d’évolution s’écrit

Uty ta) = exp{—@ﬁ}.

En revanche, si le systéme étudié dépend explicitement du temps (ﬁ[ (7, @, t] = H (t)), Pexpres-
sion de 'opérateur d’évolution est donnée par le développement de Neumann-Liouville pouvant
symboliquement s’écrire

Uty to) = Texp{ - %/jb dt ﬁ(t)} (1.3)

au moyen de 'opérateur d’ordre chronologique T. Concrétement, cette situation est quasiment
exclusive a la représentation de Dirac ou I'expression (L3]) avec H = H; deécrit alors 'évolution
des états. T ordonne un produit arbitraire d’opérateurs de facon causale : les opérateurs sont
rangés de sorte & agir par ordre de temps croissant en partant du ket c’est-a-dire de la droite.
Ainsi, le produit chronologique de deux opérateurs /Ala(ta,xa) et flb(tb,xb) peut étre défini par
I’expression

T[Aa(ta, %a)Ap(ty, x5)] = Otq — ty) Aa(ta, Xa)Ap(ty, Xp) £ O(ty — ta)As(ty, Xp) Aa(ta, Xa), (1.4)

respectivement pour des opérateurs bosoniques qui commutent (+4) ou fermioniques qui anti-
commutent (-).

On peut définir le produit anti-chronologique de deux opérateurs fla(ta,xa) et flb(tb,xb) par
T* [Aa(tm Xa)Ab(tba Xb)] = @(tb - ta)lea(taa Xa)leb(th Xb) + @(ta - tb)Ab(tm Xb)lea(taa Xa)' (15)

Le produit T realise donc l'opération inverse de celle due a T : les opérateurs sont ordonnés
de la méme facon mais par ordre de temps décroissant. En outre, les produits chronologiques et
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anti-chronologiques d’opérateurs peuvent étre exprimés 'un en fonction de l'autre. Pour deux
opérateurs Ay (tq,Xq) et Ap(tp, Xp), on a

(T [Ag (ta, %a) A (ty, x0)])T = T[Aa(ta, xa) Ap(ty, x3)]. (1.6)

Cette relation permet ainsi de déduire les propriétés liées au produit anti-chronologique de celles

du produit chronologique. Plus particuliérement, on peut exprimer U et IjT au moyen de T par

N ~ ok ) ta ~ N Ak ) t ~ N
Ulty,to) =T exp{ + %/ dt H(t)}, O (tasty) =T exp{ - %/ dt H(t)}: Ulty, ta),
t ta
' (1.7)

N . , . . .
U’ s’interprétant alors comme une évolution anti-chronologique.

Amplitudes de transition

La matrice S peut étre reliée a 'opérateur d’évolution du systéme U par l'intermédiaire de
la relation
S = Ultout — +00, tin — —o0]

et les résultats d’une mesure déduits de ceux d’amplitudes de transition du type
tout
) A i -
fout s, tir) = Onta Tl 00) ! o = 5 [ Fa(r)] o) ot )
tin

H, désigne le potentiel écrit en représentation de Dirac (f[ = Hy + 1:11). Concrétement, seule
I’évolution chronologique intervient dans le calcul d’amplitudes de transition. En revanche, I’évo-
lution anti-chronologique intervient lorsque I’on cherche & exprimer des valeurs moyennes du type
(in, tin|Olin, t;n) comme nous le verrons dans le chapitre Bl

1.1.4 Expression d’amplitudes de transition en terme d’intégrales de chemin

Le calcul d’amplitudes de transition peut étre réalisé & partir de 'expression (L3]) dans le
cadre du formalisme opératoriel. Cependant, une approche alternative consiste & exprimer ces
grandeurs en terme d’intégrales prises sur des fonctions. On peut montrer que les amplitudes de
transition s’expriment dans l’espace des phases fonctionnelles via [7]

000 t)0) = [ PIDl] ooy [t [ @uotarnto) - Hlg00.0D] 19

ou les bra et ket (en représentation de Heisenberg) sont exprimés dans ’espace des configurations

de champ et ou les notations
~ d
/D[w(-)] = lim [/ ﬂ}
N—oo i R 2mh

[Pl = [ Dle)] = ngnoon:[ Lae). [P

7. En effet, opération de conjugaison hermitique agit seulement sur les produits de champs : cette opération
permute leur combinaison avec leurs fonctions de Heaviside associées dans la définition (T4).

10
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correspondent & la limite continue obtenue & partir de variables dynamiques initialement définies
sur une segmentation discréte de 'axe de temps : I'intégrale de chemin est construite & partir de

propagateurs ¢lémentairesf (Xn41|U(tng1, tn)| Xn) définis sur un intervalle de temps infinitésimal
[tn, tnt1] €t qui sont combinés entre eux selon la formule de Chapman-Kolmogorouvl :

<Xn+2‘ﬂ(tn+27tn)‘Xn> = /an—H <Xn+2‘ﬂ(tn+27tn+1)‘Xn+l> <Xn+1’[j(tn+2=tn)’Xn> (1.9)

Dans cette relation, 'intégration est prise sur ’ensemble des configurations X,,;1 accessibles au
systéme décrit mais pour une date ¢, fixée.

L’intégrale de chemin (L8] constitue I’expression s’adaptant, en principe, aux Hamiltoniens
les plus généraux. Toutefois, lorsque le potentiel est indépendant des moments associés aux
configurations de champs, Iintégration sur ces moments conduit & la formule de Feynman

(01U (Lo, tin)[0) = / D[]ei St (1.10)

qui permet d’'introduire ’action écrite directement en terme du Lagrangien décrivant le systéme

swel= [t [ #o cipol

Un des intéréts de ce type d’expression provient de 1'utilisation de fonctions au lieu d’opérateurs
lors de I’évaluation d’amplitudes de transition : d’un point de vue calculatoire, les intégrales
de chemin offrent ainsi une description alternative plus intuitive et plus commode que celle
issue du formalisme opératoriel. Par ailleurs, dans la formule de Feynman, les amplitudes de
transition sont directement conditionnées par le Lagrangien et permettent, in fine, de décrire
toutes les observables directement en terme de fonctions de Green. En outre, I'utilisation de ce
type d’intégrales fonctionnelles réalise directement la quantification du systéme en lui donnant
une interprétation géométrique [6) [7].

Expression de quantités mesurables en terme d’intégrales de chemin

Soulignons que les observables et les probabilités de transition sont obtenues, in fine, & partir
de la combinaison de deux amplitudes de transition (c¢f relation (ILI])). En physique des parti-
cules, I’évaluation d’une seule amplitude de transition est suffisante car on traite de systémes
1solés et dans un état pur : “I’élévation au carré” de 'amplitude de transition calculée, qui per-
met de définir la probabilité correspondante via la relation (LI]), n’est en fait valable que pour
un systeéme isolé. Une telle situation est ainsi spécifique & certaines problématiques notamment
celles décrites en physique des particules.

8. L’expression algébrique des propagateurs infinitésimaux est propre a la Physique [6] [7].
9. La formule de Chapman-Kolmogorov est formellement équivalente & la relation de fermeture en raison de la
définition des propagateurs élémentaires.
10. Toute autre situation nécessite d’utiliser explicitement la relation (L8)) - ¢f [5} 6, [7].

11
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A contrario, lorsque le systéme suivi ne peut pas étre considéré comme isolé, on peut mon-
trer que les observables et les probabilités doivent étre décrits directement par la combinaison de
deux intégrales de chemin comme présentée dans les références [18, 21] et décrite ultérieurement
dans ce manuscrit. Les degrés de liberté doivent étre doublés par rapport & ceux spécifiques aux
situations décrivant des systémes asymptotiquement isolés. En outre, ['influence que ces deux
jeux de variables ont 'un sur lautre est caractéristique d’intrications (c¢f chapitre [3)). De telles
situations sortent du cadre habituellement définit en physique des particules et s’appuyant sur
les développements de ce chapitre.

Dés lors, émerge le principal défaut d’une description fondée uniquement sur des intégrales de
chemin : ces formulations ne décrivent pas toujours clairement le statut des quantités calculées
vis-a-vis des postulats de la mécanique quantique c’est-a-dire leur caractére mesurable ou non.
Ainsi, les champs effectifs ¢, que nous définirons par la suite par la relation (L.22]), ne permettent
pas de paramétrer des quantités observables lorsque des états mixtes sont définis. En revanche,
les descriptions opératorielles sont généralement plus adaptées pour définir et interpréter sans
ambiguités le statut des termes évalués.

1.2 Fonctions de Green pour les amplitudes de transition

1.2.1 Fonctions de Green a N-points

A partir des configurations de champs, on peut définir les fonctions de Green a N-points par
la relation

iKT (21,29, 2n) = {0, tout| Tlp(z1) - - 0(2n)]]0, Lin)- (1.11)
Ces quantités sont interprétées comme des amplitudes de probabilité décrivant la propagation de
n particules introduites initialement en z1, x3, ..., T, puis finalement observées en z,1, ..., TN

aprés qu’il y ait éventuellement eu interaction entre elles. Ce type de grandeurs permet ainsi de
décrire des processus ne conservant pas nécessairement le nombre de particules initiales. Concré-
tement, leur expression est calculée a partir d’opérations sur des fonctionnelles génératrices qui
seront introduites ultérieurement.

De plus, la fonction & deux points, ou propagateur, est une donnée essentielle de la théorie
étudiée : les autres fonctions & N-points peuvent étre exprimées en terme de combinaisons de celle-
ci par I'intermédiaire du théoreme de Wick. Un propagateur correspond au produit chronologique
de deux champs

iKF(«'E, y) = <O, tout‘T[(P(x)(p(y)] ’07 tin>'

Ceci revient & considérer que les ondes d’énergies positives se déplacent vers ’avenir tandis que
celles d’énergies négatives vont vers le passé (¢f chapitre )

K" (z,y) = 02" — 4 lK D (2,y) + Oy° — 21K (2, y).

11. La description la plus générale de I’état d'un systéme quantique est donnée par une matrice densité (théoréme
de Gleason).

12
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Ce type de grandeur est alors définit & partir de la prescription de Feynman.

Les propagateurs utilisés en physique classique, comme la fonction de Green retardée par
exemple, sont incompatibles avec les développements permettant d’obtenir des amplitudes de
transition. Par exemple, le propagateur retardé s’écrivant (pour des bosons)

iD"(,y) = 0[2° — ¥ 10, tout|[o(x), (][0, tin) = i0[x° — y°) DD (2, ) — i0[2° — y°| DT (2, y),

ne peut pas étre obtenu a partir de séries perturbatives fondées sur le calcul d’amplitudes de tran-
sition. En fait, la prescription de Feynman est nécessaire au calcul d’amplitudes de transition.
Cependant, ces quantités sont des grandeurs complexes dans ’espace des positions d’espace-
temps et, plus généralement, les fonctions de Green issues de ce formalisme ne représentent
pas des grandeurs directement mesurables. En revanche, en physique des particules, ce sont
ces quantités qui conduisent & ’obtention des observables physiques par l'intermédiaire de leur
“carré”.

Diagrammes de Feynman

Les fonctions de Green peuvent étre symbolisées au moyen des diagrammes de Feynman : il
s’agit d’une représentation des termes issus de I’expression algébrique des fonctions de Green ; ces
derniéres peuvent alors étre schématisées comme des combinaisons de motifs élémentaires. On
distingue deux types de motifs élémentaires : les lignes et les vertices (nus). Chaque ligne repré-
sente une particule et chaque vertex représente une interaction entre particules. En fonction de
la théorie étudiée, certains vertices peuvent étre exclus. A chacun de ces motifs est alors associée
une expression algébrique : les lignes correspondent au propagateur de la particule représentée
tandis que les vertices désignent ’expression du couplage entre les particules mises en jeu lors
d’une interaction. Enfin, les lignes externes sont sur couche de masse et la quadri-impulsion doit
étre conservée a chaque vertex.

Les fonctions de Green peuvent ainsi étre obtenues & partir du théoréme de Wick en utilisant
les régles de Feynman. Cependant, seuls les propagateurs utilisant la prescription de Feynman
peuvent étre exprimés de la sorte : plus particuliérement, les propagateurs avancés et retardés
ne peuvent pas étre calculés par cette méthode.

12. Dans expression de l'intégrale de chemin (LI0O), P'utilisation de la prescription de Feynman revient a
ajouter au Lagrangien un terme en +iep? avec € > 0 arbitrairement petit contribuant alors a la convergence de
I’intégrale pour les larges amplitudes du champ.

13. A partir du chapitre 3] le propagateur de Feynman, nécessaire ici au calcul d’amplitudes de transition, sera
noté KT,

14. Pour le propagateur retardé, les modes d’énergies négatives se propagent dans le méme sens de temps que
ceux d’énergies positives. Ce propagateur ne peut pas étre utilisé dans ’action nue (microscopique) car il entraine
une divergence de l'intégrale de chemin (LTI0) & cause du sens de parcours de ces modes d’énergies négatives. En
effet, la prescription retardée revient alors & ajouter un terme en +isgn[E]e@?® au Lagrangien ou E est la fréquence
du mode considéré.

15. Ceci a notamment une incidence sur l'interprétation des équations du mouvement vérifiées par les champs
effectifs issus d’amplitudes de transition.

16. Le calcul de propagateurs avancés et retardés peut, en revanche, étre réalisé dans le cadre du formalisme de

13
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4 N 7
p—m? x 9
' AN

(a) : propagateur (b) : vertex (nu)

FIGURE 1.1 — Régles de Feynman pour la théorie p*

OO _ O
O

(a) : diagramme déconnecté (b) : diagramme connecté (c) : vertex propre

FIGURE 1.2 — Exemples de diagrammes de Feynman & 4 points pour la théorie p*

Fonctions de Green particuliéres

Les fonctions de Green déconnectées sont celles qui peuvent étre écrites comme le produit
d’au moins deux fonctions d’ordre inférieur. Leur diagramme de Feynman est alors composé de
plusieurs sous-diagrammes qui ne sont pas reliés entre eux par des lignes internes. Les fonctions de
Green connectées sont celles qui présentent la propriété inverse : les éventuels sous-diagrammes
qui les composent sont toujours reliés entre eux. Les fonctions de Green a une particule irré-
ductible (1PI) sont les fonctions de Green connectées qui le restent lorsque 'on coupe l'une des
lignes internes de leur diagramme. Les graphes amputés désignent les fonctions de Green dont
on a 6té toutes les lignes externes. Enfin, les fonctions de Green a une particule irréductible et
amputée sont appelées vertex propre.

1.2.2 Descriptions au moyen de fonctionnelles génératrices
Les fonctionnelles génératrices constituent un outil commode pour décrire un ensemble de
fonctions de Green particuliéres. Elles sont définies par une série de puissances du type

) 1N . o ‘
Fli()] = mh—N/d4x1d4x2'--d4.%’N iKE (21,29, an) j(x1)j(w2) - jlan).  (1.12)
— N

Dans cette expression, les coefficients sont proportionnels aux fonctions & N-points K ¥ (x1,29,++ ,ZN)
que l'on cherche & exprimer et les sources j sont des fonctions arbitraires de 1’espace-temps. Ce

Keldysh présenté dans le chapitre 3l Plus spécifiquement, les fonctions de Green lointaines, qui sont nécessaires a
la définition des propagateurs retardés et avancés (cf chapitre [2]), ne peuvent jamais étre obtenues dans le cadre
d’un formalisme décrivant des amplitudes de transition uniquement.
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type d’expressions regroupe de facon succincte toute une classe de fonctions & N-points qui
peuvent alors étre déduites d’une seule fonctionnelle F[j(-)] par dérivations :

N

0
iKF (21,29, -+ ,zn) = lim AY — | Flj). 1.13
s o) = | ] s |70 (113
Ainsi, le role de la source j est de paramétrer le calcul d’observables : on parle de sources de book-
keeping. Formellement, elles s’identifient & des sources externes complétement indépendantes des
degrés de liberté du systéme. En outre, cette description sous forme de séries ([L12]) suppose que

les fonctionnelles génératrices soient analytiques en terme de ces sources.

On définit la fonctionnelle Z collectant toutes les fonctions de Green par une série de puis-
sances du type (LIZ). Son expression en terme d’intégrale de chemin est

é[j(.)] — /D[¢]e,f;$[eo]+,§j-eo = /D[(p]e;sw;j].

De la méme maniére, on définit la fonctionnelle Z regroupant toutes les fonctions de Green qui
ne sont pas issues du vide. Elle peut étre mise sous la forme

tin

2H0] = Otanl T exp{ 1 [ aa? [ 2 0ot} 0,10 (114

tout

et correspond a l'intégrale de chemin

2lj0) = [ Dlersted = 220 (1.15)

Dans cette expression, le facteur de normalisation (facteur de phase infini)
Nl= /D[cp]e%s[“’}

impose (0, tout|0,tin) = 1 ce qui supprime, dans le numérateur Z[j(-)], les fonctions de Green
contribuant exclusivement au vide['7. De la méme maniére, on définit par une série de puissances
du type (LI2) la fonctionnelle génératrice VW regroupant uniquement les fonctions de Green
connectées. En décomposant les fonctions de Green issues de Z sous forme de combinaisons de
produits de termes connectés, on peut montrer que l'on a [2] :

eWIOT = Z[5()]

au sens des fonctionnelles.

17. Les contributions propres au vide correspondent aux fonctions de Green a “zéro point” c’est-a-dire a tous
les diagrammes sans propagateur externe.
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Cas des fermions

Les fonctionnelles précédentes peuvent étre adaptées aux champs de fermions en considérant
que les degrés de liberté correspondants sont des nombres qui anti-commutent (variables de
Grassmann). Le terme de couplage source-champ j- ¢ est alors remplacé par la somme 71+ -1
ou les sources externes 7 et 1 sont également des variables de Grassmann. Enfin, on choisit de
définir les opérations de dérivation sur ce type de variables comme agissant & gauche des produits :

A

S0 = =i

o - 6 -
5—127[”#:%-7/), @Wﬁ:

Définition d’opérateurs composites

La méthode fonctionnelle présentée peut étre généralisée a I’expression d’amplitudes de tran-
sition pour des opérateurs composites c’est-a-dire pour des expressions du type

(0, tout| A1) - - - A(2n)]0, tin) = (0, tout| Alp(z1)] - - - Alp(20)]0, tin)

ot A est une fonctionnelle particuliére de la configuration de champ. L’expression de la fonc-
tionnelle génératrice doit alors étre modifiée en couplant ces opérateurs particuliers & une source
externe j :

2O =N / DlglehSlatiAlel

Statut des termes composant la phase d’une fonctionnelle génératrice

L’utilisation d’opérateurs composites ne reléve pas uniquement d’une commodité visant &
simplifier les écritures formelles : leurs définitions traduisent avant tout 'impact que peut avoir
une mesure sur le systéme étudié et, par &4 méme, son influence de principe. Cet aspect est
d’autant plus marqué dans le contexte du formalisme closed time path présenté et développé a
partir du chapitre Bl

Le statut des termes composant la phase d’une fonctionnelle génératrice n’est pas le méme
selon que ceux-ci sont couplés ou non a des sources extérieures. En premier lieu, la partie de I'ac-
tion nue indépendante de toute quantité extérieure a rapport au comportement intrinséque du
systéme, que ce soit dans le cadre d’une théorie fondamentale ou bien pour un modele effectif ou
méme phénoménologique. Cette partie conditionne les régles suivies par le systéme : par exemple,
c’est exclusivement de cette partie que sont issues les régles de Feynman pour une théorie donnée.
En second lieu, la partie de la phase dépendante des sources extérieures décrit les observables
recherchées : ces termes dépendent exclusivement des choix de mesures effectuées c’est-a-dire de
ce que 'on recherche et impose au systéme plutoét qu’a sa nature intrinséque. Les paramétres
de controle sont justement liés & la manipulation formelle des sources extérieures et sont alors

18. Plus généralement, un opérateur composite peut étre fonction du moment associé & la configuration de
champ auquel cas les intégrales de chemin doivent étre définies dans I’espace des phases fonctionnelles.

19. Cet aspect sera illustré dans la premiére partie du chapitre

20. C’est laction nue usuelle S[p] nécessaire a la définition des fonctions de Green.
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répercutés sur le systéme wia le couplage entre les opérateurs composites et ces quantités. Des
lors, I'incidence de mesures peut étre modélisée au travers de ces sources extérieures : ainsi, des
différences notables peuvent apparaitre selon que différents opérateurs sont définis conjointement
plutét que séparément.

1.3 Evaluation de fonctionnelles génératrices

On considére une théorie renormalisable quelconque définie par une action §. Sa fonctionnelle
Z est définie par une expression du type (LI3]). L’évaluation exacte de celle-ci n’est possible que
pour une théorie libre et, dans le cadre d’une théorie plus générale, son expression ne peut étre
qu’appochée. On distingue principalement deux types d’approximation permettant ’évaluation
de fonctionnelles génératrices : le développement perturbatif et le développement en boucles. Ces
deux programmes reposent sur la méthode de la phase stationnaire |15 16].

Le développement perturbatif nécessite que ’action soit décomposable en une partie libre
(quadratique en champs) et une partie interactive. Cette derniére doit étre de faible amplitude
par rapport a la partie libre de ’action : les contributions perturbatives sont alors des combinai-
sons fortement dominées par celles issues de la théorie libre : en conséquence, le développement
perturbatif correspond & un développement sur les constantes de couplages de la théorie (suppo-
sées faibles par construction). Enfin, cette méthode peut étre comprise comme une application de
la méthode de la phase stationnaire en imposant que les fluctuations quantiques soient dominées
par le champ issu de la théorie libre correspondante.

Le développement en boucles réalise l'intégration de fluctuations quantiques de faibles am-
plitudes autour d’un champ dominant généralement différent de celui issu de la théorie libre. Il
correspond & une application stricte de la méthode de la phase stationnaire et réalise un déve-
loppement des contributions quantiques en puissance de h. Toutefois, le traitement des termes
non-quadratiques du Lagrangien nécessite également d’utiliser un développement perturbatif.

1.3.1 Intégration des degrés de liberté d’une théorie libre

Les fonctionnelles génératrices libres Z correspondent a celles présentant une action qua-
dratique en champ : ces expressions sont solubles exactement. En effet, 'intégrale de chemin sur
les champs quantiques peut étre calculée directement comme la limite d’un produit d’intégrales
de type Fresnel définies soit pour des nombres qui commutent (cas des degrés de libertés bo-
soniques), soit pour des nombres qui anti-commutent (cas des degrés de libertés fermioniques).
Pour les bosons, le résultat de cette intégration est

/ Dlples# Db otiie = (Aet[DE)) " 3edI D8, Z[j()] = e4IDET = ¢~ 35iDE
tandis que pour les fermions celle-ci donne
[ DD s — (et GE O, 2y, n()] = e 7O = erimcEn,
Pour les théories libres, la méthode de la phase stationnaire conduit & un résultat exact.
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1.3.2 Développement perturbatif

Le traitement perturbatif d’'une fonctionnelle génératrice repose sur 'approximation que la
partie interactive de I'action soit de faible amplitude par rapport & celle de la partie libre. Cette
méthode consiste a exprimer la fonctionnelle de la théorie compléte en fonction d’une autre
connue exactement : cette derniére correspond généralement & celle issue de la théorie libre mais
toute fonctionnelle dont ’expression peut étre calculée avec suffisamment de précision peut alors
jouer ce role. Dans cette partie, nous prenons ¢ = h = 1.

Partant du constat que ’expression de 'intégrale de chemin d’une dérivée fonctionnelle totale
est nulle ze

[Pl e (z'sm if go): 0

termes de bord ignorés), on peut montrer que Z vérifie I'équation de Schwinger-Dyson
g

~ 6Z[j] [52[]’]} N 0Sint
KFYay) == 4+ 8 | == |+j(®)Z[j] =0, S, ,[X]=
avec S = %cp . Kg_l 0+ Sintl] et ott Sint[p] = — [d*a Lint[p]. La solution de cette équation

permet finalement d’obtenir Z aprés normalisation :

210 =Nexp{z'smt [%] }Zo[j(')]- (1.16)

Ces résultats peuvent aisément étre étendus au cas des fermions et conduisent & des expressions
similaires. Toute la dépendance résultant de l'interaction est ainsi contenue dans la premiére
exponentielle de cette expression : son développement permet d’obtenir concrétement les termes
de la série perturbative contribuant & un ordre donné.

Les fonctions & N-points de la théorie sont alors obtenues wvia (LI3) et s’écrivent comme
des séries en puissances des constantes de couplage de la théorie combinant exclusivement des
propagateurs libres. Il est alors commode d’organiser ces termes en utilisant des diagrammes
de Feynman : chaque ordre de la série perturbative correspond alors & la somme de toutes les
topologies de diagrammes possibles ayant un nombre de vertices fixés.

1.3.3 Développement en boucles

Le développement en boucles consiste & calculer I'intégrale de chemin pour de petites fluc-
tuations autour d’un champ dominant : les fonctionnelles génératrices sont approximées par la
méthode de la phase stationnaire.
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Développement autour d’un champ dominant et structure en boucles de W

Le champ dominant ®g(x;j] correspond au point selle de l'intégrant : il est défini comme
étant celui annulant la dérivé premiére de la phase S[p; j] c’est-a-dire vérifiant
0S
j—l—% =0. (1.17)
Y lo()=2s (]
Ceci revient donc a imposer que ®g(z; j] soit le champ vérifiant les équations du mouvement en
présence d'une source externe j non-nulle. C’est le chemin dont le voisinage apporte la plus forte
contribution a la valeur de l'intégrale de chemin. En outre, ®g(x;j] est indépendant de A par
construction et nous le supposons unique dans les développements qui suivent.

L’équation précédente peut étre utilisée pour exprimer la dépendance de la source en fonction
du champ ®g(z; 5] ou, a l'inverse, celle du champ dominant en terme de la source. Cependant, la
solution exacte de I'équation du mouvement (LI7)) ne peut généralement pas étre obtenue et elle
doit alors faire ’objet d’approximations. Cette relation peut étre alors cherchée sous la forme
d’une série en puissance de j. L’expression ([LI7)) constitue le point de départ pour obtenir les
variations de ®g(x; j] en fonction des sources. On a notamment

0®g(; J]
67(y)

ot le propagateur K{'[®g] est définit par 'expression

= —K{§ (z,y; ©g]

SD[ag] - KI[®s] = o — ). (118)

Ce propagateur comporte un terme de masse dépendant du champ ®g(x; j]. Les variations d’ordre
supérieur peuvent également étre déterminées de cette fagon c’est-a-dire en exploitant les déri-

vées de (LI7) et de (LI8).

Le phase S[p; j] peut ensuite étre développée pour des fluctuations de petites amplitudes x
autour de ®g(x;j] sous la forme p(z) = ®5(z; 5] + VA x(2), cest-a-dire

Slesj] = S[<I>s[j]+\/ﬁx]+j-( slil + Vi x)
P N
_ S[es) 4 <1>s+§j [H [ ata] s st T x| 00"

(N)
S ®g(zns J ([H do(zn) ] >¢(.)=<1>s(-;ﬂ'

L’intégration des fluctuations issues du développement précédent conduit a structurer Z en terme
d’une somme de fonctionnelles Wy, génératrices des fonctions connexes & L-boucles de la théorie :

avec

. . B
Z[j()] = exp [%m[cﬁs] F1S HEWLfes] + omBﬂ . (1.19)
L=1
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CHAPITRE 1. ELEMENTS DE THEORIE QUANTIQUE DES CHAMPS

W, désigne le niveau arbre de la théorie c’est-a-dire la partie sans boucle : ce terme comporte
généralement une dépendance explicite en terme de la source externe j. Tous les termes d’ordre
supérieur peuvent étre paramétrés en fonction du champ ®g qui contient alors implicitement la
dépendance de la fonctionnelle selon la source externe j.

Développement a une boucle

Le développement & une boucle correspond au calcul des termes issus de la partie quadratique
des fluctuations quantiques c’est-a-dire ceux proportionnels a A :

. , K
Slpid] = S[@s] +j - s + 5x - SP[@s] - x.

Dans I'approximation & une boucle, la fonctionnelle génératrice s’écrit

h
— Ne;fLS[‘i’sHéj-‘I’s/D[X]GSX'S(Q)[CI’S]-X

)] ~ exp(iwA[cbst'wl[cbs])

= N iSRS qot (SO [dg]) 2

par intégration des fluctuations. En outre, le calcul du facteur de normalisation conduit a
N1 = /D[gp]eésw = det(S@[0]) "2

car le point col ®g(x;j = 0] est nécessairement trivial en ’absence de source externe (on suppose
ici qu’il n’y a pas de condensat dans le vide). Ce résultat permet d’écrire finalement

i i 8(2)[(1) ] ~2
. LS[@s]+ij-®g S
Z[j] =en nl"PS det <7(2) 0] >

c’est-a-dire @
. 1 i, 1 SW[Dg]
Zl7] = =S —j - ®g— —Trln|————==1| ).
] = exp £5(0s]+ - 05 - | Sel )

Plus particuliérement, a partir de ’expression de ’action écrite sous la forme

1 _ _ -
Slel =5 [dt o KE o= Suilel, SPIes) = K1 - sPies) = K{ o,

I’approximation & une boucle conduit au résultat

: i i 1 sPre
Z[j] = exp<£8[<1>s] + i+ ®g—STrin [1 - 712;[15]])
0

La dépendance en source dans le terme & une boucle est implicitement contenue dans ’expression
de ®g. Ainsi, la méthode de la phase stationnaire est particuliérement efficace pour évaluer une
fonctionnelle génératrice & 1’ordre d’une boucle. Enfin, les fermions peuvent étre traités de maniére
similaire.
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1.3. EVALUATION DE FONCTIONNELLES GENERATRICES

Développements aux ordres supérieurs

Les termes dont l'ordre est supérieur a une boucle ne font plus intervenir des intégrales
uniquement quadratiques suivant les fluctuations quantiques : ils font alors ’objet d’un déve-
loppement perturbatif sur / a partir de la solution de I'équation de Schwinger-Dyson (L.10). La
fonctionnelle génératrice s’écrit

. L/2
o eSO[Bslx + 1538, LS ag]xt + O0P)

[ DI e STl

Z[j()] = ebWatestrmiias) J D0 (1.20)

La partie quadratique de 'action fait intervenir le propagateur Kg [@g] défini par la relation
(LCI8). Ce propagateur fait office de fonction & deux points “libre” dont le terme de masse dépend
du champ dominant. Les autres termes de ’action issus de la somme sont tous proportionnels &
des puissances de £ : ils jouent le role d’interactions “effectives” dont les constantes de couplage
dépendent également du champ dominant mais aussi de puissances de h.

La fonctionnelle (L20]) ne contient pas de terme explicite couplant sources et fluctuations en
raison du couplage linéaire de ces quantités : la dépendance en source externe est implicite-
ment contenue dans ’expression du champ ®g dont dépendent tous les paramétres de 'action
de l'intégrale de chemin de (L20)). Par conséquent, cette intégrale de chemin peut étre évaluée
de fagon standard en ne retenant que les diagrammes issus du vide contribuant & un nombre de
boucles donné pour une théorie nue effective de propagateur Kép [@s] et dont les termes d’inter-
actions sont alors définis par les ordres supérieurs dépendant également de ®g. La fonctionnelle
(C20) s’écrit alors sous la forme d’une somme de contributions Wy [®g] dépendantes du champ
dominant (équation (II9])).

Toutefois, ce programme d’évaluation est la cause de difficultés lorsqu’il est mis en ceuvre au
dela de deux boucles. C’est le cas notamment lorsque 'action effective, présentée ultérieurement,
est recherchée. En effet, il est souvent nécessaire d’écrire les contributions en boucles en terme
des sources extérieures j plutdt qu’en fonction du point selle g : cette reparamétrisation peut
étre compliquée puisque l'équation (LI7)) ne peut généralement pas étre résolue exactement.
Dés lors, on préférera généralement utiliser directement une approche perturbative suivie d’une
réorganisation de la série en fonction des boucles ou employer d’autres méthodes [3].

1.3.4 Limite classique d’amplitudes de transition

Les amplitudes de transition, et les fonctions de Green qui en dérivent, peuvent étre avan-
tageusement exprimées au moyen d’intégrales de chemin. Dans ce cadre, la limite classique des
observables est définie par leur limite lorsque & — 0 : cette limite correspond a celle d’une théorie

21. Cette situation est différente pour des opérateurs composites oil des couplages explicites en terme des sources
extérieures peuvent alors apparaitre dans lintégrale de chemin de 'expression (I.20) correspondante.
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faiblement couplée. Le chemin défini par la phase stationnaire constitue le chemin classique
et domine alors toutes les autres configurations de champ. La limite classique d’amplitudes de
transition est alors caractérisée par l'atténuation forte de toutes les fluctuations autour de ce
chemin classique : on qualifie alors cette limite de rigide (trés contrainte). D’autre part, on peut
montrer que, dans cette limite, les corrélations entre les différentes histoires disparaissent [3].
Ainsi, la limite classique proposée dans le cadre des amplitudes de transition en présente les ca-
ractéristiques sans toutefois en donner explicitement ’origine : en fait, on a coutume d’expliquer
I’établissement d’un régime classique par I'influence de dissipations produites par un environne-
ment (théorie de la décohérence). Cependant, ces derniéres ne sont pas apparentes dans le cadre
d’amplitudes de transition qui décrit, en outre, la limite classique entre des états purs plutot
qu’en faisant intervenir des états mixtes.

1.4 Action effective
Définition

L’action effective I' correspond & une réexpression de la fonctionnelle YV non plus en terme
des sources extérieures j mais au moyen d’un champ effectif ¢. L’action effective I' est alors la
transformée de Legendre de W

Llp] = Wil - jlg] - &. (1.21)
ou la source j doit étre comprise comme une fonctionnelle de ¢. En outre, en représentation de
Dirac, le champ effectif est défini par
W _ {0, tourl Tlp(@)er I @0, 1)

(e — , . 1.22
‘P(xa]( )] 5j(z) <0,t0ut’T€%fd4 <p(m)j(x)’07tm> ( )

C’est une quantité auxiliaire non—mesurable. Par ailleurs, pour que la transformée de Legendre
(L21)) soit définie, il est nécessaire que la reparamétrisation liant la source extérieure j au champ
effectif ¢ soit bijective. Enfin, dans la limite j — 0, on a coutume d’interpréter le champ effectif
@(x;0] = (0, tout|p(2)]0, tin) /{0, tout|0, tin) comme la valeur moyenne du champ sur le vide.

Généralisation de ’action classique et potentiel effectif

L’action effective I' correspond & la généralisation quantique de ’action classique. C’est une
grandeur non-locale (¢f développement sur les vertices propres (L26)) qui peut néanmoins étre

22. En effet, le facteur i (entre autres) gouverne 'importance des fluctuations quantiques. Par exemple, pour
la théorie Z¢* en dimension 3 + 1, la phase totale ~Sy[¢] intervenant dans I'intégrale de chemin correspondante
peut étre écrite iSyn[p] par changement de variable : aussi, la “véritable” constante de couplage de la théorie
correspond au produit gh dans ce cas.

23. A nouveau, nous supposons ce chemin unique ici.

24. La définition ([[22) peut étre étendue au cas des opérateurs composites. Soulignons que les champs (et
opérateurs) effectifs sont des quantités a valeurs complexes méme s’ils sont définis, a lorigine, a partir d’opérateurs
hermitiens : en effet, ces grandeurs sont issues d’amplitudes de transition qui ne sont pas, en principe, directement
interprétables (cf définition des probabilités (I.1])). Comme nous le verrons & partir du chapitre 3] il est possible
d’obtenir des fonctionnelles ayant pour parameétre une quantité strictement réelle faisant office de valeur moyenne
dans le cadre du formalisme closed time path.
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1.4. ACTION EFFECTIVE

écrite sous la forme
I'[¢] = / d*z <Z [P] 0,p0" @ — Vesplp] 4 dérivées d’ordre supérieurs>

par développement sur les dérivées du champ (uniquement dans le cadre du développement
perturbatif ou en boucles). Dans la limite i — 0, I'action effective se réduit & I’expression locale

F[QB] — /d4.%' (8;1958“()5 - ‘/classique [(ﬁ])a ‘/eff [95] — ‘/classique [‘;5]7 Z[‘ﬁ] —1

c’est-a-dire & l'action classique. Enfin, en imposant que le champ auxiliaire ¢ soit constant sur
I'espace-temps, on peut obtenir le potentiel effectif Vs via T[@] = —Viz4[p] [ dix. Celui-ci
constitue la généralisation quantique du potentiel classique.

Développement en boucles

Le développement en boucles de ’action effective consiste & écrire cette fonctionnelle sous la
forme d’une série en puissances de A

B

rlgl = S AT (5] + O(h). (1.23)
L

Par ailleurs, en paramétrant la fonctionnelle WW en terme du champ dominant ®g, la définition
(L2I)) conduit & lexpression
_ . _ IS[Ps]

Tig] = Wits] - jles) 5+ 0P) = wias + S0 g oms).
L’expression en boucles de I'action effective passe donc par la réexpression du champ dominant
®g en fonction du champ effectif . Cependant, la dépendance fonctionnelle entre ces deux quan-
tités ne peut généralement pas étre obtenue de maniére exacte : au mieux, elle ne peut qu’étre
approximée comme une série en h devant alors étre combinée avec celle des fonctionnelles mises
en jeu dans l'expression ([24]) pour pouvoir déterminer, in fine, 'expression en boucles de 'ac-
tion effective.

L’équation du point selle (ILI7) permet d’établir la dépendance fonctionnelle de la source j
en terme du champ dominant ®g. Il reste alors & exprimer la dépendance fonctionnelle de ®g
en terme du champs effectif ¢ a U'ordre h®. A partir de la décomposition en boucles de W (cf
expression (LI9)), on peut écrire

B
oW\ oWa|® Wy |®
[Ds] _ dWal®s] LY L[®s] + o).

LAY 5] 5

L=1
Or, le niveau arbre de W s’écrivant W4 = S[®g] + j - Pg, on a

SWalds]  5S[ds] 5D 50s (6S[Ds] .
_ P 0TS oy 058, —®
5 o T esTI G =es Tt e T1)T 08
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en utilisant I’équation du point selle (ILIT). Le champs moyen ¢ correspond ainsi au champ
dominant ®g seulement & lordre A°.

WL 5 6Dg WL[‘I>5]
oy = ¢—» h—=4+0(M" ht—= h”
s Z Or?) = LEZJ 5 pe T o)
~ Wi[®s]
_ LG[@g] By
©+ Elh G| 505 + O(h”)

Ce résultat conduit & poser que le champ dominant ®g s’écrit comme une série de variations en
h autour du champ moyen ¢.

B
s =¢+ Y her[@] + Ohn)
L=1
Comme décrit précédemment, la détermination des termes ¢y ne peut étre qu'appochée. L’ex-

pression en boucles de I'" peut alors étre obtenue en remplacant le champ dominant par son
expression en série dans la relation (L24)) conduisant a :

B B
T[g = Wig+ Y h'eil —J¢+ZHL¢L ]- @+ 0(h")
L=1

B—-L B—-L

= Walp+ Z +ZhL<WL<p+Zh<pz—J<P+Zh<pz ch>+O(fLB)

Les différents termes sont alors développés jusqu’a l'ordre iZ pour obtenir I'expression des termes
a L boucles de I'. Plus particuliérement, l’expression d'une fonctionnelle Wy, [®g] apporte des
contributions aux ordres supérieurs L' > L par l'intermédiaire de ce développement (et de @r,).
On peut alors montrer que le résultat de cette procédure revient & soustraire les contributions
a une particule réductible des termes de boucles Wy, [3] : en conséquence, 'action effective T
s’écrit en terme de diagrammes & une particule irréductible.

Fonctionnelle génératrice des vertex propres
La premiére dérivée de I' conduit aux équations du mouvement pour le champ effectif

oT
3o (x)

et plus particulierement a celles de la quantité (0, tou|©(2)]0,tin) /{0, tout|0, tir) dans la limite
j — 0. En outre, la relation (L25]) prise dans la limite j — 0 permet d’obtenir 'amplitude de

transition du vide au vide [2] :
A ?
S = —T[@
exp < 5 M)
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1.5. THEORIE DE JAUGE : CAS DE I’ELECTRODYNAMIQUE QUANTIQUE

La dérivation par rapport a une source de I’équation (IL.25]) conduit a la relation de Dyson :

- §°T LR .
J B0 G . E Y

L’inverse de I'® correspond ainsi au propagateur (connecté) complet de la théorie. Une autre
conséquence de I'équation de Dyson est que 'action effective, pour qu’elle soit définie, doit étre
une fonctionnelle convexe. Par ailleurs, dans le cadre de la théorie des perturbations, on peut
montrer que I' constitue la fonctionnelle génératrice des vertices propres que I'on note T'V)

Plg = 3 T an)aen) -+ @), (1.26)
3y

Le potentiel effectif correspond alors & la somme de tous les vertices pris pour une impulsion
nulle.

1.5 Théorie de jauge : cas de I’électrodynamique quantique

Imposer qu'une symétrie vérifiée & 1’échelle globale soit valable localement correspond a
construire une symétrie de jauge. Concrétement, ceci revient & définir, a 1’échelle locale, une
dérivée covariante en introduisant un ou plusieurs champs de jauge. Ces champs compensent les
variations locales du systéme d’origine sous transformations liées a la symétrie imposée.

Les symétries de jauge permettent de construire la plupart des interactions fondamentales de
la Nature. Ainsi, le Lagrangien de I’électrodynamique quantique (QED) est donné par I’expression

Lgeallt, A] = 1 PP Fyy 4 (60— m)s + et (1.27

Cette théorie est le résultat de 'invariance de jauge locale U(1) imposé au Lagrangien de Dirac.
De cette invariance émerge l'interaction entre le photon, le champ de jauge de la théorie, et les
particules chargées; la dynamique des photons est décrite par le Lagrangien de Mazwell tandis
que celle des fermions massifs peut étre déterminée a partir du Lagrangien de Dirac [1]]. En outre,
dans l'espace des impulsions, le propagateur libre des fermions Gg s’écrit

p+m

Gl(p)=—"—75—

avec = 7p,

et ou les matrices de Dirac v* vérifient la relation {v#,~"} = 2¢*" (¢g"" désigne la métrique de
Minkowski dans ce manuscrit). La partie de I'action liée & la dynamique du photon,

1 1
SplA] = —5 /d4x R /d% AM(g,,0 — 9,0,) A",

25. En effet, la monotonie de la fonctionnelle (I.22]) impose que la dérivée seconde de W soit non nulle : par
Pintermédiaire de ’équation de Dyson, cette propriété est alors transmise a 'action effective qui est soit convexe,
soit concave. Toutefois, cette derniére possibilité est a rejeter afin que la théorie ait un minimum.
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met en jeu uniquement 'opérateur de projection transverse qui n’est pas inversible : une des
quatre composantes du champ électromagnétique n’a alors pas de dynamique. Dés lors, il est
nécessaire de fixer la jauge pour correctement définir des expressions fonctionnelles & partir du
Lagrangien (L27). Cette procédure s’appuie sur l'introduction des fantomes de Faddeev-Popov
[5]. Pour la jauge covariante, la QED, en tant que théorie de jauge abélienne, a la particularité de
découpler ces degrés de liberté de ceux du champ électromagnétique : les fantémes introduits par
cette procédure peuvent alors étre intégrés et conduisent & un facteur de phase infini en facteur
de P’expression des fonctionnelles. En outre, dans le cadre de la jauge covariante, la fixation de
jauge revient & ajouter une contribution longitudinale arbitraire au Lagrangien :

)‘(8,“4“)2, A #0.

551221[1/;7%14] = £qed[1/;7w7A] - 5

On est alors en mesure d’obtenir le propagateur libre du photon sous la forme

g = (L= NEE g zpe
p?+i0  p2 440

Fuv
Do# (p) =

ou TH et LM désignent respectivement les opérateurs de projection transverse et longitudinale.
Plus particulierement, dans la jauge de Feynman (A = 1), ce propagateur s’écrit en fonction de
celui d’un champ scalaire non-massif Dg :

g

Fuv
Doﬂ (p) =

Tous les développements ultérieurs seront fait dans ce contexte.
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Chapitre 2

Propagateurs

L’étude de systémes satisfaisant & la fois les principes de la relativité restreinte et les postu-
lats de la mécanique quantique repose sur une description en terme de fonctions de Green. En
théorie quantique des champs usuelle, ces quantités, a la fois nécessaires et commodes, corres-
pondent a I’expression d’amplitudes de transition dont le calcul, notamment dans le cadre du
développement perturbatif ou en boucles, peut étre efficacement réalisé au moyen d’intégrales
de chemin [1} [6]. Dans ce cadre, les fonctions & N-points peuvent étre déduites des propagateurs
(fonctions & deuz points) qui doivent nécessairement suivre la prescription de Feynman. Toute-
fois, d’autres prescriptions peuvent étre définies comme par exemple celles que ’on a coutume
d’introduire en physique classique : dans le contexte de la théorie quantique des champs, I'uti-
lisation de prescriptions autres que celle de Feynman fait appel, par exemple, au formalisme
closed time path qui sera présenté dans le chapitre Bl En fait, en théorie quantique des champs,
il peut étre montré que la prescription suivie par les propagateurs est imposée par les conditions
de bord définissant la situation traitée. Ainsi, les amplitudes du chapitre [[l imposent que soient
définies des conditions initiales et finales alors que celles qui seront présentées dans le chapitre [3]
dépendent de conditions initiales ou finales. Soulignons, en outre, que les développements propres
a un type de condition de bord sont incompatibles avec ceux intervenant pour d’autres conditions.

L’objet de cette section est ainsi de présenter les différents types de propagateurs qui seront
utilisés dans ce manuscrit. Dans un premier temps, nous introduirons les fonctions de Green
puis nous préciserons différentes prescriptions possibles. Celles-ci sont liées & la facon dont ces
fonctions & deux points sont prolongées sur “couche de masse”. Enfin, les propriétés, vis-a-vis
de la couche de masse, d’opérations entre propagateurs seront abordées dans un second temps,
principalement afin de simplifier I’expression des fonctionnelles dont le calcul est présenté dans

I’annexe [B.11

1. Le vecteur d’état de tels systémes n’est généralement pas bien défini durant son évolution. En revanche,
la réunion de vecteurs d’état et d’opérateurs d’évolution sous la forme d’amplitudes de transition préserve la
structure relativiste.

2. La couche de masse constitue le noyau de 'opérateur différentiel correspondant au propagateur calculé.

27



CHAPITRE 2. PROPAGATEURS

2.1 Introduction aux fonctions de Green

Supposons que 1’on cherche & déterminer I’ensemble des fonctions ¢ vérifiant 1’équation dif-
férentielle

ﬁz,z : gp(z) = g(x) (21)

ol g est une fonction, £, , un opérateur différentiel linéaire et continu. En outre, I’ensemble
des solutions de cette équation est contrainte par des conditions aux limites. Une méthode de
résolution d’un tel probléme fait appel aux fonctions de Green. On définit les fonctions de Green
K de opérateur £ comme étant les distributions satisfaisant la relation

L. K(z,y)=0x—y

Généralement, plusieurs fonctions de Green peuvent étre définies a partir d’'un unique opéra-
teur. C’est la donnée des conditions de bord qui impose 1'utilisation d’une fonction de Green
particuliére : ces conditions aux limites précisent la facon dont est atteinte la “couche de masse”
c’est-a-dire le noyau de 'opérateur différentiel. Adjoint de ces prescriptions, ce dernier est alors
inversible et, au sens des fonctionnelles, les fonctions de Green correspondent donc a leur inverse.

La recherche de solutions particuliéres ¢p[g] de 'équation différentielle (2.1)) est alors aisée :
celles-ci peuvent étre exprimées directement au moyen des différentes fonctions de Green K qui
satisfont aux conditions du probléme via

ulol(x) = / dz Kz, 2)g(2).

Enfin, ’ensemble des solutions ¢ de I’équation (2.I]) est obtenu en ajoutant & la solution particu-
liere pplg] les solutions homogenes ¢ c’est-a-dire celles correspondant au noyau de 'opérateur
L:

@ = o+ pulg]-

Concrétement, en théorie quantique des champs, les fonctions de Green sont définies a par-
tir du Lagrangien de la théorie comme précisé dans le chapitre [[l Plus généralement, les valeurs
moyennes d’observables peuvent étre exprimées en termes de fonctions de Green & N-points elles-
mémes écrites comme des combinaisons de fonctions de Green a deux points (théoréeme de Wick).

Généralement, pour résoudre une équation différentielle au moyen de fonctions de Green, on
commence par exprimer celles-ci en représentation de Fourier : 1’équation devient alors algébrique
et les fonctions de Green de 'opérateur s’écrivent via la transformée de Fourier inverse

4
K(z,y) = / (gﬂf; e~ P K (p) (2.2)

TF[L](p) - K(p) =1, K(p)=TF[K](p) (TF[X] désigne la transformée de Fourier de X).
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Les intégrales sur la quadri-impulsion doivent étre évaluées en calculant, dans un premier temps,
I'intégrale suivant la partie temporelle (dp®) puis celle suivant la partie spatiale (d®p). Des am-
biguités peuvent apparaitre lors de cette premiére étape car 'expression (2.2)) n’est pas définie
sur couche de masse : elle comporte généralement des poles sur I’axe des réels. On ne peut donc
pas définir, de facon univoque, de fonction de Green & partir de la seule expression (2.2)) et il
est nécessaire de préciser la facon dont ces péles sont contournés : cela revient & réaliser un
prolongement analytique de U'intégrale (2.2 sur couche de masse en imposant des conditions de
bords en temps & la fonction calculée. Ces différentes prescriptions peuvent alors conduire a des
expressions radicalement différentes.

2.2 Principales prescriptions définissant les fonctions de Green

En théorie quantique des champs, la prescription imposée aux propagateurs est spécifique
au type de quantité évaluée. Par exemple, I’évaluation perturbative d’amplitudes de transition
(amplitudes in-out) s’appuie sur un théoréme de Wick combinant des propagateurs utilisant
nécessairement la prescription de Feynman (c¢f chapitre [I)). De maniére analogue, a partir du
formalisme closed time path présenté ultérieurement dans les chapitres B et [, il est possible de
définir des séries perturbatives combinant (entre autre) des propagateurs retardé ou avancé mais
seulement pour évaluer des amplitudes de type in-in ou out-out. Ces derniéres s’identifient a
des valeurs moyennes respectivement définies pour des conditions de bord exclusivement initiales
pour la premiére, ou exclusivement finales pour la seconde.

Les propagateurs utilisés dans ces différents développements peuvent toujours étre définis
par la moyenne d’une combinaison particuliére de deux champs : la combinaison de champs re-
tenue est spécifique au type de prescription retenue tandis que les états (bra et ket) sur lesquels
les moyennes sont prises sont, en fait, caractéristiques de la situation physique étudiée. Habi-
tuellement, les propagateurs sont définis sur le vide en théorie quantique des champs usuelle.
Souvent, I’étude des propriétés de parité des propagateurs consiste a vérifier si les propriétés
correspondantes sont valables pour les états sur lesquels les moyennes sont faites. Par exemple,
la parité d’un propagateur sous opération de transposition dépend de I'invariance des états sous
conjugaison de charge. Dans cette présentation, nous nous restreindrons aux moyennes sur le
vide.

3. Plutot que de définir un contour spécifique a chacune des prescriptions présentées par la suite, les poles des
propagateurs sont déplacés le long de ’axe imaginaire et ’on considére alors toujours le méme contour d’intégra-
tion formé par un demi-cercle s’appuyant sur l'axe des réels et se refermant, soit dans le demi plan des parties
imaginaires positives (correspondant a ¢ > 0), soit dans celui des parties imaginaires négatives (correspondant a
t < 0). C’est application du lemme de Jordan qui permet de déterminer le signe de la variable temporelle en
fonction des contours retenus.
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2.2.1 Propagateurs pour les ondes d’énergies positive et négative

Les propagateurs pour les modes d’énergies positives K () et ceux pour les modes d’énergies
négatives K () sont définis par les expressionsﬁp

iDM(z,y) = +p@)el (), D (x,y) = +{ol (W)e()), (23)
G (z,y) = —@W(@)Pd), G (x,y) = +Dy)v (), (2:4)

respectivement pour les bosons (Z3)) et les fermions (2.4]). Pour des particules massives, le calcul
de ces grandeurs sur le vide donne :

4
DE) (z,y) = - / (;l 1;46—ip(m—y)2z'775[p2_mQ]Q[ipo]’
v
(+) D ipa—y)os o2 2 0
() = + [ e indly? — oL+ m).

En outre, ces propagateurs vérifient 1’identité :

GH(z,y) = —(ig + m)DH) (z,y).

2.2.2 Propagateurs pour les produits chronologique et anti-chronologique

Les intégrales de chemin en espace de Minkovski conduisent & définir un propagateur corres-
pondant au produit chronologique de champs sous la forme

iDF(y) = (Plple' W) = 0 1) el)e W) + 06" — )i Whe(@)), (25
iGF(zy) = (Tw(@)P@)]) = {0 — ") @(@)dy) — 0" — ") (W (y)e()},  (2.6)
respectivement pour les bosons (2.3)) et les fermions (2.6)). Cette quantité correspond & ’amplitude
de variables dynamiques ordonnées de facon causale. In fine, ceci revient & considérer que les

ondes d’énergies positives se déplacent vers l'avenir tandis que celles d’énergies négatives vont
vers le passé :

ZDF((L',y) = +{0((L’0 —yO)D(—H((L',y) +0(y0 —(L‘O)D(_)(x7y)}7
ZGF((L', y) = _{H(xo - yO)G(+) (.%', y) + H(yo - .%'O)G(_)((L', y)}
En outre, le propagateur de Feynman est une grandeur & valeurs complexes et symétrique sous

transposition. De maniére analogue, on peut définir un propagateur associé au produit anti-
chronologique de champs sous la forme

LT Ak
iD (w,y) = (T e W)]) = (05" — 2" p@)e' (1) + 0 — y*) (e (W)p(2))}
iGF(z,y) = (T [W(@)d@)]) = {0(y° = 2) (W (@) (y)) — 0(2° — y*) (Wb (y)v(2))},
4. A partir du chapitre [J] et dans le contexte du formalisme closed time path, les propagateurs K () seront
respectivement notés KT+ pour des problémes définis par des conditions de bord initiales : dans ce contexte, le

second indice coincide alors avec le signe de ’énergie. En revanche, pour un probléme défini par des conditions de
bord finales dans le cadre du formalisme closed time path, cette correspondance devra étre inversée : K (&) = K+F,

5. A partir du chapitre Bl et dans le contexte du formalisme closed time path, les propagateurs K et K F
seront respectivement notés KT et K~ ~.
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respectivement pour les bosons (23] et les fermions (2.6]). Ce type de propagateur peut étre
exprimé en fonction du propagateur de Feynman par

K (z,y) = [K" (y,2)]f

puisque l'opération de conjugaison hermitique n’affecte pas les fonctions de Heaviside dans (2.5))
et ([26). Les propriétés de K" et K sont donc similaires.

Enfin, a partir de l'identité 6(z) + 0(—z) = 1, il résulte que la somme des produits chronolo-
gique et anti-chronologique de deux champs vérifie les égalités suivantes

[p(@)e ()] + T lp(2)e (1)] = w(@)¢! (v) + o () (), (2.7)
T(2)d ()] + T W (@)d(y)] = ()b (y) — dly)v(a), (2.8)

ce qui se traduit, en terme de propagateurs, sous la forme :

>

DF + DF = pH) 4 D) @F 4 GF = - — g, (2.9)

Ces relations sont toujours valables (y compris dans les milieux : ¢f chapitre []). Les quatre types
de propagateurs présentés jusqu’ici peuvent donc étre écrits & partir de trois grandeurs différentes
uniquement. Pour des particules massives, ces propagateurs sur le vide s’écrivent :

d4p efip(zfy) _ d4p efip(:vfy)
DF _ DF _
1 (-T7 y) / (271')4 pg 2 T 0’ ? (-T7 y) / (27[_)4 pg —m2 —0°

: d'p (pt+m)e Y dip (p+m)e—r@)
ZGF(x,y) - /(277)4 —, ZGF(xay):/(Qﬂ_)z; —.

p2_m2+20 pQ—mQ—ZO

2.2.3 Propagateurs retardé et avancé

Les propagateurs retardé K" et avancé K® sont définis par les expressions suivantes

iD" (2, y) @[fﬂo—yOK[sO(w),w_T(y)]% iD%(z,y) = —O[y* — 2")([p(2). ¢ (y)]).  (2.10)
iG" (z,y) = O[z" — y"|({v(2), ¥ (1)}), G (z,y) = —OL° — 2|{{w(x), ¥ (y)}), (2.11)

respectivement pour les bosons (2.10) et les fermions (Z.I1]). Ces propagateurs sont réels dans
I’espace des positions alors qu’en représentation de Fourier, leur partie réelle est égale tandis que
leur partie imaginaire est opposee (cf section 2.2.4)). En outre, le propagateur retardé est causalf]
c’est-a-dire nul pour z° < y°. En revanche, le propagateur avancé est anti-causal c’est-a-dire nul
pour 2 > y%. En outre, si les états des moyennes (ZI0) et (ZII) sont invariants sous conjugaison
de charge, les propagateurs retardé et avancé sont les transposés I'un de l'autre.

X
— X

6. Comme nous le verrons par la suite, le propagateur de la différence d’un produit chronologique et d’un
produit anti-chronologique fait intervenir le propagateur lointain K.

7. Le caractére causal du propagateur retardé (sens de parcours du temps aprés calcul de la moyenne) est
différent de celui présenté par la prescription de Feynman (ordre temporel des variables dynamiques avant calcul
de la moyenne).

31



CHAPITRE 2. PROPAGATEURS

Enfin, les propagateurs avancé et retardé peuvent s’écrire comme une combinaison linéaire
de ceux définis précédemment

D'(z,y) = D"(a,y)— DT (z,y) = DP)(z,y) - 7(907?/)7 (2.12)
D*z,y) = D(z,y)— D (z,y) = DT (z,y) — D™ (z,y), (2.13)
G'(z,y) = GY(z,y)+ G (@) =GP (@) — G (a,y), (2.14)
G*(z,y) = GF(x,y) + G (2,y) = -G (z,y) - GF(x,y), (2.15)

respectivement pour les bosons (2.12] 2.13)) et les fermions (2.14] 2.T5)) et en utilisant les identités
([239). Pour des particules massives, ces propagateurs sur le vide s’écrivent :

- dAk —ik.( ) D dAk —ik.(z—y)
iD(x,y) = / (2ﬂ)4 k2 —m?2 — sgn[ko] 0’ iD"(x,y) = / (277)4 k2 —m2 + sgn[ko] i0’
4 —ik.(z—y) 4 —ik.(z—y)
iGY(r,y) = / &k _(ktm)e —, G (z,y) =/ T _Ftme -
(2m)* k2 — m? — sgn[k9] 70 (2m)* k2 — m? + sgn[k0] 0

Enfin, soulignons que les propagateurs avancé et retardé ne peuvent pas étre obtenus & partir du
calcul d’amplitudes de transition présentées dans le chapitre [Tl

2.2.4 Rayonnement : propagateurs proche et lointain

Les propagateurs proche K™ et lointain K7 sont définis par les expressions suivantes

iD"(x,y) = % D (a,y) + Z'D“(ﬂc,y)} = %sgn(wo 9" )le(@), ' W),  (2.16)
D! (a,1) = 3 |iD"(0.9) = D%, )] = 3 [0(0). 1 (), .17
6" (0,1) = 3 [1G (@) +16"(w,)] = pren(a? ~ (. TP (215)
i6/(5,9) = 5 16" (@.9) =~ i6%(@.)] = 5 {0(a) G, (219

respectivement pour les bosons (216, 2.I7) et les fermions (218, 219). Que ce soit pour des
fermions ou des bosons, les propagateurs proche et lointain sont ainsi définis par la méme com-

binaison linéaire de propagateurs retardé et avancé : ceci a pour conséquence que, d’une part,
ces propagateurs pour les fermions et les bosons soient liés par les relations

G"(z,y) = (i +m)D"(z,y), G (z,y) = (i§ +m)D (z,y),

et que, d’autre part, les propagateurs proche et lointain puissent s’écrire 'un en fonction de

l'autre via
iK™ (w,y) = sgnla® — ik (2, ) (2.20)

indépendamment de la statistique des champs. Le propagateur proche est pair sous opération de
transposition alors que le propagateur lointain est impair sous cette opération.
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Les propagateurs retardé et avancé peuvent étre déterminés & partir des propagateurs causaux

selon les identités
1

D'(x,y) = 3 (DF(%y) - DF(x7y)>, D (z,y) = %<D(+) (,y) — D(_)(%y)),

6"w) = (67w -6 @), &) = 56w - 6 )

Leur calcul sur le vide pour des particules massives donne

. d*k e~ k(z=y) . o _

iD"(p) = / 2n) Pp [ [ ] , (Ppl:] désigne la partie principale de 'intégrale)
d*k

’LDf(p) = —/ (2 )4 e_lk(x—y)Q,L'ﬂ.(S[kQ —mQ]sgn[ko],
T

o dk (%_i_m)efik(zfy)

iG"(p) = / (2m)? PP[ L2 — m2 ]’

~f d'k —ik(z—y)o,; 2 2 0

iG'(p) = — —(27T)4e V2w (f+ m)d[k* — mZ]sgnl[k”]

En représentation de Fourier, K™ est réel tandis que K7 est imaginaire pur. Dans I’espace
des positions d’espace-temps, ces propagateurs sont tous deux réels. Enfin, soulignons que le
propagateur lointain ne peut pas étre calculé & partir des séries qui permettent de déterminer
des amplitudes de transition (présentées dans le chapitre [I]) : toutefois, ce propagateur peut étre
obtenu dans le cadre du formalisme closed time path décrit & partir du chapitre suivant. En
revanche, le propagateur proche peut étre calculé a partir des développements du chapitre [ via
la partie réelle du propagateur de Feynman.

2.2.5 Fonction de corrélations

On définit la fonction de corrélations K¢ comme la moyenne des propagateurs correspondant
aux produits chronologiques et anti-chronologiques c’est-a-dire :

D) = 3[iDf @) +iD* )| = et ) (2:21)
PO (a) = 5iG" () 4167 (o) = 500 D). (222

Ce propagateur est réel. La quantité iK€ correspond a la partie imaginaire des propagateurs K F
et K- B
KF(z,y) = K™(x,y) +iK (z,y), K" (z,y) = —K"(2,y) +iK(z,y).
Par conséquent, K°(x,y) est toujours pair sous opération de transposition. iK¢ est imaginaire
pur que ce soit en représentation de Fourier ou dans ’espace des positions. Pour des particules
massives, la fonction de corrélation sur le vide §’écrit :
d*k

4
De(x,y) = —/ (;lﬂl;eik'(xy)wﬂkg—m?], G(z,y) = —/ (27T)467ik'(zfy)7r(}é+m)6[k‘2—m2].
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Ce propagateur peut étre calculé a partir des développements du chapitre [Il pour des états purs.
Pour des états mixtes, ['utilisation du formalisme présenté dans le chapitre [3] est nécessaire.

2.3 Projections sur et hors couche de masse

Les principales différences entre les propagateurs définis jusqu’ici sont liées & leur relation
vis-a-vis de la couche de masse, elle-méme issue de la partie libre de 'action. On définit les opé-
rateurs Pg et P,, = 1 — P, projetant respectivement hors et sur couche de masse. On cherche
a exprimer des combinaisons de propagateurs en fonction de ces opérateurs. Plus particuliére-
ment, on se restreint ici & un champ scalaire libre de masse m (pouvant éventuellement étre nulle).

Le propagateur proche libre Dj d'un tel champs est défini par la relation (2.I6]) et s’écrit
comme une partie principale en représentation de Fourier. Le secteur correspondant a la couche
de masse est ainsi absent de la définition de Dy : cette définition est alors complétée en imposant
que Dy, ainsi que son inverse, soient nuls sur couche de masse. De fagon similaire, D{; n’est non
nul que sur couche de masse. A partir des opérateurs de projection P,, et P, on a :

D§ = DyPg, Dy '=D} Py, D{P,=0, D) 'P,=0, DyDy ' =Py,

D {Dg hors couche de masse pf— {O hors couche de masse
0~ (0

0 sur couche de masse # 0 sur couche de masse

Les propagateurs D(J; et D{ permettent de décomposer la partie réelle de la dynamique sur et
hors couche de masse, cependant, le produit Dg Dg_l est en général mal défini sur couche de
masse :

Dl pn-1 0 hors couche de masse .
070 mal défini  sur couche de masse

Toutefois, on peut estimer que la quantité D{;Dg_l tend a étre grande sur couche de masse
lorsque la limite thermodynamique est imposée avant toute élimination du paramétre de ng
régularisant le comportement singulier de cette quantité sur couche de masse. Dés lors, Dg_l est
maintenu arbitrairement fini sur couche de masse. En revanche, la limite thermodynamique de
Dg est obtenue & partir d’une quantité écrite initialement en terme d’un symbole de Kronecker
(imposant qu’elle soit sur couche de masse) : elle diverge alors dans cette limite et, par suite, la
quantité Dng_l aussi.

Par conséquent, on peut en déduire les relations suivantes :

DyDy = Df

1 1 B 1 hors couche de masse
0 sur couche de masse

Dy + D} Pu+D{Dyt -

8. Ces secteurs sont identifiés en représentation de Fourier : en notant p la quadri-impulsion, le secteur sur
couche de masse correspond au domaine tel que p?> = m? alors que la partie hors couche de masse est définie pour

p* #m?.
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Opérateur Valeur sur couche de masse Valeur hors couche de masse
O+ m?| Dy 0 1
Dy 0 [m? + 0]t
D} 40 0
DDy 0 1
Dy 'DyDy ! 0 Dyt

F1GURE 2.1 — Opérateurs sur et hors couche de masse en fonction des propagateurs libres proches
et lointains

et
1

DnDa—l _ _
70 T p.—Dl{Dp?

off

D’autre part, on a

1 1
Pe — D) DI~ Pye + DI D21

1 1
DalegDrfl _ Dg _ anl
T R A L
B {Dg_l hors couche de masse

0 sur couche de masse

=Dy 'Py =Dy
et
Dy 'DEDS! = DI P,

Ces résultats sont résumés dans la table 2] et permettront de simplifier une partie des expres-
sions dans ’annexe [B.I] (séparation formelle des parties réelle et imaginaire de la fonctionnelle
génératrice W).
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Chapitre 3

Actions effectives pour les valeurs
moyennes et matrices densité

Au cours des derniéres décennies, la plupart des enjeux théoriques en physique des hautes
énergies ont été développés dans le contexte d’expériences liées aux accélérateurs de particules :
ces développements théoriques visent & déterminer la matrice S a partir de laquelle peuvent étre
déduites les propriétés mesurables expérimentalement des phénomeénes étudiés. Cependant, cette
approche est trés spécifique : ’étude de problémes de diffusion suppose que les états initiaux et
finaux soient déterminés et s’appuie alors sur I’évaluation d’amplitudes de transition. Bien que
les amplitudes de type in-out soient des quantités commodes, tant sur le plan théorique que sur
le plan calculatoire, ces amplitudes ne permettent toutefois d’exprimer simplement des proba-
bilités (c¢f relation (L)) qu’en raison d’un contexte physique particulier propre a la physique
des particules : les états asymptotiques considérés pour un tel systéme sont des états purs. Dés
lors ces amplitudes s’adaptent difficilement & la description d’états mixtes, nécessaires notam-
ment dans le cadre de la théorie de la décohérence [45] : comme nous allons le voir par la suite,
lorsque le systéme est dans un état mixte, il est nécessaire d’exprimer les probabilités directe-
ment [21]. En outre, I'utilisation d’amplitudes in-out ne permet pas d’étudier correctement et
en toute généralité des situations ou I’évolution est entiérement conditionnée par la donnée de
conditions initiales (ou finales) seulement. Actuellement, ces problématiques prennent une im-
portance croissante notamment en astrophysique et en cosmologie [32] [33) 37] (interprétation des
quantités calculées et conditions de bord) ou encore dans ’étude de systémes ouverts en physique
quantique [12] 23], 28], B6] (présence d’états mixtes, systémes hors équilibre).

En fait, ces situations nécessitent 1'utilisation d’une théorie conduisant strictement & des va-
leurs moyennes définies au sens des postulats de la mécanique quantique. En théorie quantique
des champs, le calcul de ces quantités peut étre réalisé directement au moyen du formalisme
closed time path (CTP) initié par Schwinger dans [I8]. Jusqu’alors, seuls leurs “carrés”’ étaient
accessibles par calcul d’amplitudes de transition. Dans son article, Schwinger obtient un principe
d’action donnant directement des valeurs moyennes en combinant deux évolutions de chronolo-
gie inverse. Dans les années qui suivirent cette publication, les méthodes de calculs de valeurs
moyennes furent précisées, notamment dans [19], 20, 24], 25] et rendues populaires, entre autres
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grace aux travaux de Keldysh dans [23]. Durant cette méme période, Feynman et Vernon ont
développé une approche trés similaire, le formalisme de 'influence functional, afin d’aborder
plus spécifiquement les phénoménes dissipatifs a 1’échelle quantique [2I]. Toutefois, 'utilisation
de séries perturbatives pour les valeurs moyennes, réalisée par le formalisme CTP est restée re-
lativement marginale par rapport au schéma perturbatif fondé sur les amplitudes de transition :
ce schéma popularisé par Feynman via les intégrales de chemin est beaucoup plus efficace pour
traiter de problémes mettant en jeu des états purs. Aussi, le formalisme CTP fut alors princi-
palement développé dans le contexte des systémes ouverts [24] 25], 28, 9], 12] ou il constitue un
exemple de formalisme dit en temps réel : les formalismes de ce type représentent une alternative
au formalisme plus ancien de Matsubara [I7]| également appelé formalisme en temps imaginaire.

L’objet de ce chapitre est de présenter le formalisme closed time path (CTP) ainsi que son
“extension”; le formalisme opened time path (OTP). Ce dernier permet de décrire I’évolution de
matrices densité & partir de développements similaires a ceux donnant des valeurs moyennes. En
outre, il est particuliérement bien adapté a la description des facteurs conditionnant l'intrication
d’un systéme suivi avec son environnement (sous-systéme formellement éliminé). A origine, le
formalisme OTP fut introduit par Feynman et Vernon dans la référence [21], sous I'appellation
fonctionnelle d’influence, sans que son rapport avec le formalisme C'TP ne soit toutefois explici-
tement mis en valeur. La complémentarité de ces formalismes ne fut soulignée que par la suite,
notamment dans les références [22] [39] : dans ce manuscrit, le formalisme de la fonctionnelle
d’influence est désigné sous ’appellation OTP. La présentation faite ici du formalisme CTP est
centrée sur I'obtention des équations du mouvement vérifiées par les valeurs moyennes d’opé-
rateurs & partir du principe variationnel. La derniére partie de ce chapitre est dédiée au calcul
de matrices densité & partir du formalisme OTP. Les principaux résultats qualitatifs permet-
tant de décrire ’évolution des différents termes des matrices densité sont alors présentés dans
le but d’étudier la consistance entre chemins [50] 51] dans le chapitre Bl Enfin, la plupart des
développements présentés dans ce chapitre seront illustrés également dans le chapitre [Bl

3.1 Valeurs moyennes et matrices densité

L’objet de ce chapitre est de présenter des formalismes donnant accés au calcul de valeurs
moyennes et de matrices densité. Avant d’en introduire les aspects formels, rappelons les défini-
tions et les principales caractéristiques de ces quantités.

En représentation de Heisenberg, on définit la valeur moyenne d’une observable A par une
expression du type

(4) = (WAt %)), (3.1)

c’est-a-dire par une relation ou les bra et ket agissant sur lopérateur sont strictement iden-
tiques. Conformément aux postulats de la mécanique quantique, ces grandeurs correspondent &
des quantités, en principe, toujours mesurables. Lorsque leur évolution est définie a partir de
conditions initiales, ces grandeurs sont qualifiées d’amplitudes in-in : |¢b) = |in, t;,). De la méme
maniére, les valeurs moyennes sont appelées amplitudes out-out lorsqu’elles sont déterminées par
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la donnée de conditions finales] : [y = |out,toye). En outre, I'évolution en temps de valeurs
moyennes, définies & partir de conditions initiales, peut étre écrite sous la forme
<A> = <Zn,tm’U(tm,t)A(tm,X)U(t,tm)’lﬂ,tm% U (t,tm) = U(tm,t) (3.2)

au moyen de 'opérateur d’évolution U. Les amplitudes out-out vérifient une relation similaire.
Ces grandeurs se distinguent des amplitudes in-out présentées dans le chapitre 1l essentiellement
dans leur rapport au temps. En effet, en écrivant la dépendance en temps de ces derniéres de la
méme facon que dans I'équation ([B.2)), on aboutit & une expression du type (avec x = (t,x))

(out, tout\fl(w) lin,tin) = (out, tm\ﬁ(tout, tm)fl(x)\in, tin)
= {out, tin|Utout, ) A(tin, X)U(, tin)|in, tin) (3.3)

ou la configuration de I’état final est généralement identique a celle de ’état initial, ie |out, t;,) =
lin, tin). Formellement, la principale différence entre valeurs moyennes et amplitudes de transi-
tion correspond & la présence de "opérateur d’évolution [j(tgut, t) dans ces derniéres (B3)) en lieu
et place de 'opérateur ﬂ(tin, t) dans ces premiéres (B.2)).

Les bra et ket sont toujours définis & des instants différents pour les amplitudes de transition
mais ne le sont jamais pour les valeurs moyennes. En fait, amplitudes de transition et valeurs
moyennes sont adaptées & I’étude de problémes de natures différentes. Les amplitudes de transi-
tion informent quant & la probabilité de transition entre des états définis & des instants différents.
Ainsi, pour les amplitudes de transition (out, toyut|in, ti), on a coutume d’interpréter ’insertion
d’un opérateur A comme un moyen de générer des configurations particuliéres & partir d’une
évolution adiabatique, ie (out,toye|in, tin) = (O,tom|fl(x)|0,tm>. Le calcul de 'amplitude in-out
d’opérateurs est alors un moyen commode de décrire un recouvrement d’états différents. Cette
démarche trouve application notamment en physique des particules ou les processus de diffusion
sont compris au travers de la différence entre les états antérieurs et postérieurs au phénomeéne
étudié. Les propriétés de ces processus sont alors résumées via leur amplitude de transition du
vide au vide. En revanche, la valeur moyenne d’un opérateur A, c’est-a-~dire une quantité du type
(in, tin] A(t,x)|in, tin), est traditionnellement interprétée comme la valeur prise par cet opérateur
sur un ensemble particulier : 'opérateur est directement caractérisé comme une quantité mesu-
rable.

Amplitudes de transition et valeurs moyennes sont généralement des quantités tres diffé-
rentes 'une de l’autre. Toutefois, ces quantités sont proportionnelles entre elles dés lors qu’elles
s’écrivent comme des amplitudes sur des états propres du Hamiltonien conditionnant leur dyna-
miqueﬁ. Cependant, une telle situation reste exceptionnelle pour un systéme “réaliste” : en géné-
ral, un systéme de ce genre met en jeu des états contenant des excitations collectives compliquées,

1. Les résultats relatifs aux amplitudes out-out peuvent étre déduits de ceux correspondant aux amplitudes
in-in par opération de renversement du temps : cette présentation sera centrée sur ’obtention de valeurs moyennes
A partir de conditions initiales

2. Une illustration s’appuyant sur I’étude d’un systéme en mécanique quantique tel que |0,¢in) # |0, tout)
(potentiel dépendant du temps) peut étre trouvée dans [31].

3. Le facteur de proportionnalité dépend du fait que les bra et ket d’une amplitude de transition sont né-
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notamment via leurs conditions initiales. Ces situations dépassent le cadre du formalisme présenté
dans le chapitre[[l En effet, les équations conditionnant le champ effectif (0, tOut\fl(x)]O, tin), cal-
culées dans ce contexte, comportent d’importantes limitations [31] : en général, le champ effectif
(0, tout| A(2)]0, tin) ne peut pas étre interprété en terme d’observables et les équations satisfaites
par celui-ci ne sont pas compatibles avec des conditions de bord initiales (ou finales) uniquement.
Pour s’abstraire de ces limitations, on est alors contraint d’utiliser un formalisme différent qui
aboutit rigoureusement au calcul de valeurs moyennes. Toutefois une grande partie des outils et
des méthodes développées dans le cadre des amplitudes in-out peuvent étre adaptés au calcul de
grandeurs de type in-in.

Enfin, les matrices densité sont des quantités de premier plan dans I’étude des systémes
microscopiques : elles permettent une description a la fois générale et systématique de 1’état
d’un systéme & un instant donné. Les matrices densité pondérent I'importance prise par certains
états particuliers parmi I’ensemble de ceux accessibles au systéme et sont, en outre, le seul moyen
de décrire des situations spécifiques & la physique quantique telles que l'intrication. Leur emploi
est alors nécessaire dés lors que l'on cherche & traiter efficacement de modeéles proches de la
réalité. Les matrices densité sont des opérateurs hermitiens, positifs et de trace unité. Ainsi, les
valeurs moyennes de type in-in peuvent alors étre définies en toute généralité par

(A) = Tr[A(t, %) pin(tin)] = Te[A(tin, %) U(t = tin) pin (tin) Ultin — )] = Te[A(tin, ) pin(1)] (3.4)

ol pj, définit complétement 1’état initial du systéme. En outre, pour la représentation de Schro-

cessairement définis a des instants différents. Ainsi, pour un état stationnaire |in) tel que H|in) = Eolin), on
obtient

. N . . N 2 . —i —t. yEo . A .
(in, tout|A(2)|in, tin) = (in, tin|U(tout — tin) A(z)|in, tin) =€ tout—tin) (in, tin] A(z)|in, tin).

4. Les méthodes habituelles de théorie quantique des champs imposent que 1’état final du systéme soit spécifié
avant que les équations de champs ne soient résolues : par construction, les objets mathématiques (intégrales de
chemin), permettant de construire ’action qui résulte de la physique microscopique, imposent des conditions de
bord aux frontiéres du domaine de définition. Une premiére conséquence de cette construction est que les fonctions
de Green paramétrant les observables suivent nécessairement la prescription de Feynman : les quantités obtenues
sont symétriques sous opération de transposition et les propagateurs retardés sont exclus des descriptions en
théorie de la matrice S. Une autre conséquence directe de cette approche réside dans le fait que toutes les
fonctionnelles d’intéréts physiques, ainsi que les équations qui en découlent, soient nécessairement écrites en terme
de champ effectif de type in-out c’est-a-dire spécifiquement & partir d’une quantité définie pour des conditions
de bord sur les frontiéres. Soulignons que, dans cette approche, la cause de difficultés réside dans le fait que ’on
a coutume de raisonner a partir d’objets définis par une amplitude (de transition) alors que c’est seulement le
“carré” de cette amplitude qui conduit & des résultats interprétables. Comme nous le verrons par la suite, un autre
formalisme, le formalisme CTP dans son approche “usuelle”, permet de considérer des quantités définies a partir
de conditions initiales (& nouveau, ces conditions sont strictement exclusives...). Ainsi, la démarche employée en
physique quantique nécessite toujours de préciser le type de conditions envisagées avant toute étude. A noter que
les méthodes classiques ne font pas l'objet de ce type de limitations : les conditions de bord sont imposées aprés
obtention des quantités issues du principe variationnel.

5. Seuls les états purs peuvent étre représentés par un vecteur d’état de 'espace de Hilbert du systéme étudié.
La description la plus générale de I'état d’un systéme est donnée par une matrice densité (théoréme de Gleason) :
les états intriqués correspondent & ce type de situation.
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dinger, I’équation de Liouwville - von Neumann

dp -

th— = [H, p|, 3.5

L= 1) (35)
constitue le point de départ de I’étude de 1’évolution au cours du temps d’une matrice densité@.
Plus particuliérement, un systéme est dit & [’équilibre thermodynamique si la matrice densité
représentant son état est indépendante du temps. En conséquence, dans ce type de situation p
ne peut étre écrite qu’a partir de constantes du mouvement : ainsi, la température et le potentiel
chimique correspondent & des paramétres imposant respectivement une énergie moyenne et un
nombre de charges moyen au systéme étudié.

3.2 Calcul de valeurs moyennes : formalisme closed time path

La spécificité de la méthode introduite par Schwinger est de combiner deux amplitudes de
transition et de les contraindre & produire des valeurs moyennes. Plus particuliérement, cette
présentation sera centrée sur 'expression de valeurs moyennes lorsque les états initiaux sont spé-
cifiés c’est-a-dire de quantités de type (in|A|in) (en représentation d’Heisenberg) : expression de
valeurs moyennes définies pour des conditions finales (outlfl\ouw peut étre reproduite de fagon
analogue aux développements présentés dans cette section mais en imposant d’autres conditions
de bord. En outre, les quantités (out|A|out) peuvent alors étre obtenues par inversion du temps
a partir des moyennes (in|A|in).

En toute rigueur, la démarche introduite par Schwinger n’est pas le seul moyen d’exprimer des
valeurs moyennes. Comme nous le verrons briévement dans le chapitred, une méthode alternative
consiste & imposer des contraintes sur les états, plus particuliérement des conditions périodiques
sur les configurations de champs, et conduit alors & des formalismes de type Matsubara. Cepen-
dant, la plupart du temps, les approches de type Matsubara impliquent une description beaucoup
moins efficace que celle définie par Schwinger : la plupart des méthodes fonctionnelles en théorie
quantique des champs sont plus difficiles & exploiter lorsque les contraintes sont exprimées di-
rectement sur les états plutdt qu’a partir des degrés de liberté. L’objet de cette section est ainsi
d’introduire la méthode de Schwinger d’obtention de valeurs moyennes. En outre, les considéra-
tions relatives & la présence d’un environnement seront principalement abordées dans le chapitre
M : en principe, cette méthode est avant tout un moyen de calculer des valeurs moyennes quelque
soit 1’état du systéme envisagé.

3.2.1 Expression de valeurs moyennes en terme d’intégrales de chemin

Les amplitudes de transition in-out peuvent étre évaluées en utilisant des intégrales de chemin.
Cependant, ’extension de ces derniéres au calcul de valeurs moyennes n’est pas directem. Afin de

6. L’équation de Liouville - von Neumann est analogue a celle d’Heisenberg : ces deux équations d’évolution
ne différent que d’un signe et correspondent & des représentations différentes (respectivement de Schridinger pour
les matrices densité et d’'Heisenberg pour les opérateurs).

7. Par construction (utilisation de la relation de Chapman-Kolmogorov), les intégrales de chemin (ILI0) ne
permettent d’obtenir que des amplitudes de transition entre des états |in, tin) et |out, tout) nécessairement définis
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pouvoir exprimer les valeurs moyennes au moyen d’intégrales de chemin, les définitions (3.2]) ou
([B4) doivent donc étre écrites en fonction d’amplitudes de transition. Le point de départ de cette
réexpression consiste a écrire la définition (B.2)) en représentation de Heisenberg sous la forme

(A) = (i1, tin|U(tin — tout)Ultour — t) Atin, x)U(t — tin)]in, tin)
c’est-a-dire en y faisant apparaitre un temps final ,,; arbitraire mais vérifiant £, > t > t;,. En
outre, tous les états sont ici définis en représentation de Heisenberg et leur expression est alors

donnée a la date t;, pour un probléme s’appuyant sur des conditions initiales : | X, ;,) = |X).
Ensuite, l'ingertion de la relation de fermeture

1= /dz/)om lout) (out|, |out) = |[tout)

dans la relation précédente permet d’obtenir une premiére expression de la valeur moyenne de A
en terme d’amplitudes de transition :

(A) = / dbour [(0ut|Utous, tin)[in)]T (0ut|Utous, t) Atin, x)U(L, tin)]in) (3.6)
ou 'on a utilisé la relation
(in| U (tin, tour)|out) = [(out|U(tour, tin)]in)]'.

Insérer la relation de fermeture & droite de Popérateur A(t;,,x) dans la définition (32) permet
d’obtenir la valeur moyenne de cet opérateur sous une seconde forme, analogue a la relation (3.4]),

(A) = / Aout (in[U(tin, t)A(tin, x)U(t, tour)|out) (out|Utout, tin)]in), (3.7)
c’est-a-dire
(4) = / dout [(00t]Utouts 1) Altin, X)U(E tin) [in)] (outUtours tin)lim).— (3.8)

En outre, les expressions ([3.6) et (B.8]) se généralisent aisément lorsque I'état initial du systéme
a I’étude est défini par I'intermédiaire d’une matrice densité p;, :

A) = TelA K] = [ Ao {outl At x)pialout)

- / Bpadys (talpinlts) / Dot (0t [T (Eouts tin) 5] (0ut[Ttont, £) A(tims X)L, i) 1)

(3.9)

/dwadwﬁ <wa‘ﬁzn’w5>/dwout [<0uﬂﬁ(toutat)A(tinax)ﬂ(t7tin)‘w5>]T <0uﬂﬁ(tout7tin)‘wa>-

(3.10)

a des instants différents.
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Dans les expressions précédentes, on a inséré deux jeux d’états arbitraires |1),) et [¢g) autour
de la matrice densité p;, via les relations de fermeture

i:/dwa ) (], iz/dwg i) (0]

de la méme fagon que pour les moyennes (3.0) et (3.8). Sur 'ensemble défini par p;,, une valeur
moyenne s’écrit alors comme la somme d’une combinaison algébrique d’expressions du type (B.6])
ou (38) (valeurs moyennes pour un systéme pur). Les différents termes de cette somme sont
pondérés par les éléments de matrice (Yo |pin|1g) : ces derniers spécifient ainsi I’état initial du
systéme. Enfin, dans toutes les expressions qui précédent, les états finaux sont traités de la méme
maniére par une opération de trace qui consiste & sommer sur tous les états finaux |out) = |[oue)
accessibles au systéeme.

Ainsi, la valeur moyenne de A peut étre exprimée de deuz facons différentes, ¢’est-a-dire via
B8) ou ([B.1). Chacune de ces expressions met en jeu, a chaque fois, deur amplitudes de transi-
tion différentes. Chacune de ces “branches” évolue entre I’état initial du systéme |in) et un méme
état final |out) arbitraire mais de fagon inverse. Le systéme décrit tout d’abord une évolution
standard sur la premiére branche c’est-a-dire depuis I’état initial vers I’état final (évolution dans
le sens croissant du temps). Dans un second temps, le systéme évolue sur la seconde branche
selon la chronologie inverse c’est-a-dire depuis ’état final vers I’état initial (’axe de temps est
alors parcouru dans le sens décroissant). La premiére branche réalise donc une évolution chrono-
logique tandis que la seconde, étant I’expression conjuguée de la premiére, réalise une évolution
anti-chronologique. C’est cette derniére amplitude de transition qui permet le retour & 1’état
initial d’origine et assure ainsi que la grandeur produite soit de type in-in. Les branches chro-
nologiques et anti-chronologiques sont respectivement notées C™ et C~ et constituent le contour
C = CT UC. Ces deux amplitudes sont alors couplées entre elles par une opération de trace
sur les états finaux : ce couplage engendre la condition de bord du formalisme et constitue sa
principale spécificité[l. Comme nous le verrons par la suite, cette contrainte induit un mélange
de la dynamique des branches lorsque les fluctuations quantiques sont intégrées.

Une méme valeur moyenne pouvant étre obtenue par insertion d’opérateurs indifféremment
suivant la branche chronologique ou anti-chronologique, les degrés de liberté du systéme doivent
donc étre doublés pour que chacune de ces branches puisse étre traitée indépendamment 1'une
de l'autre. Les amplitudes de transition contenues dans les expressions ([B.6]) et (37) peuvent
étre exprimées en terme d’intégrales de chemin de la fagon suivante. L’amplitude de transition

8. Cette amplitude de transition correspond & une intégrale de chemin du méme type que celles présentées
dans le chapitre [l

9. L’adaptation de ces développements & une situation ou les valeurs moyennes sont conditionnées par une
condition finale peut étre réalisée également & partir de la méme combinaison d’amplitudes C*. Cependant, dans
ce cas, le contour formé par celles-ci doit étre fermé a une date initiale arbitraire et les configurations finales
doivent étre imposées au travers d’une matrice densité définie a cette date : le contour correspondant est ainsi
obtenu & partir de celui décrit par la figure 31l mais en inversant 'axe réel de temps (Rt ~> —Rt). La situation
décrite correspond alors & ’étude d’observables dont 1’évolution dynamique doit aboutir & une valeur déterminée
en fin d’évolution.
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correspondant a la branche chronologique s’écrit sous la forme
(0ut] Ut tin)lin) = [ DlipHei S1e7Herte (3.11)

Par convention, le champ ot désigne les degrés de liberté définis sur cette branche uniquement.
L’amplitude de transition issue de la branche anti-chronologique, qui correspond au conjugué
hermitique de I’expression précédente (cf relation (I6)), est donnée par

(100 (tinstoutout) = [ Dlp7]e 418l e, (3.12)

Les degrés de liberté de cette branche sont notés ¢~ et sont a distinguer des précédents. L’opé-
rateur dont on fait la moyenne est exprimé soit en terme des degrés de liberté contenus sur la
branche chronologique ie A[p™], soit en fonction de ceux de la branche anti-chronologique wvia
Alp~], selon que l'on traduit en intégrale de chemin une expression du type (B.6) ou (B:'_Zl) Le
résultat final ne dépend pas de la facon dont 'opérateur A est inséré. Ainsi, la valeur moyenne de
A est finalement obtenue en regroupant les deux intégrales de chemin précédentes et en prenant
la trace sur les configurations de champ finales c’est-a-dire

() = [ detder, (hlpaler)

lpi(toutyx):@out . i _ —
/ Aot / Dot Dl e (Sl I+Serle - (Sle ISerle N A7) (3.13)
OF (tin X)=0%,

avec ¢ prenant indifféremment la valeur — ou +[. s désigne ’action et Scr celle des contre-
termes. La forme de 'action et celle des contre-termes est la méme sur chaque branche car
celles-ci ne dépendent que de la dynamique du systéme et non pas du sens de parcours en temps.
Les configurations initiales du champ sont liées a la situation physique étudiée via les conditions
initiales (¢} |pinle;,) traduisant les expressions (B9) et (BI0) : souvent, ces conditions initiales
peuvent étre incorporées & la définition du propagateur de la théorie. En revanche, les confi-
gurations finales des champs wfut sont propres au formalisme : ces configurations sont prises
identiques sur chaque branche, ie ¢}, = ¢ . = @ou, puis sont intégrées en imposant qu’elles
aient toutes le méme poids statistique. L’intégration du degré de liberté (g, produit les condi-
tions de bord du formalisme développé. Enfin, soulignons que dans les expressions précédentes, il
est nécessaire que t,y,: — tiy Soit arbitrairement grand pour que l'action puisse étre écrite via une
transformée de Fourier usuelle (fréquences continues) : habituellement, la date finale du contour
tout €St rejetée a l'infini.

10. Plus généralement, un opérateur composite peut étre écrit comme une combinaison des champs issus des
deux branches.

11. Dans les intégrales de chemin, les indices + servent uniquement a distinguer si les grandeurs sont définies sur
les parties chronologiques ou anti-chronologiques ; cette distinction est nécessaire dés lors que ces deux branches
sont traitées conjointement via une intégrale de chemin. Les champs ¢ présentent ainsi cette duplication des
degrés de liberté d’origine et ont la méme interprétation physique.

12. C’est, par ailleurs, I'un des avantages de ce formalisme.
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C+
tin ~N

Rt
/tout

FIGURE 3.1 — Contour pour le formalisme closed time path (amplitudes in-in)

Ainsi, la méthode de calcul de valeurs moyennes in-in, introduite par Schwinger, se distingue
de celle d’amplitudes in-out par un doublement des degrés de liberté auxquels sont imposés
une contrainte : deux amplitudes de transition couplées entre elles permettent de produire des
valeurs moyennes. On obtient ainsi un formalisme & contour fermé en temps : c’est le formalisme
closed time path. Amplitudes in-out et in-in ont en commun qu’elles s’appuient (sur chaque
branche) sur les mémes actions et les mémes principes de symétrie. Dés lors, 'utilisation d’un type
particulier d’amplitude est lié¢ au contexte physique décrit plutét qu’a la nature des “interactions
fondamentales” qui le régissent.

3.2.2 Condition de bord du formalisme et indépendance vis-a-vis de la date
de fermeture du contour

La date t,,¢ o1l la trace sur les états finaux est prise dans ’expression des valeurs moyennes
(BI3) est nécessairement arbitraire sous réserve qu’elle soit ultérieure a celle ou les moyennes
sont calculées : par conséquent, ces derniéres doivent en étre indépendantes. L’intégration du
dernier degré de liberté (défini & t,y;) produit la condition de bord du formalisme. L’influence
de ce degré de liberté particulier peut étre étudiée en écrivant les intégrales de chemin sur un
réseau. Chacune des amplitudes de transition de C* correspond alors & un produit d’intégrales
définies sur un réseau constitué par la discrétisation temporelle de ces contours. Ceci revient
a définir une série d’amplitudes élémentaires dont la combinaison, via la formule de Chapman-
K olmogorov, permet de construire 'amplitude correspondant & I’ensemble d’une branche C*
particuliére. Le propre du formalisme CTP est alors de combiner ces deux branches C*, a leur
extrémité, directement au moyen de la formule de Chapman-K olmogorov. Dés lors, l'intégra-
tion de ce degré de liberté n’influence que les termes de I'action qui en dépendent nécessairement.

13. Dans les expressions ([3.0) et (3.8), la date tou: peut étre changée en utilisant les propriétés d’unitarité de
lopérateur d’évolution.

14. cf relation ([L3) du chapitre QI

15. Ici, la formule de Chapman-Kolmogorov est équivalente a la relation de fermeture appliquée au degré de
liberté final commun aux deux branches C*.
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Sur un intervalle élémentaire, la partie cinétique discréte de 'action est nécessairement définie
par la moyenne des variables dynamiques prises aux frontiéres du domaine afin de construire les
dérivés : la partie cinétique de I'action sera donc dépendante de la condition de bord du forma-
lisme C'TP. En revanche, ce n’est pas le cas des potentiels sous réserve qu’ils soient indépendants
du moment conjugue. En effet, dans ce cas, 'expression discréte d’un potentiel peut étre définie
qu’a partir d’une seule position librement choisie dans l'intervalle élémentaire. Aussi, sur tous les
intervalles élémentaires construisant C* et C~, lorsque les potentiels sont définis uniquement en
fonction de la borne inférieure de ces intervalles, aucune des amplitudes sur C* ne présentera de
potentiel dépendant spécifiquement de la derniére condition finale. Par conséquent, le résultat de
Iintégration de ce degré de liberté final modifiera uniquement la partie quadratique de 1’action
d’origine sans affecter la partie correspondant aux potentiels.

Ainsi, dans le cadre du formalisme CTP, la duplication des variables dynamiques entraine
celle des termes de 'action : la contrainte imposée & ces degrés de liberté peut étre contenue
uniquement dans la fonction a deux points généralisée au contour C* UC™ lorsque les potentiels
sont usuels.

3.2.3 Notations et conventions

L’expression de valeurs moyennes de type in-in conduit & introduire un formalisme présentant
deux axes de temps : un produit d’opérateurs y est ordonné soit de facon chronologique sur le
premier axe, soit de fagon anti-chronologique sur le second, soit en combinant ces deux régles
et en donnant priorité aux opérateurs de la branche chronologique sur ceux de la branche anti-
chronologique lorsque les deux axes sont mis & contribution conjointement. Ces considérations
permettent ainsi d’établir une relation d’ordre sur le contour fermé en temps CT UC™ et d’y
définir un opérateur d’ordre :

A ~ ~ ~ ~

Te[A7 (1) AP (e2). AFY (an)) = T[Af () Ay (2] TIAG (@) Af (20)]. (3.14)

Les différents opérateurs fl(’i sont distribués dans les parties chronologiques ou anti-chronologiques
suivant le signe pris par ¢;. Soulignons que cet opérateur n’est bas valable pour les amplitudes
de type out-out : dans ce cas, il faut lui substituer I'opérateur Tc suivant

~

To[AT (01) A (22).. AT (en)] = TIAL () A (00)] TAf (@) A7 (@)] (3.15)

. N . . , 2k =
dans toutes les expressions ot T¢ intervenait. L’opérateur T est ’analogue de T¢ sous renver-
sement du temps.

En outre, la duplication des variables dynamiques incite également & introduire une notation
ou les grandeurs sont directement définies sur le contour C™ U C~. Ainsi, pour une quantité
quelconque X, on définit celle qui lui correspond sur le contour CT™ UC™ par X : X est alors

16. Nous nous restreindrons a des potentiels de ce type dans les développements de ce manuscrit.
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le produit tensoriel des paramétres d’origine sur CT U C~. Ainsi, les variables dynamiques et les
sources sont respectivement définies par les vecteurs suivants

() ()

Comme nous le verrons par la suite, les fonctions 4 deux points sur CT™ U C™ sont des matrices
alors que celles & N-points correspondent & des tenseurs d’ordres supérieurs. En outre, nous
définissons les matrices suivantes par commodité :

i— <(1) (1)> _ (5°7), &= (é _01> — (65°7).

De plus, nous serons amenés & introduire des quantités avancées X® et retardées X" : on choisit
de les noter toujours selon leur causalité intrinséque. Enfin, dans ce manuscrit, nous traiterons
plus particuliérement du calcul d’amplitudes de type in-in plutot que de celui d’amplitudes de
type out-out : le passage d’une de ces quantités a I’autre revient & réaliser une inversion du temps
(ou & modifier les conditions de bord utilisées).

3.3 Meéthode fonctionnelle pour le formalisme closed time path

La recherche de valeurs moyennes, définies a partir de 1’évolution introduite par Schwinger,
peut étre rendue systématique en introduisant un formalisme fonctionnel analogue & celui défini
pour les amplitudes de transition. Les méthodes fonctionnelles utilisées en théorie quantique des
champs consistent & exprimer les quantités recherchées, c’est-a-dire 'expression ([B.13]), & partir
d’opérations algébriques appliquées & une fonctionnelle dont I’évolution est rendue physique dans
un second temps (restauration d’une évolution unitaire par suppression de parameétres extérieurs).

Pour la formalisme CTP, la premiére étape de cette démarche revient a paramétrer les
moyennes recherchées par des quantités effectives de type in-in. Toutes les quantités effectives
pertinentes sont construites par opérations sur une seule fonctionnelle génératrice adaptée au
probléme étudié. Cette derniére est définie a partir de la dynamique d’origine, en y introdui-
sant des “sources” externes brisant 'unitarité de 1’évolution et dont le réle est de produire les
moyennes par opérations sur celles-ci (role de book-keeping). Dans un second temps, les va-
leurs moyennes sont déduites des quantités effectives en rétablissant 'unitarité de 1’évolution.
En principe, les équations et grandeurs issues des quantités effectives restent alors valables pour
les valeurs moyennes dans cette limite. En réalité, comme nous le verrons ultérieurement, cette
situation n’est que partiellement réalisée dans le cadre du formalisme C'TP : dans les développe-
ments usuels de ce formalisme, le principe variationnel ne peut pas étre maintenu dés lors que
les quantités physiques sont obtenues.

L’objet de cette section, et des deux qui suivent, est de décrire ce programme. Plus particu-

lierement, la définition et les régles de calcul des fonctionnelles génératrices pour le formalisme
CTP vont étre introduites dans cette section. Les champs effectifs et leur rapport aux valeurs
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moyennes seront présentés plus en détail dans la section 34l Pour finir, ’action effective générant
les équations du mouvement sera définie dans la section R

3.3.1 Fonctionnelles génératrices des fonctions de Green a4 N-points

La stratégie de calcul développée précédemment pour obtenir des valeurs moyennes de type
in-in motive 'introduction de la fonctionnelle génératrice suivante

wm in

Z[jt,j7] = enWlitiTl = n{T[e—% St dt Jos de H(@) g [t di s da 7 (@A), 5

[t it dt e 4P A fio dt fy dPa j‘(“"“x”} (3.16)

ou l'on a utilisé les notations introduites précédemment. Cette fonctionnelle dépend de deux
sources distinctes jT et j~ qui agissent exclusivement sur les branches chronologique pour la
premiére et anti-chronologique pour la seconde. Elles sont toutes deux couplées & un méme
opérateur local A dont on cherche la valeur moyenne (ou celle de combinaisons de celui-ci).
Concrétement, cette derniére peut étre obtenue & partir d’opérations sur W de deuz facons

différentes
(A) = lim W o (A) = lim ‘LW,
jE=005" j%=00]
c’est-a-dire exclusivement soit a partir de la branche chronologique (premiére expression), soit
a partir de la branche anti-chronologique (seconde expression). Dans ces relations, "amplitude
pour laquelle aucun opérateur n’est inséré sert alors & définir des degrés de liberté auxiliaires
imposant que la moyenne produite soit finalement de type in-in. Ces aspects seront développés
par la suite notamment dans la section B4l En outre, la fonctionnelle génératrice précédente
peut étre écrite de fagon plus compacte comme la moyenne d’un produit ordonné sur le contour
CtucC : _ _
enWUTI™] = (To[en J @' T @@t @)+~ @™ (@)}, (3.17)

Cette expression est analogue a la relation (LI4) du chapitre [[I: pour les amplitudes in-in, Te
joue un roéle équivalent & celui de 'opérateur T dans le contexte des amplitudes in-out. Enfin,
I’expression précédente est particulierement commode pour définir les fonctions de Green propres
au formalisme CTP (cf sections B.3.4] et ).

En terme d’intégrales de chemin, la fonctionnelle génératrice ([8.16]) s’écrit sous la forme :
20", = [ debden, (rlpnleh) [ oo

+ tout,X)=Pout . . .
/ P o 2= DlHDlp] ehlSlet+Sorle =i {Sle+Sorle -+ Al T+~ Al ™))
Soi(tinvx):@?;

17. Les définitions retenues dans ce manuscrit pour ces quantités sont adaptées a ’obtention des équations du
mouvement vérifiées par les valeurs moyennes : elles différent de celles communément prises dans les études liées
au formalisme CTP.
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Par ailleurs, nous limitons notre étude au cas ou les termes relatifs aux conditions initiales
(@i |pinles) peuvent étre formellement absorbés dans I'expression de 1’action nue. Plus parti-
culiérement, dans ce chapitre, on considérera que I’état du systéme décrit initialement peut étre
obtenu & partir d’une évolution adiabatique (formellement paramétrable par des sources exté-
rieures) depuis le vide p;, = |0)(0| : une telle situation est proche des réalisations expérimentales.
L’intégration sur le dernier degré de liberté conduit & écrire symboliquement la fonctionnelle pré-
cédente sous la forme :

257 = /D[¢+]D[¢_]e%{8[¢+v¢HJ‘*'AWW'A[*"” (3.18)

en fonction de I'action définie sur le contour CT UC~
Slet, o7 =8[pt] = S[e7] + Srelet, o] + Serlet, ¢,

lorsque pi, = [0)(0] et ou l'action Spclp™, ¢~ ] désigne le résultat d’une telle intégration. En
théorie des perturbations, ’expression de Sgc est incorporée dans la définition de la fonction
a4 deux points définie sur le contour CT U C~ (elle n’influence que la dynamique et non pas le
potentiel). Soulignons que le choix d’autres conditions initiales conduit & un résultat similaire en
intégrant les degrés de liberté initiaux & ’action nue de la méme fagon que pour les degrés de
liberté finaux.

3.3.2 Unitarité et roles joués par les degrés de liberté

Dans la définition (3.16), les parties chronologique et anti-chronologique, respectivement &
gauche et a droite de la matrice densité p;,, sont des quantités exactement conjuguées 'une de
lautre dés lors que les sources prennent des valeurs opposées c’est-a-dire pour j© = —j~. Dans
ce cas, la fonctionnelle s’écrit

2l == =Tlpml =1, W[t~ =-571=0

méme si ces sources ne sont pas nulles. Ce résultat caractérise 'unitarité de la fonctionnelle.
Lorsque l'unitarité est restaurée, les combinaisons d’opérateurs décrites par opérations sur la
fonctionnelle (3.16) s’identifient & des expressions du type (B13) et deviennent alors des valeurs
moyennes en principe observables. Cette condition d’unitarité est au centre du formalisme
CTP car elle permet de faire la distinction entre les degrés de liberté conduisant aux quantités
physiques (mesurables) et ceux correspondant & des grandeurs auxiliaires.

Les quantités définies & partir des degrés de liberté oF sont dites écrites en base de Schwinger.
Généralement, cette paramétrisation est utilisée pour décrire les propriétés systématiques des
fonctionnelles. Toutefois, 'unitarité fait jouer un role particulier & la somme des sources j* et
incite a utiliser une autre paramétrisation pour souligner son influence :

. ) o . ) . ) 1. )
=it i, =t -, Ji=§yaijr- (3.19)

18. La partie des sources qui n’a pas été annulée s’identifie alors & une source physique : elle peut étre utilisée
pour paramétrer une évolution adiabatique depuis le vide ou depuis des états initiaux simples.
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La notation précédente est spécifique aux amplitudes de type in—in. Cette paramétrisation,
dite de Keldysh, fait émerger distinctement des modes avancés et retardés ainsi que deux roles
différents pour les sources. La source j* désigne une source avancée tandis que la source j” est
retardée : la justification de ces causalités peut étre établie par 'intermédiaire des fonctions de
Green correspondantes et présentées dans la section Des lors, 'unitarité est, d'une part,
complétement indépendante de la valeur de j” et, d’autre part, vérifiée seulement lorsque j* =0 :

W[j*=0,7"#0]=0. (3.20)
De plus, le terme d’interaction sources/champs de la fonctionnelle (316 prend la forme

_ 1

AR e R R A

— 7]
et conduit alors & définir les variables dynamiques avancées ¢® et retardées ¢ par les relations

suivantes : .

=t —p7, ¢ = 5[@* +¢7]. (3.21)

Ces champs sont définis de sorte qu’ils soient toujours couplés avec la transposée de la source de
causalité opposée a la leur (c’est-a-dire avec une quantité de méme causalité in fine).

Enfin, 'intégrale de chemin (B.I8]) peut étre exprimée en fonction des degrés de liberté retardés
et avancés sous la forme suivante :

AW = [ DlgtDlpr)etSlen e ) (3.22)

Toutes les quantités définies & partir de ces degrés de liberté sont dites écrites en base de Keldysh
(ou base physique).

Identification des degrés de liberté physiques et auxiliaires

La paramétrisation de Keldysh met en avant deux types de degrés de liberté dont le role n’est
pas équivalent. Les fluctuations couplées aux sources j* et j” correspondent respectivement, aux
degrés de liberté ¢" et ¢® introduits précédemment. L’influence de ces fluctuations en terme
d’observables peuvent étre identifiée par les variations de la fonctionnelle W vis-a-vis des sources
auxquelles elles sont couplées. Pour des amplitudes de type in-in, on obtient :

W _LIW LW DY oW oW
sje 205t 265~ o 65t 05—

(h=1).

Les valeurs moyennes leur correspondant sont alors déduites en imposant l'unitarité :

W =, 2,
5ja ()0 ()07 6jr

19. Pour les amplitudes de type out-out, les indices retardés et avancés doivent étre permutés
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Par conséquent, en base de Keldysh, seuls les degrés de liberté (" conduisent aux valeurs moyennes
et sont donc physiques. En revanche, les degrés de liberté % conduisent & des quantités auxi-
liaires toujours nulles une fois 'unitarité restaurée.

Enfin, la condition d’unitarité impose que j% représente une quantité auxiliaire. Aussi, son role
est exclusivement celui d’une variable de book-keeping puisqu’elle est couplée aux degrés de liberté
physiques. En revanche, rien n’impose que la source j” soit nulle lorsque les valeurs moyennes
sont déterminées. Concrétement, cette source modifie 'expression du Lagrangien d’origine et
joue le role d’une source externe physique.

3.3.3 Propriétés de la fonctionnelle WV
La fonctionnelle (3.10]) vérifie 'identité

Pour la paramétrisation de Keldysh, cette identité s’écrit plus explicitement sous la forme
W*[jaajr] = _W[_jaajr]'

Par conséquent, les parties réelle et imaginaire de W sont respectivement impaire et paire suivant
la source auxiliaire j¢ :

R, 57T = =RWI[=5%, "], SW[%, 5" = +SW[=5,5"]. (3.23)

Enfin, les dérivées successives de la fonctionnelle W par rapport & la source j” vérifient toujours

I'identité suivante :
5Nw[ja7jr]
6" (x1) -+ 05" (¥ N) |jazg

= 0. (3.24)

Cette relation est une conséquence directe de la propriété d'unitarité ([B.20) et est valide quelque
soit la valeur prise par j”. En conséquence, la fonctionnelle YW ne comporte jamais de termes
indépendants de la source auxiliaire j. La fonctionnelle Z vérifie la méme relation et les mémes
conclusions lui sont applicables.

3.3.4 Fonctions de Green pour la paramétrisation de Schwinger

Pour la paramétrisation de Schwinger, les fonctions & N-points K1""9N gont définies par la
relation :

iK7VON (2, o) = (Te[p™ (21) -+ 97 (an)]). (3.25)

Comme pour les amplitudes de transition, ces quantités servent & construire les fonctionnelles
génératrices sous la forme

N

it i = - i KO1TON o1 ... 4ON . 92
Flit,i7] EN N7 ;:i/dwl dry i (w1, yzN)j7 (w1) - 7 (on). (3.26)
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En outre, elles peuvent en étre déduites par dérivations fonctionnelles

N

)
o1 ON — lim BV 4o 9
¢ (xly ,iEN) ]3&1110 [gzéjon(xn)}]:[] »J ] (3 7)

ot les fonctions de Green produites sont connectées si F = iW/h ou ne le sont pas nécessairement
pour F = Z [28]. Les fonctions de Green a N-points définies & partir des degrés de liberté o=
sont dites écrites en base de Schwinger : le principal intérét de cette paramétrisation réside dans
le fait que l'expression algébrique de ces fonctions y est simple. Enfin, les fonctions & N-points

([B:25)) sont toujours liées entre elles par une relation de contraintelY. Par exemple, les fonctions
a deux points doivent vérifier la relation (2.9 présentée dans le chapitre 2

Propagateurs en base de Schwinger

Sur le contour C* U C ™, la fonction & deux points peut étre représentée par une matrice

R = (kG -G) 52

ou les propagateurs K 77" sont définis par (3.25)). Les termes diagonaux correspondent au noyau
de la partie quadratique de I’action sur les branches C* tandis que ceux hors de la diagonale sont
le résultat des conditions de bord du formalisme CTP. Le propagateur K peut également étre
défini & partir de

3 [ e ) iy gy |16 Sl Sl )|

Cependant, ce type de définition est généralement plus difficile & mettre en ceuvre qu'une défini-

tion du type (B.23]).

= o §77 6" (z,y).

et=0

Ainsi, pour des degrés de liberté bosoniques, les quantités définissant le propagateur s’écrivent

iDY(z,y) = (T[p(2)¢ ()]>=1'DF§%?/)
T [p(@)¢ (v)]) = iD" (z,y)

iD”"(z,y) =
iD™ " (z,y) ((2)¢! (y) =iDM (2, y)
DY (z,y) = ($'(y)p(x)) =iDT(a,y)

en identifiant les différents blocs & 'aide des définitions du chapitre Bl De la méme facon, le
propagateur pour des degrés de liberté fermioniques correspond aux expressions

Gt (z,y) = (T(a)y <>]>—zGF<x y)
G~ (z,y) = (T [P@)) =iG" (z,y)
iGH(ay) = W)y >>—zG<+ (z,y)

G (z,y) = —@u(z)) =iG)(z,y).

20. Cette relation de contrainte peut étre avantageusement déterminée par changement de variables depuis le
formalisme de Keldysh comme décrit par la suite.
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Pour une théorie libre définie sur le vide, c’est-a-dire pour pg, = [0)(0], les propagateurs Dy et
G s’écrivent respectivement

] 1 —2im8[p? — mAO[—p"]
_ p2—m2+i0
Do(p) <—2m5[p2 —m?O0[+p’] ey 7
1 . 2 2 0
] S +2imd[p? — m?O[—p’]
_ p2—m2+4i0
Go(p) (p+m) <+2m5[p2 — m2]0[+p"] e

dans I’espace des impulsions.

Parties réelle et imaginaire des propagateurs

Dans D’espace des positions, la partie réelle de la fonction a deux points K fait intervenir les
propagateurs proches et lointains ; la partie imaginaire de K, également définie dans 1’espace des
positions, peut étre exclusivement paramétrée par l'intermédiaire du propagateur K¢ (¢f chapitre
[2). Ainsi, les fonctions & deux points peuvent toujours étre décomposées de la facon suivante

, Dr —Df (D¢ D¢ § G GJ G —G°
o-(5 (7)o (G D)% &) o

respectivement pour des degrés de liberté bosoniques ou fermioniques. L’expression de ces pro-
pagateurs est donnée dans le chapitre 2

Ainsi, les termes diagonaux de la partie réelle du propagateur K ont la particularité d’étre
paramétrés par les propagateurs proches alors que ceux hors de la diagonale correspondent aux
propagateurs lointains. Cette structure peut étre comprise qualitativement de la maniére suivante.
Les corrélations au sein d’une branche particuliére mettent en jeu des corrélations sans tenir
compte de 'existence de 'autre amplitude : cette situation est similaire & celle du formalisme
a une amplitude et les fluctuations correspondent & celles du rayonnement proche (partie réelle
du propagateur de Feynman, présente dans les amplitudes in-out). En revanche, les corrélations
entre des branches différentes sont le résultat d’une évolution plus “longue” car celle-ci doit
suivre le contour imposé par le formalisme CTP : elle doit donc passer par la configuration finale
pour relier des éléments des deux branches. En conséquence, les fluctuations correspondant aux
propagateurs lointains sont prédominantes pour les éléments non—diagonaux.

3.3.5 Fonctions de Green pour la paramétrisation de Keldysh

En base de Keldysh, 'expression générale des fonctions de Green a N-points est définie par
dérivations des fonctionnelles Z et W selon les sources j¢ et j” introduites par cette paramé-
trisation. Nous ne considérerons ici que le cas d’amplitudes de type in-in. Les fonctionnelles
génératrices peuvent étre écrites sous la forme

1N
FULTT =D g 3o [ dneedow K6 (o) (1) 5 o)
N £n=1;2

21. On retrouve, qualitativement, que 'influence de la condition de bord en temps propre au formalisme CTP
produit les contributions non-diagonales des propagateurs.
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ou les symboles &, désignent soit les dérivations par rapport a la source auziliaire &, = 1 (s’iden-
tifiant & la source avancée j' = j¢ pour les amplitudes de type in-in) soit celles par rapport a la
source physique &, = 2 (correspondant alors 4 la source retardée j2 = j7) :

6N]:[ja ]T]
c-€1-EN . = 1 oR-1pN , )
iK (xl, ,xN) jazljnrlzo i(;jgl (xl) .. ’L'(SjgN (xN)

Dans I'expression précédente R désigne le nombre de dérivations effectuées par rapport a la source
j1(= j%). Concrétement, il est avantageux de définir ici les fonctions de Green par leurs dérivées
suivant la fonctionnelle génératrice F et d’en déduire, ensuite, leur expression en fonction des
champs. Ces fonctions de Green peuvent étre estimées en faisant intervenir des produits ordonnés
par Te des champs ¢% et ¢". Typiquement, pour F = Z, elles correspondent & des expressions
du type :

SN () = 2PN (Tl (1) - 5 () (3.30)

Les fonctions & N-points pour la paramétrisation de Keldysh peuvent alors étre obtenues en
calculant explicitement ces combinaisons ordonnées sur le contour C par récurrence [2§8] : leur
expression est généralement compliquée et consiste en des combinaisons de commutateurs et
d’anti-commutateurs suivant la nature des champs insérés dans la moyenne. En fait, la para-
métrisation de Schwinger est plus commode pour définir les fonctions & N-points alors que la
plupart des propriétés vis-a-vis des observables physiques sont plus naturellement étudiées wvia
la paramétrisation de Keldysh. Ainsi, pour les amplitudes de type in-in, les régles de causalité
issues des fonctions & N-points imposent que les sources 7 et 7" soient respectivement avancées
et retardées.

Expression des fonctions de Green a N-points

Par souci de concision, nous ne considérons dans cette partie que le calcul de fonctions & N-
points issus de la fonctionnelle Z pour des degrés de liberté bosoniques : les expressions présentées
peuvent étre aisément adaptées aux fermions ainsi qu’a la fonctionnelle WW. La détermination de
ces fonctions de Green peut étre faite par récurrence. Celle-ci s’appuie sur le résultat suivant :
le produit ordonné de N + 1 champs, défini par les expressions qui suivent et ou la date x?\, 41
est antérieure & toutes les autres, vérifie les relations suivantes :

Telp® (1) - o™ (an)" (enr1)] = [Telp™ (21) - ™ ()], p(@n41)]

A

Te[p® (1) -+ ™V (an) P (TN 41)] = %{Tc (6% (21) -+ ™ (zn)], (@ 41)}-

Rappelons que pour des amplitudes de type in-in, o' = ¢® tandis que ¢? = ¢". On introduit
alors la notation (,¢(zy)) désignant soit un commutateur soit un anti-commutateur selon que
la variable sortie du produit ordonné (@¥+1(zy,1) dans les deux relations précédentes) soit
auxiliaire ou physique. Les deux identités précédentes peuvent alors étre écrites

Te[e® (z1) - @ (@) o™V (wy41)] = m@c[wgl (1) N (zn)], plzng1)). (3.31)

Ainsi, & partir de la fonctionnelle génératrice, les dérivations selon la source physique entrainent
lapparition de commutateurs dans la moyenne (insertion d’un champ auxiliaire) tandis que
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3.3. METHODE FONCTIONNELLE POUR LE FORMALISME CLOSED TIME PATH

les dérivations suivant la source auxiliaire (insertion d’un champ physique) donnent des anti-
commutateurs.

Le calcul des fonctions a N-points (données par l'expression (B30)) peut étre réalisé en
appliquant encore les identités précédentes aux autres degrés de liberté du contour C : pour
poursuivre cette procédure, ces champs doivent alors étre ordonnés. Pour cela, on introduit tout
d’abord les fonctions de Heaviside généralisées via

Oyr,-+ ,yn) = Oy —u3] - Ol —v¥], 1= Oy, ,yn]
SN

ou la somme est prise sur toutes les permutations Sy des N variables (sans conditions). Les
champs peuvent alors étre ordonnés en les permutant sous le produit T¢ selon "ordre imposé par
les fonctions de Heawviside :

TC[ngl(wl)"'QOgN(xN)] — <Z@[y1,---7yN]>Tc[<p£1(x1)--'ng(xN)]
SN
= > Oy, yn]Tele™ (m1) - ¢ (yw))- (3.32)
Sn

Pour obtenir la relation (332), le produit ordonné Te[p€! (1) - - - ¢ (zx)] & été distribué dans la
somme Y Sn Oly1, -+ ,yn], puis, dans chacun des termes de cette somme, les différents champs

@1 (1) sous Te ont été permutés de sorte qu’ils soient dans ’ordre imposé par les fonctions de
Heaviside O[y1,- -+ ,yn] : dans ces relations, pour chaque terme de la somme, le jeu de variables
yn correspond ainsi & une permutation particuliére des différentes variables z, d’origine. Ainsi,
les champs ¢ (y,,) sous I'opérateur Te dans la somme [B32) ont été ordonnés de sorte que I'on
ait toujours : yjo\, < y?\,_l << y?.

Ceci fait, les fonctions de Green ([B.30) peuvent étre calculées par récurrence en utilisant
l'identité (B31)) : les opérateurs de champs sont alors sortis du produit ordonné I'un apres l'autre
et par date croissante. Plus particuliérement, 1’expression des produits chronologiques est forte-
ment influencée par le type du dernier champ inséré (y? > y2) sur le contour :

Tele' (1) N wn)] = (Tele () — ¢~ W)l e(y2)), -+ ,olyn)) =0
Tele* () ¢ (yn)] = (Tesle (1) + o~ @l (e(¥2)) - (yn))

= ((e(y1),0(y2)), - s olyn))-

N | —

Le fait que certains produits ordonnés Tc[- -] soient nuls exclut une partie des permutations
de la sommation ([B.32)) : ce résultat est a Porigine des propriétés de causalité du formalisme de
Keldysh. L’expression des fonctions de Green & N-points peut alors étre résumée au moyen de
I’expression suivante :

DN () = 30O, uwl{(elun) @), )elun))) (3.33)
Sk
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La somme est prise sur toutes les permutations S}, (et non pas Sy) : S est défini par toutes les
permutations possibles des N variables x, mais en excluant celles placant un champ auxiliaire
apres tous les autres (au sens chronologique) : les termes pour lesquels ¢(yp) provient d'un champ
auziliaire sont toujours nuls et ainsi absents de I’ensemble S, .

L’expression des fonctions & N-points pour les degrés de liberté fermioniques peut étre trouvée
de la méme fagon. Toutefois, les commutateurs sont alors remplacés par des anti-commutateurs
et wvice versa. De la méme maniére, les développements précédents peuvent étre adaptés aux
amplitudes out-out en utilisant I’opérateur TZ Cette fois, ce sont les régles de récurrences qui
sont modifiées car les opérateurs de champs sont sortis en les ordonnant par date décroissante
plutot que croissante : la principale conséquence de cette procédure est alors d’inverser la causalité
des propagateurs obtenus, en comparaison & ceux issus des amplitudes in-in. Enfin, ’expression
(333) ne distingue pas les fonctions de Green connectées de celles déconnectées : les fonctions a
N-points issues de W peuvent étre déterminées & partir des précédentes en supprimant les parties
déconnectées, définies & nouveau par la paramétrisation de Schwinger [28].

Fonctions de Green particuliéres

La fonction de Green D! est toujours nulle. Cette fonction de Green correspond a la
contrainte imposée aux fonctions & N-points par le formalisme CTP lorsque celles-ci sont écrites
en base de Schwinger. Pour les fonctions & 2 points, on retrouve ainsi la relation (2.9]). L’identité
liant les fonctions d’ordre supérieur peut étre déterminée par changement de variable o!(x) =
ot (x) — ¢~ (z) (= ¢%(x)) puis par développement de I’expression obtenue. Enfin, la fonction de
Green issue du produit ordonné des champs physiques ¢? = %cp* + %cp* (= ¢"(z)) peut étre
écrite uniquement en terme d’anti-commutateurs (cas des champs bosoniques) :

D> 2wy, o) =Y Oyr, -+ unl{{{e(), o)}, 1 elyn) )
SN

Cette fonction est a la base du théoréme de fluctuation-dissipation et est la seule, avec i1 = 0
a ne privilégier aucune causalité.

Causalité

Les régles de causalité des fonctions & N-points, propres aux amplitudes in-in, sont directe-
ment déduites de la relation ([3.33)). Dans cette expression, la sommation est réalisée sur ’ensemble
des permutations S, qui ne correspond pas a I’ensemble Sy de celles sans condition : dans cette
somme (3.33]), sont toujours absents les termes correspondant aux permutations dont le résultat
est de placer un champ auxiliaire en dernier dans la chronologie (terme de type ' (y1) = ¢%(y1)).
De facto, ’expression des fonctions & N-points ne comporte alors jamais les fonctions de Hea-
viside correspondant & ces permutations particuliéres. En conséquence, pour la paramétrisation
de Keldysh, les propriétés de causalités sont ainsi définies par la relation suivante

Olz, g, -+, ay] iDLV (g, 2 ay) =0 (3.34)
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c’est-a-dire

Oz, ap, -+, a) (Te[e (x1) - 0" (2) - N (an)]) =0 (o' = ¢%.

Dans les relations précédentes, la coordonnée z correspond & un champ auziliaire quelconque et
toutes les autres coordonnées x,, peuvent étre prises dans n’importe quel ordre dans la fonction
de Heaviside : les fonctions & N-points sont toujours nulles dés que I'un des champs auxiliaires
est placé en dernier dans la chronologie. A noter que les seules fonctions 4 N-points ne vérifiant
pas de relation du type [3.34) sont D?2 et D! (cette derniére est toujours nulle).

Par exemple, les fonctions a trois points D?'! et D??! vérifient les relations suivantes :

(21, 29, 23) = Olx3, 24, 2;]D** (21, 29, 73) = 0,

@['I2, L, xj]D211(‘T1, x2, IE3) = @[.’Eg, Ty, x]]D
ot les termes z; et z; désignent toutes les combinaisons pouvant étre prises a partir des variables
restantes. Ainsi, les fonctions & deux points D?!(x,y) et D2 (x,y) doivent étre respectivement
proportionnelles & ©x — y| et Oy — x| : par conséquent, les champs j* et j" correspondent
respectivement a des sources avancées et retardées pour les amplitudes in-in.

Propagateurs en base de Keldysh

Pour la paramétrisation de Keldysh, la fonction a deux points donnant les amplitudes in-in
est constituée par les propagateurs suivants :

iDll(m,y) =0

iD* (z,y) Oz — yl([e(z), o(y)]) =iD"(z,y)

iD?(z,y) = iD*(y,z) = —Oly — z|([¢(z), 0(y)]) = iD*(x,y)
iD?(x,y) = {e(2),0(y)}) = —D(z,y)

Les propagateurs pour les fermions donnent des résultats similaires; sous forme matricielle, la
fonction & deux points s’écrit alors

D) = (pu ) PG G = (Gt ) e

respectivement pour des degrés de liberté bosoniques ou fermioniques. L’expression concréte de
ces propagateurs est donnée dans le chapitre 2l Pour les amplitudes out-out, les parties retardées
et avancées doivent étre permutées dans les relations (B.33]). Cette paramétrisation présente de
nombreux avantages : un des blocs vaut zéro et le nombre de propagateurs utilisés est minimal ;
en outre, une partie de ceux-ci correspond & des quantités physiques a priori directement mesu-
rables.

22. En outre, la relation précédente permet alors d’établir que le produit de certaines fonctions & N-points est
nul [28] : ces simplifications ont une incidence sur le développement perturbatif exprimé dans la paramétrisation
de Keldysh.
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Les propagateurs avancé et retardé permettent ainsi de construire complétement la partie
réelle de la fonction & deux points en base de Keldysh. De plus, ces termes sont toujours issus de
la partie non diagonale du propagateur total : la partie réelle de la fonction & deux points décrit
les fluctuations définies & partir de conditions de bord sur une seule frontiére du domaine. La
partie imaginaire du propagateur est également entiérement déterminée par le propagateur K¢
qui, en revanche, est issu d’un des termes de la diagonale.

3.3.6 Evaluation de fonctionnelles génératrices

Les variables dynamiques sont doublées dans le cadre du formalisme CTP. Cependant, cette
modification ne bouleverse pas les régles de calcul d’intégrales de chemin et 1’évaluation de
fonctionnelles génératrices pour les valeurs moyennes fait appel & des manipulations formelles
analogues & celles développées pour les amplitudes de transition. Ainsi, la fonction & deux points,
issue de la partie quadratique de l’action, continue d’étre & la base des développements; les
fonctionnelles génératrices peuvent s’écrire sous la forme

i i _ 7 . ~ . _ ~ L
WUt = /D[w]p[(p Jexp 1@ Ko+ ¢+ Simle™] = Simale™] +7- 9| (3.36)

en fonction du propagateur libre Ky, dont I’expression est donnée par la relation B28), et ou
tous les termes non-quadratiques sont alors contenus dans les quantités fonctions de S;n¢. Sou-
lignons que, comme décrit précédemment, la contrainte sur le degré de liberté pour lequel les
branches C* sont refermées (condition de bord du formalisme) est entiérement contenue dans le
propagateur Ko défini sur C.

Le calcul de fonctionnelles libres peut se faire directement par limite d’intégrales de Fresnel
conduisant aux résultats suivant

AWOlO) Z exp [ _ %w iDo - Zj] WO _ exp[+ %m i - m] (3.37)

respectivement pour les bosons et les fermions. Les théories interactives peuvent faire ’objet
d’un développement perturbatif. Les équations de Schwinger-Dyson valables pour le formalisme
CTP, peuvent étre montrées exactement de la méme fagon que dans la partie [L3.2l Elles ont
pour solution fonctionnelle

o+ { 0 i o o+
217 57) = exp (St gz | =S =] ) Z0li"07) (3.33)

A partir de cette relation, on peut définir des diagrammes de Feynman ainsi que leurs régles,
soit directement a partir des propagateurs par blocs Ky, soit en décomposant les éléments de
ces derniers suivant les combinaisons de branches C*. Une des spécificités du formalisme CTP
est alors d’introduire des vertices produisant une interaction comptée négativement (interaction
issue de la partie anti-chronologique).
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N 7/
+ + ++ _ i N 4
DY) = e N
B B ' L7 N
D™"(p) = rrm0 ’ N
\\ //
T Dt (p) = 2imd]p? — m2O[p"] NP
_/x\ —9
T D) = 2ind[p? — m2)O[+p°] SN
a) : propagateurs b) : vertices
(a) : propag (b)

FIGURE 3.2 — Régles de Feynman pour la théorie ¢* dans le cadre du formalisme CTP

Enfin, soulignons que, pour les amplitudes in-in, lorsque les matrices densité spécifiant 1’état
initial du systéme sont quadratiques en champs, celles-ci peuvent alors étre formellement incluses
dans le propagateur : & partir de tels états, on peut décrire d’autres conditions initiales en faisant
intervenir une évolution adiabatique wia la source j". En outre, comme nous le verrons dans le
prochain chapitre, lorsque cette matrice densité décrit un ensemble grand-canonique, celle-ci
peut également étre formellement incluse dans le propagateur [22, 29, B0]. Un des intéréts du
formalisme CTP réside dans cette démarche : les effets d’un ensemble de matrices densité peuvent
étre avantageusement décrits au moyen de fonctions de Green et peuvent donc étre évalués, de
fagon systématique, en faisant appel & des diagrammes de Feynman.

3.4 Champs effectifs de type in-in et valeurs moyennes

En théorie quantique des champs, 'expression et les propriétés des quantités mesurables sont
formellement déduites de celles de quantités effectives. Ces derniéres sont 1’objet des développe-
ments de cette section. Les quantités effectives sont toujours déduites d’une fonctionnelle généra-
trice dont la définition et le calcul ont été présentés dans la section précédente. Habituellement,
les champs effectifs de type in—in sont définis partir de la fonctionnelle W [2§] :

_ WG]

¢F(z) = E (3.39)

Le formalisme CTP définit nécessairement deux champs effectifs différents. Ces champs ne sont
pas des quantités physiques car ils ne sont pas issus d’une évolution unitaire. Les valeurs moyennes

23. Les champs effectifs présentés dans cette section illustrent un archétype de la méthode fonctionnelle : cette
démarche peut aisément étre étendue aux opérateurs composites. Les moyennes effectives issues d’opérateurs com-
posites correspondent toujours & une paramétrisation conduisant directement aux moyennes observables voulues.
Cette démarche sera appliquée a la détermination de la moyenne de densités de charges dans le chapitre
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observables sont ensuite obtenues par une Iimite rendant physique 1’évolution des champs
effectifs :

(@) = lim §"(a), Vo€ {+.-} (3.40)
Par construction, les deux champs effectifs précédents permettent d’obtenir la méme valeur
moyenne : elle est obtenue en tant que moyenne soit suivant la branche chronologique (o = +),
soit suivant la branche anti-chronologique (o = —) c’est-a-dire indifféremment & partir de deux
évolutions différentes.

Dans ce manuscrit, cette approche est 'objet de modifications, principalement pour simplifier
les expressions recherchées, et suit la démarche introduite dans [39] : on ne retient de 'approche
habituelle décrite précédemment que les parties “utiles” des expressions conduisant aux valeurs
moyennes.

Définition des champs effectifs en base de Keldysh

Les valeurs moyennes sont toujours des quantités réelles. Dans le cadre du CTP, cette
propriété est réalisée par la relation ([B.23)) : les parties réelle et imaginaire de W sont toujours
respectivement impaire et paire en fonction de la source j*. En outre, dans la base de Keldysh,
les degrés de liberté couplés & cette source produisent spécifiquement les valeurs moyennes. En
conséquence, les parties réelle et imaginaire du champ effectif, défini par dérivation suivant j¢,
seront respectivement paire et impaire en terme de cette source. L’application de 1'unitarité, ie
7% =0, impose donc que la partie imaginaire de ce champ effectif soit nécessairement nulle dans
cette limite : seule la partie réelle de W conditionne I'obtention de valeurs moyennes.

Ce constat conduit & définir les champs effectifs & partir de la partie réelle de W uniquement :

~a

WL RV 1)

65" 65
Ces définitions remplacent celles introduites précédemment ([B:39) a partir de la fonctionnelle
W compléte. Toutes les propriétés décrites dans la section restent vraies pour les champs
effectifs précédents : lorsque 1'unitarité est restaurée, le champ effectif retardé ¢" produit la valeur
moyenne physique tandis que le champ effectif avancé ¢ correspond a une quantité auxiliaire
de moyenne nulle dans cette limite.

24. Les sources j© sont prises arbitraires en base de Schwinger puis toutes mises & zéro pour définir les valeurs
moyennes. L’unitarité, obtenue a partir de j* = 0 est détaillée par la suite dans le contexte de la paramétrisation
de Keldysh. En outre, il n’y a pas d’ambiguités quant au caractére mesurable (en principe) des valeurs moyennes
produites par cette méthode contrairement & la situation décrite par les amplitudes de transition.

25. Dans cette partie et dans celles qui suivent (dans ce chapitre), les parties réelle et imaginaire sont définies
dans I'espace des positions.

26. Comme nous le verrons par la suite, la partie imaginaire de la fonctionnelle WW conditionne la consistance
des chemins [50} [51] ¢’est-a-dire la restauration de certains aspects de la physique classique depuis une description
quantique.
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Définition des champs effectifs en base de Schwinger

Par consistance avec les quantités définies précédemment, les champs effectifs de type in-in
sont également définis a partir de la partie réelle de WW en base de Schwinger c’est-a-dire par les
expressions :

Sty VLS
7= (z)

Pour I'étude présentée dans ce manuscrit, ces relations remplacent les définitions habituelles
[339). Cependant, elles conduisent aux mémes propriétés vis-a-vis des valeurs moyennes. Dans
la limite o les sources j* sont nulles, ces champs sont tous deux égaux & valeur moyenne
recherchée.

(3.42)

3.5 Actions effectives pour le formalisme closed time path usuel

En théorie quantique des champs, les méthodes fonctionnelles consistent a rechercher les
équations et quantités d’intérét physique indirectement & partir de celles vérifiées par les champs
effectifs. Dés lors, le principe de cette méthode consiste & paramétrer les quantités fonctionnelles,
calculées en fonction de sources externes arbitraires, en terme de ces champs effectifs : c’est
P’enjeu de ’action effective.

3.5.1 Transformées de Legendre

Un des roles de l'action effective est de produire les équations du mouvement vérifiées par
les champs effectifs. Celles-ci sont obtenues par principe variationnel. Habituellement, 1’action
effective est le résultat de la transformée de Legendre de W et les champs effectifs sont alors
définis par dérivation de la fonctionnelle W compléte. Cependant, la partie réelle de W suffit a
obtenir les valeurs moyennes.

Dans ce manuscrit, la reparamétrisation de RV en terme des champs effectifs définis par
BA1) et (B:42) constitue la définition de laction effective I'. Elle ne correspond pas a la fonc-
tionnelle génératrice des vertices pour le formalisme C'TP. Pour la paramétrisation ESchwinger,
I’action effective est définie par

F[SEJra@i] :%W[ijaji]_jJr'@Jr_ji'@i (343)

pour les champs effectifs de (3.42). L’écriture de W dans la base de Keldysh permet de séparer
clairement 'influence des parties physiques et de book-keeping des degrés de liberté. Dans cette
base, ’action effective I' s’écrit

L[, @] = RW[*, J ] =" - &" = 5" - " (3.44)

en fonction des champs effectifs (341]). A noter que c’est la définition des champs effectifs qui
impose que les fonctionnelles précédentes soient effectivement celles générant les équations du
mouvement vérifiées par les valeurs moyennes.
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3.5.2 Equations variationnelles vérifiées par les champs effectifs

En base de Schwinger, les équations du mouvement vérifices par les champs effectifs (3.42])
sont issues des relations o
ST[e", o7 -

= —j. 3.45
Plus particuliérement, celles vérifiées par la valeur moyenne (¢) proviennent de

Or[pt, o~
% = 0. (3.46)

¥ Gt=¢—
Cette équation est réelle par construction. Comme pour le formalisme in-out, les équations va-
riationnelles d’ordre supérieur contraignent la structure de I'. Ainsi, I’équation de Dyson peut
étre obtenue & partir des équations du mouvement (3.45]) sous la forme :

2 2

T /
Z /dz _ 0 %W 0 = —0077 6B (z — y). (3.47)
a==% 5‘70

(2)07%(2) 0p%(2)0¢°" ()

Elle impose que les relations de contraintes (2.9]), appliquées aux parties réelles des propagateurs
connectés, a savoir

RETT 4+ RK™™ =(RKT™ 4+ (RK™T
soient transmises au noyau de I' conduisant a

r@++ L p@-—— = _r@+- _ (r@—+
ou ¢ = +1 pour les bosons et { = —1 pour les fermions dans les expressions précédentes.

Equations du mouvement retardées pour les valeurs moyennes

En base de Keldysh, les équations du mouvement des champs effectifs ([B.41]) correspondent &

ST[3%, &' L OT[@", 7] ‘
_ = — r _ = — (l. 4
550 i’ 55" J (3.48)

L’équation du mouvement des valeurs moyennes () est issue de la premiére relation seulement :

=—j". (3.49)

La source j" peut étre maintenue non nulle et paramétrise alors 1’état initial du systéeme. L’autre
équation du mouvement ne correspond pas a celle d’observables physiques.

27. Ce sont deux équations identiques (la source physique est annulée) : I'unitarité est réalisée lorsque les deux
champs effectifs sont égaux pour la paramétrisation de Schwinger.

28. Ces relations peuvent étre obtenues en sommant les quatre équations de Dyson ([B.47)), issues de différentes
combinaisons d’axes {c = +, 0’ = +} possibles, selon la méme combinaison linéaire que celle donnée par I’équation
de contrainte (Z9) sur les propagateurs de W@ Ce type de propriété est di au fait que les fonctionnelles
considérées soient quasiment l'inverse I’'une de 'autre : leur généralisation est aisée.
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Equations du mouvement avancées pour les valeurs moyennes

Les développements décrits jusqu’a ici sont valables pour les amplitudes de type in-in. Ils
correspondent au formalisme CTP associé au contour présenté par la figure Bl et les valeurs
moyennes physiques sont solutions d’équations uniquement retardées. Les équations du mouve-
ment avancées vérifiées des valeurs moyennes physiques ne peuvent étre obtenues qu’a partir
d’amplitudes de type out-out. Les résultats correspondant & ces derniéres peuvent étre déduits
des équations de type in-in par opération de renversement du temps.

3.5.3 Fonctionnelle génératrice des vertices propres

La fonctionnelle issue de la transformée de Legendre de la partie réelle de VW n’est pas la
fonctionnelle génératrice des vertices propres dans le cadre du formalisme CTP. Celle-ci, notée
V, correspond & la transformée de Legendre de la fonctionnelle W compléte :

Wi, 5]

T, & ] =W[jt,j ] —jtet — 9, dF =
V[T, e =W[iT, i - jmeT, e

(3.50)
La partie réelle du champ effectif @+ correspond au champ effectif ¢ défini pour I’action effec-
tive I' et permet d’obtenir les valeurs moyennes. La définition précédente conduit a établir des
expressions variationnelles (équations du mouvement, de Dyson, ...) analogues & celles définies
précédemment dans ce chapitre [28].

3.5.4 Absence de principe variationnel sous unitarité
Cas des observables physiques

L’équation du mouvement (B.46]) pour les valeurs moyennes n’est pas le résultat d’un principe
variationnel [31]]. En effet, dés que les champs effectifs coincident, I’action effective est nécessai-
rement nulle,

Tlet, ¢ =" =RW[iT,j~ = -] —jT¢" +itet =0, (3.51)

compte tenu des propriétés d’unitarité de WW. Par ailleurs, la relation précédente traduit 1'unitarité
dans le contexte de l'action effective. Ainsi, dés que les valeurs moyennes sont construites a
partir des champs effectifs, leur action effective est aussitot perdue bien que leurs équations
du mouvement demeurent (équations (3.4€)) : on est ainsi en mesure d’obtenir les équations
variationnelles d’une grandeur mais sans I’action leur correspondant. Ce probléme est analogue en
base de Keldysh : 'unitarité est réalisée dés que j* = 0 et correspond a ¢* = 0. L’action effective
([B:44)) est alors nulle bien qu’a nouveau, I’on puisse obtenir I’équation du mouvement vérifiée par
la valeur moyenne mesurable du champ par (3.49)). Soulignons également que la fonctionnelle W
est nulle lorsque l'unitarité est imposée. Pour le formalisme CTP “usuel”, aucune fonctionnelle
génératrice (action effective et fonctionnelle W) ne peut étre définie lorsque les valeurs moyennes,
qui constituent un des enjeux principaux de ce formalisme, le sont.

29. Dans les références traitant du formalisme CTP, 'action effective usuelle est définie par ’expression de V
c’est-a-dire a partir de la fonctionnelle W compléte. Ce n’est pas le cas dans ce manuscrit pour les raisons évoquées
précédemment.
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Cas des champs effectifs

Le formalisme CTP impose de doubler les degrés de liberté du systéme : une partie de
ceux-ci conduisent aux quantités physiques tandis que les autres correspondent & des quanti-
tés auxiliaires. Cette distinction suggérent de définir I" & partir des degrés de liberté retardés

uniquement via
ORW

L[] = R[5, 5] = j*¢", & = 5 (3.52)
Cependant, ce type de définition ne permet pas d’obtenir des équations du mouvement ezplicites
vérifiées par les champs effectifs & partir de :
or[p"] ”
= —j% 3.53
o5 J (3.53)

A fortiori, les équations du mouvement vérifiées par les valeurs moyennes sont également inac-
cessiblesPl. Enfin, I'expression de I'action effective (852) est a nouveau perdue lorsque j¢ = 0.

Ainsi, pour la paramétrisation de Keldysh, I'action effective doit nécessairement étre définie
a partir de tous les degrés de liberté et les quantités physiques ne peuvent ainsi pas étre traitées
indépendamment des quantités auxiliaires : le role de ces derniéres est d’'imposer que I’évolution
soit définie & partir de conditions initiales.

3.6 Principe variationnel et valeurs moyennes

Les valeurs moyennes correspondent & des observables physiques dont la détermination est
I’enjeu du formalisme C'TP. Elles sont obtenues & partir d’opérations sur des fonctionnelles géné-
ratrices dés lors que 'unitarité y est restaurée. Malheureusement, imposer 1'unitarité correspond
également & annuler les quantités fonctionnelles pertinentes mises en jeu (action effective et
fonctionnelle W) si bien que les équations variationnelles vérifiées par les valeurs moyennes et
I’action leur correspondant, ne peuvent pas étre déterminées conjointement pour le formalisme
CTP usuel. Dans cette section, nous allons voir comment étendre les développements précédents
a un formalisme capable de conserver action effective et équations du mouvement aprés que
I'unitarité a été imposée. Cette approche sera illustrée dans le chapitre Bl

3.6.1 Paramétrisation physique compatible avec un principe variationnel

Les modifications nécessaires au rétablissement du principe variationnel pour les valeurs
moyennes peuvent étre réalisées au moyen d’une paramétrisation particuliére des degrés de liberté
introduite par J. Polonyi [39] :

. 1+k 1F¥k
§E = 5 5 ©°. (3.54)

30. A nouveau, on peut indifferemment monter ce type de propriétés que I' soit définie par W (comme c’est
habituellement le cas) ou via RW.

31. En outre, ce type d’équations du mouvement se distingue de celles présentées précédemment dans ce chapitre
dans le sens ot celles correspondant aux grandeurs physiques sont engendrées par les variations du champ physique
directement plutdt que par les variations d’'un champ auziliaire.

JPEF, T =Pk
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k désigne un réel non nul arbitraire. Les quantités P et jP correspondent & des quantités mixtes :

F=i - gj“, ="+ gwa (3.55)
Cette paramétrisation, dite paramétrisation variationnelle, est analogue a celle de Keldysh mais
correspond & une combinaison strictement non orthogonale des degrés de liberté élémentaires : elle
consiste ainsi a ajouter une partie arbitraire des fluctuations issues de la partie avancée a celles
définissant la partie retardée. Par ailleurs, les quantités ¢® et 7% ont la méme interprétation
que pour la paramétrisation de Keldysh et 1'unitarité correspond toujours & ’annulation de
ces variables. En outre, le terme d’interaction source/champs de la fonctionnelle génératrice
correspondante s’écrit
GreeT T T = Tt

Lorsque 'unitarité est restaurée, la variable dynamique P devient identique & ¢" et permet ainsi
d’obtenir les valeurs moyennes tandis que la moyenne ¢% devient nulle :

oW, W 14k 1—x
= — =" — P = = >t »m =0" —p%
547 P Y, ¢ 5 9 e+ 9 P 2

~a

En conséquence, les valeurs moyennes sont obtenues comme précédemment par limite sur le
champ effectif @P.

La paramétrisation (8.54]) permet de définir une action effective & partir du champs effectif
physique uniquement :
T[] = RW[%, j7] — j°¢". (3.56)

Ce terme ne s’annule pas lorsque j* — 0. L’équation du mouvement du champ effectif physique
peut alors étre obtenue via :
O [@P] _ _ja

opP
Les équations d’Euler-Lagrange, vérifiées par la valeur moyenne (in|p|in), peuvent étre obtenues
indifféeremment & partir des équations du champ effectif ou de l'action ([B.56) directement. Tou-
tefois, ces équations ne produisent pas directement les équations du mouvement. Ces résultats
sont illustrés dans le chapitre (Bl

3.6.2 Influence des degrés de liberté auxiliaires

Enfin, les champs auxiliaires peuvent étre utilisés pour définir ’action effective suivante :
D[gP, g% = RW[j“, j¥] — j* 8" — 3P &". (3.57)

Cette action posséde les mémes propriétés que celles valables pour la paramétrisation de Keldysh.
Ainsi, les valeurs moyennes vérifient ’équation du mouvement suivante

X
0P | gaz0,gr=(infelin)

32. La paramétrisation (354)) prise pour x = 0 correspond a celle de Keldysh.
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obtenue par limite de celle vérifiée par le champs effectif @P. Cette fonctionnelle conduit direc-
tement aux équations du mouvement vérifices par les champs effectifs et donc par les valeurs
moyennes. Cependant, tout principe variationnel est perdu lorsque 'unitarité est restaurée.

3.7 Calcul de matrices densité : formalisme opened time path

En 1963, Feynman et Vernon ont introduit une fonctionnelle permettant de rendre compte
de l'influence d’un environnement sur les degrés de liberté d’un systéme suivi. Le coeur de ce
formalisme consiste a raisonner & partir de la probabilité de transition et non pas directement sur
I’amplitude de transition : une telle probabilité peut étre représentée par une intégrale de chemin
en doublant le nombre de degrés de liberté. L’étape suivante est alors d’introduire des degrés
de liberté décrivant un environnement, couplés au systéme suivi, puis de séparer ces deux sous-
systémes en définissant une fonctionnelle d’influence regroupant tous les termes dépendant des
variables propres & l’environnement. Formellement, la fonctionnelle introduite dans [21] s’iden-
tifie alors & la probabilité de transition de I’environnement entre des états fixés arbitrairement
et pour une valeur arbitraire des degrés de liberté du systéme suivi (présents uniquement par
leur couplage & I’environnement considéré) : le propre du formalisme introduit par Feynman et
Vernon est alors de montrer comment cette probabilité de transition, issue de ’environnement,
influence celle du systéme suivi. La derniére étape de cette méthode consiste a s’abstraire des
états postulés dans la fonctionnelle d’influence en introduisant des matrices densité en combinant
les états utilisés pour ’environnement. Il en résulte finalement que les probabilités de transition
peuvent étre obtenues & partir du calcul d’une intégrale de chemin dont les conditions initiales
sont définies & partir d’'une matrice densité initiale.

L’approche décrite par Feynman et Vernon comporte ainsi des similitudes avec le formalisme
CTP sans toutefois y faire appel explicitement. La relation qu’entretiennent ces deux forma-
lismes a été d’abord soulignée dans [22] : le formalisme C'TP offre une méthode diagrammatique
d’évaluation pouvant étre utilisée pour calculer la fonctionnelle d’influence. Cette méthodologie
permet notamment de simplifier celle introduite dans [21] en incorporant formellement les effets
des matrices densité initiales dans le propagateur. Enfin, dans l'article [39], il a été montré
que la principale différence entre le formalisme CTP et celui de la fonctionnelle d’influence (au
sens de la détermination de matrices densité) correspond a la facon dont les branches C* sont
“refermées” : I’évolution temporelle de matrices densité peut ainsi étre obtenue en faisant appel
a un contour en temps “ouvert”. Dans cette section, nous adopterons la. démarche proposée dans
cet article en nous restreignant a la détermination de matrices densité.

33. Une probabilité de transition correspond a la norme au carré d’une amplitude de transition (¢f définition
([@d)) c’est-a-dire a la combinaison de deux intégrales de chemin dont 'une doit étre ’expression conjuguée
hermitique de l'autre (cf relation (7).

34. Ceux-ci font alors office de parameétres (au méme titre que les états considérés pour 'environnement) dans
la fonctionnelle d’influence.

35. Ce résultat a été montré pour un systéme a 1’équilibre thermodynamique et pour un couplage “simple” entre
le systéme suivi et son environnement : toutefois, ce résultat ainsi que la démarche suivie peuvent étre généralisés
a des couplages plus complexes en introduisant des sources de book-keeping comme dans [39].
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3.7.1 Matrices densité et contour C* pour un systéme isolé

Le calcul de matrices densité peut étre réalisé de maniére similaire a celui présenté pour
les valeurs moyennes. En représentation de Schrodinger, ces quantités, qui décrivent 1’état d’un
systéme & la date initiale t;,, peuvent se mettre sous la forme

Pzn m an |n 75m n tzn| = Pm, an =1.

Leur expression & une date ultérieure t sera alors donnée par

Pin(t an (t, tin)|n, in)(n, m|U( ins ).

Les éléments de matrices de la quantité précédente peuvent étre écrits sous la forme
(@ pm®le™) = > pa {7 [0 tim)n, in)]T (T [U(E, tin)In, in) (3.58)
n

= /A)m [g0+ (t’ X)’ o (t’ X)]

ot les états |~ ) et |pT) sont des vecteurs propres arbitraires de l'opérateur ¢ et sont écrits en
représentation de Heisenberg. On a ainsi explicitement considéré ’expression de p;, pour I’obser-
vable ¢ : de facto, les éléments de matrices ([B.58]) renseignent spécifiquement sur les propriétés
de I’état du systéme considéré vis-a-vis de cet observable. En outre, ’expression de ces éléments
de matrice fait intervenir, a nouveau, deux amplitudes de transition différentes dont I’évolution
est contraire : cette stratégie de calcul correspond & un formalisme analogue au C'TP. Toutefois,
a la différence de ce dernier, ces deux amplitudes de transition C* ne sont plus contraintes par
une opération de trace sur les états finaux : en fait, c’est I’élément de matrice calculé qui impose
explicitement la valeur des configurations finales des branches C*.

Pour un spectre continue, ’expression fonctionnelle correspondant a ([B.58) est alors donnée
par la relation

pinle™ (£.3), 97 (£,0)] = [ DIG()]erS NSO EEX0) (3.59)
oTpP

ot I'intégrale de chemin doit étre évaluée pour les conditions de bord ¢~ (20 = ¢,x) = ¢~ (¢,%)
et o7 (20 =t,x) = pT(¢,x). L'instant ¢ auquel est évalué 'élément de matrice joue le role de la
date finale pour laquelle sont définis les derniers degrés de liberté des branches C* (dans Dinté-
grale de chemin, la variable 20 varie de t;, & t). En outre, on a introduit la notation fOT p bour
représenter la facon dont ce dernier degré de liberté de C* doit étre traité dans lintégrale de
chemin ([3.59)). L’expression (3.59) définit alors la forme des observables recherchées et peut étre
évaluée a partir des techniques de calculs usuels & la théorie quantique des champs c’est-a-dire
en introduisant des fonctionnelles génératrices. Le formalisme ainsi obtenu est alors analogue &
celui développé pour le CTP. Cette méthode de calcul constitue le formalisme opened time path

(OTP) [39].
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La condition de bord définissant les configurations d’états finaux est ainsi au coeur du for-
malisme OTP : les parties diagonales de la matrice densité (populations) sont obtenues lorsque
ces configurations sont identiques tandis que les éléments non-diagonaux (cohérences) sont liés a
leurs différences. Enfin, soulignons que l'intégrale de chemin (3.59]) a été obtenue pour un systéme
isolé. Dés lors, on peut remarquer que les degrés de liberté de I'action nue de (8:539) ne sont pas
couplés : comme nous le verrons par la suite, un tel résultat est spécifique aux systémes isolés.

Trace et valeurs moyennes

Calculer la trace d’une matrice densité décrite au moyen du formalisme OTP revient & réaliser
une intégration selon le formalisme CTP. Il est alors aisé de vérifier que la trace de ([B.59)) est
égale a 'unité :

T ponl (1, %), 0~ (£,%)] = / AX Pl (8,5), 0~ (£,%)] 61X — o+ (£, %)X — o (¢, )]
- / dX S[X — (£, x)]5[X — ¢~ (t,x)] D[§lerSlT1-75167]
OTP
= D[Qg]e%s[qﬁﬂ_%s[‘ﬁ_} = e%WCTP[ﬁ:O’j_:O] =1.
CTP

Par analogie avec la relation (8.59), on a introduit la notation fCT p spécifiant que les degrés de
liberté finaux des branches C* sont traités conformément a la contrainte du formalisme CTP.

Une autre conséquence de ’écriture ([3.59) est de permettre de “ré-interpréter” le calcul de
valeurs moyennes via le formalisme CTP comme la trace sur ce type de quantité :

(p(t)) = / dX o7 (t.x) 6™ (t,x) — Xl (£, %) — X] OTPD[&]e%SW—%SW, o=1
h 1)

im -———— DlplerSPl+7i¢.
§9=0 1 6j%(t,x) Jorp i2

3.7.2 Environnement et détermination de matrices densité réduites

Dés qu’un systéme peut étre séparé en plusieurs sous-systémes, des matrices densité réduites
peuvent étre définies en prenant la trace partielle sur les degrés de liberté représentatifs d’une
partie de ces sous-systémes. Les sous-systémes éliminés constituent ’environnement du systéme
suivi. En fait, un environnement est défini et caractérisé par le fait que ses degrés de liberté ne
sont pas directement utilisés pour définir des observables : ceux-ci ne peuvent intervenir “qu’in-
directement” c’est-a-dire par leurs couplages avec les degrés de liberté du systéme effectivement
suivi. Dés lors, la “frontiére” séparant environnement et systéme suivi peut étre facilement “bou-
gée” selon que sont définies ou non certaines observables.

Dans le cadre du formalisme OTP, I’élimination des degrés de liberté d’un environnement

correspond & les intégrer en utilisant le formalisme C'TP (trace partielle) tandis que ceux restant
sont alors traités explicitement en utilisant le formalisme OTP [39]. Par exemple, pour deux
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jeux de degrés de liberté ¢ et x, I'élimination de ’environnement y, peut étre faite de la maniére
suivante :

pinle™ (1, %), 07 (1, x)] = tryldinle (t x), 0~ (6, x); X" (£, %), X~ (t,%)]]
%) = xsJ0[x (£, %) — x/]

/ D[p(a)]er Sl @t @)= Sl () @)
oTP
/OTP

l

Dlx]eh Slet xF1—£Sle™x7]
crp

_ / i Sl — £ STe 1+ £ Sruur it o7
OTP

Cette élimination fait ainsi apparaitre un terme de couplage Srn si les degrés de liberté x*
étaient couplés & T . Le résultat de cette procédure de calcul est analogue & celle du formalisme
de la fonctionnelle d’influence [21)]. Toutefois, soulignons que l'avantage de la démarche intro-
duite ici est d’incorporer les effets dus aux matrices densité décrivant les conditions initiales (ou
finales) dans le propagateur de la théorie : 'expression de l'intégrale de chemin précédente peut
étre évaluée & partir de méthodes faisant appel & des diagrammes.

Par conséquent, dans le formalisme OTP, ’étude de 'action nue, définie aprés élimination
des degrés de liberté liés & ’environnement, permet de caractériser, au moyen de ses chemins,
I'intrication du systéme suivi avec cet environnement : si les degrés de liberté de chaque branche
ne sont pas séparables, le systéme suivi est intriqué avec un environnement et la matrice densité
le représentant décrit alors un état mixte. En revanche, dés que les deux branches sont séparables,
le systéme observé est alors dans un état pur. D’autre part, I’avantage de cette description est
de permettre de construire et d’étudier 1’établissement de cette intrication. Plus spécifiquement,
on peut montrer que la différence ¢ — ¢~ paramétre alors les dissipations dues aux degrés de
liberté éliminés lors de la trace partielle. Dés lors, comme nous le verrons dans le chapitre [,
I’étude de matrices densité dans ce formalisme est particuliérement bien adaptée a celle de la
consistance entre chemins dans le cadre de la limite classique [39, [51].

36. Cette différence de degrés de libertés est couplée a la partie imaginaire de l’action nue (dans 'espace des
positions), résultant de l'intégration des champs éliminés : cette quantité permet de retrouver le théoréme de
fluctuation-dissipation.
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Chapitre 4

Eléments de théorie quantique des
champs a température et densité finies

La valeur moyenne d’une observable A sur un ensemble statistique est définie & partir de la
matrice densité p par ’expression :
(4), = Tr[pA].

La trace correspond alors & une somme sur I'ensemble des états accessibles au systéme dont
I'importance relative est alors pondérée par p. L’objet de ce chapitre est de présenter I’application
du formalisme closed time path & un systéme grand-canonique : un réservoir de particules et de
chaleur sera utilisé dans le chapitre Bl afin de modifier les propriétés d’un sous-systéme.

4.1 Ensemble grand-canonique

A I’équilibre thermodynamique, la matrice densité p s’écrit en terme de quantités conservées.
Plus particuliérement, I’ensemble grand-canonique correspond a 1’étude d’un systéme en contact
avec un réservoir de chaleur et de particules. Dans cette description, p s’écrit sous la forme

e—ﬁ(ﬁ—ZT CTNT)
Trefﬁ(ﬁfzf CTNT)

plB, ¢l = (4.1)

dans le référentiel propre du réservoir de chaleur et de particules. 8 = [kT] ! est inversement
proportionnel au produit de la température T par la constante de Boltzmann kb et ¢ correspond
au potentiel chimique associé a I'espéce 7. La fonction de partition du systéme peut alors étre
définie via A )

Z[8,¢] = Tr{e P2 o)y (4.2)

et la moyenne d’un produit d’opérateurs quelconques sur cet ensemble s’écrit
(A1 An), = (A1 An), = Tr{p[B,JA1 -+ An}. (4.3)

1. Constante de Boltzmann : k, = 1.380650 x 10™3J/K = 8.6172 x 10~ " MeV/K
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Ces fonctions de corrélations sur I’ensemble statistique étudié permettent de caractériser les ob-
servables ainsi que I’équilibre thermodynamique. Au contraire des moyennes définies en physique
quantique, ’ordre d’insertion des opérateurs constituant une moyenne statistique n’est pas im-
portant.

Le systéme d’unités naturelles utilisé pour décrire des systémes quantiques grand-canoniques
correspond au choix i = ¢ = k, = 1. La température ambiante (300K’) correspond alors & environ
0,026eV c’est-a-dire = 38,7 x 105MeV =1 l'ordre de grandeur de la température d’un plasma
est d’environ 107K c’est-a-dire 138eV ou encore 3 = 7.24 x 103MeV 1. Ainsi, la gamme d’éner-
gie mise en jeu par les fluctuations thermiques est souvent trés faible devant celle correspondant
aux énergies de masse de particules lorsque ’on considére des objets physiques “actuels”. Souli-
gnons, en outre, que des problématiques traitant de situations ou la température est beaucoup
plus importante peuvent étre trouvées dans le contexte d’études portant sur la genése de I'univers.

Plusieurs formalismes existent pour traiter des situations physiques faisant intervenir des ma-
trices densité du type ([EI]). Toutes ces méthodes ont en commun qu’elles consistent & interpréter
ce type de matrice comme un opérateur d’évolution en temps imaginaire,

HLH=5,, Gu (i)

U[0,0 — if]

c’est-a-dire que l'inverse de la température est comprise comme un durée finie purement ima-
ginaire. Une conséquence de cette écriture réside dans le fait que les fonctions de corrélations
(fonctions de Green) sont périodiques a I’équilibre thermodynamique : pour un opérateur A écrit
en représentation de Heisenberg, on peut montrer que [2] [11]
<A(t1)A(t2)>5,g = i<A(t?)"4(t1 + iﬂ)>/§’,§

respectivement pour des degrés de liberté bosoniques (+) ou fermioniques (-). Les relations de
périodicité de ce type correspondent aux relations de Kubo-Martin-Schwinger [26] et sont carac-
téristiques de 1’équilibre thermodynamique. De plus, la dépendance selon la partie imaginaire
du temps dans les opérateurs précédents est toujours telle que Sty — Stq] < S [9]. Une autre
conséquence de cette approche est que le calcul de la fonction de partition (4.2) peut étre décom-
posé comme une somme de valeurs moyennes définies pour un opérateur d’évolution en temps
imaginaire :

Z(B,(] = Tr{e PHO-L, Ny — / e (poleTHO=T0 G N8l g (4.4)

2. Comme nous le verrons briévement par la suite, ceci se traduit par 'utilisation de fonctions de Green en
espace euclidien pour décrire les moyennes statistiques : ce type de fonction de Green est unique. En revanche,
pour les problémes liés aux phénoménes quantiques, l'ordre d’insertion des opérateurs dans les moyennes est
spécifique aux conditions de bord imposées au probléme traité : il est nécessaire de préciser comment les poles
sont évités pour les fonctions de Green en espace de Minkowski.

3. L’opérateur d’évolution en temps imaginaire n’est pas une quantité unitaire mais satisfait toutefois des
propriétés similaires a celles valables pour un opérateur d’évolution usuel (structure de groupe et condition de
bord fI[T, 7] = 1, 7 € iR) |9] : il peut étre adapté pour construire une théorie des perturbations en temps
imaginaire.
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Ces valeurs moyennes peuvent alors étre traitées de deux facons différentes donnant lieu & deux
familles de formalismes.

Une premiére approche consiste a utiliser les similitudes entre la fonction de partition (.4
et les amplitudes de transition présentées dans le chapitre [Il Formellement, les valeurs moyennes
dans ([4.4) peuvent étre interprétées comme des amplitudes de transition pour un temps purement
imaginaire 7 = i et de longueur finie. De plus, ces amplitudes doivent étre définies de sorte que
leurs bra et ket soient identiques et, in fine, les amplitudes, ainsi définies, doivent étre sommées
pour produire Z. Cette stratégie d’évaluation correspond au formalisme de Matsubara ou for-
malisme en temps imaginaire[1T]. Les fonctions de Green calculées dans ce cadre permettent de
caractériser les propriétés du systéme a ’équilibre thermodynamique. Les propriétés dynamiques
peuvent étre évaluées, dans un second temps, en prolongeant analytiquement ces quantités (rota-
tion de Wick) dans le cadre de la théorie des perturbations [9]. En résumé, la méthode proposée
par le formalisme de Matsubara consiste a calculer les fonctions de partition comme des ampli-
tudes de transition usuelles mais en leur imposant des conditions de bord périodiques judicieuses.

L’approche alternative au formalisme de Matsubara consiste a doubler le nombre de degrés
de liberté pour définir les valeurs moyennes intervenant dans (£4). De prime abord, bien qu’ap-
paraissant plus compliquée que le formalisme précédent, cette approche permet d’étudier une
gamme plus large de problémes et offre une description plus “naturelle” des fonctions de Green
du systeme : I’évolution en temps et les propriétés de ’équilibre thermodynamique sont obtenues
directement. Cette approche correspond aux formalismes en temps réel dont le formalisme closed
time path en est issull. La description du formalisme CTP & température et densité finie sera au
ceeur des développements de la seconde partie de ce chapitre.

4.2 Formalisme en temps imaginaire : formalisme de Matsubara

Le formalisme de Matsubara est une méthode d’évaluation de la fonction de partition (E.2])
et de moyennes stationnaires d’opérateurs prises sur cet ensemble. Elle repose sur I’écriture de la
trace, dans (A.2]), en terme de somme sur une seule famille d’amplitude de transition en espace
euclidien et pour une durée finie.

Etant définies & partir d’un opérateur d’évolution en temps imaginaire, les fonctions de par-
tition peuvent étre écrites sous la forme

Z(8,¢] =N | D[gle Srlol=A2. N (4.5)

périodique

ou les configurations de champs vérifient des conditions de bord périodiques (relations de Kubo-
Martin-Schwinger : ¢(5,x) = £¢(0,x) respectivement pour les bosons (+) et les fermions (-)).

4. Un comparatif entre les formalismes en temps imaginaire et en temps réel peut étre trouvé dans les références
[11, 27]. En outre, le livre de Fetter et Walecka [9)] constitue un ouvrage de référence pour I’étude des problémes
A température et densité finie.
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En outre, la fonction de partition s’écrit en terme de ’action euclidienne Sg définie sur un
intervalle de temps (imaginaire) de longueur finie [ :

B
Sglo] = /0 dr /R i 3z Lp[p(r,x)]. (4.6)

Les moyennes statistiques d’opérateurs sont définies par les relations (4.3)) et leur expression peut
étre paramétrée par la fonctionnelle génératrice suivante

Zp[B,G4] = | Dgle WA, ¢ Netio, (4.7)

périodique

En outre, la fonction de partition (4.3 correspond au facteur de normalisation de cette fonction-
nelle : 2B, ¢] = Zp[B,(;j = 0].

La fonctionnelle génératrice (4.7) est 'analogue de 'amplitude du vide au vide en présence
de source externe du chapitre [Il : le formalisme de Matsubara fait alors appel a des traitements
similaires. Ainsi, la fonctionnelle (4.7 peut étre évaluée & partir de séries perturbatives définies via
les équations de Schwinger-Dyson correspondantes et une méthode de construction de ces termes
sous forme de diagrammes de Feynman peut étre introduite [9, [I0]. Toutefois, les propagateurs
du formalisme de Matsubara différent fortement de ceux utilisés pour une théorie quantique des
champs usuelle. Ces propagateurs font intervenir des sommes sur des fréquences discrétes en
raison des relations de Kubo-Martin-Schwinger et du fait que 3 soit de longueur finie :

3
G = L3 [ o s
’ '8 neN (27T)3 ,

En outre, on peut montrer [9, IT] que les fréquences w,, sont contraintes par la statistique des
champs : w, = [2n7]/B pour les bosons et wy, = [(2n + 1)7]/8 pour les fermions. Ce sont les
fréquences de Matsubara.

L’interprétation de la température en tant que temps purement imaginaire conduit ainsi &
une formulation euclidienne de la théorie quantique des champs. Cependant, dans ce cadre, tous
les temps et toutes les énergies sont représentés par des quantités imaginaires; de surcroit, ces
derniéres sont discrétes puisque S est de longueur finie. En principe, les fonctions de Green de
Matsubara peuvent étre écrites en terme de fonctions & deux points en temps réel par prolonge-
ment analytique [9] mais cette opération peut, parfois étre difficile a réaliser dans la pratique.
Cette méthode présente un autre désavantage, d’ordre pratique : les calculs font systématique-
ment apparaitre des sommes sur des fréquences discrétes plutot que des intégrales. Le formalisme
de Matsubara est bien adapté au calcul de quantités stationnaires ainsi que dans ’approximation
des températures élevées. Cependant, sorti de ce cadre, ce formalisme entraine des difficultés
principalement d’ordre pratique.
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4.3 Formalisme en temps réel : cas du formalisme closed time
path

Le formalisme en temps imaginaire est particuliérement bien adapté a la résolution de pro-
blémes statiques tandis que I’étude de propriétés dynamiques est plus naturellement décrite dans
le cadre des formalismes dits en temps réel [9] [IT]. De surcroit, calculer les fonctions de Green
dans ce cadre permet d’obtenir les fonctions a N-points décrivant directement les quantités me-
surables : des problémes inhérents au formalisme de Matsubara sont ainsi évités.

Dans cette partie, nous allons aborder 'application d’un de ces formalismes, le formalisme
closed time path & 1'étude d’un systéme grand-canonique & 1’équilibre. Concrétement, "application
du formalisme CTP a cet ensemble revient a appliquer les développements du chapitre Bl pour
un propagateur moyenné sur cet ensemble statistique. En outre, dans cette présentation, de
nombreux aspects et développements seront omis par soucis de concision : les régles d’études des
systémes & 1’équilibre thermodynamique peuvent étre trouvées plus en détail dans les références

129, 30, 9, 27).
4.3.1 Forme du contour a température finie

La moyenne d’un opérateur sur un ensemble grand-canonique est définie par I'expression (3.4
c’est-a-dire :
(A) = Tr[pin U(tin, t)AU(E, tin)]-

Pin Peut étre écrit en terme d’opérateur d’évolution sous la forme

e+Z’H(tzn)zﬁ e+i’Hin [tzn_lﬁ_tzn} ﬂ[tln —_ ZB? tln]
Tr e BH(tin) Ty etiHinltin—iB—tin] — Ty U‘[tm _ Z',B,tm]‘

ﬁin =

A~

A partir de développements identiques & ceux réalisés dans la section B2, la moyenne de A
peut étre exprimée de deux fagons différentes

A

Tr Ultin — iB, tin) Ultin, tout] Ultout, }AULE, tin]
T Ultin — 8, tin] Ultin, towt]Ultout, tin]

Tr Ultin — 98, tin] Ultins tJAULL, tout) Ultout, tin)
Tr Ultin — 8, tin] Ultin, tout) Ultout, tin]

(4) =

faisant ainsi appel au contour CT U C~ propre au formalisme closed time path auquel la matrice
densité initiale pj;, ajoute une nouvelle branche de longueur 3 que I'on note C? (cf figure E1)).

La forme du contour présenté par la figure 1] est ainsi celle que 'on a coutume de rete-
nir pour le formalisme CTP. Les contours correspondant aux autres formalismes en temps réel
correspondent & une déformation de celui-ci. Généralement, tous ces formalismes peuvent étre
reliés entre eux par des manipulations sur les opérateurs d’évolution exprimant les moyennes.
Toutefois, des différences apparaissent au sein de ces formalismes principalement au niveau du
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C+

out

cB

S et

Fi1GURE 4.1 — Contour pour le formalisme closed time path & température finie

role qu’ils font jouer & la branche C~. Par exemple, pour le formalisme thermo-field, cette branche
est considérée comme non-physique et les branches C* découplent dans le vide (c’est-a-dire dans
la limite ¢; = 0, 5 — oo) [27]; souvent, les différents formalismes en temps réel ne sont pas
équivalents pour les cas limites et dans l'interprétation de leurs degrés de liberté.

4.3.2 Développement perturbatif

L’expression d’observables peut étre paramétrée par la fonctionnelle génératrice suivante
2] =N [ DiglehJe co+iie

ot C = CT UC~ UCP désigne le contour représenté par la figure @Il L’étude dun systéme
perturbatif s’appuie alors sur la relation

zli) =N e~ [ Lor| 2] )20l (43)

oil Zy[j] désigne la fonctionnelle génératrice libre également définie sur le contour C : soulignons
que ce propagateur dépend notamment de I'environnement (partie libre de ’ensemble statis-
tique) ; son expression est donnée dans la section suivante.

Habituellement, la relation (€8] peut étre simplifiée : lorsque t;,, — —oo et sous condition que
les sources externes soient nulles dans cette limite, les contributions interactives a la fonctionnelle
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totale de la branche verticale CP et celles des branches horizontales C* U C~ se factorisent

129, 30, 2718 -

s oo 4 el d]) (L o [4]) 20

Concrétement, les fonctions de Green interactives s’écrivent alors comme des quantités déconnec-
tées vis-a-vis des contributions thermiques et dynamiques (issues des branches C¥). Par consé-
quent, lors de 'estimation des propriétés dynamiques via la fonctionnelle génératrice des dia-
grammes connectés W, évaluation de la série perturbative selon C? peut étre ignorée (théoréme

link-cluster) :
LWIG] — Ast 1 . 0 _ 1 . i 7
en’Vl _N eXp<hSmt[6j+:| hSmt |:5] ZO[]]

Les contributions issues de C? correspondent alors a une modification du facteur de normalisation
et les effets propres & I’environnement sont circoncis au propagateur.

4.3.3 Fonction de Green a deux points & température et densité finies

Les fonctions & deux points en temps réel d’un ensemble grand-canonique peuvent étre calcu-
lées exactement de la méme facon qu’en absence d’environnement : les moyennes d’opérateurs de
création et d’annihilation ne sont plus prises sur le vide mais sur cet ensemble (¢f annexe [A.2]).
On peut alors montrer que les fonctions a deux points a température et densité finie s’écrivent
comme la somme d’un propagateur correspondant & celui dans le vide et d’une contribution liée
a ’environnement :

R(p) = Kvac(p) + Kenv(p)- (49)
Ainsi, contrairement au formalisme de Matsubara, la limite & faible température et les dévelop-
pements correspondants sont ici parfaitement accessibles. Pour la paramétrisation de Keldysh, la
fonction & deux points pour les bosons s’écrit

. —Li —2imd[p? — m?|©[-pY] 1 1
_ p2—m?2440 9 2 2
D(p) (—21'715[;72 — m2O[+p°] 1)2_7—n12_i0 2imd[p* — mn, <1 1>

en fonction des distributions n, = (n, O[+p"] + nfO[-p°]), ot nF = [exp(B(e, £ ¢)) — 1] et

de Dénergie €, = y/p? + m?. Pour des fermions, le propagateur est donné par I’expression

. o — e imdlp? — m?|6[—p"
Glp) = (H+m) <+22.7T5[;2‘1”T;§(])@[+p0] +2 [];#12_,2 [—p ])

+2im(p + m)é[p? — m?)(ny, O[+p°] + n,f ©[-p’]) <_11 _11>

5. Cette factorisation repose sur 'utilisation du lemme de Riemann pour t,, — —oo dans l'expression du
propagateur libre intervenant dans (@8]). En outre, ce résultat, montré dans le contexte du formalisme thermo-
fields, peut étre étendu au formalisme CTP en reconstruisant ce dernier par déformation du contour utilisé.
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en fonction des distributions de Ferm: n;,t = [efle®d) 4 1)1,

La partie du propagateur indépendante de la température correspond exactement & celle que
I’on peut calculer en ’absence de tout environnement. Cette contribution s’interpréte alors de
fagon standard c’est-a-dire en terme d’échanges de particules virtuelles. En revanche, la compo-
sante dépendante de la température met en jeu des particules sur la couche de masse uniquement.
Ce terme correspond donc & la distribution de particules réelles du milieu a I’étude : elles parti-
cipent & la dynamique au cours de processus d’absorptions et d’émissions qui s’ajoutent a ceux
représentant I’échange de particules virtuelles issu de la partie standard du propagateur. Enfin,
les termes issus de cette contribution thermique ne présentent pas de divergences UV. En effet,
la présence des distributions de Fermi ou de Dirac rendent ces termes fortement négligeables &
haute énergie. Ainsi, les contre-termes de la théorie & température nulle suffisent & la réguler.

Les fonctions de Green correspondant & la paramétrisation de Keldysh sont obtenues par
combinaison linéaire des propagateurs précédents (cf annexe [A.2.2]). Les propagateurs retardés
et avancés sont toujours indépendants de I’environnement :

1 1
D*(p) = D"(p) =
() p? —m? —sgn[pY].i0’ () p? — m? + sgn[p°].i0
p+m p+m
G*(p) = G"(p) = .
() p? —m? —sgn[p?].i0’ () p? — m? + sgn[p®].i0

Pour la paramétrisation de Schwinger, les contributions réelles (dans ’espace des positions)
font appel aux propagateurs proches et lointains qui sont également toujours indépendants de
I’environnement :

| DY) = —indly? —

D"(p) = Pp| -

G (5) = (4 mIPp| s G = 2t mls? — g

Pour ces deux jeux de paramétrisation, les contributions propres & 'influence de I’environnement
sont entiérement contenues dans le propagateur des corrélations K¢ :

D°(p) = —md[p* —m?]cotanh [ﬁ(ep - S;@;n(pO)C)}
€y, — SEn 0
G(p) = —(p+m)mdlp? —m? tanh[m = )<>]‘

En outre, K¢ est sur couche de masse et traduit 'influence de particules réelles issues de 'envi-
ronnement au propagateur : cette quantité est caractéristique du milieu dont la contribution est
alors paramétrée & 'aide d’un seul terme.
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Chapitre 5

Champs sub-classiques et polarisation
en électrodynamique

Au cours du 207 siécle, la mécanique quantique a été développée afin de décrire des sys-
témes & trés petite échelle. Ces systémes sont caractérisés par des phénoménes inconnus a 1’échelle
macroscopique qui, en principe, sont pourtant la résultante de ces phénomeénes microscopiques
sous-jacents. La relation entre ces deux domaines de la physique est I’'objet de nombreuses études
dont notamment celle de la théorie de la décohérence [45].

L’objet de ce chapitre est de présenter ’établissement d’aspects classiques pour des valeurs
moyennes définies & une résolution appartenant au domaine quantique et dans le contexte de
I’électrodynamique quantique. De telles moyennes sont appelées champs sub-classiques. Concre-
tement, ces moyennes posseédent des caractéristiques de la physique classique dans le sens ol
elles correspondent & la moyenne de fluctuations quantiques. Toutefois, ces quantités ne sont
pas totalement classiques puisque leur échelle caractéristique est microscopique. Les équations
dynamiques vérifiées par ces champs sub-classiques, ainsi que leur rapport au principe variation-
nel, sont étudiées dans un premier temps. Dans une seconde partie, 'influence de la polarisation
sera étudiée & température et densité finies permettant de caractériser, d’une part, les propriétés
électriques et magnétiques du milieu et, d’autre part, certains aspects propres a 1’établissement
de la limite classique d’'un champs électromagnétique se propageant dans ce milieu.

Soulignons que 'on choisit ici de réaliser une description en terme de fonctions de Green
car ce type de formulation s’adapte bien a la description de phénomeénes électromagnétiques
(covariance). D’autres approches sont toutefois possibles, comme 'utilisation d’un développement
semi-classique & partir de fonctions de Wigner. Cependant ce genre de développements n’apporte
généralement pas d’informations supplémentaires au probléme traité ici.

1. Un tel développement permet de construire une représentation des phénoménes quantiques dans l'espace
des phases en restant proche d’une description classique. Une présentation du développement semi-classique a
partir de fonctions de Wigner, ainsi que son établissement a partir du formalisme CTP, peuvent étre trouvés dans
les articles |35} [34] (ainsi que dans leurs références bibliographiques).
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Systéme étudié

On g’intéresse & un systéme en électrodynamique correspondant & un ensemble de charges
pouvant étre de saveurs différentes e,. Ce systéme peut éventuellement étre en contact avec
un réservoir de particules et de chaleur lui imposant une agitation et un nombre de charges
moyen. Plus particuliérement, on recherche les équations du mouvement vérifiées par le champs
électromagnétique conjointement & celles des courants correspondant aux différentes saveurs in-
troduites. En outre, une partie de ces charges peut étre laissée spectatrice. La fonctionnelle
génératrice permettant d’accéder au calcul de ces observables correspond a :
Wlajgl _ Tr<T [e—iftﬁ“t dt [ d*z[H(z)=3, af (z)J7(x)—jT (2)A(z )}]

%
€ Pin

T [e“fé‘;“ dt [ PalH(@)-%, ai(x)@(az)ﬁ(z)A(x)]] >

Dans ce chapitre, on note les quantités extérieures en minuscule (a I'exception des constantes de
couplage) : les paires de sources externes j& et les paires de champs extérieurs af sont utilisées

pour générer respectivement les observables du champ électromagnétique A* et des différents

courants électromagnétiques (J£)* = pFy#¢F. En outre, I'ensemble des champs extérieurs a
est noté a® : a = (ELO, ce Oy ) La date finale t,,¢, pour laquelle est imposée la condition de

bord, propre au contour du formalisme CTP, est prise arbitrairement grande. L’expression de la
fonctionnelle précédente s’écrit sous la forme

il = [l (HMT i) exp

iSor + A Dyt A+ZZ¢T Gor -ty

+i Y077 N (WIIINT — oe I ATYI) +ij - A| (5.1)

en terme des propagateurs suivants (la jauge de Feynman est utilisée : ¢f chapitre[I]) :

-1 zﬁ—mn—i-ze 0 1 =1
GO;r - < 0 —70(2'@ —my, + ’iE) > + Genvq— + GBC,T7
S—luy v 04 7€ 0 1uy 1,u1/
Do = < 0 —D+z’e>+De’w + Did

Les contributions GenlvT et DL sont le résultat de l'intégration des degrés de liberté dus a la
présence éventuelle d'un réservoir de particules et de chaleur pour les charges tandis que les
termes G;CT et Déé correspondent au résultat de 'intégration du degré de liberté spécifique a

la date t,,; — 00.

Les équations dynamiques gouvernant la valeur moyenne des différents courants (J;) ainsi
que celle du champ électromagnétique (A) sont recherchées par l'intermédiaire des quantités
effectives qui leur correspondent et qui sont respectivement notées J. et A c’est-a-dire de la
méme facon que les opérateurs composites leur correspondant. Dans ce chapitre, les moyennes
et les matrices densité sont définies par des conditions de bord initiales plutét que finales. Enfin,
la plupart des calculs sont présentés avec plus de détails dans I’annexe Bl
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5.1 Influence de charges spectatrices

Les corrections en boucles, et plus particuliérement le tenseur de polarisation, disparaissent
de I'expression des quantités effectives, et donc de celle des valeurs moyennes, dés lors que ’on
exprime tous les courants de charges conjointement au champ électromagnétique. Pour recons-
truire ce tenseur et ainsi habiller les contributions nues, il est alors nécessaire d’avoir un ensemble
de charges spectatrices; dés lors, seul le courant de charges d’une saveur particuliére, dite de va-
lence, est mesuré en méme temps que le champ électromagnétique. Ce résultat peut étre montré
a partir des développements qui suivent.

L’intégration des différentes charges dans (B.I]) conduit & écrire formellement cette expression
via

eiW[dJ] _ /'D[A] exp |:ZZ Wﬁh[aT _ 675'14] + %A . Do—l A + Zj . A:| (5.2)

ol la fonctionnelle W correspond au résultat de cette intégration pour une saveur particuliére.
Ensuite, en effectuant le changement de variable A ~> A — Dyj, expression précédente s’écrit

(Wil _ exp[_ Yi-Do 3] / DIA] exp [z’ZWﬁh[aTJreT&DO- j—erod)+ LA Dy’ A] (5.3)

Formellement, dans cette relation, 'intégrale de chemin s’identifie & celle de ’expression (5.2])
lorsque j vaut zéro et pour un champ extérieur égal & @, + e;o Dy - j. Par conséquent, en intro-
duisant les notations € = (e1,--- e, ) et W[X] = W[a = X,j = 0], la fonctionnelle (5.3)
s’écrit
A - . 4 ~ 1 ~ ~ .

W[a,j]:W[a+eaDo-]]—§]-D0-3. (5.4)
Le niveau arbre de la théorie correspond au second terme tandis que toutes les corrections en
boucles sont uniquement contenues dans la fonctionnelle génératrice des courants : toutes les
corrections en boucles de la théorie servent alors & définir les courants effectifs des charges.

La structure (5.4]) est propre a l'utilisation des opérateurs A et J. en QED et non pas
au formalisme CTP : les manipulations fonctionnelles précédentes peuvent étre reproduites a
I'identique pour les amplitudes de transition usuelles. En conséquence, il est plus commode de
définir, dans cette section uniquement, les quantités effectives & partir de la fonctionnelle W
compléte afin que les résultats valides pour les amplitudes de transition puissent étre aisément
extrapolés & partir de ceux issus du formalisme CTP. Les quantités effectives définissent les
quantités observables lorsque l'unitarité est imposée & la fonctionnelle génératrice considérée.
Aussi, pour le formalisme CTP, les valeurs moyennes observables vérifieront les mémes équations

2. Dans le cadre du formalisme CTP, les relations qui suivent liant les quantités effectives entre elles sont les
mémes, que ces champs soient définis & partir de W ou de RW seulement.
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dynamiques que celles obtenues pour les quantités effectives. Ces derniéres s’écrivent :

. SWia,j]  oWla+ €Dy - j]

JT g 5a7- = 5&7_ s VT (55)
y oWlia, j] S = OW[a+ €& 5Dy -]
A= 0N = Dy i+ esD . .
5 0-J+ 2 ez Dy 5 (5.6)

Aussi, 'expression du champ électromagnétique effectif s’écrit en fonction de toutes les sources
selon la relation :

A=DyoS erds — Jl. (5.7)

Cette expression est eracte. Par conséquent, dés que tous les courants jT sont définis conjointe-
ment au champ électromagnétique A, la renormalisation des parameétres nus est absente : dans
I’expression précédente, tous les termes en boucles servent & définir les courants effectifs plutodt
qu’a habiller les paramétres nus.

En revanche, on peut montrer que les effets de polarisation sont restaurés dés qu’une partie
des saveurs 7 composant le systéme n’est pas l’'objet d’une mesure. Pour cela, on considére la
mesure du courant .J, correspondant & une saveur particuliére 7 = v et défini par la relation
(55) pendant que toutes les autres charges 7 # v sont laissées libres. La saveur mesurée est
dite de valence. En fait, on peut alors montrer que les effets de polarisation sont le résultat de
la dépendance en @, et j des courants correspondants aux charges spectatrices (5.5). Ainsi, en
écrivant le champ A sous la forme

A= Dy [emjv NS eT&jT]
TH#V
et en développant au premier ordre les sources spectatrices en fonction de leur dépendance en
terme des quantités extérieures retenues, d, et j, on peut ainsi faire apparaitre des polarisations :

) ) o 29[ PWia
TH#V T T

5Dy j] . (5.8)

a=0

Ce résultat est a comparer avec celui présenté par 1’équation (5.7) : les effets de polarisation
sont alors représentés par les deux derniers termes et sont le résultat des charges spectatrices.
Le premier de ces termes est proportionnel au champ extérieur a, et décrit donc les effets de
polarisation induits par le courant de valence lorsque @, est écrit en terme de .J,. En revanche,
le second de ces termes présente les effets de polarisations dus & I'influence du courant externe
sur les charges spectatrices. Ce sont ces deux termes qui habillent les quantités nues et cette
situation peut étre extrapolée aux valeurs moyennes. A noter que les polarisations précédentes
sont évaluées a un ordre en boucles donnéfd : 1a relation (E8) n’est pas exacte.

3. Plus particuliérement, la relation entre les valeurs moyennes (5.8]) sera déterminée a Pordre d’une boucle
dans les développements qui suivent. En outre, nous pourrons alors vérifier que l'identité (5.7) peut étre retrouvée
lorsque I'on enléve toutes les charges spectatrices.
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Par conséquent, I’habillage des quantités nues intervient dans I’expression des valeurs moyennes
lorsqu’une partie des charges n’est pas expérimentalement suivie. Une telle situation est proche
de cas “réalistes” et les effets de polarisation du milieu sont alors le résultat du réarrangement
des charges laissées libres.

5.2 Principe variationnel et équations dynamiques

Dans le cadre du formalisme CTP usuel, les équations du mouvement vérifiées par les valeurs
moyennes ne peuvent étre déduites qu’a partir de celles vérifiées par les champs effectifs. En
revanche, il est possible de définir une action non nulle pour les valeurs moyennes dans le cadre
d’une paramétrisation non-orthogonale des degrés de liberté du formalisme CTP [39]. L’objet de
cette section est d’illustrer cette approche pour la moyenne du champs électromagnétique et pour
celle de courants dans 'approximation & une boucle de la fonctionnelle (5.1)). Dans un premier
temps, 'approche usuelle sera illustrée a l'ordre d’une boucle via l'expression des quantités
effectives a cet ordre. Dans un second temps, seront décrites les différentes actions effectives
correspondant soit & une approche usuelle du formalisme CTP, soit & celle valide lorsque les
valeurs moyennes sont définies.

5.2.1 Expression des valeurs moyennes a partir des quantités effectives

Les valeurs moyennes recherchées sont déduites de la fonctionnelle RW dans le cadre de la
base variationnelle introduite dans la section c’est-a-dire pour la paramétrisation suivante
des quantités extérieures :

+ 1tk + 1+k

= £ 4P
F =g arda, 5 £

k désigne un paramétre réel non nul et arbitraire. Les quantités effectives correspondantes sont
alors définies par les expressions suivantes :

CRW
= S =

ORW ORW

0 a a 0

O, Jf =5 =O(), A" =22 = O).
(5.9)

Les valeurs moyennes sont déduites de .J¥ ainsi que de AP lorsque toutes les quantités auxiliaires
sont annulées :

o SRW

T dal

O(h), AP

@ ~>al, P> TP~ (), AP > (A) (5.10)

Ces termes deviennent tous des quantités retardées lorsque 'unitarité est imposée : les quantités
extérieures correspondent alors a celles définies pour la paramétrisation de Keldysh usuelle.

La fonctionnelle W vérifiant 1’équation (5.4) est évaluée a I'ordre d’une boucle. Elle s’écrit

- 2 2 1 . N - o Ty
W[d,]] =—37" Dq )~ 5 Z(G’T + eTUDOJ)t : GQ,T : (ar + eTUDOJ) + O(h2)

T

83



CHAPITRE 5. CHAMPS SUB-CLASSIQUES ET POLARISATION EN
ELECTRODYNAMIQUE

er er

FIGURE 5.1 — Correction a une boucle 672_G277— issue de la saveur T

en fonction du tenseur de polarisation é2,7— (contribution correspondant au diagramme schématisé
par la figure 5.0l en prenant e, = 1) écrit sur le contour C et défini par les blocs suivants :

(G35 ) = —itr[GG 7 Vu GG - (5.11)
La particularité de I"approximation a une boucle réside dans le fait que les différents tenseurs de
polarisation @277 ne couplent qu’une saveur donnée avec elle-méme mais jamais avec une autre.
En outre, la relation W[a = 0,7 = 0] = 0 a été imposée au calcul de W afin que 'unitarité de la
fonctionnelle (B.I)) soit respectée. La partie réelle de cette fonctionnelle est ensuite calculée pour
la base variationnelle et correspond & ’expression suivante :

1 N n - .a 1 a\ tr én ~r a
ol = -3 (0) (0 %) () -2 (@) (8 %) ()
- T 2,7 T
I () (RO3DE DR (7
22 \a? 5.0 0 ) \J”

1 i*\" (kD3Gs. DyGs.\ (al 2
—= e ~ O ’ A h?). 12
;2 () <DSGS,T o) \a) O (512

Les propagateurs D", D® et D™ sont définis par les relations (¢f annexe [B.2)) :

1 -
DX I = Z engfT

= X1 X
Dy~ —1I4

oil la somme est prise sur toutes les saveurs 7 de charges. La quantité II5* correspond & 1’énergie
propre : elle est définie par ’ensemble des termes modifiant le propagateur nu c’est-a-dire par
la somme sur toutes les saveurs des contributions schématisées par la figure Bl I’expression
linéarisée & une boucle des quantités effectives (0.9) correspond aux relations suivantes :

n _a ~r ~n n:a ~r T 2
J} = —kG5 a7 — Gy pal — erkGy  Dij* — e;Gy  Dij” + o(h7)

AP = —xgD"j* — D" 4P — ZGT(KDg ~37Ta$ — Dy ~27TaIT’) + o(h?)

I = —G5 0t — e, G  D§j + o(h?)
A* = —D%* =Y " e.D§Gs at + o(h?). (5.13)

T

4. Cette situation est différente pour les ordres supérieurs ot des saveurs différentes peuvent étre couplées
entre elles par l'intermédiaire d’une boucle photonique constituant une partie du diagramme représentatif de la
polarisation a de tels ordres.
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Les valeurs moyennes sont alors déduites du systéme d’équations précédent et correspondent aux
expressions suivantes :

(Jr) = =G5 .[al + e, D" + o(h?), (A)=-D"j" ZeTD a4+ o(h?). (5.14)

Toute dépendance en terme de s dans le systéme d’équations (5.I3)) est ainsi éliminée lorsque
les valeurs moyennes sont obtenues. En outre, la relation exacte (B.7) est retrouvée (ici & 'ordre
d’une boucle puisque les moyennes précédentes sont exprimées a cet ordre). Cette relation s’écrit
sous la forme de I’équation retardée suivante

MFwﬂZ@@wr+Wﬂ

T

On retrouve que la polarisation est implicitement contenue dans la définition des moyennes des
courantsl

Comme décrit précédemment, pour rendre manifeste les effets de polarisation, une partie des
courants doit étre laissée libre dans les équations effectives : la mesure d’un courant de valence
de saveur 7 = v pendant que toutes les autres charges restent spectatrices conduit, dans le cadre
de I'approximation & une boucle, & une expression analogue a (5.8]) sous la forme@

(A) = e, Dy(J,) + D§ Y er () — = e, Dj(Jy) — D§ ¥ 2G5, Dij" 4 o(h?)
TH#V TH#V
. 1
<m:mmm{%+%@mwp+Wﬂ b= 3G D= ot —
T#V 0 = 2bck

A nouveau, les équations obtenues sont retardées et IT5 ;. désigne I'énergie propre retardée issue
de toutes les saveurs spectatrices. L’expression de cette quantité pour une saveur donnée est
résumée dans Iannexe [B:3 La fonctionnelle (5.12), prise avec a 720 = 0, permet d’obtenir la
relation entre les valeurs moyennes précédentes. A I'ordre d’une boucle, elle définit les quantités
effectives[] suivantes :

T = —wGY .~ Gl b~ eonGY, DY — euGh, DEP + o(?)

AP = —kD"j — D"jP — ke, Djy 2U » — e Do Gh £ a€+0(ﬁ2)

Ji = —G3lal+euD§j ) + o)

A = —D%% ¢, DECY 40 a® + o(h?). (5.15)

5. Cette relation peut étre obtenue directement et de facon exacte a partir de la reparamétrisation de la
relation (5.7) pour la base variationnelle (quantités effectives définies par (B54) et ([B.53)) puis en lui imposant
formellement 'unitarité.

6. Comme l'expression (0.4) est ici évaluée & une boucle, le terme de polarisation couplé & G, dans (G.8]) est
nul et les effets de polarisation sont exclusivement issus de I'influence de j : & une boucle, des saveurs différentes
ne sont jamais couplées entre elles.

7. En outre, on prend ici a’T’#U = 0 bien que cela ne soit pas une nécessité ; I’expression de ces équations pour
a? 4o 7 0, et plus particuliérement pour les valeurs moyennes, est donnée par la suite.

85



CHAPITRE 5. CHAMPS SUB-CLASSIQUES ET POLARISATION EN
ELECTRODYNAMIQUE

Les valeurs moyennes s’écrivent en fonction des quantités extérieures sous la forme
(Jo) = =G lay + e, D] + o(h%),  (A) = —D"j" — e, DG i, + o(1) (5.16)

et ne font alors intervenir que des prescriptions retardées. La combinaison de ces relations permet
bien de retrouver le résultat précédent.

5.2.2 Champs sub-classiques

Les développements précédents ont conduit & la définition de différentes valeurs moyennes
ainsi qu’a des équations du mouvement qui leur correspondent. Dés lors, il reste a définir le
domaine de validité de ces expressions. Ces relations ont été calculées & une boucle et leur
coupure UV est donc limitée par I’échelle caractéristique du tenseur de polarisation c’est-a-dire
par la longueur d’onde de Compton des charges. En outre, 'intégration des fluctuations a été
poursuivie jusqu’a la fin du domaine quantique : la coupure IR de la théorie est alors définie
avant la réalisation de la transition quantique-classique, dés que les contributions ne suffisent
plus & influencer I'habillage des paramétres. Ainsi, ces valeurs moyennes sont définies pour une
résolution appartenant au domaine quantique et sont appelées champs sub-classiques.

5.2.3 Actions effectives et équations du mouvement

Dans le cadre du formalisme CTP, les équations du mouvement vérifiées par les valeurs
moyennes sont obtenues & partir de ’action effective. Cependant, pour la paramétrisation va-
riationnelle, cette derniére peut étre définie principalement de deux maniéres différentes suivant
la facon dont sont traités les degrés de liberté auxiliaires. L’objet de cette section est d’illustrer
ces différents cas de figures pour un systéme constitué de plusieurs charges spectatrices et d’une
seule charge de valence v.

Détermination des équations du mouvement

Une premiére approche consiste & définir ’action effective & partir de tous les degrés de liberté
du systéme via

L[JP, gy, AP, A% = RW]as, dP, j¢, jP] — JPal — j* AP — Jlab — jP A° (5.17)
en terme des sources et champs effectifs définis par (5.9). A I'ordre quadratique, cette fonctionnelle
s’écrit

1 (A" (—K[D!; Py + 102, P.] DY\ [A¢
P Ja AP AQ] — bek ©off 2,0 on bek
wnnen - (4 (R ) (1)

LU\ (—RGEGE G G (T
2 \J¢ o 0 JY
Lo (T (WPt RG G R 1Y (A0
2 \JY -1 0 ) \4°
tr a ~a—1
ey [(A® kP + kG G5 P, —1 o 2
3 (AP) ( -1 o ) \z) ot
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L’opérateur P,, projette les expressions sur couche de masse du photon alors que P,g = 1—P,, les
projette hors de celle-ci. Formellement, les parties quadratiques en terme des quantités auxiliaires
présentent une dépendance différente sur et hors-couche de masse.

Les équations du mouvement linéarisées vérifiées par les quantités effectives sont les suivantes :

7 = e P — Dy AP + K[Dp P + 15 P ] A® — key[Pog + G, G5 P T + 0(h?)

a) = —GE TP — e, AP + kGG G TS — Key [P + G MGl P A + o(h)
= e, Jy — Dy A" + o(h?)
al = e, A" =G5S+ o(h). (5.18)

Ce systéme correspond a 'inversion de celui donnant ’expression des quantités effectives (5.16]).
Les équations du mouvement vérifiées par les valeurs moyennes sont alors obtenues des relations
précédentes (B.I8]) en annulant toutes les quantités auxiliaires. Elles sont alors obtenues sous la
forme

"= el o) = DigH{A) +o(1?),  af = —Gy (o) — en(A) + o(h) (5.19)

et sont indépendantes de x dans ce cas. Dans cette limite, l'action effective (L.I7) est nulle et le
principe variationnel n’est pas maintenu au niveau des valeurs moyennes pour ce type de fonc-
tionnelle.

En résumé, définir I’action effective comme étant la transformée de Legendre pour les degrés
de liberté physiques et auxiliaires permet d’obtenir efficacement les équations du mouvement
vérifiées par les valeurs moyennes & partir de celles valables pour les champs effectifs mais sans
toutefois maintenir de principe variationnel : cette situation correspond a I'approche usuelle du
formalisme CTP.

Action effective pour les valeurs moyennes

Une autre catégorie d’actions effectives correspond a celles définies seulement & partir des
degrés de liberté physiques. La particularité de cette approche réside dans le fait qu’aucune
équation du mouvement, pour les quantités effectives auxiliaires, n’est définie. L’action effective
des quantités effectives physiques est définie par

L[JP, AP] = RWlas, a?, j%, jP] — JPas — ¢ AP. (5.20)
Seule la paramétrisation variationnelle introduite dans assure que la fonctionnelle précédente
conduise & un systéme d’équations exploitables pour les valeurs moyennes. Dans la définition
(520), les sources et champs extérieurs auxiliaires non redéfinis par transformée de Legendre
jouent le réle de parameétres controlant l'unitarité de leurs correspondants physiques; ces quan-
tités peuvent étre librement annulées avant ou aprés calcul de l'action effective. Par ailleurs,
imposer 'unitarité dans (5.20]) consiste alors a redéfinir les variables effectives et les paramétres
physiques selon les relations (5.I0]). Ainsi, en utilisant la paramétrisation variationnelle, la trans-
formée de Legendre restreinte aux quantités effectives physiques peut également étre définie au
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niveau des valeurs moyennes.

L’expression quadratique de I'action (5.20) en terme des champs et courants effectifs physiques
est donné par

1 /P tr énfl —e JP
C[Jr. APl = = (7 & ’ ;
v = () (B o) (%)
() (e w0
) \e,og™'nf Dy Dy + o) ) 7

(e —enjnit ) (o
jp eUD(C)L _DgckDgc;1+O(h2) AP

([ah]" DG DG~ AP + AP Dy~ Dijd,)

DO =

+
N~ N~ N

+5 (7P DE Dy~ Diiipeg + [aher]” @] " 57) + 0(17)

en terme des deux paramétres a une boucle suivants

~r T ~r T T
Ape, = Z 67G2,Ta£’ Jv = _G2,v[a€ + BUDOJP]'
TH#V

L’action effective correspondant aux différentes valeurs moyennes peut étre déduite de celle qui
précéde en y imposant 'unitarité. Elle s’écrit alors

il = (B (% 5m) (3
(
<

)
Jv>)” Gt ey D} (3:;)
A)y) \eDy'Df —Dp Dy, + 012 ) \J"

1 (3) Gg,' —eD{D}”! (1)
2\J") \eDg —Dg,Dt+0m)) \(A)
1, _ 1 s
+5 (@] " DGDG " (A) + {AYDG ™ D) + o(h?) (5.21)
oil les paramétres s’écrivent j7 = —Gg,v[a; +e, Dy et ap . = ZT;&U eTC;’QTai dans cette limite.

De la méme facon, les actions effectives correspondant soit a la moyenne du champ électroma-
gnétique soit & celle du courant des charges de valence, peuvent étre respectivement définies &
partir des relations

T[AP] = RW[a®, a”, j%, 7] — j°AP, T[J7] = RW[al, a?, 5, 7] — 3 JEal. (5.22)

8. Pour simplifier les expressions, les champs extérieurs auxiliaires a7, des sources spectatrices sont annulés.
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L’expression quadratique de l'action pour la valeur moyenne du champ électromagnétique est
alors donnée par

RE[(A)] = %KA) + (" =D e dn)Dg] - DV [(A) + Dy = Y erji)] + o(h)

T T
tandis que celle correspondant a la valeur moyenne du courant de valence s’écrit

1 ~ “n—1 ~ 2
RE[(T0)] = S [(Jo) = 50] - Gy - () = Ju] + O(R7).
Une fois que toutes les variables et paramétres auxiliaires ont été éliminés, la quantité sI' est

toujours indépendante de KE et correspond & l'action pour des observables physiques.

Considérons les équations d’Euler-Lagrange issues de P’action effective xI'[(.J,), (4)] détermi-
née par la relation (5.21]). Ces équations correspondent & ’application du principe variationnel &
cette fonctionnelle. Elles s’écrivent indépendamment de x sous la forme@3

or

0 = w50 = Gyt [(Jr) = 50 — el(A) + D] + o(h)
o K% = Dyt [(A) + Dy (5" + @] — e0D§ ' DG (J7) + DY) + o(h)

= Dy [(A) + Dyj") + Dy~ Dyl ek DGJ" + Gper. — €0di] — eol(Jr) = ji] + (1)

Formellement, les équations d’FEuler-Lagrange précédentes ne conduisent pas directement aux
équations du mouvement usuelles définies par (5.19). En fait, en identifiant leur expression ordre
par ordre, le systéme d’équations précédentes détermine l’expression des valeurs moyennes en
fonction des quantités extérieures sous la forme :

(1) = G5 Jlal + e D] + 0(W%), (A) = ~D'j" = 3 e, Dy a2 + o(1?).

Les équations du mouvement usuelles, a savoir les relations (5.19), peuvent étre obtenues dans
un second temps en inversant le systéme précédent. En outre, on obtient également la relation
entre les différentes valeurs moyennes sous la forme :

(A) = ey D (Jv) — D" — Diy Z eTG~£,Ta£ + O(hQ)-
TH#V

Le méme type de résultats peut étre obtenu pour les actions effectives (0.22)) et fait appel a la
méme démarche.

9. Soulignons que l'action effective pour les valeurs moyennes ne peut pas étre obtenue a partir d’'une paramé-
trisation orthogonale des paires de degrés de liberté : pour la paramétrisation de Keldysh correspondant a k = 0,
P’action effective n’est pas définie pour les valeurs moyennes.

10. De plus, les équations du mouvement ne sont indépendantes de k #% 0 que lorsque 'unitarité est imposée
c’est-a-dire dés que les valeurs moyennes sont définies. Ces équations ne peuvent toutefois pas étre obtenues si
Kk =0.
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On est ainsi en mesure d’obtenir les équations du mouvement retardées, vérifices par les
valeurs moyennes de type in-in, & partir du principe variationnel. Les fonctionnelles du type
(B20) et (5:22) deéfinissent alors I’équivalent de 1’action dans le contexte de valeurs moyennes
issues d’amplitudes in—in. La particularité de ces actions est ainsi d’implémenter directement
la causalité retardée tout en rendant possible 'obtention, par principe variationnel, des équations
du mouvement valables pour cette causalité au prix de manipulations algébriques mais sans
avoir a imposer cette causalité “a la main” dans des équations sans prescription. L’intérét des
fonctionnelles de ce type est de réaliser cette démarche de maniére systématique. En outre,
ces actions sont alors structurées autour de l’expression algébrique des valeurs moyennes en
fonction des quantités extérieures physiques. En conséquence, le comportement et l'interprétation
des termes constitutifs de ces actions est différent de ce que 'on a coutume de faire avec un
formalisme usuel. Plus particuliérement, dans ’approximation quadratique, la partie pertinente
des actions du type (£.20) et (5:22]) est contenue dans leur partie linéaire plutot que dans leur
partie quadratique.

5.3 Influence des polarisations

On considére un systéme comportant une seule charge spectatrice eyt en présence d’'un champ
électromagnétique. Cette charge génére des effets de polarisation caractérisant les propriétés
électromagnétiques du milieu. En fait, la polarisation correspond au “propagateur” défini pour
I'opérateur densité de charges 1y et caractérise ainsi les propriétés du milieu. En outre, cette
charge induit également des dissipations pouvant contribuer & la limite classique du systéme.
L’objet de cette partie est de présenter ces deux aspects.

5.3.1 Caractérisation d’excitations collectives

Une facon de caractériser les propriétés de la matiére fait appel aux concepts de quasi-
particules (ou particules habillées) et d’excitations collectives [§]. Une quasi-particule représente
un objet effectif constitué par le regroupement d’une particule réelle (particule nue) entourée d'un
nuage d’autres particules correspondant a la moyenne de toutes les plus fortes interactions de
courtes portées mises en jeu par ’environnement immédiat de cette particule nue (effet d’écrans).
Le systéme obtenu se comporte alors comme une particule individuelle faiblement interactive. Son
temps de vie est caractéristique de son environnement. Les excitations collectives représentent
une autre catégorie de comportement effectif : elles sont ’analogue des quasi-particules mais
pour les ondes planes. Ces modes particuliers se propagent dans le milieu en mettant en jeu,
conjointement, un grand nombre de particules plutét que quelques unes seulement. Les plasmons
constituent un exemple d’excitations collectives pouvant étre étudiées dans les métaux. Quasi-
particules et excitations collectives sont caractérisées par leur relation de dispersion ainsi que par
leur temps de vie. Ces quantités peuvent étre extraites des poles du propagateur de Feynman :

11. Les actions relatives aux amplitudes de type out-out peuvent étre obtenues en prenant la transposée des
expressions définies pour les amplitudes in-in : cette opération revient & faire une inversion de temps dans le
contexte du formalisme CTP.

12. Nous recherchons la limite classique du systéme dans la représentation ondulatoire par référence aux phé-
nomeénes connus en électromagnétisme classique.
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plus particuliérement, les relations de dispersion correspondent aux zéros de la partie réelle du
propagateur inverse tandis que 'inverse des temps de vie correspondants est issu de la partie
imaginaire de cette quantité sur couche de masse [g].

Indices de milieux retardés

L’équation du mouvement pour la valeur moyenne du champ magnétique fait intervenir le
propagateur retardé inverse D! = Dgfl — II5 - Celui-ci s’écrit en fonction du tenseur de
polarisation retardé II7, , ., défini par la combinaison suivante :

105 e [p) = 113 i ] + Hg,bck [P,
Hg,bck [p] = el%cng,bck [p] = 6I%ck§RG§r,7J—r ]’ Hg,bck [p] = 61%6/€G£,bck [p] = _6%Ck§RG;; [p]

Cette quantité est réelle dans l'espace des positions. En représentation de Fourier, 113, . est

également réel mais Hg bere €St Imaginaire pur puisque ces quantités sont respectivement paires
et impaires sous opération de transposition. On peut montrer que le propagateur retardé inverse
D71 g’écrit dans I’espace-temps sous la forme

1 —nv 1 nv 1 0 0
r—1 _ .2 _ r Lo N
e (—nv V21—T> . <nv VQ[T—1]> Tlf ) = Al (0 T) (5:23)
avec v = p°/|p|, n = p/|p| et au moyen des quantités scalaires

A7 [p] = g™ (G ) uwlpl, B [p] = w'u” (G357 ) uwlp) (5.24)

paramétrant I’expression du tenseur II5 , . via la combinaison retardée V" = Y™+ — Y+~ Dans
les expressions précédentes, u désigne la quadri-impulsion de ’environnement au repos (réservoir
de particules et de chaleur).

La permitivité diélectrique € ainsi que la perméabilité magnétique p peuvent étre définies a
partir de I'action du champ électromagnétique suivante (ansatz classique)

1 — -ex
S[A] = 3 /d4xd4y (Ezle]z,yBEy — Balu 1]:,J,yBy) —jet. A

c’est-a-dire, en représentation de Fourier

S[A] = %A- [e (_iw VQII‘_”T> F(e— %) (8 g) } A et A, (5.25)

Tog = gap — Lap est alors le tenseur transverse dans l'espace-temps et T = 1 — klf%k =1-L
celui dans 'espace seulement. Par ailleurs, on regroupe (abusivement) sous I'appellation “indices
de milieu” la permitivité diélectrique, la perméabilité magnétique ainsi que les susceptibilités
correspondantes. L’expression de ces indices est conditionnée par celle de la polarisation du
milieu. L’identification des différentes contributions dans les expressions (5.25) et (.23) par

I'intermédiaire de I’équation du mouvement retardée correspondante, j© = Dgc_kl (A), conduit a
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'expression des susceptibilités électriques x. = € — 1 et magnétiques y,, = u#~* — 1 en fonction
de IT5 ., SOUS la forme :
Bl B[p](1 - 3v*) — A”[p]

=_ 257 . (5.26)

Ces indices de milieu correspondent ainsi & ceux issus d’une prescription retardée et sont réels
dans 'espace des positions.

On définit les excitations collectives pour les secteurs électriques et magnétiques a partir des
zéro de la partie réelle des indices précédents dans I'espace des impulsion c’est-a-dire par la
contribution du propagateur proche & ces quantités. Par ailleurs, la contribution issue du pro-
pagateur lointain controle les propriétés de déphasage du milieu et peut étre reliée au temps de
vie des excitations collectives [8]. Toutefois, il est plus commode de définir I'inverse du temps de
vie d’une excitation collective & partir de la prescription de Feynman : la partie réelle des poles
des propagateurs de ce type définit les excitations collectives tandis que leur partie imaginaire
sur couche de masse définit 'inverse du temps de vie qui lui correspond. La détermination de
ces durées peut se faire également sous la forme d’indices analogues & ceux qui précédent. Ces
quantités sont traitées plus en détails dans la section

L’expression des indices (5.26]) peut étre calculée dans le vide ou en présence d'un environ-
nement ; les résultats de ces développements sont regroupés dans l'annexe [B.3l Dans le vide,
I’expression des indices retardés se réduit a celle issue de la combinaison proche sous I’approxi-
mation |p?| << mi, :

_a pP (1 0 _a pP (1 0 e2

Xe = "o m? (0 —1>  Xm = e (o —1>’ =
L’évaluation de ces indices de milieux & température et densité finies est faite en imposant
que ces paramétres soient suffisamment faibles pour que les charges puissent étre considérées
comme non-relativistes. Les susceptibilités & température finie et densité nulle conduisent & des
corrections négligeables : ces termes sont tous des O(exp|[—fBmpck]). En revanche, des corrections
appréciables peuvent étre obtenues & densité finie et température nulle. Les résultats pour une

masse de mpc = 1 et un potentiel chimique égal & By, = 0.1 sont 'objet des développements
suivants.

Susceptibilité électrique a densité finie

Les modes dominants des excitations collectives correspondant au secteur électrique sont dé-
finis par I’équation Re = 0 dont la solution est représentée sur les figures et B.3la pour une

13. En toute rigueur, les excitations collectives devraient étre définies par les zéros du propagateur total c’est-
a-dire sans séparer les secteurs électriques et magnétiques. En ce sens, I’approche utilisée dans cette section donne
les ordres dominants contribuant aux excitations collectives pour les secteurs électriques et magnétiques

14. Le partie réelle des poles pour la prescription de Feynman est identique a celle correspondant a la prescription
retardée : la couche de masse est issue des poéles du propagateur proche dans ces deux cas.
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FIGURE 5.2 — Excitations collectives pour le secteur électrique dans le plan (|pl, p")

masse de mpep = 1 et un potentiel chimique égal & B, = 0.1. On distingue principalement
deux branches. En partant de l'origine, la relation de dispersion suit approximativement une
loi linéaire caractéristique de la branche du son-zéro. En outre, en excluant la partie divergente
pour k — 0, la branche supérieure s’identifie alors & celle d’excitations analogues aux plasmons
dans un métal. Cette divergence exclut, pour ces plasmons, les excitations correspondant & des
modes de longue portée. En réduisant la valeur du potentiel chimique, cette divergence disparait
et la relation de dispersion usuelle, pour les impulsions faibles, peut étre retrouvée. Enfin, la
branche du son-zéro et celle correspondant aux plasmons se rejoignent approximativement pour
une valeur limite de p et pY.

Les propriétés diélectriques du milieu sont présentées par les figures B3l L’importance des
fluctuations du secteur électrique est controlée par la partie réelle de € : elles sont favorisées
dans les zones correspondant aux excitations collectives comme l'indique la figure (.3tb. En
outre, le propagateur change de signe dans le domaine compris entre les branches définissant les
excitations collectives : cette zone est non-perturbative et ce domaine n’est pas interprétable.
Loin du domaine correspondant aux excitations collectives, le milieu présente un secteur ou les
fluctuations électriques sont relativement favorisées : qualitativement, cette zone correspond au
prolongement, a la région relativiste, des branches définissant les excitations collectives (B.3lc).
En revanche, les modes électriques du domaine correspondant aux fréquences inférieures a celles
de la branche du son-zéro prolongée, & la région relativiste, sont fortement atténuées. Enfin, loin
des domaines décris, le milieu se comporte comme le vide usuel (x. >~ 0).

Le temps de vie des excitations collectives peut étre déduit de la partie imaginaire de la
figure B.0la : qualitativement, les plasmons ont une durée de vie longue tandis que les excitations
collectives issues de la branche de son-zéro ont une durée de vie courte. Enfin, la vallée en |e]
de la figure B.3le représente les modes fortement couplés : cette zone s’identifie qualitativement
a celle correspondant aux plasmons. En revanche, les excitations collectives de la branche du
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son-zéro sont issues de modes faiblement couplés. L’intensité de ces couplages est cohérente avec
les durées de vie des excitations collectives.

Susceptibilité magnétique a densité finie

Les excitations collectives correspondant au secteur magnétique sont définies par ’équation
Ru~! = 0. Les solutions de cette équation sont présentées figure [5.4] pour une masse mpe; = 1 et
un potentiel chimique ¢, = 0.1. La relation de dispersion, loin de l'origine (figure E:4tb), cor-
respond & celle d’un systéme libre et est analogue a la divergence que I'on peut observer pour les
plasmons du secteur électrique. En revanche, autour de l'origine (figure B.4ta), celle-ci présente
une forme similaire & celle trouvée pour le champ électrique : on identifie alors qualitativement
une branche de son-zéro et une branche pour des modes magnétiques analogues aux plasmons
du secteur électrique.

Les propriétés magnétiques du milieu sont présentées par la figure Les domaines repré-
sentés sont analogues & ceux décrits pour le secteur électrique. En fait, I’évolution des indices
magnétiques dans le plan (|p|,p®) ressemble a une déformation de celle des indices diélectriques.
Toutefois, les effets présentés sont inférieurs d’un & deux ordres de magnitude par rapport &
ceux issus des propriétés diélectriques. Comme pour le secteur électrique, les modes de basses
fréquences proches de la branche son-zéro sont atténués. De plus, un domaine non-perturbatif
peut étre identifi¢ & la zone du plan (|p|,p") compris entre les branches définissant les excita-
tions collectives ainsi que pour les longueurs d’onde inférieures a celles de la divergence de la
branche des excitations plasmons. Le domaine de cette divergence se poursuit également & la zone
relativiste[d. En outre, a l'exception des propriétés de déphasage (figure B.5Hd), les propriétés
magnétiques en fonction du domaine des excitations collectives sont beaucoup moins marquées
que pour le secteur électrique.

5.3.2 Aspects vers la limite classique : décohérence et consistance des che-
mins

Certains aspects majeurs de la transition quantique-classique peuvent étre compris au travers
de la théorie de la décohérence introduite en 1970 par H. D. Zeh [45] puis développée dans de
nombreux travaux dont notamment [42] 43 [44] [46], [53]. Une introduction & cette théorie peut étre
trouvée dans les références [12] 14]. Le phénomeéne de décohérence repose sur le constat, qu’en
général, seulement une partie d'un systéme véritablement isolé est suivi expérimentalement (et
en théorie également). Ce systéme isolé global peut étre séparé en deux sous-systémes : le premier
correspond & tous les degrés de liberté suivis, tandis que le second, appelé environnement, est
constitué de ceux qui ne sont pas mesurés['9 (degres de liberté spectateurs).

15. la relation de dispersion de la figure [.4lb sépare une zone perturbative d’une zone non perturbative.

16. Soulignons qu’ici, “I’environnement” du systéme suivi ne doit pas étre confondu avec les réservoirs de par-
ticules et de chaleur introduits au chapitre [ : pour la théorie de la décohérence, I'environnement correspond a
I’ensemble des degrés de liberté spectateurs.
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FIGURE 5.4 — Excitations collectives pour le secteur magnétique dans le plan (|p|,p°).

Le systéme constitué par la réunion de I’environnement et du systéme suivi est décrit par un
état correspondant & une superposition d’états issus du produit tensoriel des espaces de Hilbert
pour chacun de ces sous-systémes. Dés lors, 'état du systéme suivi n’est en général pas séparable
de celui de ’environnement : la plupart du temps, c’est un état mixte qui doit alors nécessairement
étre décrit au moyen d’une matrice densité (réduite). Celle-ci est le résultat de la trace (partielle)
sur tous les degrés de liberté de ’environnement. Le systéme suivi présente alors des états intri-
qués. On définit alors les états pointeurs comme ceux faiblement dépendants de ’environnement :
en principe, ces états correspondent & ceux observables dans la limite classique. Dans une base
d’états pointeurs, les intrications peuvent étre caractérisées par les éléments non-diagonaux de
sa matrice densité réduite. Ces derniers sont appelés cohérences. Ces états contiennent les corré-
lations spécifiques & la physique quantique : celles-ci ne peuvent jamais étre reproduites par une
distribution de probabilités classiques.

L’intrication du systéme suivi avec son environnement constitue la généralité plutdt que l'ex-
ception. Cependant, suivant les propriétés que posséde ce dernier, les lois “classiques” d’addition
des probabilités d’événements exclusifs peuvent étre restaurées ou non suivant 1’échelle d’obser-
vation. Cette perte éventuelle de cohérence est réalisée par 'intermédiaire de dissipations dues
aux interactions entre le systéme et son environnement. Ainsi, la théorie de la décohérence est
I’étude de ces interactions avec I’environnement et définit alors le comportement classique ou
quantique d’un objet uniquement a l’aune de celles-ci [14]. Concrétement, la décohérence peut
étre caractérisée a partir de la disparition des cohérences présentées par la matrice densité ré-
duite : cette matrice devient alors diagonale et s’interpréte alors comme un mélange statistique
d’états classiques. Par ailleurs, au cours de ces processus de dissipations, une partie de I'infor-
mation du systéme suivi doit alors étre irrémédiablement perdue de sorte & maintenir ces lois
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de probabilités classiques. Par conséquent, 'autre aspect fondamental de la décohérence réside
dans le fait que ce mécanisme doit étre irréversible [12]. Ce critére influence le choix des degrés
de liberté pouvant jouer le role d’'un environnement.

On cherche ici & étudier la décohérence par l'intermédiaire de la consistance des chemins
[13] B0) [49], 52]. L’idée directrice de ce type d’études est d’assigner une probabilité (au sens de la
physique quantique) & une famille de chemins composant le systéme et d’étudier les conditions
pour lesquelles les termes d’interférences disparaissent [51]. Concrétement, cette étude peut étre
réalisée via le formalisme OTP [39], 40] a partir de la matrice densité réduite du systéme suivi :
ce formalisme met en avant les termes responsables de l'intrication entre le systéme et son envi-
ronnement. On recherche ici, ’établissement de la limite classique du champ électromagnétique
sous l'influence de charges spectatrices ep.;, jouant alors le réle d’'un environnement. Les polari-
sations doivent, en principe, induire ce comportement classique. Dans ce contexte, 'utilisation
d’un réservoir de particules et de chaleur pour cette charge est une commodité permettant de
modifier les propriétés de cet environnement.

Position du probléme : probabilités “quantiques” et consistance des chemins

La démarche suivie par la consistance revient & étudier les conditions de restauration des
lois de probabilités classiques dans le formalisme des chemins. Nous suivons, ici, la présentation
réalisée dans la référence [51]. On définit un chemin par une succession d’événements exclusifs :
ces événements correspondent & la réalisation d’une propriété qui peut formellement étre écrite
a partir d’opérateurs de projections agissant sur I’état du systéme décrit. Lorsque ces opérateurs
de projections correspondent aux positions (ou aux champs), les chemins ainsi décrits sont exac-
tement ceux intervenant dans les intégrales de chemin usuelles.

Dés lors, en représentation d’Heisenberg, le ket correspondant & un chemin défini par la
succession d’événements A au temps t, puis B au temps t, peut étre écrit sous la forme :

|B; ty; A, to) = P(B)U(ty, ta) P(A)U(ta, tin)|in, tin). (5.27)

Dans cette expression, les opérateurs P(X ) désignent la projection sur l'état |X) définissant
un événement particulier : P(X) = |X)(X|. En outre, la réunion de tous les projecteurs donne
'identité. La probabilité (conditionnelle) correspondant au chemin précédent est alors définie par

P[B(t)|A(ta)] = (B, ty; A, ta| B, ty; A, ta)

alors que celle correspondant seulement a l'événement (B, t,) est donnée par

N ~

P[B(ty)] = (B, to| B,ty) ot [B,tp) = P(B)U(tp, tin)|in, tin).

Formellement, obtenir l’expression de P[B(t;)] & partir de celle de P[B(ty)|A(ts)] revient a éli-
miner 1'événement intermédiaire (A,t,) dans la probabilité conditionnelle : cette élimination ne
peut étre réalisée qu’en faisant appel a la relation de fermeture :

> P(B)U(ty, ta) P(A)U(ta, tin)|in, tin) = P(B)U(ty, tan)lin, tin), Y P(A) =1
{A} {A}
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Aussi, on peut montrer que la loi d’addition des probabilités d’événements exclusifs, valable pour
les probabilités usuelles, n’est pas valide ici en raison de ’apparition de termes d’interférences :

P = (X @) (X Bi0ia)

{A} {4}
= D PBW)AW)] + D (Bity; A ta|Bity; A, ta). (5.28)
{A} {A#£A}

Comme décrit précédemment dans le chapitre [B] (et surtout dans la section B.7)), 'expression
directe de probabilités nécessite de doubler le nombre de degrés de liberté par rapport a ceux
que l'on a coutume de définir pour exprimer une amplitude de transition usuelle. Deux jeux de
degrés de liberté sont alors définis. La consistance (c’est-a-dire la restauration des axiomes de
Kolmogorov) peut étre formulée vis-a-vis des chemins grace a I’écriture des états via (5.271). Les
termes d’interférences dans ’expression (B.28]), qui sont propres aux phénomeénes quantiques,
sont alors le résultat du recouvrement entre des bra et ket différents : autrement dit, les termes
d’interférences sont dus & un couplage entre des chemins différents définis dans le contexte d’un
formalisme du type OTP : la consistance revient alors & étudier les conditions pour lesquelles
ces chemins se découplent.

Matrice densité réduite

On g’intéresse & la matrice densité réduite correspondant & 1’observable du champ électroma-
gnétique et qui est le résultat de l'intégration des degrés de liberté d’une charge spectatrice :

plAT (8, %), A7 (t,x)] = (AT()|p(t, x)[A7 ().

L’expression d’'un élément de matrice quelconque peut étre calculée dans le formalisme OTP &
partir de la fonctionnelle suivante :

p[A+ (t7 X)? A” (t7 X)] = OT]—"[A] C;Z?P[q[}bck]p[q;bck] €xp |:%A ' Dal : A + Z‘TZbck : [éagck] : &bck

—i ) epek aaooﬂgmwgck] . (5.29)

o,0’

La trace partielle sur I’environnement de ’expression précédente est obtenue en intégrant les de-
grés de liberté correspondant aux charges a partir du formalisme C'TP. La fonctionnelle résultante
est alors la matrice densité réduite écrite en terme d’observables du champ électromagnétique,

A" (130,47 (4] = [ DL x4 (5.30)
orTP

ou 'action effective nue correspondante s’écrit

-1 g
Sepsld] = A [ ((D W DO_O_)1> - ﬂzvbck] A+ O(4?) (5.31)
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avec (D3%)~! = o0 + i0 ~ o0 pour la jauge de Feynman. La particularité de cette action
nue est que le propagateur libre est diagonal alors que I'énergie propre Il .k, résultat d’une

intégration propre au formalisme CTP, est une matrice pleine :

f . .
5 e 15 4ok n ( LIS by, _an,bck> .

ﬁQ,b k= . .
‘ =L e 15 e =Sy IS e,
L’intégration des charges induit donc une partie imaginaire dans 1’espace des positions a cette
action. L’énergie propre s’écrit en terme des quantités
2 4. ip(z—y) o /7
(I3 o))" [P = _ebck/d z PCTIRITI), () Tk (1))
2 4 ip(z—y) o
W] = =l [ d's PRI () ()
(5.32)

(I3, 5e)™ [P =

ou la densité de charges est définie par 'opérateur composite Jg‘ck(:n) = Vper Y b Les tenseurs
Hgbck et iH;bck sont respectivement réel et imaginaire purs, qu’ils soient écrits dans 1’espace
des positions d’espace-temps ou dans la représentation de Fourier correspondante. En revanche,
I ;.. est toujours réel dans I'espace des positions et imaginaire pur en représentation de Fourier.

2 / dhz PEDS T (2) T ()

Excitations collectives et intrication
Les termes diagonaux de I'action effective nue (5.31]) s’écrivent en fonction de I'action usuelle
sur chacune des branches C* :

1 _ .
SepflAF] = i§Ai [DFET G g, — 05 ] - AT

17. On peut aisément vérifier que la trace de p est égale & 1 puisqu’aucune source externe n’est définie dans
l'intégrale de chemin (B.30]).
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Ces composantes de 'action caractérisent les excitations collectives. Ces termes mettent ainsi en
jeu les tenseurs 117, . et ¢II5 , . qui habillent les propagateurs nus et définissent respectivement
la relation de dispe}sion et le7temps de vie des excitations collectives selon leur définition usuelle.
Les couches de masses des modes des secteurs électrique et magnétique sont issues de 105 b, €t
correspondent aux trajectoires du plan (|p|,p?) présentées par les figures 5.2], et 5.4l Le tenseur
IS b, définit 'inverse des temps de vie et peut étre écrit sous forme d’indices de milieu :

A BB e B3 - A
p2 ’ 2p2

L’expression des quantités A° et B¢ est regroupée dans ’annexe [B.3l Ces indices sont nuls dans
le vide et leur expression dans le plan (|p|, p") & densité finie et & température nulle ( B¢y = 0.1,
Mper = 1) est représentée par la figure 5.6l Les plasmons correspondent & des excitations a long
temps de vie tandis que celles de la branche du son-zéro présentent un temps de vie faible. En
outre, ces indices sont négligeables a densité nulle : ce sont des Olexp(—/Sm)].

Toutes les composantes diagonales de I’action nue sont invariantes par renversement du temps.
En revanche, sous cette opération, les tenseurs Hgb ., brésents dans les termes non-diagonaux
changent de signe. La causalité retardée, imposée au probléme étudié, provient spécifiquement
de ce terme.

Consistance et limite classique selon le formalisme OTP

Le formalisme OTP décrit 'expression d’éléments de matrices de p comme la somme sur
toutes les contributions possibles de paires de chemins pour des conditions aux limites fixées.
Ces contributions peuvent étre décomposées sous la forme du produit d’un facteur de phase et
d’un facteur d’atténuation (dans ’espace des positions) :

plAT(t,x), A (t,x)] = [A] exp [ — IS [AR] + iRSepr[A]] . (5.33)
oTP

Les populations sont alors issues de conditions de bord telles que AT (¢,x) = A~ (t,x) dans I'inté-
grale de chemin précédente. En revanche, le calcul des cohérences nécessite que soient différents
les degrés de liberté définis a la date d’évaluation t (dernier degré de liberté des branches C¥).
Les contributions dominantes & (5.33]) peuvent étre évaluées dans ’approximation du point selle
et les trajectoires construisant un élément de matrice spécifique peuvent alors étre simplement
reliées aux conditions finales et, par suite, aux cohérences ou aux populations. Cette approxima-
tion permet alors de comprendre qualitativement comment les chemins décrivant 1’évolution des
éléments de matrice (0.33) contribuent a I’établissement de la décohérence. En fait, la consistance
décrit ’établissement des lois de probabilités classiques comme un processus dynamique. Plus
particulierement, I'influence des ondes planes dans cette évolution est discutée dans cette partie.

L’importance du facteur d’atténuation issu de la contribution d’une paire de chemins dépend
uniquement de la différence A® = AT — A~ entre ces derniers ainsi que de la partie imaginaire
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du propagateur de Feynman Hg,b ok

< 1 / 1
SSerf[A] ZUAU‘Hg,bck'U/AU = §AA' S bek - A%

2 !
o0

Plus particuliérement, les termes d’interférences dans ’expression des probabilités “quantiques”
(2.28) sont supprimés par un facteur exp(—SS.¢s) @ 'action IS, ¢f conditionne la consistance.
Dans cette expression, le tenseur 115 , . controle I’écart entre les paires de chemins. Plus ce fac-
teur est important, plus I’écart entre les paires de chemins tend & étre faible. Plus généralement,
les contributions dominantes & la fonctionnelle (5.33) sont celles pour lesquelles les paires de tra-
jectoires coi’ncident - lorsque A2 = 0, les différents chemins sont décorrélés entre eux et la loi
d’addition des probabilités d’événements exclusifs est restaurée. Plus particuliérement, on dit que
des trajectoires sont dites consistantes lorsque A® = 0. Enfin, le moindre écart & la consistance
des chemins entrainera une contribution fortement négligeable dans 'intégrale de chemin (5.33])
si le tenseur IIS , , engendre des effets importants : la décohérence correspond alors & une région
“rigide” vis-a-vis de l'influence de I'environnement c’est-a-dire & un régime ou les fluctuations de
'écart des paires A2 seront fortement contraintes.

En outre, la décohérence peut étre qualitativement décrite en distinguant le comportement
des éléments de matrice de p. Dans ’approximation en boucles, les cohérences nécessitent, par
construction, qu'un écart entre ces paires soit défini : ces contributions & la matrice densité
compléte sont d’autant plus défavorisées que IIS , . est important. En revanche, ’expression des
populations impose que ces trajectoires coincident pour les ordres dominants : ces termes sont
alors favorisés puisque leur contribution dominante est insensible a II§, .. Aussi, dans la base
des configurations de champ |A) (états pointeurs), la matrice densité du systeme tend & étre
diagonale : cette évolution des éléments de matrice est conditionnée par le facteur IS por, qui est

la résultante de tous les couplages que 1’observable suivie A peut avoir avec son environnement ;
en ’absence de ce dernier il n’y a formellement pas de décohérence.

De plus, pour un champ électromagnétique dans un environnement constitué par une charge
spectatrice en présence d'un réservoir de particules et de chaleur, I'importance du facteur 115 , .
dépend de la valeur du potentiel chimique (¢f annexe[B.3) : dans approximation & une bouéle,
cette quantité est fortement négligeable & température finie et densité nulle alors qu’elle prend
des valeurs appréciables seulement pour une densité non-nulle : qualitativement, un systéme est
susceptible d’étre consistant s’il est couplé & un environnement ne présentant pas de trou impor-
tant dans son spectre d’excitations.

La partie réelle de 'action nue de (5.33]) s’écrit comme la différence

. 1 _ 1 -
RS[A] = RS[AT] — RS[A7] + S A 4™ — S AT, AT

18. Soulignons également que le noyau de II ., décrit également des fluctuations contribuant fortement a

lintégrale (5.33).
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Elle s’annule exactement pour des paires de trajectoires consistantes. Par conséquent, les fluc-
tuations classiques peuvent étre alors arbitrairement larges et la limite classique correspond donc
a une situation non-perturbative ; tout écart a la limite classique, dans cette partie de I’action,
sera compensé. Dans le formalisme OTP, 'action classique est issue d’'un régime “mou” car les
fluctuations responsables des observables ne sont pas contraintes. De plus, il est aisé de voir que
les moyennes issues d’une évolution consistante correspondent aux champs sub-classiques défi-
nis précédemment. Comme présenté dans le premier chapitre, la limite classique décrite par des
amplitudes de transition reléve d’une situation différente : tout écart faible & I’action classique
sera défini dans un domaine oul ces contributions péseront fortement sur la valeur de cette am-
plitude sans qu’aucune structure n’induise de compensations. Par conséquent, la limite classique
présentée dans ce contexte correspond & un régime “rigide”. Cette différence entre amplitude de
transition et valeur moyenne est liée au fait que cette premiére quantité est définie pour des
états purs alors que la seconde décrit des états mixtes. En principe, la limite classique doit faire
intervenir des états mixtes pour réaliser I'influence d’un environnement.

Enfin, un méme tenseur décrit la consistance des chemins et le temps de vie correspondant
aux excitations collectives : ces deux aspects sont inversement proportionnels I'un a ’autre et le
formalisme OTP montre qu'ils ont ainsi une méme origine dynamique [39]. La forte irréversibilité
nécessaire a ’établissement de la limite classique peut qualitativement justifier un tel résultat :
I'influence dissipative du milieu est importante et celui-ci dissipe rapidement les états collectifs.
Les modes pour lesquels les lois de probabilités classiques sont restaurées doivent donc para-
doxalement correspondre & de “mauvaises” excitations collectives. Concrétement, les modes de
grandes longueurs d’ondes de la branche du son-zéro, présentés par la figure [5.06] correspondent
a ces critéres. Toutefois, les configurations classiques obtenues ne sont pas observables en raison
de leur temps de vie trop court. Cette situation paradoxale est en fait liée & la résolution de
la théorie. Les développements précédents sont limités & une échelle appartenant au domaine
quantique : toute moyenne consistante issue de la matrice densité (5.33]) correspond ainsi & un
champ sub-classique. L’émergence de la limite classique doit alors étre étudiée en élargissant
cette résolution. Toutefois, cette étape comporte des difficultés : la transition entre les domaines
classiques et quantiques fait intervenir un changement, non-perturbatif, de lois d’échelles (cros-
sover). Toujours est-il que les champs sub-classiques constituent le point de départ de I’étude
de ce comportement d’échelles : ils permettent de fixer les domaines présentant une restauration
des lois de probabilités valables en physique classique.
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Conclusion

L’expression générale de valeurs moyennes en théorie quantique des champs peut étre obtenue
a partir du formalisme closed time path (CTP) introduit par Schwinger. Cette méthode consiste
a doubler les degrés de liberté du systéme en définissant deux amplitudes d’évolution contraire et
en les contraignant & produire de telles moyennes. Un premier avantage de ce formalisme est qu’il
s’appuie sur des outils théoriques bien connus, utilisés notamment en physique des particules. Un
autre avantage important de cette démarche est d’offrir une description au sein de laquelle les
matrices densités apparaissent naturellement : I’étude de moyennes définies pour des états mixtes
est alors possible et le formalisme CTP offre un cadre pour décrire les systémes ouverts. Concre-
tement, une méthodologie fonctionnelle peut étre définie pour calculer les valeurs moyennes. Les
degrés de liberté sont alors séparés en deux catégories : les degrés de liberté physiques, engen-
drant les valeurs moyennes, et ceux auxiliaires (vis-a-vis des valeurs moyennes) disparaissant sous
contrainte d’unitarité. Les équations du mouvement vérifiées par les valeurs moyennes peuvent
alors étre obtenues en tant que limite de celles vérifiées par les champs effectifs. Toutefois, le prin-
cipe variationnel ne peut pas étre maintenu lorsque sont définies les moyennes pour ’approche
usuelle du formalisme C'TP : seule une paramétrisation non-orthogonale de ces différents degrés
de liberté permet de définir une action effective valide pour les valeurs moyennes : les équations
du mouvement peuvent alors étre obtenues au prix de manipulations algébriques supplémentaires.

Par ailleurs, 'expression de matrices densités peut étre réalisée & partir d’'un formalisme si-
milaire, le formalisme opened time path (OTP). Les éléments de matrice d’un opérateur densité
sont le résultat de la contribution de paires de chemins, analogues a celles décrivant les valeurs
moyennes, mais aboutissant toutefois & une configuration finale spécifique a I’élément de matrice
évalué. Ces quantités peuvent alors étre calculées a partir de méthodes standards. En outre,
cette description permet de calculer facilement des matrices densités réduites : elles consistent &
éliminer des degrés de liberté en les intégrant suivant la méthode propre au formalisme CTP. Le
résultat de cette procédure est alors une description efficace de l'intrication en terme d’indépen-
dance des paires de degrés de liberté. Ce formalisme offre alors la possibilité d’étudier certains
aspects de la transition quantique-classique par U'intermédiaire de la théorie de la décohérence (et
plus particulierement de la consistance). L’objet de cette théorie est d’étudier la disparition des
termes d’interférences entre états, c’est-a-dire 1’établissement de lois de probabilités classiques,
sous l'influence des dissipations liées & un environnement.

La construction de 1’électromagnétisme classique a partir de 1’électrodynamique quantique

105



CONCLUSION

a été 'objet de cette thése. Dans un premier temps, les valeurs moyennes pour les courants et
pour le champ électromagnétique ont été obtenues pour une résolution appartenant au domaine
quantique. Ces moyennes, appelées champs sub-classiques, vérifient des équations du mouvement
retardées pouvant étre obtenues de deux facons différentes. Une premiére approche consiste a
définir I’action effective & partir des variables physiques et auxiliaires. Dans ce contexte, I’expres-
sion des relations vérifiées par les valeurs moyennes ne peut étre obtenue qu’a partir de celles
issues de champs effectifs. Ces derniéres sont le résultat de ’application du principe variationnel
sans que celui-ci ne puisse étre maintenu pour les valeurs moyennes : tous les termes de 'action
effective sont proportionnels aux quantités auxiliaires qui imposent la causalité retardée. Toute-
fois, ce schéma permet d’obtenir efficacement les équations du mouvement. Une autre approche
consiste & définir 'action effective seulement a partir des degrés de liberté physiques. Ce schéma
n’est possible que pour une paramétrisation non-orthogonale des degrés de liberté et permet de
définir une action “classique” : les équations du mouvement retardées vérifiées par les valeurs
moyennes peuvent alors étre obtenues par principe variationnel. La particularité de cette action
est d’implémenter directement une telle causalité. Toutefois, des manipulations formelles supplé-
mentaires sont nécessaires pour obtenir ’expression usuelle des équations du mouvement.

Ces équations du mouvement ont été étudiées dans l'approximation & une boucle et les
propriétés électromagnétiques du milieu ont été caractérisées par l'intermédiaire du tenseur de
polarisation dii aux charges. Cette quantité a été calculée & température et densité finies. Des
corrections appréciables apparaissent a densité finie seulement : des relations de dispersions ana-
logues a celle du son-zéro et a celle des plasmons constituent les principaux domaines de définition
des excitations collectives de ce milieu.

Une spécificité de la recherche conjointe de la moyenne du champ électromagnétique et de
celle de tous les courants de charges du systéme réside dans le fait que ces deux quantités vérifient
une relation de contrainte ou I’habillage est alors absent : la renormalisation des paramétres du
champ électromagnétique est le résultat des charges laissées spectatrices qui constituent alors un
environnement. L’influence de telles charges spectatrices vis-a-vis de la décohérence du champ
électromagnétique a été étudiée par 'intermédiaire du formalisme OTP : la décohérence est alors
le résultat des polarisations et est ainsi décrite formellement comme un effet di aux corrections
en boucles. Plus particuliérement, la restauration des lois de probabilités classiques est obtenue
lorsque les paires de trajectoires, construisant les éléments de matrices de 'opérateur densité,
coincident. L’écart entre ces paires n’est influencé que par un terme da a ’environnement qui est
également responsable de I'inverse du temps de vie des excitations collectives : paradoxalement,
les “mauvaises” excitations collectives sont celles pour lesquelles les caractéristiques classiques
prédominent. En fait, cette valeur “médiocre” de temps de vie est caractéristique d’un milieu
fortement dissipatif qui assure l'irréversibilité nécessaire & la transition quantique-classique. De
plus, on peut montrer que le spectre d’excitation des degrés de liberté éliminés ne doit pas
contenir un trou important faute de quoi le facteur de décohérence sera également négligeable.
Concrétement, a ’ordre d’une boucle, ce facteur prend des valeurs appréciables uniquement a
densité finie et ce sont les excitations collectives de la branche du son-zéro qui correspondent au
secteur classique (au sens de la décohérence).
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En résumé, le systéme décohére lorsqu’il est couplé & un environnement fortement dissipatif
et sans écart important & son premier niveau excité. Le formalisme OTP décrit alors la limite
classique comme un phénoméne non-perturbatif : pour des trajectoires consistantes, les fluc-
tuations quantiques peuvent étre arbitrairement larges et correspondent & une limite classique
mettant en jeu des états mixtes. Plus particuliérement, les champs sub-classiques correspondent
au point de départ vers 1’établissement d’un comportement classique macroscopique : ces champs
sont formellement limités & une résolution, dans I'espace des positions d’espace-temps, limitée
par la coupure UV de la QFED. Dés lors, I’étape suivante dans 1’étude de la limite classique de
ce systéme est d’élargir cette résolution au domaine macroscopique. En principe, une modifica-
tion du comportement d’échelle des quantités suivies devrait pouvoir étre observée. Toutefois, ce
crossover est, & priori, non-perturbatif et nécessite des développements importants.

107



CONCLUSION

108



Annexe A

Propagateurs du formalisme closed
time path

Cette section synthétise les différentes expressions des propagateurs utilisés dans le formalisme
closed time path : ils sont calculés dans le formalisme opératoriel, tout d’abord sur le vide, puis
en présence d’'un environnement (réservoir de chaleur et de particules).

A.1 Propagateurs dans le vide

A.1.1 Propagateurs du formalisme de Schwinger dans le vide
Boson neutre : champ scalaire hermitien

En seconde quantification, I’expression du champ ¢ associé & un boson neutre libre est donné

par la relation
3]{: 1 I —i(e "L'Oka I i(e :Boka

avec €, = vVk?+ m?2. Le champ est ainsi une superposition d’ondes planes d’impulsion k qui
satisfont ’équation d’onde relativiste de Klein-Gordon et dont les coefficients a(k) et af(k),
introduits par la méthode de seconde quantification, désignent respectivement ’opérateur d’an-
nihilation et celui de création de tels modes. La seule relation de commutation (a temps égaux)
non nulle que ces opérateurs satisfont est

[a(k),at (K] = 2€,(27)%6®) (k — K').

En utilisant les notations issues du formalisme closed time path, les propagateurs causaux d’un
boson neutre s’écrivent

iD () = (O[T[e(x)ev)]]0),

iD™(z,y) = (0T [6(x)d()]|0) = (0] T[(y)d()]0)*,
iDT(z,y) = (0l¢(y)o(x)|0),

iD™(z,y) = (0lp(x)p(y)]0).
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Ces expressions sont liées par 1'identité

Tlo(2)p(y)] + T [o(x)d(y)] = d(y)d(x) + d(x)d(y).

Le propagateur pour les modes de fréquences positives s’écrit
dp d3q¢ 1 () 20 (1.0
D-t _ 0 —i(epr?—kx) t i(epz® —kx)
D) = [ e Ol +al(pe |
[a(q)eca¥’ W) 4 gi(q)eilcas’ ~a)]|0)

EBp Bg 1 o
N / (27)3 (27)3 4epe <0|a(P)aT(q)e (eqy’—ay)—i(era’—k )|0>
p€q

3
/ (d 1)93 1 e ) tip(xy)
2m)° 2¢p

)

et, de la méme maniére, celui sur les fréquences négatives vaut

dp 1 00N

iDT(x,y) = / — i@y Fipx-y)
(27)3 2¢,

Or, a partir de

1
OLp'o[p* — m?] = o—dlp" ¥ €
€p

on obtient I’expression finale de ces grandeurs
iD"(z,y) = /ﬂe@”(x‘1’)22'775[192 — m?]0[+p"]
) (27T)4 )
iDT (x,y) = /ﬁe_ip(x_y)%wé[pz —m?e[-p"]

’ (2m)*

qui vérifient en outre D~ (y,z) = DT~ (z,vy).
Le propagateur de Feynman se déduit d’'une combinaison des fonctions & deux points qui

précédent avec celle de Heaviside. En outre, cette derniére peut étre représentée par 1’expression
suivante

dw e+iwt dw e*iwt
Ot = | — - [ X .
R 27w — 0 R 27 w + 40
Ainsi, on a
do e 1 oy
1S) o_ .0 'D7+ — _/ _ / _— —iep(2P—yV)+ip(x—y)
i©[z" —y°] iD™ (2, y) R 2T w+i0 (@) 26,°
/ dip 1 e—ileptp?)(2°—y%)+ip(x—y)
(2m)* 26, 0 + 40

dip 1 e '@ —y")tip(x-y)
_/(277)4g p° — €, + 0

dp 1 e i@y
N _/ (2m)% 2¢, p° — €, 4 00’
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et, de maniére analogue, on trouve

dip 1 —ip(z—y)
10l — %) iD*(z,y) = / p 1 ¢

(27m)% 26, p0 + €, — i0
Ces expressions permettent donc d’en déduire le propagateur DT via sa définition
D++('Iay) = @[xo_yO] D_+($,y)+@[y0—$0] D+_($,y)
d4p efip(zfy) 1 1 d4p efip(zfy)
B / (2m)* 2, [po —ep+i0 PPt ep— 2'0]_ / (2m)t p2 —m? +i0

Cette quantité est symétrique : DT (x,y) = D (y,z). Enfin, D™~ peut étre déduit de I'ex-
pression précédente :

dtp  e~ipl@—y)

2m)4 p2 —m?2 —i0’

D (p) = ~[D* () = s, D () = - / :

p2 —m? —i0’

D™~ est également symétrique.

En résumé, sur le contour CT UC™, expression par blocs dans 1’espace réciproque du propa-
gateur causal d’un champs de boson est donné par 1’expression

- (D™t (p) DT (p)\ _ (D**(p) —-[D~ ()
bp) = <D+(p) D(p)>_<D+(p) —[D++(p)]T>
++ +- ++ D+ (o)t
= (0 o) = (o) o)
2_7712“0 —2imé[p? — m?)|©[-pY]
- —2271'(5[]?2 — m2]@[+p0] p27;bl2,i0

Bosons chargés : champ non-hermitien

On peut appliquer la méme démarche que précédemment pour calculer les propagateurs libres
d’un champ non-hermitien. L’expression d’un tel champ ¢ est donnée par la superposition

d?’k 1 —i(epx®—kx i(epr®—kx

Dans cette expression, on a introduit les opérateurs a(k) et af(k) qui agissent sur les modes
d’impulsion k du secteur des particules et les opérateurs b(k) et bf(k) qui agissent sur ceux des
anti-particules. Ces opérateurs se transforment 1'un en 'autre sous l’action de 'opérateur de
conjugaison de charge € (6?2 = 1)

Ca(k)€' =bk),  Cbk)E = C%ak)(€*) = a(k).

111



ANNEXE A. PROPAGATEURS DU FORMALISME CLOSED TIME PATH

En outre, ¢! peut étre exprimé a 'aide de € via

k1
(27)3 2¢p,

Cox)E = / (0l ()e e + bk)e %] = ¢ (2).

Les relations de commutation non-nulles qui régissent les opérateurs a et b sont
[a(k), a (K')] = [b(k), b' (K')] = 2¢;(27) 5 (k — K).

Elles sont invariantes par conjugaison de charge. Les propagateurs causaux sont définis par :

iD™(z,y) = (0|T[s(x)¢' (1)][0),

D™ (z,y) = (0T [6(2)e! (1)]0) = (0|T[e(x)6" (1)]]0)T,
iDY(z,y) = (0]¢(y)$(x)|0),

iD""(z,y) = (0]g(x)¢ (y)0).

Les relations usuelles entre ces propagateurs reposent alors sur I'invariance des états sur lesquels
les moyennes sont prises. On suppose que le vide est invariant sous conjugaison de charge. Comme
les opérateurs a et b vérifient les mémes relations de commutation, les propagateurs D=1 et D~
sur le vide conduisent aux mémes résultats que ceux obtenus pour un champ hermitien :

dBp dPq 1 0 Y
R _ t i(eqy’ —qy)—i(epz’ —p-x)
iD” " (x,y) /(27)3 2r P dee, (Ola(p)a' (q)e*'“ P |0)
/_d4p e P21 [p? — m?0[+p°

(2m)* ’

d*p d*q S[p° — €] 0q° — €] (e 20 Ceon0
e _ P q T i(epz’—px)—i(eqy’ —aqy)
D) = [ e A= o (p)ei W =av)jo)

d4p —ip(z—y)o,; 2 2 0
(277)46 2imd[p” — m*|O[—p°].

Par suite, ces propagateurs conduisent aux mémes expressions pour DT et D™~ que dans le
cas précédent.

Fermions massifs

L’opérateur de champ vérifiant I’équation de Dirac (f — m)y = 0 s’écrit comme la superpo-
sition
¢((L’) :/ﬂm Z [b (k)u(a) (k)e*i(ekxofk.x) +dT (k)’l)(a) (k)e‘m(ekzofk'x)]
(27T)3 €L @ [e%

a=1,2

ou les spineurs u et v satisfont les relations (f — m)u(k) = (k+m)v(k) = 0. Les seules relations
d’anti-commutation non-nulles que les opérateurs de création et d’annihilation vérifient sont les
suivantes

{ba(1), B (K)} = {da(p). d (K)} = (2m)* L5, 50k — K).
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En outre, le champ adjoint de 1) vérifie (i@ — m) = 0 et s’écrit

O(z) = i (x)7° :/ &’k m Z [bF (k)@@ (k)etilene"—kx) 4 g (k)p(@) (k)e~i(ena"—kx)),

3
(27)3 e s

avec u(k)(f—m) = 0 et v(k)(f—m) = 0. On définit les propagateurs causaux par les expressions :

i (@yy) = (0T @PwII0)
iG (x,y) = (0T [¢(x)d(y)]l0)
G (z,y) = (0[p(y)e(x)[0)

G (x,y) = —(0l(2)d(y)]0)

Ces propagateurs sont liés par I'identité
Tlyp) + T[] = —pp + ¥,
Le calcul de i{G~7 donne :
iG (z,y) = —(0[¢(x)d(y)]0)
d*pd®q m? (@) (1 o—i(epz®—px) | gt (@) (1 o +i(epz®—pox)
= - TS0 ba(@)ul® (p)e P 4l (p)o®) ()il P

(2m)0 eqep B

(bia(q)a(f” (@) 4 dy(q)o? <q>e"‘“qy°“"”> 0

Bpdq m? e a® ot
= = [ G S Obu @) (p)a ) (q)e ey
q-p a,B

&*p m @) ()7 (e ey (20 —10)ip- (x—
p [e%

De la méme maniére, on a :

° ; 0_,0\_;
iGT (z,y) = (0[4(y)y(2)[0) :/(;i;;ggZ@(a)(p)v(ﬁ)(p)e+zep(x —y%)—ip-(x—y)

Les matrices 7(®) (p)v® (p) et u(®) (p)a(® (p) peuvent étre déterminées en suivant les dévelop-
pements présentés dans [1]. Les spineurs u et v vérifient les relations

(k—myu' (k) =0, (k+m)p'™(k)=0
qui deviennent, dans le référentiel propre de la particule ou k* = (m, 0),

(7" = Duf™(m) =0, (3° + 1)vi (m) = 0.

Ces derniéres relations montrent que u et v présentent deux solutions linéairement indépendantes.
A partir de la relation
(k= m)(f+m) = k* —m® =0,
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on peut montrer que les solutions de (A.J]) s’écrivent
u(@) (k) = }é—l-—mu((]a) (m), v @ (k) = ﬂué@ (m).
2m(m + Ek) 2m(m + ek)

Il s’en suit que les spineurs adjoints vérifient
y_Frm

V2m(m + e)’
Par suite, via (F+ m)y°(F +m) = 2¢,(f +m) on obtient
LE+m)A )k +m)  ft+m

—fk+m

)\/2m(m+ek)'

a@ (k) = a{™ (m 7@ (k) = o' (m

A = 2@ (e (g — L
+ P (k)a'® (k) = 3 2t T e1) 5

A - @) (115 (k) — 1E=—m)(A 1) -—m) —%er.
a:zl,2 (T (k) 2 2m(m + ex) 2m

Ces expressions permettent d’obtenir I'expression finale des propagateurs :

;Y — d3p +m —iep(20—y0) +ip-(x—
6 ) = = [ ey

4
- -/ <;le))4 (p+m)278[p* — m?@[+p’le e

= —(i@+m) / o 2r6[p® — m®|O[+p")e” P = —(ip + m)iD~ " (w,y)

(2m)*
3
ZG+7 (x’y) — / d p _p_{— meieﬂ(m()*yo)*ip'(xfy)
(27)3  2¢,
d'p 2 2 07 —i
=~ [ s+ w2l — mFlple )
4 .
= —(iP+ m)/ (;l ];4 276[p* — m?|0O[=p"le” Y = —(ip + m)iD* " (z, y)
T
Les expressions précédentes permettent d’obtenir les propagateurs G™ et G~ & partir de :
dw ,yOwe:Fiwt dw ,yOwe:I:iwt
O[+t] =+0yiO[£t] =+ | —————— =+ | — 1 ——.
PiOLEt] = 0iO] 27 w+i0 27w — 10

On a, d’une part,

—iw (a0 —q0 3 e (00 i e
i@H‘(mO _ yo)]iG7+($ay) = — Z—:%(Z@_i_ m)/ (;ZW];?’ e—tep( ;/61)) p-(x—y)
dgpdw (Z@ - ’YOW + m) e_i(w"‘%)(ﬂﬁo —y0)+ip-(x—y)
- / (27T)4 2Ep w + ZO
/ d*p (i — 2 (p° — €p) + m) e~ (@) Fip(x-y)
(2m)4 2¢, P — ¢, +i0
4 . 0 0 _i0$0—0+i~x—
iO[— (2" — y")iG t(z,y) = _|_/ (;iﬂl)l (i@ +~ (egezp )+m)e pp(0 _yep) _pi(() y).
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A.1. PROPAGATEURS DANS LE VIDE

D’autre part, on obtient

iw(z0—y°)
iO[-(2® — OiCT (ey) = — [ &€

21w+ i0
. dBp etier(@—y")—ip-(x-y)
@ | G,
B / dgpdw (Z@ + ’}/OUJ + m) e’i(w+5p)($0—y0)—’ip-(x—y)
N (2m)4 2¢p w + 40
d4p (1@ — fyopo + m) ei(epfpo)(‘Tofyo)fip'(xfy)

- / (2m)* 2¢, —p0 + 0

L[ L B ) ey

B (2m)* 2¢, P’ +e, —i0

4y (i@ — A0 0 —ip? (2% —y°)+ip-(x—y)
IO+ — )G+ (2, ) —/ Tp B vlopty)tme? .
(2m) 2ep Y + €, +1i0
En conséquence, le propagateur de Feynman s’écrit :
Gt (z,y) = PO+ — )G~ (2,y) +?O[— (2" —y"))iGT (2,y)
[ (@ el e @0 ) b)) e
B (2m)4 p° — €, + 0 P’ + €, —i0 2¢,
o dip e iP" (@ =y )+ip-(x-y) 1 1
= z(z@—l—m)/ 1 T —~ = =5 —
(2m) 2¢, P’ —ep+10  pY+¢€ —i0
dip e’ (@=1y°)+ip (x~y) 0 0_
+70¢(¢@+m)/ D e Lre PS5
(2m) 2¢,, P’ +¢€,—10 p’—¢€, +1i0

= (i +m)iD" " (z,y)
De la méme maniére, le calcul de G~ donne :
G (z,y) = *O[=(2" —y")iG™F (2,y) + ?O[+(2° — y*)[iGt (2, )

— / dip ((ip+m)  (i@+m) \e PPy

- 2m)A\p? — ¢, —i0 PO+ ¢, +i0 2¢,
+Z/ d4p e—@'po(;pO,yO)Jrip-(xfy) N ’YO(Ep + pO) B ,.YO(pO _ Gp)

(2m)4 2¢, P +e+i0  p®—ep—1i0
= (i@+m)iD™ " (z,y).

En résumé, sur le contour CT U C~ le propagateur causal d’un champ de Dirac s’écrit

Gloy) = (gi g+_>:(i@+m) (_lgi _éﬁ_)

o e +2im8[p? — m2]0[—p?)
Gp) = (b+m) <+2i7r5[p2 - %2(])@[+P0] ey ) '
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ANNEXE A. PROPAGATEURS DU FORMALISME CLOSED TIME PATH

A.1.2 Propagateurs physiques dans le vide
Bosons :

Les propagateurs retardé D", avancé D%, proche D™ et lointain D/ s’écrivent :

D%p) = D**(p)—D " (p)
1] 1
= Pp -p2 — mz- +Z7T(5[p2 — mQ]Sgn[po] = pg —m2— Sgn[p()].io
D'(p) = D™ (p)- D" (p)
17 1
= Pp ] —ind[p® — m*Jsgn[p®] = 22— + sgalpd] 0
D"(p) = %[D++(P) — D™ (p)] = R[D"(p)] = Pp [ﬁ]
Di(p) = S[D(p) = D" ()] = ~2imdlp? — mlsgulp’].

Enfin, I’expression du propagateur D¢ est

DA(p) = 5. D" (p) + 5D () = D™ ()] = —wlp? — 2.

En fonction de ces expressions, le propagateur sur le contour C™ U C~ s’écrit alors

=~ (DT (p) D' (p)\ _ (D"(p) —D!(p) iD(p) iD(p)
bw) = <D+<p> D<p>>‘<Df<p> —D"<p>>+<mc<p> z‘DC(p))
_ (%{Dr(p)JrD“(p)} —%{Dr(p)—D“(p)}> +<iDc(p) ZDc(p)>
s{D"(p) — D*(p)} —5{D"(p) + D*(p)} iD(p) iD"(p)

Fermions :

Les propagateurs retardé G, avancé G%, proche G™ et lointain Gf s’écrivent :

Gp) = G**(p) + G*+(p) =(p+m) <Pp [ﬁ} +i7'r5[p2 _ m2]sgn[_|_p0]>

p+m
p? —m?2 — sgn[pY] - i0

G') = G+ G () = (o m) (P g | imdly? )

p+m
p? —m? +sgnp?] - i0°

o) = %[GH@)@@%)%L%}

—m?2

Grp) = %[G’L_(p) ~ G (p)] = ~2in(p+m)s[p* — m®Jsgn[p’].
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A.2. PROPAGATEURS A TEMPERATURE ET DENSITE FINIES

En outre, ces propagateurs peuvent étre exprimés au moyen des propagateurs pour les bosons
sur le vide wvia

G'(z,y) = G (z,y)+G F(z,y)
(i + m)[D" (x,y) — D™ F(z,y)] = (i@ + m)D*(x,y)

G"(z,y) = G (p) -G (p)
= (i@ +m)[D""(z,y) = D™ (z,y)] = (i@ + m)D" (x,y)
ey = FEILE@I g ypriey)
oy = FENZGEOT G DS (a),
Enfin, I’expression du propagateur G¢ est
G(p) = 3G (p) + 5:G () = S[GTH(p)] = ~m(p+ m)Op? —m]
c’est-a-dire

1
iG(w,y) = 5 (i +m)[DT (z,y) + D™ (2, y)] = (i + m)iD"(w,y).
En fonction de ces expressions, le propagateur sur le contour C™ U C~ s’écrit alors

oo - (215 €°0)- (54, 220)+(5%) £9)

_ (%{GT@HG@@)} —${G(p) - >) (—GG —Ga(éz;))
)=

_l’_

HGYp) -G (p)} 3G (p) +
c’est-a-dire

D (x,y) —D+

G(z,y) = (i@ +m) (—D‘ﬂx,y) (i + m)MD(z,y) M

avec

agissant sur les indices du formalisme CTP.

A.2 Propagateurs a température et densité finies

On cherche I’expression des propagateurs précédents non plus comme des amplitudes sur le
vide mais en tant que moyenne sur un ensemble d’états particuliers déterminés par I'intermédiaire
d’une matrice densité p : o

e~ BH—CN)
Tre—B(H—¢Q)
Les propagateurs sur cette moyenne d’ensemble sont déterminés a partir des moyennes des pro-
duits d’opérateurs de création et d’annihilation sur cet ensemble.

p=
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ANNEXE A. PROPAGATEURS DU FORMALISME CLOSED TIME PATH

A.2.1 Propagateurs du formalisme de Schwinger en présence d’un environ-
nement

Boson neutre : champ scalaire hermitien

L’expression d’'un champ scalaire hermitien ¢ est donnée par la relation

d3k 1 —i(epx—kx i(epx0—kx
00) = [ Gy gerlallge 4" af (')

ou les opérateurs de création et d’annihilation satisfont les relations de commutation
la(k),al ()] = 26,(27)%6@) (k — k), [a(k), a(K)] = [a/ (k). a ()] =0. (A1)

Les propagateurs causaux définis sur un environnement s’écrivent

iD Yt (z,y) = Te{p T(p(x)d(y)],
iD™(zy) = Te{p T [e(x)ew)]},
iDT(z,y) = Tr{p o(y)e(x)},
iD™F(z,y) = Tr{p o(x)(y)}.

La trace de la matrice densité est prise égale & 1. Sur I’ensemble considéré, la moyenne des
relations de commutation (AJ]) s’écrit :

(lalk),af (€))) = Trlp 26,(2m)*3 (k — k)] = 264(2m)%6) (k - K)Tx[7]
= 2¢,(21)%0®) (k — K),
([a(k),a(k)]) = O,
(la'(k),a"(K))) = 0.
On calcule les moyennes de produits d’opérateurs de création et d’annihilation & partir d’un

spectre discret dont on prend, in fine, la limite continue. Pour un tel spectre, les relations de
commutation (AJ]) s’écrivent

[ak’ a;f)] = 5k,p’ [aka ap] = [CLL, a;f)] =0.

Dans ce contexte, la fonction de partition 2 d’un systéme libre s’écrit :

2 = Tre M= Sl PR ) = Y e P ) - D (maole” " )
{n} ni Noo

_ E[Trke—ﬁewk ~1I i o—Bexn _ 1;[ H%ﬁ}c

k n=0

Le nombre moyen d’occupation nj = (af(k)a(k)) des états d’énergie ¢, peut étre déterminé 2
partir de & :
Oln2Z 1

dPey, B — 17

ng =
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A.2. PROPAGATEURS A TEMPERATURE ET DENSITE FINIES

Les moyennes (aza;r) et (arap) sont nulles puisque les produits aga, et aza;r; ne conservent pas le

nombre de particules. En outre,

(afap) = > ({n}le P Znara!®alOglq | fn})
{n}

= 3> (e P Znexel 0920 {my) ({m}|alay|{n})
{n} {m}

Les termes non nuls du premier élément de matrice correspondent a ceux pour lesquels [{m}) =
|{n}). Par conséquent le second terme s’écrit sous la forme ({n}]azap\{nb et n’est non nul que
lorsque k =p :

(aLap> = Ok,pk-

La limite continue consiste a prendre V' — oo et ainsi & changer les opérateurs et le symbole de
Kronecher selon les relations

a(k) f a' (k)

al s (27)3
k V26V’

Opp ~> 75@ k — p]

ou V désigne le volume contenant les particules. Ces relations permettent ainsi de déduire les
moyennes continues :

(@' ()a(k)) = Trlp al (K)a(k')] = 26,(2m)*5® (k — Ky,
(a(l)a'())) = (fa(k),at (&)]) — {af (K)a(k)) = 26(2m)°6) (k — K)(1 + my),
(alW)al (€)= (a(l)a(K)) = 0.

Les moyennes d’ensemble des produits d’opérateurs de création et d’annihilation permettent
d’obtenir I'expression des propagateurs. Tout d’abord, on calcul

iD™(z,y) = Tr{p ¢(z)o(y)}

Bk Bp 1 ) e a0t e
- / (2m)3 (2m)3 4ekepTr<p [a(k)e (e ) + aT(k)e (ex )]

[a(p)e ery’—PY) 4 aT(p)ei(EPyopy)]>

ck dp 1 —i(erz®—kx)—i(epy°—py) i(ex 20 —kx)—i(epy°—py)
- (2m)3 (27)3 depe (a(k)a(p))e r + (a'(K)a(p))e b
P

Ha(ial (p)eilcr ool py) 4 <aT(k)aT(p)>ei(Eka—kx>+i(spy0—py)>
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ANNEXE A. PROPAGATEURS DU FORMALISME CLOSED TIME PATH

Compte tenu des moyennes d’ensemble, ce propagateur s’écrit

o Bk Pp 1 e (20 ) k(e
D) = / (2m)3 (27)3 dege (2m)*2¢,6¥ [k — p] [nk eller (@ —y) ke (x=y)
P

1+ nk>e—i<sk<w°—y°>—k-<x—y>>]

Bk 1 i(en (a0—yP . 0_,0
— — er(a”—y")—k(x—y)) 4 (1 —i(ex(z°—y")—k-(x~y))
/ 2n)? 26, [nke + (1 +ng)e
3 3
_ / Ak 1 i@yl (x-y)) 4 / Ak M | (e () ke (emy)) . gmiler(z0—y0) K (x-y))
(27)3 2¢p, (27)3 2¢p,

Le premier terme de cette expression est indépendant de la température et correspond au calcul

du propagateur dans le vide; on le note iD, (z,y). Le second terme, i Dep, (7, ), contient toute

la dépendance en température :

D — Yk 9m6Tk2 — m2le—ikE—y)
iDenp(z,y) = L ng 2mo| m-Je .

De la méme fagon, le calcul du propagateur sur les fréquences négatives s’écrit en fonction des

moyennes d’ensemble des produits d’opérateurs de création et d’annihilation. Son expression
correspond &

iD" (z,y) = Tr{p o(y)o(z)}

3k d3p 1 i(epy? —py)—i(er 0 —kx —i(epy®— i(epz¥—kx
-/ (2r) (@r)P dege (<a*<p>a<k>>e<py PO - (a(p)al (k) e e TR k)>
P

3
_ / d’k 1 <nk6i(ek(y0IO)k(yx))+(1+nk)6i(€k(y0xo)k(yx))>

(2m)3 2ey,
3 3
_ / %Le—i(ek(y%m%—k(y—x)) n / (d ’;73E(e—iek(x‘)—y())—z‘k(x—y» +eiek(x°—y0>+ik(x—y>)>.
27)° 2¢p, 27)° 2¢p,

La partie indépendante de la température est, & nouveau, la méme que celle calculée pour I'am-
plitude sur le vide. La partie dépendante de la température est identique a celle de iD* . Par
conséquent, les propagateurs iD* et D™~
iD™(z,y) = O —y’JiD™F(z,y) + Oz — y°liD” " (z,y)
- @[xO - yo]iDv_a—ic_(xa y) + @[xo - yo]iDv_a—ic_(xa y) + iD@nU(x7 y)
= Z.Dz—)’—a-ic_(xa y) + Z'Denv(xa y)
iD” " (z,y) = 1D (x,y) + iDeny(z,y).
Ainsi, les propagateurs D77 $écrivent tous comme la somme de leur expression sur le vide et
d’une partie dépendante de la température De,,. En outre, cette derniére est la méme pour
toutes les fonctions & deux points. En résumé, le propagateur sur le contour C+ U C™ s’écrit :

§ ++ +— § .
bo = (H0) D) + (Do) Doty) = Dot + D)

S —2imé[p? — m?|0[—pY] 11
_ p2—m?2+i0 _ 9 22
(—21'715[;72 —m?)0[+p"] —1 2imlp” — mImy <1 1>

s’écrivent :

p2—m2—i0
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A.2. PROPAGATEURS A TEMPERATURE ET DENSITE FINIES

en fonction de la distribution de Bose-Einstein n, = [ef% — 1]~

Boson chargé : champ scalaire non-hermitien

On applique les mémes développements & un champ non-hermitien. Ce dernier s’écrit

<p(x) :/ﬂi[a(k)e—l(5k$ —kx) —i—bT( ) i(epx® —kx)]
(2m)3 2¢p,

dont les seules relations de commutation non nulles vérifiées par les opérateurs sont :
[a(k), " (k)] = [b(k), b (k)] = (27)*2,0 (k — K).

Les propagateurs causaux sont définis par les relations

iD Yt (z,y) = Te{p Tle(z)¢' (y))],
iD™"(z,y) = Tr{p T [o(x)e ()]},
iDY(zy) = T{p ¢ (y)p()},
iD "t (z,y) = Te{p p(x)e' (y)}.

Comme precedemment, le calcul des moyennes d’ensemble est fait pour un spectre discret :
[ak,ap] [y, b} »] = 0 p- En outre, on introduit les nombres de charges

Nk = al(K)a(k), Nyx =0 (k)b(k).

La fonction de partition du systéme s’écrit

¥ = Tre BH~Q => ({n}|exp] ﬁZ{ek (afax + bLbr) — C(afar, — bLbe) HI{n})

{n}

= > {ntexp[-B {(ex — Qafar + (e + O)bLbr) I{n})
{n} k

= H Try, exp[—B(ex — ) Na k] H Try, exp[—B(er + () Noi)]

k

1 1
= 1;[ 1 — e—Bex—0) 1;[ 1 — e—Blex+¢)
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ANNEXE A. PROPAGATEURS DU FORMALISME CLOSED TIME PATH

Dans les expressions qui précédent, Try désigne la trace sur tous les états & N particules pour
une valeur fixe de I'impulsion k. Les nombres d’occupation moyens sont donc obtenus via

n, = <a,ﬁap> = Tr[p afay]
= gz {n}|exp| BZ{ ek — Q)N + (ek + )N k) HNapl{n})
{n}
— g'ﬁpe—ﬁ{(%—C)Na,kNa’p] H Trke—ﬁ(fk-i-C)Na,k) H Trke—ﬁ(fk-f-C)Nb,k)
k#p
_ Trp[e—ﬁ(fk—C)Na,kNm ] >, mne —Bler— C)n B mzn e~ Bler—Cn
Tr [ —B(ex—C)Na g ] Z e—Bllex—0On [1 — e Bler=¢)]-1
aﬁ(ep glt —e PO —pla-0p — eBla—0)]-2 e—Bler—C)
- 1—e BT  — [l-ebaQt  1-eB@0
B 1
- eﬁ(Ek_o —1

et, de la méme facon, par
1

= (0b) = Fra 1
Pour des impulsions différentes, on obtient les résultats suivants (de la méme maniére que dans
le cas du champ hermitien) :

(a;,ak> = Opk My <b;;bk> = Op.k n;,
et comme conséquence des relations de commutation, les expressions précédentes conduisent & :
(apal) = (lap, al)) + (afap) = Sp i1 + 1), (Bpbl) = Spall + ],

Enfin, on peut aisément vérifier que toutes les autres moyennes sont nécessairement nulles (non
conservation du nombre de charges sur chaque secteur). La limite continue des valeurs moyennes
précédentes correspond aux égalités suivantes :

(a'(plak)) = (2m)*26,6®) (p —K)ny, (a(k)a (p)) = (27)°2ex6™ (p — K)[1 + ],
Bl (Ppk) = (2268 (p—K)nf, (B! () = (27)°2e16P (p — K)[1 + nf],
les autres moyennes restant nulles. Le calcul de D~ donne :
iD"M(z,y) = Tr{p p(x)e' (y)}

d3k dsp 1 T —i(epw®—kx)+i(epy —py) T i(epx0—kx)—i(epy® —py)
~ | Gt e | (a9 ) ) 1 (0 (b(p)e p
p

Bk 1 : 0_,0 . 0_,0
— e~ ilen (2" —y") —k(x—y)] + e (2 —y?) —k(x—y)]
— / 2n)? 2€k [[1 —i—nk] k +ny etk }

-/ (;l;’; 2m3[K? — m]O[K]e k)

d*k T —m?2 e—ik(z—y) .- 0 n _ 1.0
+/(2)26[k: ] [k®[+k]+ ;@[k]]
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De méme pour le propagateur D~ :

iDY(z,y) = Tr{p ¢ (y)p()}

dgkf dgp 1 —i(er. 20 —kx i(epy0— i(epa®—kx) —i(epy®—
N /(2#)3 (273 dege [{al (p)a(k))ye (k" 19y PY) 1 (h(p)bf (Kk))e! (ke ) emileryT—PY)]
P

d?’k 1 — —ifep(z®—y0)—k(x— ifer (20 —y°)—k(x—
_ /Wﬂ[nke (e~ KO 4 [1 4y Heflen(2 =) -Key)

d'k 2 2 01,—tk(z—y)

d*k 2 2 —ik(z—y) |, — 0 + 0
—}—/WQW(S[IC —mZe n, O[+k"] + n O[—k"]

Les contributions indépendantes de la température sont donc exactement les mémes que celles
calculées sur le vide; les propagateurs iD*~ et D~ ont la méme dépendance en température :

D+7 :D+7+Denva D7+ :D7++Denv-

vac vac

Par conséquent, les expressions des propagateurs DT et D~ sont également données par :

D++ :D+++Denva D~ :Dii‘}'Dem}-

vac vac

En résumé, le propagateur d’un champ non-hermitien sur le contour CTUC™ a la méme expression
que celle obtenue pour les bosons neutres en remplacant la distribution de Bose-Finstein par
Pexpression (n; O[+k°] + nfO[—k%]) ot nf = [exp(B(ex £ ¢)) — 1]~

Fermions :

On applique la méme démarche & 'opérateur de champ

dsk m « —i(epx®—k-x « i(epz®—k-x
Y(x) :/Wa > balk)ul® (k)e sk 4 gf (k)p(®) (k)e (s k)]
a=1,2

ou les seules relations d’anti-commutation non nulles vérifiées par les opérateurs de création et
d’annihilation s’écrivent

{ba(k). b (p)} = {da(p). dy(p)} = (2m)* £ 5, 50(k — p).

Les propagateurs causaux sont définis sur un environnement par les relations

iGTH(z,y) = Tr{p To(2)d(y)],
G (z,y) = Te{p T W(@)dy)]},
G (x,y) = Tr{p v(y)v(z)},
G (x,y) = —Tr{p(x)d(y)}
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Pour un spectre discret, les relations d’anti-commutation non nulles s’écrivent {ba,mb;p} =

{dmk,d};p} = 04,80k p. En outre, la limite continue est obtenue en remplacant les variables
discrétes selon les relations

(27)% (3 m m
g ~> 260G (k — bk ~> 1| ——ba(K), dyp ~ do(k
kp ™~ Vv ( p), bay ~> eV (k), ko~ B (k),

puis en faisant tendre le volume V' contenant les particules vers 'infini. Enfin, on introduit les
nombres de charges Ny o = bL,kba,k et Ngpo = d;kdmk. Le Hamiltonien H de fermions libres

et la charge totale Q s'écrivent :

H= Zek Z ak+da Wdokl, Q= Z Z _dl,kda,k]-

a=1,2 k a=12
A partir des grandeurs précédentes, le calcul de la fonction de partition 2 conduit a :
¥ — Tre BH—Q)
= > ({ndlexp[=B8D Y [ex — Obl ybak + (e + Odl, ydas]HH{n})

(n} k a—1.2
= H Trg.o expl—B(ex — C)Nok.ol H Trg.o expl—B(ex + ) Nag.a)]

= H Z exp|—pB(ex — {)n] H Z exp[—f(ex + ()n]

k,a n—=0,1 ke n=0,1
-1l (1+ expl-s(es — 01 Il (1+ expl-s(es +0)1)

Try o désigne la trace sur les états a N particules pour une impulsion k£ et un spin « fixe. Le
calcul des nombres d’occupation moyens donne :

n, = <bgpbﬁ,p> = Tr[p bf ,bs.0)

= — Z {n}] expl ﬁz Z{ ek — ) Noka + (e + O Nag.at Nok sl {n})

{"}
— yﬂpﬁ[e_ﬁ(ek_C)Nb,k,,é’Nb7k,6]ﬂp,a#6[e_ﬁ(ek_oNb,k,a] H 'I\rkﬂe—ﬁ(ek—C)Nb,k,a H'I\rkﬂe—ﬁ(fk-i-C)Nd,k,a
kpa ko
Trpﬁ[efﬁ(ﬁk*C)Nb,k,,Bka [3] e—Blexr—C)

B ’I‘I-pﬁ[e_ﬁ(Ek_C)Nb,k,B] 1+ e B0

c’est-a-dire finalement
1 1

et n;_ = <dg,pd57p> =

" T B0 1+ Pt

En outre, on peut montrer de la méme maniére que
<bl,kbﬁ,p> = Ok,pOa, BT » <dTa,kdB,p> = 5k,p5a,6n;:
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Ces résultats conduisent aux expressions :

(bapbl ) = ({baps bl 1) — (O 1 b5.p) = Ok pdasll — ]
(bﬁvpb;ﬁ = Orplap[l — 1]

Toutes les autres moyennes sont nulles. L’expression continue des moyennes non nulles est
m _
(bhi)bs(p)) = (2m)* 0% (k= P)das .,
m _
(bs(P)bl(k)) = (277)3;5(3) (k = p)da,p[l —ny],
m
(@ ()ds(p)) = (2m)* 0% (k= P)das ny,

(ds(P)d},(0)) = (2m)* =5 (k= p)aslL — ).
€k
Ces moyennes permettent le calcul des propagateurs :

G (,y) = —Te[p(a)d(y)]
o / O 2 <<bo‘(p)bg(q)>u(“) (p)al®) (q)ei(era"—Px) g Hileay*—k:y)

(2m)0 €qep o

)

+(df,(p)ds (q))v(@ (k)z®) (q)e”(epmoP'x)ei(éqyoq-y)>

d*p 1 _ ile (29140 —p-(x— P N
= /(271) 336, <[1—np](;b+m)e (ep(z°—y")—p-( Y)+n;(;b_m)e+(p( y0)—p-( y)>

d3p 1 —1i(e 337 X—
= _/(27T) — (p+ m)e er (@ =3P (x=y)

d3p 1 0 0
il —i(ep(x°—y°)—p-(x—y) +i(ep(z°—y°)—p-(x—y)
+/(2ﬂ)32€p< ~(p+m)e +n, F(—p+m)e >

d3p A
= = [ el — Ol m)e e

+/ (;Zﬂ_]))3271'5[p2_m2]@[po]<np(]l)+m) —ip(z— y)+n ( ]5+m) +i(p(z— y))
3

d3 m)218n2 —ip(z—y) n- 0 nt 0
+ [ s m)2ndls? — e o €037+ O

= —p+m) [ 22

B =2md[p* — m?|O[p’le PV
+(i@+m)/ (;”)) 218[p? — m2e =PV (n; O[p°] + nf O[p").
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Le propagateur iG~ s’écrit donc comme la différence d’un terme égal & la fonction & deux points

sur le vide iG,,! et d’'une partie dépendante de la température iGepy, :

Z‘GiJr(.%', y) =1iG,, +( ) Z‘C;em)(x7 y)

vac

avec :
Gt (@y) = —(i+m)iDyg (z,y),
d3 -
Gonlay) = —~(ip+m) [ FE2mdlp? — me= e (O] + it ).
7r
En outre, iGeny(x,y) = — (i@ + m)Deny(z,y) en remplacant les distributions de Bose-Einstein

par celles de Fermi dans ’expression de De,,,. Pour obtenir I’expression de G™~, on commence
par calculer la transposée sur les spineurs de son expression :

- d3pd3q m G0 S
) tr _ =(8) +i(eqy’ —ky) =(8) —i(eqy’—q-y)
Te[p ¥ (y)Y(z)] / 27T e, aE Tr( q)ul? (q)etc + dg(q)v™” (q)e™ " ]

tr
[ba (p)u'®) (p)e™ %" —PX) 1 gt (p)o(®) (k)e“(epxol"x)o
d3d3 m2 i —ky)—i(epz’—p-x
N / (;w)ﬁqzz[%(q)ba(p»u(ﬁ (@)@ (p)etilea’ —ky)=ilepe=px)
q-p a,B
+(dg(q)ba(p)) o (q)u® (p)e ey’ —ay)—ilepz®—px)
+<bg(q)dT (p))a® (q)v(@ (k)etileay —ky)+ilepe®—px)

tr
+(dg(a)d},(p))o'? (q)o' (k)e—i(eqyO—q'yHi(wO—P'X)]

(@)ba(p))u'® (p)a'? (q)eticas’ —ky)—ilepz®—px)

+(ds(@)df, (p))v (k) (q)ei(eqyoq-y)ﬂ‘(epx“p-x)]

dsp 1 —i[ep (20 —y0)—p-(x— ilep (20 —y0)—p-(x—
_ /(_ [ (4 m)e—1n@ )OI L [1 | — etilen =) —p y)}}

- / 2mo(p? — m?)O (") (p— m)e P

+/%27{'5(p2_m2)@(p0) n;(k"i‘m) —ip(z— y)+n ( }é—i-m) +ip(z— y):|

4
- -/ (ij)’mé(p? — m)O(—p) (b + m)e Y
4
+ [ SR — )+ m)e D 0 00°) + O
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4

Te[p ¥(y)y(2)]" = —(iP+ mz)/ (Zwl;‘*

+ (i) + m?) / %%5@2 —m?)e P 0 (p) + O (—p')]

276 (p* — m*)O(—p")e PV

Par conséquent :

Gt (z,y) = Tr[p Y(y)v(2)]" = —(i@ +m*) D" (2,y) — iGenv(,y).

Enfin, les propagateurs G™" et G~ se déduisent des relations précédentes et leurs expressions
valent :

vac

G (z,y) = -0} —2"IG F(2,y) — Oz° — 4 |G (2,y) = Gt (2, y) + iGenv(x, y).

vac

GtH(z,y) = —-O["—y"IG F(2,y) — OL° — 2"IGT (2,y) = Gt (2, y) + iGenv(x,y)

En résumé, le propagateur sur le contour CT U C™ s’écrit :

&) = <Gv+at (n) Giw (p)) N < GGSZZEZ(Q;) ‘Gcizzzg))

UCLC p) G’UGC p

B mQHO +2imd[p® — m*10[—p°]
- +227T5p —m?|0[+p"] m

+2im(p 4+ m)d[p® — m ](” O[+p’] _|_n;r®[—p0]) <—11 _11>

en fonction des distributions n;t = [efle®0) 4171,

A.2.2 Propagateurs physiques en présence d’un environnement
Bosons :

Les propagateurs physiques peuvent s’écrire comme des combinaisons linéaires des fonctions
/ BN 2 N . .
de Green D?? . Comme ces derniéres présentent toutes la méme expression au niveau de leur
partie thermique, a savoir D.,,, les propagateurs physiques, définis par une différence de tels
propagateurs causaux, seront ainsi toujours indépendants de la température : c’est le cas de tous
les propagateurs sauf D€. Ainsi, les quantités indépendantes de la température sont :

1

p? —m? — sgn[p®].i0’
1

p? — m? 4 sgn[p®].i0’

Dp) = D" (p) =D " (p) = Djuc(p) =

vac

D'(p) = D™ (p) = D" (p) = Dyuelp) =

vac

D"p) = 5107 0) D ()] = Dlalp) = P | ).
DIG) = SID7() ~ D ()] = Dhyo(p) = —imdlp? — mlsenp].
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Ces expressions correspondent & celles des propagateurs sur le vide. Le seul propagateur dépen-
dant de la température est D€. Il s’écrit :

2iD°(p) = DT (p)+ D™ (p) = Dyt (p) + Dyue (p) + 2Denv(p)
= —2imé[p* — m?|(1 + 2n, O[p°] + 2n,} ©[—p"))
= —2ind[p® — m?|(1 + 2n,)O[p°] — 2imé[p* — m*](1 + 2n,")O[—p"])

avec nif = [exp[B(ep £ ()] — 1]71. Or, en notant EX =€, +(, on a

BEF 41 B PED /2 4 o—BEy /2

P BEF _ 1 oBER/2 _ o—BEF/2

+
p

5o, 50
2 Y

= cotanh]
2

| = cotanh|
Cette expression correspond au rapport entre les distributions de Fermi et de Bose-Einstein.
Finalement, D¢ s’écrit

Blep — sgn(p°)¢)

D¢(p) = —nd[p* — m?|cotanh 5

et plus particuliérement, lorsque ¢ — 0, le propagateur D¢ se réduit a

ber,
@)

D¢(p) = —nd[p® — m?]cotanh]

Fermions :

De méme que précédemment, les propagateurs retardé G”, avancé G®, proche G™ et lointain
G7 sont indépendants de la température. Ils s’écrivent :

p+m
p? —m? — sgn[p®] - i0
_ p+m
~ p2—m2 4 sgn[pY] -i0’

() — G++<p>—G<p>=<zb+m>Pp[%]

G'(p) = G (p)+G T (p) = Gopelp) =

G'(p) = G (p)— G (p) = Guelp)

p*—m
Gl(p) = =G (p)+ G (p) = =2ir(p+ m)d[p* — m*Jsgn[p°].

A nouveau, le seul propagateur dépendant de la température est G¢ dont ’expression est
2iG°(p) = G (p)+G (p) = —(p+m)2ind[p? — m?] [1 — 2n, O[p"] + 2n;@[—p°]]
= —(p+m) (22‘775[}92 — m2](1 — 2n;)@[p0] + 21’715[]92 — m2](1 — 2n;r)®[—p0]>

En posant Epi =¢,E£(,0ona

N BEZE

&9
11 = tanh]

| = tanh[% + T]

1—2nF =
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Cette expression correspond ainsi au rapport inverse de celui calculé dans la partie traitant des
bosons. L’expression finale de G¢(p) est donc

IB(Gp - Sgn(po)g)

G¢(p) = —(p+ m)md[p? — m?| tanh 5

et, pour ¢ — 0, on a

G (p) = —(p+ m)mS[p? — m?) tanh[%].
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Annexe B

Actions effectives et tenseur de
polarisation

Cette annexe regroupe la plupart des développements nécessaires & la détermination des
équations du mouvement gouvernant les moyennes calculées pour un systéme composé d’un
champ électromagnétique en présence de différentes charges. Dans une premiére partie, le calcul
des différentes fonctionnelles étudiées est détaillé dont notamment celui des actions effectives.
Dans une deuxiéme partie, les propriétés et définitions relatives au tenseur de polarisation, ainsi
que celles de I’énergie propre, sont synthétisées. Enfin, dans la derniére partie de cette annexe,
le tenseur de polarisation est calculé dans le vide ou en présence d’un environnement (au sens
d’un réservoir de chaleur et de particules).

Notations

Les symboles propres & la structure du formalisme C'TP sont omis : les différentes variables
dynamiques, ainsi que les sources, écrites sans indice désignent leur structure sur le contour
CTUC™ tandis qu'une grandeur définie suivant une de ces branches présente toujours un indice :

L\ (B (AT (T (e
o) =) a=() = () =)

Les propagateurs suivent les mémes conventions. En outre, on définit les matrices suivantes
agissant sur les différentes branches du contour CT UC™ :

=G o 65)

ou les symboles de structure sont exceptionnellement maintenus par soucis de clarté. Enfin, les
inverses de propagateurs sont définis en tenant compte des conditions de bord du formalisme
CTP (intégration du degré de liberté refermant le contour) ainsi que de la présence éventuelle
d’un réservoir de chaleur et de particules.
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ANNEXE B. ACTIONS EFFECTIVES ET TENSEUR DE POLARISATION

B.1 Calcul des fonctionnelles

On considére un systéme constitué par un champ électromagnétique en présence de différentes
saveurs de charges e,. Eventuellement, une partie des ces charges peut étre laissée spectatrice.
Le systéme étudié est globalement neutre dans la limite thermodynamique. En outre, ce systéme
peut étre en contact d’'un réservoir de charges et de chaleur : I’expression de l'influence d’un
tel environnement est contenue dans celle des propagateurs utilisés. Les observables recherchés
correspondent & la valeur moyenne in-in du champ électromagnétique ainsi qu’a celle des diffé-
rents courants de charges : ces quantités sont déduites des champs et des sources effectifs leur
correspondant dans la limite ou l'unitarité (au sens du formalisme CTP - ¢f chapitre B]) est
imposée a ces termes.

B.1.1 Approximation & une boucle
Au systéme étudié correspond la fonctionnelle génératrice suivante :

cives = [ {HWT]DMT@DW exp{z'zzzzizuc:o;)”’+5“/<c/:—eTaA“>w:/

T o,0

(A . . . .
—|—§ADO A+ijA+i ET e;0,-A—1 ET 0,5 - aT}
_ -1 it — e A* 0 i -1 :
= /D[A] exp{ ET Trln[GOJ + ( 0 b+ e d —|—§ADO A+ijA

—i—iZeT@T-A—iZ@Tc}-aT}

_ —1 ~ (AT 0
= /D[A] exp{z"[‘rln GOJ[aT] + zTrln [1 —e;Go rlar]o ( 0 A) }
+%ADO_1A+ijA+iZeT@T-A—iZ@Té-aT}

e () el (§ )

Dans la fonctionnelle génératrice précédente, a été introduite une densité de charge extérieure
classique et homogéne ©. pour chaque saveur 7. En outre, celles-ci sont alors doublées pour
satisfaire les régles du formalisme closed time path. Ces densités permettent d’annuler (simple-
ment) les divergences IR propres aux interactions électromagnétiques en rendant neutre le gaz de
charges dans la limite thermodynamique sans toutefois modifier les propriétés de polarisation du
milieu : concrétement, comme nous le verrons par la suite, ces densités permettent d’éliminer
les tadpdles qui sont responsables de ces divergences & longues distances.

1. Les propriétés de polarisation du systéme restent inchangées puisque les densités introduites sont homogénes.

132
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En outre, nous sommes tenus de coupler les densités extérieures O, aux différents champs
extérieurs a, introduits pour calculer les moyennes des courants de charges : ces champs in-
teragissent nécessairement avec les densités de charges introduites pour compenser les tadpdles
intervenant dans le calcul de la moyenne du champ car ces densités sont chargées. En outre,
I’expression concréte du couplage entre les champs extérieurs a, et les densités extérieures O,
est lie aux conventions adoptées pour définir la valeur moyenne des courants (les densités exté-
rieures introduites sont mesurables). Ceci fait, le systéme décrit est effectivement neutre dans la
limite thermodynamique.

La régulation du comportement IR du systéme est ainsi conditionnée par des arguments de
réalisme (c’est par ailleurs un effet “d’environnement”) : dans la Nature, il n’existe pas de systéme
stable chargé électriquement & trés grande échelle (limite thermodynamique).

Sous approximation quadratique de l'action en terme du champ électromagnétique A, on a :

ZT:Trln[i—eTGo,r[aT]& (é}* ;” _ _Zi%n[Go;[aT]gf <%+ ;”n

oo (5 )]
23 %m [GO,T[aTw <4§ ;) r+o<A3>-

En conséquence, la partie linéaire en A de I’expression précédente modifie la source j et définit une
source “effective” J[j, a|, tandis que celle quadratique en A contribue & U'inverse du propagateur
du photon Dy* pour donner D~'[a] :

12

enWlad] = /D[A] exp{z TrinGolla,] — i) ©.:5-a, + %Apfl[a]A +iJ[j,a)A + o(A3)}
= exp{ZTrlnG [ar] Z@ —%J[a,j]-D[a]-J[j,a]+O(h2)}
/D[A] exp{§AD1[a]A + O(A3)}

= exp{z (Tr In G tas] — 0.6 - a7> —%J[a,j] - Dla] - J[a,j] — %TrlnD‘l[a] + O(hz)}

T

On cherche & évaluer les différents termes constitutifs de W jusqu’a 'ordre quadratique en terme
des quantités extérieures a, et j. A cet ordre, la contribution d’une charge e, & W s’écrit

+
TrinGyta,] = TrlnGoT—i—Trln[1+G0T<¢iO ﬁoﬂ

= TrlnGj +Tr[GoT<ﬁo+ ﬁ?)] %T&"[GOT<§ ﬁ?”z
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c’est-a-dire

TrinGyila,] = TrinGol+> (G707 ¢S] — Z > tr[GY 0T G707 |

o,0’ ag/ 01,02
= TrinGgr+ Y tr[GFo47] ——Zt GEodsGe 4]
~ 1 ~ ’
—1 . . v 2 +13
= TGyl + 3G )ulaf) — 5 3 G5 (e} () + 0(h?) + o([ak )
o o,0’
en fonction du tenseur de polarisation é2,7— induit par la charge e, et du tadpdle GLT :

(G35 v = —ite (GG MGG Wl (GF ) = —itr[GE5 . (B.1)

Pour le terme définissant la source Jla,j], I’évaluation de la partie linéaire en fonction des
quantités extérieures suffit. Ce terme s’écrit :

iJla,j]A = ijA— ZeT [G07a70<4g ;”HZQT@T.A

T

- z’jA—zeTTr[GOJ (AJ —ZHJFZQT [GOT@J ¢0T>G07T (AJ _21”
—i—iZeT@ A+ o([at]?)
= ZJA—ZZeTZ AU“—HZeTZJ (a%) (A7)
+Y e SO2),(47) + o([a*)
et donc, on a : -

Jla,jl =5 =Y e [G176 = O]+ er ar - Gor6 + 0([a*]?).

T

Les différents tadpédles G’LT sont alors annulés via ©, en imposant la relation suivante
0, = G1,7, (B.2)

c’est—a—dire .
(O =0(GY )

Par conséquent, J[a, j] s’écrit finalement :

Jla,jl =i+ er ar - Goro+ 0([a*]?).

2. La densité ainsi imposée constitue bien une grandeur “physique” car elle prend des valeurs opposées sur les
branches C* et C™.
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La relation (B.2) permet également d’annuler les tadpdles se couplant aux champs extérieursﬁ

ar
TrinGyllar] - 0.6 -ar = TelnGyl+ 3 il(GT)u — o(62),](a2)"
1 - oo’ o o' \v
_5 Z Z( 2,7 )MV(G’T)M(G’T ) + O(hz) + O([ai:]g)

1 _
= Trln Ga; — 50 iGor - ar + 0(h%) + o([aE]?).

Ainsi, tous les tadpdles peuvent étre annulés en imposant que le milieu soit électriquement neutre.

A Tordre quadratique en sources, le terme contribuant & D~'[a] s’écrit :

A0 = ganita- S gl () auoiwn (1) ]
= iaa o (1 e (4 %))
el (§ e ( W)o(t )
el (5 o (§ Da(t )]
S (8 Dan (4 S )an (s )
+O([a*T).

En calculant les traces sur les indices de structure du formalisme CTP, on obtient :

. 2
? - 0102 fO02 NO201 fO er
—A- Dil[a] LA = —A D A - E E o109 tr G L 241 2G072’T 141 1] + ET E E 010903

2
01,02

("2 tr[GSW@ GE2™ A7 Gy A7+ 0 (G2 AP G G A7)

_ Z Z 0103 tI‘[GUIQﬁUQ Gagangg G0304¢i04 G0401 01] + O([aﬂ:]B)

01,02,03,04

3. En fait, le couplage entre les sources extérieures a, et les densités de charges est définit de sorte a ce que
les tadpoles provenant du calcul des courants soient annulés.
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c’est-a-dire

%A-D‘l[a]-A = —ZA” [ Zeoa (GS7 )
+ Z Zaaaa {( Ggiao Juow + (Gg#m Japv} Oalaz®)®

32 Y qaoneo’ (G727 Yo TalaZ®) ap(aZ)?| (A7) + O([a*]?)

a0y
avec :
NOqOp0 _ . OcO Ta0b oo
(G p C)Maﬂbﬂc - _Ztr[GO,CT afylla GO,aT PYMbGO,T C’YMCL
TaO0p0cOq _ . 0d0a TaO0p OpOc OcOq
(G4 T )MaMbMCMd - _Ztr[GO,T Ta GO,T PYMbGO,T ’YH/CGO,T ’Yﬂd]
Finalement, on a :
-1 -1
D™ a] = Dy —1lp ot + 3 s0t[al — Ilasor[al

avec

2.5 .
Motor = g e 0G0,

T

(sgaal)7Z' = 3273 00a {(GF Y + (G5 e} 0(a7)"
=
(H4,tot[a])zg, = Z ZUanUU GZ:IT‘”W )auﬁu oa(ale)® O,b(agb)6.
Oaq0p

ou Il 40¢[a], Hatora] et IIo4or sont respectivement linéaire, quadratique et indépendant de a.
Dans les expressions qui précédent,les tadpdles ont tous été annulés par neutralité du milieu. En
outre, par application du théoréme de Furry, I3 ;ot[a] est nul. Enfin, comme ’expression de W
est cherchée a 'ordre quadratique en sources, le terme Il4¢0¢[a] ne contribue qu’a I'expression de
Trln D~![a] mais correspond alors & un terme a deux boucles en raison de la trace sur les degrés
de liberté du photon : ce terme est donc ignoré. Ainsi, & I'ordre quadratique en sources, on a :

Jla,j] =i+ Z er (a76) 6Gar6, D7 'a] = Dyt — g por — Mayer[al,  Dla] ~ Do + Dolly,01 Do

Trin D Ya] ~ Trln( ot — Maot) — Tr[Dy - Ty gor]a] - Do) = Trin(Dyt — Ty 40r) + O(R?)
Trin Gy tla;] = Trln Gyt — %aT G - ar.

En conséquence, la fonctionnelle W s’écrit

1
Wa,j] = %TrlnD —zZTrlnGOT[aT] 5Jla,] - Dlal - Jla, ]
- %Trln(Dgl—Hgm)—z‘ZTnnGO— ZaT Gor - ar — J[a 4] Dla] - J[a, j]
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avec
Jla,§]- Dla] - J[a,5] = [+ er(ar6)6G2-6] - [Dg" =Mool ™ - [ + Y _ e-6Go5(5ar)]
= j-D7d]-j —i—ZeTeT/ (6ar) - [0Ga,,0] - Dy - [6Go.6] - (Ga)

+j-D7al - > er6Ga,6(5a0)] + D er(6ar)5Gar6] - D a] -

= j-[Do+Do-Mauor- Dol j+ Y er(Gar) - [6Gar6]- Do - j

T

+ Z er j- Do+ [6Ga,5] - (Fa,) + O(sources®)
=
en éliminant les termes & plus d’une boucle dans ’expression précédente. Finalement, on a :

1 ~ ~ -
W[a7j] = W[07O] - 5 Z(ar . GQ,T “ar + 67-(5'@7-) ' [6G27T&] : DO j +er ] : DO : [6G2,T&] : (6@7'))

T

1. .
57 [Do + Dy - Iy 4ot - Do) - j

1. o1 . . C A w1 Is .
= WI[0,0] — oA Dy-j— 3 Z[QTU +e:j - Do) - [6Go 0] - [Gar + e Dy - j]

T

1. o1 . A . .
= WI0,0] — §j-D0 j- 52[617-4-67] - Dyol - Gy - [ar + e Dy - j]

T

tr = ~
1. . 1 a G2 (& G2 -5’D0 a
= WI[0,0]—=j-Dy-j—= i T T i
WI0,01 =57 Do 2Z<J> <eTD0&-G2,T €2 Do& - Gor - 5Dy) \ J

T

1. o1 . . ~ . .
= WI0,0] — 3 Dy-j— 3 Z(aT +e,6D0j)" - Ga.r - (ar + €, Doj)

T

Les différentes charges e, n’affectent pas le niveau arbre de la théorie : celui-ci ne dépend que
de j. Enfin, on doit poser W[0,0] = 0 afin de préserver I'unitarité de la fonctionnelle génératrice
étudiée. L’expression précédente correspond a 'approximation a une boucle de la relation (5.4)
du chapitre Iﬂa

La source j (et plus particulierement sa combinaison auxiliaire j*) permet de générer les
valeurs moyennes du champ électromagnétique : en ’absence de courant issu des charges e, ces
valeurs moyennes sont alors conditionnées par le propagateur du photon ainsi que le tenseur de
polarisation de toutes les charges considérées via le terme Il jor = D eiééZT&. La source a,
permet, quant a elle, de générer la moyenne de la densité d’une charge particuliére e, (& nou-
veau, c’est la combinaison auxiliaire a? qui doit étre mise en ceuvre) : dans I’approximation & une

4. L’expression compléte de la fonctionnelle VW peut étre obtenue a partir du calcul, & un ordre donné, de celle
définie pour les courants seulement et en exploitant directement la relation (G.4]).
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boucle, et en 'absence de champ électromagnétique A, cette valeur moyenne dépend uniquement
du tenseur de polarisation @277 de la charge considérée. En outre, lorsque le champ électromagné-
tique et les densités de charges sont considérées conjointement, les valeurs moyennes du champ
et des densités de charges sont couplées.

Enfin, certaines charges peuvent étre laissées spectatrices alors que celles pour lesquelles la
valeur moyenne du courant est recherchée sont qualifiées de charges de wvalence. La fonctionnelle
W précédente peut étre adaptée a toutes ces situations. En fait, le statut des charges est ex-
clusivement paramétré par la combinaison auxiliaire (role de book-keeping) du champ extérieur
correspondant & la saveur considérée : ainsi, pour a? = 0, la charge e, sera spectatrice alors
que pour a? # 0, celle-ci fera nécessairement 1’objet d’une mesure (charge de valence) via la
détermination de son courant. En fait, déterminer formellement une quantité revient a imposer
qu’elle soit mesurée en principe. Soulignons que les combinaisons “physiques” des champs exté-
rieurs précédents a? peuvent étre éventuellement maintenues finies : elles paramétrisent alors une
évolution adiabatique depuis le vide ou un état simple.

Dans les développements suivants, nous considérerons la détermination de la densité d’une
charge de valence de saveur 7 = v alors que toutes les autres charges sont considérées comme spec-
tatrices : ces charges spectatrices constituent ’environnement du systéme mesuré (c’est l'envi-
ronnement pertinent au regard de la décohérence-consistance). En outre, ces charges spectatrices
peuvent éventuellement étre elles-mémes en contact d’un réservoir de particules et de chaleur.

Détermination des parties réelle et imaginaire

Les parties réelle et imaginaire des propagateurs sont définies dans ’espace des positions
d’espace-temps. La fonctionnelle précédente s’écrit :

1 - -
W[a7j] = _5 Z[ar + e'rj ' (gRDO + Z‘%DO)‘?] ' (gRGQ,T + Z‘%GZ,T) : [a’r + 67&(%190 + Z%DO) : .7]

1 1
—ij‘%DO'j—ij'iSDO'j-

En posant Wa, j] = RW|a, j|+iSW]a, j], la partie réelle de cette fonctionnelle a pour expression

1 1 -
%W[a,y] = —5] -RDg - j — 5 Z[(ZT +er5- %D()Ov'] . éRG2’T . [(ZT + e R Dy ]]

T

1 . = .

+§ Z[GT +er7- %DO&] . %GQJ . eT&%DO -]
1 _

—{-5 Z erj - SDyo - C\‘SGZT . [CLT + e oRDyg - ]]
1 . . ~ . .

+5 > €2 j-SDor  RGayr - 53Dy -
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tandis que sa partie imaginaire s’écrit

1 1 -
SWlajl = =55 SDo-j 5D lar + exj - RDo3] - SGayr - [ar + e-5RDy - j]

T

—% S [ers - $Do5] - RGar - [ar + e-6RDo - j]

1 ~
_5 Z[G’T + eTj : §RD(]é-] ' §RG2,T : [eTOV-SDO : ]]

Les termes SGa, et RGo r s’annulent sur couche de masse c’est-a-dire deés qu’ils sont convo-
lués avec Dy dans 'expression précédente. Par conséquent, I'expression des parties réelle et
imaginaire se simplifie donnant les relations suivantes a I’ordre d’une boucle :

1 1 )
fWla,j| = _§j “RDy -7 — 5 Z[aT +erj - RDoo| - RGo ;- [ar + e-6RDy - j]
1 o1 : RGo er RGor - GRDy ar
— _Zi.RDp-i— = - L T 7
o) RDo-j =3 ZT: (a-J) (eT RDoG - RGar €2 RDo& - NGy - &§RD0> (] >
1 1 )
SWla,j| = _§j -SDg - j — 5 Z[aT +erj - RDoo| - SGar - [ar + e-6RDy - j]
1 o1 : 3G er SGar - GRDy ar
= _—— . C\‘_D . _— = ’ - b -
37 SDo-i =52 (ar J) (eT RDoG - IGar €2 RDo5 - Gy - &§RD0> (j >

T

Parameétrisation variationnelle de la partie réelle de W

La parameétrisation variationnelle consiste a remplacer les sources standards j* et af par les
sources physiques, a? et jP, et auxiliaires, a? et j%, selon les relations

i:1:|:,‘-€
T 2

1+
a?ia’;, j:l: _ : /-ija j:jp

a
ol k désigne un parameétre réel non nul et arbitraire :

af) _ (4E +1) fal ar (i J o (261
()= (5 D) (@) ()-(). w7 )

5. Le calcul des différents termes composant G‘g’f est présenté dans la section [B.3] Plus particuliérement, ces
quantités sont pertinentes & densité finie et dans le vide : elles s’annulent sur couche de masse dans ces cas.
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En outre, tous les champs extérieurs a? correspondant a des charges spectatrices doivent étre
pris égaux a zéro. La partie réelle de la fonctionnelle correspondant & toutes les charges s’écrit

a a 1 ja tr tr ja 1 ag tr tr ~ ag
N A <jp> RI'[RDIR (j.p = o) RURGaAR (o
a\ tr .a
a - .
=Y e, <a§ R RGy.r - 5RDo|R <§p>

.a\ tr B
s (J > R [RDo& - RGo,]R (“)

SRR

a

avec B
D=[Dy' 1], Ty=>) e 6Gy.0

T

défini de la sorte en base de Schwinger. La partie synthétise la définition de ces quantités.
L’expression des différents termes composant RV s’appuie sur les résultats de la partie [B.2

L 1-s\ /pn _pFf\ /45 g
tr — 2 2 2
wane - (5 5)(5 5 (1)
e (YD D) D
+1 -1/ \3[kD"—D% Dr
LS[xD" 4 D) + 155w D" — D] D’
1[kD" 4+ D% — 3[kD" — D9

(

( 0
(g[pwm] Dv") _ </@D" Dr>

( :

D 0 D¢ 0
N e 1w\ (Gn  _Gf O\ /e 4 kGy . GY
R [§RG2 ] R = 2 2 > 72,7 72,7 (12 ) _ < M2, 2,7)
7 +1 -1 Ggﬂ' - 3,7' Tﬁ -1 (21,T 0
_(m éf Dr _Df
R [%GZT U?RD()] R = TRt ~?HT ~i,r Of 0]l R
’ — D D
2,7 2,7 0 0
1+k 11—k n Dn+éf Df _éf D — Gn Df 1+k +1
— _( P] 2) ~2,7' 0 ~2,7- 0 ~2,7' 0 ~2,7' 0 (12 >;
+1 —1)\G4,Dy +G3,.Df -Gy Dy -Gy, Df ) \\5* —1
et :
_ ~f (l_an_k_nDn)+én (l_nDn_;an) (én +éf D,
Rtr [%GQJ '6§RD0] R = _Rtr ~%T 1-%—& (r)z EH (]]t ~iﬂ— 1-%—/@ (} 135 g ~$L’T ~%T (7]’
5. (5°Dy — 55Dy) + Gy (55 Dy — =55 D) (G5, + Gy ) Dp
_ (% %) %?gT(nDa = D§) + 3G5 - (=D5 + D) <j3,T+c?§,T>D6
+1 -1 §G2,T(I€D6 + Dg) + §G£L7T(/<';D6 - DS) (GEL,T + GZJ)DS
_ (1% %) 5(Gh -+ G5 kD + 5(Gy. — G D (G + Gy ) Dy
1 =1)\5(Gy, + G5 )rDy + 5(Gh . — G3,)Dg (G5 + Gy ) Dy

,_.
B
o
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c’est-a-dire

~ I+ 1=k EQr DT + léa De Gt pDr
R IRGo — -5RD R = — [ 2 2 22720 T 32 Y0 Y200
[RGa., - 5RDy) <+1 —1> (g b.Dy — 3Gg.Dg G Dj

14K (K A7 r 1/va a 11—k (K I r 1/ va a ~r r
B <—2 (5G5 . Dy + 5G5 . Df) + 55 (5G5 . Dy — 5GS . D§) z,TDo)

G .,.Dg 0
__ (5(Gy,D+G8.Dg) Gy Dp
3.0 0 )
or,

1 ~r r ~a a 1 ~r r f T f ~a a f ~a f
5( 2,00 + Gy, Df) = 5[ 5Dy — D7)o+ Gy, Dy + G (Dg + Dy) — G5 - Dy

1.~ - - .

= (G, + 8D+ (Gh, — G3 ) D]

= G3,Df+ Gl Df

et ég’TDg = (0 car GgT est nul sur la couche de masse (support de D(J;). En conséquence, on a
finalement

Rtr [%6277 . Ov'%Do] R = — ('L{GQ,TDO Z,TDO)

GS.,.D§ 0

Ainsi, la partie réelle de W s’écrit :

N . tr e $
1 a n r a 1 a G r a
et - AE) (5 D)) A2 (S D)
- T 2,17 T
LIn, (o) (<G8 DE GDpY (i
2 £ T \d? 5-D§ 0 JP
.a\ tr A ~
| N (RDyCY, DiGh,Y [at
3 () (Da“au o)\ .

L’expression précédente ne comporte pas de terme strictement quadratique dans les sources phy-
siques aP et jP : cette fonctionnelle s’annule donc lorsque 'unitarité est imposée.

Enfin, dans le cas ou seul une charge de valence de saveur 7 = v est mesurée conjointement
au champ électromagnétique, la fonctionnelle correspondante est obtenue en imposant que a2 4o
soit nul dans Pexpression (B.3)). Cette fonctionnelle s’écrit :

.\ tr . tr ~ .
o L\~ (kD™ D"\ (5*) _ 1 (ag\" (KG3, Gi,)\ (a}
- a gp o — _1(J . L v M2v v v
W[avaa WARY) ] 9 <]p> (Da 0) <jp> 2 afﬁ) < (21,11 0 ab
tr A ~ -
ey [a® kGY Dy G D] @ 1 A :
_E’U <a%> < ~C2LQ7UD80 276 0) <jp> — 5 Ze'r G};-G%,Tnga
U T4V
e jo tr K’D(T)LNGEL,U Dgég,v
2 \J” DiGs, 0
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ANNEXE B. ACTIONS EFFECTIVES ET TENSEUR DE POLARISATION

Les termes correspondant aux sommations sur les charges spectatrices paramétrisent une évolu-
tion adiabatique de I’état du systéme pour ces charges.
Paramétrisation variationnelle : partie imaginaire de W

La partie imaginaire de W est étudiée de la méme fagon que précédemment et correspond & :

. ‘ 1 .a\ tr .a 1 a\ tr B a
o) = -4 (5) wonin () S () 0 ()

T

a\ tr .a
a; o - J
— E er <a£> Rt [SGQ,T . O'%Do] R <jp>
ja a® tr
tr < ~ T
~Y e, <],p> R [RDo& - 3Gar] R <a§_> .

Lis 1owN /1 7\ /L2 41 De 0
ir o — c 2 2 2 =
reoim = o (G ) (1) (5 5)=(0 o)
- - 1tk 1=k 1 1 s g e 0
tr [ _ fe 2 2 2 _ (GC2r
Repedr = 6 (0 5) () (2 )= (% o)
1+ 11—k ~e ~e n f 14k
rSc, G _ (= =\ (G2 Gar)(t1 O o Do)(=z H
R [5G, oRD R <+1 —1>< S 2><0 —1> pj -py) \'5¥ -1

- 1+rk 1=k 1 1 1+k 41 e De 0
_ c n_ nf 2 2 2 — 2,70
= @D DO)(H —1> (1 1) (—12“ —1> ( 0 0>

A nouveau, 1’expression qui précéde peut se simplifier en constatant que GE’TD(J; = 0 puisque
la partie imaginaire de G2 est nulle sur couche de masse. En conséquence, le terme précédent
s’écrit

0 0

Au final, la partie imaginaire de W correspond a l’expression
. tr . tr
o 1 ja D¢ 0 ]a 1 a’ c 0 al
Cx a _p ;a ;p - _Z _ = T 2,7 T
sl = 5 0) (00) 6) 22 (@) (5 0) ()
tr A : . ~ t
B Z . a®\" g,ng 0 J* . Z e Jje Dy 577_ 0 a? " .
- T \d} 0 0) \Jj? . T\JP 0 0) \d?

c’est-a-dire que cette fonctionnelle ne dépend que des parameétres extérieurs auxiliaires liés a la
différence des variables de ce type pour les branches C* :

R [SGa,0RDy] R = ( 2,10 0> .

SR

1 1 -
SWlat,a?,j* j*] = —5j* D jt =5 D ag G5 af
T
1 ~ -
—5 > erla? - G5 DY - %+ j - D§Gs . - af] (B.5)
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Des lors, la partie imaginaire de W ne peut pas conditionner ’'obtention des valeurs : seule la
partie réelle de la fonctionnelle W peut étre utilisée pour définir (par transformée de Legendre)
la fonctionnelle générant les équations du mouvement pour les valeurs moyennes. En fait, la
partie imaginaire de WV peut étre interprétée en rapport avec la définition de matrices densité,
notamment dans le contexte du formalisme OTP.

Enfin, de méme que précédemment, I’expression de cette fonctionnelle, lorsque les charges de
saveur T # v sont spectatrices, s’écrit :

. 1 L 1. =
SWlay,a?,j%, 57 = =55 - D j* = gay - G5 1 - ai
1 . . .

—gelay - G5, D - + % Dg Gy, - ay (B.6)

A une boucle, cette expression ne dépend des charges spectatrices qu’au niveau de la partie
quadratique en j* via le propagateur

1

c __
D= o
0 2,tot

B.1.2 Valeurs moyennes et actions effectives

L’action effective I' correspond & la transformée de Legendre de la partie réelle de W. Diffé-
rentes définitions de celle-ci sont possibles selon les variables retenues pour la définir (¢f chapitre
B). On cherche notamment ’expression d’actions effectives selon que 1'on considére ou non la
présence de charges spectatrices. Par ailleurs, rappelons la notation adoptée dans cette section :
les variables effectives paramétrant ’action effective sont écrites en majuscule tandis que leurs
quantités conjuguées (sources et champs extérieurs), paramétrant W, sont écrites en minuscule.

Suivant le type d’action considérée, une partie des variables de RW peut étre traitée en
tant que paramétre. Aussi, ’expression de cette fonctionnelle peut éventuellement comporter des
contributions linéaires suivant les variables dynamiques & redéfinir par transformée de Legendre
ou encore des termes qui en sont indépendant. A I'ordre quadratique, elle peut étre écrite sous
la forme :

RG] = L@ 1w s, w® = SRV SRV
2 Y =0 0

, Cst=%RW
§=0 j=0

L’action effective I' correspondant & I’expression précédente est définie par les relations suivantes

Tle] = RW —jio, ¢ = ‘E—Vf =W+ wh o Wl =i = 0] = ¢
et s’écrit
Tl = —5(@=WHWE (o -wW)+Cst = —%(w — o)W (o — o) + Cst
= —%J’W(Q)J’ +Cst = —%SDW(Q)‘lsD + W~ — %sooW(z)‘lsoo +Cst.
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Les termes constants de I peuvent étre ignorés puisqu’ils n’influencent pas les équations du mou-
vement. Concrétement, I' est déterminée & partir de son expression en fonction des variables de
RW qui sont réécrites, dans un second temps, en terme de leurs quantités conjuguées.

Toutes les quantités effectives sont, en outre, évaluées a ’ordre d’une boucle et 1’action effec-
tive leur correspondant l’est également.
Variables, paramétres et unitarité

Les quantités effectives physiques, respectivement pour le champ électromagnétique et pour
la densité due & la charge e,, sont définies par les relations

ORW ORW
AP = = O(R° P = = O(h).
S = O), It =5 = o)
Les quantités effectives auziliaires des grandeurs précédentes correspondent aux termes suivants :
ORW ORW
¢ = =0, Ji= = O(h).
5jp ( )7 T 50}77_ ( )

Les valeurs moyennes sont obtenues lorsque les quantités effectives auxiliaires sont annulées :
AP - (A), JP— (J;), A*—0, J—0. (B.7)

Les valeurs moyennes, ainsi définies, sont des quantités retardées. Lorsque les valeurs moyennes
sont produites, les quantités extérieures deviennent :

=i d—=ad, j*—0, al—0. (B.8)

Action effective pour tous les degrés de liberté

L’action effective, pour les quantités physiques et auxiliaires, est définie par la relation :

T[J?,J% AP, A% = RW[a®, a?, j%, 7] = Y JPal — joAP — 3" Jeab — jPA“.

A une boucle, les quantités effectives ont pour expression :

— P = kGE A%+ Gy aP + ke, Gy Dy + e, Gy Dy + o(h)

2, 7%

AP = kD DT+ e (kDG al + DGy ab) + o(h?)
T
ST = G5 a% 4 e G, DE + o)
—A® = DU+ e;D§GS al + o(h?).
T
Le systéme d’équations précédent doit étre inversé pour pouvoir obtenir ’expression de l'action

effective. On a

DY = Df +Dfy DY =Dy + Y 2Dy Gy D

T
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pour les propagateurs proche, retardé et avancé. Les deux derniéres équations du systéme précé-
dent permettent d’exprimer a? et j en fonction des quantités effectives auxiliaires :

—A = Dg 4 Y DG, “J“+Z€TD3 270r
—D§TNAY = 0+ Y enGE lal + e DY) =J'”—ZBTJ?
- T

J* = ) e Ji—DylA°
.

G I8 = a4+ e, D§j"
ay = G I8 — e, Dj
= —Gg; Je — eTDg[Z ecJd — Dyt AY

= —G3 U+ e A —eTZeeDOJ“

Dans l'expression qui précéde, la quantité proportionnelle & Dg§J¢ correspond a un terme & une
boucle alors que I'expression de a2 doit étre limitée au niveau arbre :

= eI = DA+ o(B?), af =e AT =Gy LIt + o(h).

Pour déterminer 1’ex§ression des deux autres variables, il est commode d’utiliser les sources a
une boucle suivantes

Jr= =Gyl + e Dy = Oh),  Ji = G [a? + e, D7) = O(h)

de sorte que les équations donnant les champs et densités effectives physiques s’écrivent

— 2 = Gy [l + e Dy + G lab + e, D) = 7 — I
AP = kDY =S e+ Dyl = 3 er ]
T T

Les courants introduits précédemment s’écrivent :

Jr = =Gt +eDys) = Gy G517 + e (DG - Dyli*] = G5 G517 e Gy Dy j°
= GGy Ut e, ZTDgDS’lA“JrO(hZ),
o= Jzi' . KGy G5 M T8 — ke G D{DGT A" + o(B?).

On introduit les opérateurs de projection sur couche de masse P,, et hors couche de masse P,g
par les relations (¢f chapitre [2) :

P = DyDS ™ = DDyt DID¢' =Dy — DEDE ™ =Pg—1 = —P,,,

P, = DiDi™Y, Dy 'DEDI™! = DP7 Py = Dy Py = DY Py

6. La source j7 est symétrique (ie [j7]'" = j=) alors que la source j- ne D'est pas : [j7]'" = [a? + eijDg]é%,T.
En outre, la source a une boucle avancée correspondant au terme complémentaire & j; est directement définie par

le courant effectif J2 = —G% . [a% + e, D§j°].
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On a ainsi :
— AP = DG+ DijP — DY exkiit — Dj Z erdr
= kD{j*+ Dyj? —DQZeT/{;T DOZGT — Kj"
= &Dgj* + Doj? — k[Dg — DS]ZGTJT _DOZGT T
T
= kDyj* + Dyji? — Dy ZeTJp + /foZeT]T,
c’est-a-dire

— Dyj? = AP DOZeTJ + kDg ]a—i-/fDOZeT]T
= AP — D} Z erJP + kDR erJE — Dg—lAa] +rYe.DiGE G5 e
+rY eilT)gj Gy D} Dg—lATa T
— AP _TDg; > erJP+ 1Y e Dy + D{Gy G5 IE + k[-Df + D{II3,,, D§|D§ A

P o= > e P =Dyt AP — ke [Dy Dy + Dy D{GY Gy e
T T

—k[-Dy ' DyDg™" + Dy DT 10, Df D~ A"

En utilisant les opérateurs de projection P.g et P,,, jP s’écrit finalement :

=) e d? =Dy AP — kY er[Pon+ Gy Gy Pl JE + KDY P + 115 1P ] A + ().
T T

L’expression de a? peut étre obtenue de facon similaire,

@@ = Gy — e D = — G I — k3] — e Dy
= =Gy NP+ kG MG G IR + e Gl DIDGT A% — e Dy
= —G‘g;lJf_’ + nég;légﬁég;l J¢ — neTég;lé P, A% + e, AP — e, Dy Dy 1A 4 o(h)
c’est-a-dire, finalement :
al = e, AP — Gy NP + kGY NGy G IS — ker[Pog + Gy GE Py ] A + 0(h).
En résumé, les variables extérieures de W s’écrivent (équations du mouvement) :
J* =) e Jt — Dy A+ o(h?)

-

o= Y e P =Dy AP — 8> e [P+ G5 LGS Pl I + KDY T Pog + T3 4y Pon A + 0(B7)
T T

= e A= G5 It + o(h)

a? = e AP — ég;l JE + nég;l égTG%;l J? — ke [P+ ég;légTPon]A“ + o(h).

T
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En conséquence, I'expression de ’action effective correspondante est :
L[JP,J* AP A% = RW[a®,d, %, 7] — Z JPa? — j9AP — ZJfa’T’ —jPA°
1 (AN (—K[Dy T P + 115, ] DY (AC
2 \ AP Dyt 0 AP
1 Jo tr _K:ér—l “n éa—l ér—l
+_Z T 2,7 2,721 2,7
() (e V) ()
LI (T (P4 GG R - (A0
24T\J7 —1 0)\4°

1 AN (k[P + G2 _GI'P] —1\ [J° 5
+EZeT<Ap> ( o o ) ) o).

L’action effective précédente est nulle lorsque les valeurs moyennes sont définies et les équations
du mouvement leur correspondant ne peuvent alors étre obtenues qu’a partir de celles des quan-
tités effectives : le principe variationnel est perdu lorsque les valeurs moyennes sont définies.

R

Charges spectatrices : Le courant des charges de saveur v est suivi conjointement au champ
électromagnétique. Les autres charges sont spectatrices. L’action effective correspondante s’écrit

DLJ?, J2, AP, A) = RW[as, a?, j°, %) — Jhas — AP — J3al — P A°

vy Yo

en terme de la fonctionnelle (B.4) telle que a? 4y = 0. Dés lors, les champs effectifs s’écrivent :

—J? = kGY a8+ G ab + e,kGY,Dyi® + e,Gh Dy P + o(h?)

—AP = KD"j®+ D77 + ke, Dy Gy a0l + e, DGl ,ab + Y e, DGl af + o(h?)
TH#V

—Jy = G$,[al+e,Dgj% + o(h?)

—A® = D%"+e,DiG3 i + o(h?).

En outre, on note :
~r o p
Apck, = E :67— 2,747+
TH#V

Ce terme constitue un parameétre de l'action effective. En évaluant j* a l'ordre O(h) et af a
'ordre O(RY), on obtient :

75008 = —Ji —e,GS,Dij
—A® = D%j*—e,DiJ} — e D§GS ,DGj* = Dij® — ey DGJS
§* = D& Me,DyJs — A% = e, J¢ — DAY 4+ o(h?)
al = —G5 '8 —eyDij" = e, A® — G5 NS + o(h).

v
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D’une part, on a :

—Gh b = JP+kGY al + keyGy Dy + euGh , D"
= JV+kGY (e, A" — G5 IS) + key Gy Dif[en S — Dyt A% + e, Gy, Diy 7
= JP—kGy, G5, T8 + keyG [1 — DgDy A + G, Dy jP
= JP— /{@SWC?SZ,IJS + mevégvPonA“ + ey ~Q,UD(’]’]“”.

D’autre part, avec II5 = e%GQU, on a:
n:a T, nomo a o rer
— AP = KD"j*+ D"jP + ke, Dy Gy ,ay + e, DGy ab + Dyapey

= D'j? + kD"[e, ] — Diyt A% + ke, D GY  Jey A* — G5 1 T5] + Diagy,
—e, Dyl JP — négvé‘;;ng + /ﬁevégvPonAa + ey ~SwDSjp]

= Dijui® = euDyJf + Kley DG G, = D" Dyt = €4 D5G  Pun] A + Dy,
+ren[D" = DgGy, G5! + DGy, G ')

= Dju" = eoDGJ7 + K[DgTIg, — D" Dyt — DTl Pou] A® + Do,
trey[D" = [Df — DGl G5, 1Ty

v

Par conséquent :

J' = ewDpg! DY — Dyl AP + kDG D" Digt — DIl + DRIl Po] A® — Dyg! Diagy,
—re, Dy (D" — [D§ — DGy, G5, '1J5,  (avec : D — Dy = =DYj)

= euJf = Dy A+ kD [D" Dyt — Dy, + DGl P ] A — D D

—ke, Dyt [D™ + D{ Gy G5 1Ty

= ey J? — Dy AP 4 kaa A — Kkepay JY — DDy, + o(h?).
Or, d’une part, on peut écrire
aa = Diyl[D"Dyy! — Dyl + DYl ] + o(h?)
= (Dp - 5.0ek) (Dg + Dy g,totD(T)L)(Dgil — 15 pex) — Dy~ Dy 20
+Dy ' D3 Py, + 0(h?)
= Dy 'DgD§ Tt - Hg,bckDngil - DgingHg,bck + Dy~ ' Dy g,totDtr)LDgh1
—I13 P + 115 P, + O(h)
= D(T)LilPOf‘f - Hg,bckpof’f - Hg,bckpoﬁf + Hg,totpoﬁf - g,vpoff + HS,UPOH + O(h2)
= [D§7 — 15 P + 115 Py + 0(R%) = Dy P + 115 P, + O(17)

puisque (¢f annexe [B.2)
r a _ n n 1" n
10 per + 109 pere = 215 pery 1o or = o pep + 1154,

148



B.1. CALCUL DES FONCTIONNELLES

et, d’autre part, on a
a; = DpllD"+ D{G} G5, + o(h)
= (Dy' =T y) (DG + Dy 10, DY) + (D = 15,4,4) DY G5, G5, + 0(h)
= Dy Dy + Dy ' DYGy Gyt + o(h) = P + G5 ,G5 P + O(R).
Finalement, a ’ordre O(h), on a :
3P = epJ? — Dy AP + K[DP P + 115 P ] A® — key [P + G, G5 Ponl I — Gipey, + 0(R?).
Enfin 'expression du dernier champ extérieur peut étre obtenue de la facon suivante :
ah = -Gy NIP+ kG NGy G TS — keyGY LN GY P A — e, D + 0(h)
= -Gy I+ Gy Gy G M TS — ke Gy GY P A — ey Diley JP — Dy 1 AP
—eu D[k [D Po + 115 Pun] A® — ey [Py + G5 G5, Ponl I — @] + 0(R)
—G‘g;}lJ{)’ + négjégvég;ljg — nevégfvlégvPonA“ — ey AP — ke PogAY — ey Diay,, + 0(h)

= =G5, P+ kGY N GY G TS — key Gy Gy Py A — ey AP — ke PogA® + 0(h)

(2

En résumé, 'inversion des relations donnant les champs et courants effectifs correspond au sys-
teme suivant :
J# = eud? — D AP 4 K[Dp P + 115 Pu] A% — ke [P + G5 G Pl JE — Gpey, + O(H?)
a) = =Gyl IP 4+ kGYNGY G TS — ke, Gl Gy P A — ey AP — ke P A + 0(h)
= e, Jl — DL LAY+ o(h?)
ag = e,A% — C;"Ql;)ng + o(h).

Les champs extérieurs a;* ont été évalués a I'ordre arbre tandis que les sources extérieures jX le
sont jusqu’a l'ordre d’une boucle. L’action effective correspond & I’expression suivante :

a\ tr n—1 n r—1 a
F[Jp Je Ap7Aa] — 1 <A > <_H[Dbck Poff+H2,vP0n] Dbck> (A )

) 9 5 —1
o 2\ Di5 WAVE

(% T (—RGyGy G G (e
2 \Jo Gs! 0 ) \JV
Lo (T " (KP4 kG IGE P, 1) (A
2 \JY -1 0 ) \Ar
Lo (A " (KP4 kG3 G P, —1\ (S8
2 \ AP -1 0)\J¥
1 ~ .
+5 > e {AGh ak + alGy A"} + o(h?).
TH#V
De nouveau, cette action est nulle dés que les valeurs moyennes sont définies & partir des quantités

effectives : les équations du mouvement pour les différentes valeurs moyennes sont déduites de
celles des champs effectifs mais pas directement de 1’action.
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Action effective pour toutes les variables effectives physiques

Les quantités physiques a? et jP paramétrant W ne font pas ’objet d’une redéfinition par
transformée de Legendre ; ces quantités sont alors traitées comme des parameétres. L’action ef-
fective, permettant d’obtenir conjointement les équations dynamiques de la moyenne du champ
électromagnétique et de celle des courants, est donnée par ’expression

[JP, AP] = RW]a?, d?, j%, j7] ZJP(IT—]

La fonctionnelle RW peut étre écrite

i1 - <55 (5) et (8) - (2) () o

ou

G e;G_Dp Q¢ al +e
th?}m? = 7377:71 ’ 127Tn ° ’ ; - 2T T 4 07:7 p |0 s = Z L.
’ eTDO G2,’T n_S_D QT GTDO 2 T(ZT + D =

Dans 'expression précédente, on a introduit le nombre de saveurs n, suivies afin de compenser
la somme sur celles-ci dans les termes ne dépendant que des champs extérieurs. De plus, on
introduit les courants & une boucle j* et jI :

Jr=—G3.la% + e D), = —Gh.lak + e, Dgj").

Le courant j” fait office de paramétre. L’action effective I'[.JP, AP] s’écrit

e, AP = o Z ( Z—> aux?’ <j§>

et les variables effectives ont pour expression :

oRW

_Jg—):_ dal = K/G2T T+K67G27—D _3:—:_"431—1_3;
T
ORW ~ =
== = DD+ Y er (DR ot + Dy

= ’k';DO Ze’rjr +DO ZeTjT

En terme des variables j¢ et 57 (considérées comme des fonctions de JP et AP), I’action effective
est diagonale :

~n\ tr “n—1 ~n
14 Pl — E Jr GQ,T 0 Jr — E “nitr s m—17n 2
F[J 7A ] 227—:(](1) < 0 nLSD(T)L ja 22[7’] GQT ]7—+ j DO] +O(h )
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Wiy = T
W = et 31— Dy A Dy DG~ Y e
T T

= Y e P =Dy AP — Dy D" + Dy DG — DY erdt
= Z e JP — Dy~ AP — Dy DyP + Dy DY eJiT
— Z e-[J? + DI DI — DR AP + Dyl T
En conséquence, I'action effective s’écrit :
KO[JP, AP = — Z GGy + —ZJ“DZ?J'“
= 3 Z G — 71 + {Zer JEDY ~ ()" DY) — [A” + j°D§)} - D!
-{ZeT D§J? + D j5] - [A” + Dgil}
_ ! Z T2~ MG IP — 7+ 5[AP + P Dg) - Dy (A 4 D)
-5 ZeT (AP + j7D§) - Dy~ [DJ? + DY)
-5 ZeT 2Dy — JiD8) - Dyl (AP + Dys) + o)

c’est-a-dire :

JNT (Gat e J?
ara) = 53 (0) (B ) (0)
€r N 0
_lz "Gy e Dg i
24«\47) \e,Dy7'Df LDy 'Dy) \5”
_}Z i\ (Gt —e.D{DyTT (E
2 £ \j¥ e-D§  L=DgDy~t ) \AP
~p\ tr ~n—1 apyn—1nf
.]: G2T _eT‘DOD D .]7' 2
. ’ o(h
+ZT:<JP> <+eTDng—1D5 L DDy~ 1Dr o)

avec Dg = D{— D{f = Dy — D§. En outre, kI est ainsi indépendante du paramétre « (toutes les
quantités auxiliaires ont été éliminées). L’action effective précédente est définie pour les quanti-
tés effectives et les équations linéarisées de ces termes peuvent en étre déduites (on retrouve les
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relations précédentes).

L’action effective pour les valeurs moyennes peut étre déduite de ’action précédente en im-
posant 'unitarité a cette fonctionnelle. Formellement, ceci revient a imposer les relations (B.7))
et (B.8) a cette fonctionnelle ; I ’action effective pour les valeurs moyennes est trés similaire & la
précédente puisque les variables auxiliaires avaient déja toutes été éliminées :

1 INT (G e, J.
i@l = 52 (1) ( iDé“) (%)
1 Z N\ Gyt erDp b
2 (4)) \e.Dy7'Dy Lpp~'Dy) \J"
~p\ tr “m— n—
_}Z Jr Gy —e-D{Dy\ ((J7)
2 i") \e-Dy LDgDy |\ (4)
~ tr n—1 ayn—1 f ~
r Gy —e,DEDRID r
+Z <]77:> f27 n—1pmr 1 ao 7?—1 7»0 <jr> +O(h2)

avec 5: = —égﬁ[a? + e, Dyj"] puisque l'unitarité a été restaurée. A nouveau, les équations du
mouvement pour les valeurs moyennes peuvent étre déduites de cette fonctionnelle : on obtient
deux équations linéaires couplées et les équations du mouvement pour les valeurs moyennes du
champ ainsi que celle pour les courants peuvent étre extraites de ce systéme ordre par ordre.

0+o(h) = = Gy [(Jr) = il = e [(A) + Dgj"] + o(h)
0+0(h) = == = Dy~'-{D_eDp(Jr) + DYJr] - [(A) + D1} + o(h?)
= Dyt er[DG(Jr) — [D§ — Dglir] — [{A) + Dgj"1} + o(h®)

= Y er({Jr) = J7) = Dy [{A) + Dy(3" = Y er)] + o).

T T

La derniére relation permet de déduire I’équation du mouvement au niveau arbre pour (A) c’est-
a-dire (A) = —D}j" +o(hl). L'imposer dans la premiére relation permet de trouver 'équation du
mouvement de (.J;) sous la forme (.J;) = j7 + o(/?). En utilisant expression obtenue pour (.J,),
I'équation du mouvement pour le niveau & une boucle de (A) peut étre déduite de la derniére
équation du mouvement, et, en rassemblant tous les ordres de (A), cette valeur moyenne vérifie
équation (A) = —Dj(j" — 3. e,57) + o(h?). En résumé, les équations du mouvement pour les
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valeurs moyennes sont retrouvées :
(Jr) = Ji+Oh) =G5 lal + e-Dbj") + o(h?)
(A) = —Dy(i" =Y endt) +O(n) = —Di[>_ e,G3 ,[al + e- Dy’ ] — j"] + 0(1?)

T T

= —D'j" = D§>_ e:Gh L al + o(h?)

T

et = (A) = Dle- (J7) — 37 + O(2).

Charges spectatrices : Seul le courant des charges de saveur v et le champ électromagnétique
sont suivis. L’action effective correspondante s’écrit

T, AT = RWla ., 7] = 3 7 — A

Pour simplifier les expressions, les champs extérieurs auxiliaires a 4y sont annulés. L’expression
de cette action effective peut étre obtenue de maniére similaire aux développements précédents

a partir de
a® a® a® tr e
%W[aﬁ,g = __Z ( g) aux% <j3> - <]Zz}> <Q]> +O(h2)
ou

wen_ [ Gy eGE,Df Q" _ [ Ghyab+eGh D5\ _ (G5 ab + enGh Dy
auz,v engGg,v Dn ’ QJ DTJP+Z GTDT STQT DT]p+D0abck .

avec le paramétre a une boucle lié aux charges spectatrices
P2 A— AT D
Qpek = E 2,77
TH#V

De nouveau, les calculs sont analogues & ceux faits lorsque toutes les charges sont considérées.
Les quantités effectives s’écrivent alors :

I = kg
—AP = kD" + ke, DG 0l + D' + e, DG ab + Y e DyGlh aP
T#v
= &Dpej" — ke DYy + Dy f” — enDijy, + Dy,

au moyen des sources & une boucle introduites précédemment. On a
Kjy = JE—7,
kj* = oDy DY = ji) = Dy AP — Dy Doy g? + eo Dy iy — Dy Diagey + ()

= ewDy ' DyJE — Dyyt AP — Dy Dy P + englclegJZ Dy~ Dy, + o(h?)

= e, J0 — Dy AP — D DP — Dy DI Db + eo Dy~ DY jh — Dy~ Dy, + o(h%)

= —Dp AP + DyjP) + Dy e (D JP + DoJu) Dg(@per, + 115 40, DO I7)] + o(h?)
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ou ’on a utilisé la décomposition suivante :

Dp Dy +o(h?) = (D' =103 4) - (D + DTl 4. D) + 0(h%)
= DI?C;IDS + D(T]LilDS g,bckDS + O(h2)'
Par conséquent, a 'ordre quadratique, 'action effective s’écrit
(2
2
1 ~ ~n— ~
= Sl -G - i)
1 . _ ~ - . _
+5{=[A7 + P DGID;, " + [ew(J7 DG — 5717 DY) = ([@hes]™ + 3* D§T3 o) D§1DG '} - Di,

2
~m Am—17~ K™, .
kL7, AP] = J?Gg,uljg + EJaDgckJa

A=Dp AP + D]+ D~ lew (DR T + D7) — D (@ + 115 e D571}
1 ~ ~m — ~ 1 . — >
= SUE =Gy I = 3l + AP + P Dg] - Dyt (4P + D)
1 . . ~ - .
—5 [P+ 7 D] - Dy [eo( DL + DY) — Dj(afer + 15 e DG7)]

1 ~ . ) _ )
—5len(Jy Dy — 7517 DY) = ([@her)"” + J7 DgTIS i) D§] - Dy~ - [AP + D] + (1),

Pour simplifier les notations, on réintroduit des ordres supérieurs pour former la contribution
suivante :

A= 1A+ P D) Di! - (A7 + DP] 4 [P + P DG] D DT D7
5P DRI o D - DY < (A DY)+ (AP + D] D~ - Dl
bl DG - D (4P 4 D7)
= %[Ap + (77 + [aper] ") Dier] - Dy - [AP + Dipey (57 + )] + 0(1?).
L’action effective s’écrit alors

1 sr n— Sr 1 . ~r T\ 7)a n— r . ~r
kI[P, AP] = §[Jp — Jo) - Gz,vl Y =gl + §[Ap + (77 + [aper,)") D) - Dy - [AP + Doy, (37 + i)

v v

~ AP+ D] Dy - (DR + DY) — FEDE — 117 D] - Dy - (47 + D) + o(r?),
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c’est-a-dire, plus explicitement sous la forme matricielle suivante :

arr ] = LT (G e N (Y DL (AT (G e D it
v 2 \ AP —e, Dpt)\A?) 2\Ar) \e,Dp7'D] —Dr Dy, +o(h?)) \J*
LN (Gt —e,D{Dp! I
2 jp eUD(C)L _DgckDgc;1+O(h2) AP

AL G et Y ()
2 jp _eUD(C)LDg_lD(J; DgckDgclegck+O(h2) ]p

1 1
+5 ([@hex] " DG DG~ AP + AP DG Dty + 5 (5P DDy~ D + [ger] " [aher] " 57) + 0(h7).

En supprimant les termes indépendants des valeurs moyennes, ’action effective correspondant &
ces derniéres s’écrit alors :

An—1
i@l = 3 (G (A ) ()
(«m)"( Gyt @D} ><J>
(4)) \esDy™'Dy —Dyy' Dy +o0(h?) ) \J"
(5" (G e DiD; ><<Jv>>
J’ evDj  —Djy Dy +0(h?) | \ {4)
42 (a5l DEDE(A) + (A) D D) + 0(1?)

et les équations du mouvement correspondantes peuvent étre obtenues comme précédemment &
partir des relations :

or ~ -
0+o(h) = Ak Gyt [JP — Ji] — eo[AP + Dyj?] + o(h)
or n— T . ~r n— n or
0+0(R) = nyr = Di+[A7 + Diy(5" + )] — eoDf ™ IDRIL + DY;] + 0(?)
= Dy AP + Dpy,i) + Dy~ Dydgy, — e Dy~ DG JE + [Df — Dgliy] + o(h?)

= Dy [AP + Dyj?) + Dy~ D[ 0, Dy + i — ewdy) — el JE = Ji) + o(h®)
et, en identifiant les différents ordres, les valeurs moyennes s’écrivent alors sous la forme :
(Jo) = ji +0(h?),  (A) = =Dpej" — Di(Gher, — eviy) + 0(h%)
c’est-a-dire
(o) = —G5 [} + e, Dy + o), (4) = —D'j" =3 e, Dyl a2 + o(I?)
T
et
() = ~Djai” = Dy Gl — st} ) +0(2),
T#V
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Action effective pour toutes les densités de charge

De la méme maniére, ’action effective pour la moyenne des différents courants est définie par
la relation

L[JP] = RW]a®, d?, %, 57| — Z JPa?

T

et correspond & 'expression

. tr .
K - 1 G kD" DT G
F[Jp] = 5 Za’g g,rag +Fj7 Fj = _5 <jp> < D@ 0 > (jp)
T
ot le champ extérieur a s’écrit en fonction du courant effectif J¥ sous la forme
—JP = kG %+ e, DY) + G a2 + e D)
rat = —Gy ' JP — ke Dyt — Gy G L [ab + e Dij]
— Gy P = ) — e, D
a partir de la source retardée a une boucle

T = =Gyl + e, Dys?), [ = —[a? + e, 7 DGICs,

qui constitue alors un parameétre de ’action effective pour la moyenne des courants. A une boucle,
I’action effective s’écrit donc :

1 ~p n— “r r n . sa
KP[JP] = §Z[J£_3T]'GZ;rl'[Jf_]T]—i_KZeT[Jf_]T]'DO )
1Y erf® DY - [J = i)+ A + o(R?).

Cette action permet de retrouver ’équation du mouvement de la source effective J? en fonction
de tous les autres paramétres. L’annulation des quantités auxiliaires de ’équation précédente
(¢ = 0, I';[j* = 0,57] = 0) permet d’obtenir I'expression de 'action effective xI' en terme des
valeurs moyennes sous la forme suivante :

ST = 5 W) — 3] G52 [) — 7] 4 o).

En outre, kI' est alors indépendante de k et produit bien l’équation du mouvement (J;) =
JT 4+ o(h?) par application du principe variationnel.

Charges spectatrices : Le courant des charges de saveur v est mesuré; I'action effective corres-
pondante est définie par la relation

D[JP] = RWlad,a?, 5, 7] = Y _ JPal.
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Elle s’écrit alors

/<,; ~
[JQI))] - 2 v ’ g,y ’ a% + Dest (Bg)

ot I'cg correspond a tous les termes indépendants de a,
cht - Fj + Fbck,a + I\bck:,a,j + F%k,a,j- (BlO)

L’expression de ces termes n’est pas essentielle au calcul, d’autant plus qu’ils s’annulent tous
lorsque 1'unitarité est imposée a la fonctionnelle. L’expression du courant effectif correspond & :

—J? = kGY,la% + e, DY) + G5, [ab + e, Djj"]
kay = —Gy 'Y — 5] - e, DY

Par conséquent, ’action effective s’écrit :
wL[JY] = %[Jff =g} Gyt ) = g+ weo[TE = i) - D - % + keyj® - Dy - [J) = i) + KL st + 0(R%),
et, en annulant les quantités auxiliaires, elle s’écrit finalement :
WY = Gl — T1]- Cat - [Gh) — 2] + 0(?)
et géneére, a partir du principe variationnel, I’expression de la valeur moyenne (.J,,) = 55 +o(h?).

Action effective pour le champ électromagnétique

L’expression de l'action effective pour la moyenne du champ électromagnétique est définie &
partir de la relation

[[AP] = RW]a?, d?, j¢, jP] — j* AP

c’est-a-dire

p — E - n a - __ a/;l' K;GELT é;,’r a
P[AP] = +25°D"j* + Ta, T4 Z(d;) ( o)

27’

)

SR

Le champ effectif correspond & :

ORW
_AP = _M—a_HD"]‘H-DTPjLZeTnD b a2 + DyGh aP)

= kD"j* + KDy Z e,GY rag + Dgls? Z erjr]

Kkj% = —D" 1[AP+DT ZeT kG a2 — Dy~ Dyl
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en utilisant le courant retardé & une boucle j'. Par conséquent, en excluant les ordres & plus
d’une boucle, on obtient :

1 1 ~ ~
WD) = S[A” + PDEID" AP+ DEP) + 5 3 erl AP o+ P DG) - [ ra — D~ DG

T

1 ~ ~ .
+5 D erlka2G . — (71" DEDE '] - [A” + Dis] + KT
T

1 /AP\" ( Dr=l  pr-ipr \ (AP
- “F“+_<'p> (D“D"—l D“D"—1D7"> ( 'P)
2\J 0 0 0/ \J

1 AN [ kGE. —DPT'DE [a®
b e . )~ ~
24T\ xDgDyGs . =Dy A

tr ~ 5
1 a? kGY kGy Dy\ (AP
e () (o U7 (G

En annulant les quantités auxiliaires de I’équation précédente (a2 — 0, Iy[a® = 0,aP] = 0),
I’expression de sI' devient indépendante de k et définit alors ’action effective pour les valeurs
moyennes :

AT = S[0A)+ 57 DE] D" [(A) + D] = S1(A) + 57 Dg]- D~ D5 e,
T
5 S el Dg - D [(A) + DT+ o)
L’équation du mouvement pour (A) peut alors étre obtenue & partir du principe variationnel :
0 = D"'-[(A)+Dyj"] = Dyt D§ Y err+o(h)
= D" [{4) + Dyl + Dyt Dy ET: er Gy lay + e, Dgj"] + o(h?).
T

Donc : R
(A) = —D"j" = Dy Y _ e G5 al + o(h?).
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B.2 Structure du tenseur de polarisation et de ’énergie propre

B.2.1 Tenseur de polarisation

Dans le contexte du formalisme closed time path, le tenseur de polarisation 6277 induit par
la charge e, est défini par I’expression :

(G37 ) = —itr[GT 2 7u G - (B.11)

c’est-a-dire . - . -
<tr[G0 T ’Y/J'GO,T ’7’/] tr[GO,T ’yﬂGO,T 71’]>

iGa.r 0, 0 70T
( 2’) tr[GO,T’YHGO,;r’yV] tr[GO,TWﬂGO,Tvl’]

L’expression du propagateur pour les fermions sur le contour CT UC~ s’écrivant

f
GO _ +G6L,T +G0,7’ —|—Z< 8,7 - 8,T>
T = s
_G(J)C,T - g,r _G(CJ,T G(C],T

par conséquent, les différentes composantes du tenseur de polarisation ont pour expression

(G = t[(+GE, + GG ) (+ G, + G )]
(iGo N = tr[(~Gr + 0G5 (= Ghr + iG]
(G5 ) = tr](-G m<+G5T iG§ )]
(G = wl(+G 6. (—Gl . —iG5 )],

Les parties réelle et imaginaire des différentes composantes de Go » permettent d’en définir les
termes correspondant aux contributions proche, lointaine et purement imaginaire. Ces contribu-
tions obéissent aux relations suivantes :

RG3T = NGy = +00(Gf Gl ] + tr[Gh G670 = GE
8G3; = 489G, = —t[G Gl ] + T[Go peme e

RGS, = —RG, T = —tr[Gh Gl ) + 0 GY G ) = =G
SGY; = +8Gy) = +u(G) G ] + (GG G ]

En outre, comme G{ (z,y) = sgn[z? — yO]G&T(az,y), on a, par convolution dans ’espace des
positions,
(G GG ] = —6r(GY 9GS - (B.12)

. . .. S, . .
Par conséquent, les parties imaginaires de G97 vérifient les relations suivantes :
+— _ ++ —
‘YG2 T ‘YG2 T 2 T

Ainsi, sur le contour CT UC™, le tenseur de polarisation peut étre écrit

5 +én _éf . e Ge
GQ,T — ~3¢‘7T "’,,2177— + 1 < ~zy7— ~§7T> (B13)
+G2,T Y2 2,7 2,1
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ANNEXE B. ACTIONS EFFECTIVES ET TENSEUR DE POLARISATION

En outre, les différentes composantes de ce tenseur vérifient la relation de contrainte
Gif+Gy, =G5, +Gyt (B.14)

Enfin, on définit des combinaisons de grandeurs retardée et avancée pour le tenseur de polarisation
par les relations suivantes :

~r_ Am ~f o Am ~f
2,71 — G2,T + GQ,T’ 2,71 — G2,T - G2,T'

Ainsi, les quantités éng se comportent comme pour un propagateur issu de degrés de liberté
bosoniques.

B.2.2 Energie propre

L’énergie propre 1l est définie a partir de la somme des tenseurs Go » des différentes saveurs

selon la relation
- (e ok
I, = 2 e 0G0 = zeT —égj GQ_,TLT . (B.15)

Cette structure est analogue & celle du propagateur par blocs pour les fermions. La relation
(B.14) s’écrit pour I’énergie propre :
IH +1L, + 1 + 1,7 =0. (B.16)
Enfin, les contributions avancée et retardée de 1’énergie propre s’écrivent
0= TG = Y G -G = Y26, W= Y26, (B
T T T
de sorte que le propagateur du photon soit
1 1
Dr — f’ Da — f (B18)
Di— =114 Di— — 11§

On définit les contributions proche, lointaine de I’énergie propre ainsi que II§ en terme des
composantes réelle et imaginaire de cette grandeur dans I'espace des positions. Ainsi, I’énergie
propre se décompose comme :

e ~f ~e ~Yc
o| (G +Gy . o —Gg
H2 = Z e’r |: (_égT _GST _|_ 2 —GETT ég TT (Blg)
T 5T 5T ) )
et donc :
p=>€2Gy, =R, =) €G] =R, I5=> 2G5, =Sy (B.20)
T T T

A Dordre d’une boucle, 'expression du propagateur du photon correspond aux expressions

1

D" = J[D"+ D)= Dj+Dj 5Df + DJTIE D} + DI, Dy + D11 D]
1

D! = J[D"~ D= Dj + D{I} D} + DyT,Df + DYTIE DY + DTS DY
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et plus particuliérement, comme Il5 est nul sur couche de masse, ces expressions se réduisent & :

D" = Dy + Dp1y Dy, D! = D + D{nyD].
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ANNEXE B. ACTIONS EFFECTIVES ET TENSEUR DE POLARISATION

B.3 Calcul du tenseur de polarisation

B.3.1 Expression générale
Pour une saveur donnée 7, le tenseur de polarisation est défini par 'expression (B.I1]) c¢’est-
a-dire :
( Noo!

2,7 )W = —itr[G{ J'Yu 0 Wl

Plus particulierement, la combinaison retardée de Go . utilisée dans les équations dynamiques
présentées dans le chapitre B s’écrit :

.0 1p) = G5, [P + GY,[p) = RGIF[p] — RGE [p).

Par ailleurs, la consistance est étudiée par 'intermédiaire de la partie imaginaire du tenseur de
polarisation dans ’espace des positions. Par conséquent, on s’attache a évaluer G;j et CNJQL; En
outre, les autres tenseurs peuvent étre déduits de ces expressions. Les parties réelles et imaginaires
du tenseur calculé sont toujours définies dans I’espace des positions :

1

oo’ J oo * oo’ Soo! oo x
RGIT (p) = 5[G3% () + G277 (=Pl SG37 (p) = (G327 (p) — G377 (—p)]. (B.21)

2

Enfin, le tenseur de polarisation doit toujours satisfaire les identités de Ward & savoir :
P (G875 )w(p) = 0.

B.3.2 Expression dans le vide

A partir de I’expression du propagateur des fermions dans le vide, on peut montrer que les
termes pertinents du tenseur de polarisation ont pour expression :

(O ol = [ e Nonp) o 1
2,7,vac/ KV bl = (27T)4 K, P (k +p)2 —m2 + 40 k2 — m?2 + 10
o d*k , ,
Z(G;—,Tﬂ)ac)uy[p] = / WNMV(k,p)QZTr(S[(k; =+ p)2 _ mQ]@[kO +p0]217['5[k2 _ mz]e[_ko]

avec

Nuw(k,p) = tr[(k+p+m)yu(f+m)]
= 4[2kuku + k?,upu +puku - g,uu(k?Q + kp - m2)]

Plus particuliérement, la trace de I'expression précédente correspond & :

9" Ny (k,p) = 4[2k* + 2kp — 4(k* + kp — m?)] = —8(k* + kp — 2m?)
= Ak —m? + (k+p)?—m?—p*—2m?.
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B.3. CALCUL DU TENSEUR DE POLARISATION

On peut aisément vérifier que les quantités (G5 TWC)W[ | et i(Gy - wac) v [p) sont transverses[ :

237 ! Pup
(G27Tvva0)“’/[p] = ngW gaﬁ( 2 T’UaC)OéB [p] Tﬂl/ = Guv — %

Le tenseur de polarisation dans le vide (G5
standard en théorie quantique des champs :

1 4p? (1 p? 4m? 4m?
—1'[Jer Jpl =T, —< =4+2( 1+ — — =1 ty ) —— —1—1
62( )u [p] w3 {3 + < + 92 2 arcco P

La correction (é;;) v [p] est propre au formalisme CTP. Elle est nulle pour 0 < p® << m :

2 TWC)W correspond & la correction & une boucle

(éii—,vac)l“/ [p]

2

v ot — p
gﬂ Z(G;T,vac)lw[p] = —8m [1+2—m2]/

d'k
(27)?

2 4
= sl ] [ G0l 50 - a0 — el + e[k

avec e, = VkZ + m2, eiﬂ) = (k+ p)? + m? = €2 + p* + 2pk. Par changement de variables et en

3[(k +p)* — m*|O[K° + p°|o[k? — m*|O[—k’]

posant k, = 1/62 — m?2, lexpression précédente devient

2m?

5 27r d k
¢ Gl = a2+ ] / / / ek [ﬂp%zekp ~ 9kplOler + O[]
6152 — 2000 — 2kplOf” Ek]@[m@
2m2

Olez — m*O[ex + p’]O[—ex]
= 0

= —4m?[l + 2 / dC/ ey 512 + 26 — 2k prC]

car Ofe2 — m?O]ey, + p°]O[—ex] = 0 pour p° << m. Ainsi, dans cette limite, égmm correspond
au terme standard obtenu dans le cadre du calcul d’amplitudes de transition usuelles.

B.3.3 Expressions a température et densité finies

On introduit le quadri-vecteur u qui, dans le référentiel au repos de 'environnement, s’écrit
u = (1,0). L’expression des termes e2G peut étre paramétrée en fonction des quantités A7

et B9 suivantes
A7 [p] = e2g" (G5 ) wlpl, B [p] = e2uu” (G35 ) ()

7. Le calcul du terme G;T vac

en montrant que sa composante longitudinale est nulle c’est-a-dire en simplifiant la

conduit & un résultat connu comme étant transverse. On peut prouver le caractére

transverse du terme G2 T wac

quantité p*p” N, (k,p) avec les distributions de Dirac composant Giz
de dimension 4, on a : g"” g, =4 et ¢g"" T, = 3.

, . .
2 - wac- BN outre, dans I'espace de Minkovski
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N - ~ / , -
c’est-a-dire que e2GS9 s’écrit sous la forme
’

1
nv 1/2L

2657l =5l 5,) + 387 B0 ) -4l ()

avecn = p/lp, L=n®n, T =1-L, v = p’/|p|. On introduit également la constante de
couplage a = %. En outre, ces scalaires de Lorentz font intervenir les termes suivants

a(k,p) = g"Nu(k,p) = —A[k* —m? + (k +p)? —m* — p* — 2m?),
b(k,p) = Noo(k,p) = 4[2k3 + 2kopo — (K* + kp — m?)] = 4[k3 + k* + kopo + kp + m?]

1
= 4[2k% + 2kopo — §(k:2 —m? 4 (k4 p)? —m? — p?)]
a partir de Ny, (k,p) définit précédemment.

En présence d'un environnement, les tenseurs de polarisation (é;f)“,,[p] et (GQLT_ ) [P]
s’écrivent

= d*k 1 ,
(G ) wlp] = / WNW(k’p) [(k =m0 + 2im8[(k + p)* — m?|ng4yp
[m + 2imd[k* — m2]nk}
4
G ulp] = [ st Nl p)2im Sk + 2 = PO 5] = )

2imd[k? — m2)(O[+k°] — ng)

ou l’expression de ng, en fonction des distributions de Ferms, est conditionnée par la valeur
du potentiel chlmlque Dans les expressions qui précédent, les contrlbutlons dépendantes de
Penvironnement G§9 O eny Deuvent étre séparées de celles propres au vide G37 T vac:

(Ol = [ N ) 1
2wl = [ N ) e T o e a0

4 2imd[k? — m? 2imd|(k + p)* — m?
+/ d k4N (k.p) mé[kQ mz]nk L 2im [( 2—i—p) i m Mktp
(2m) (k+p)? —m2 +10 k? —m2 40

+ / Ak ) 228 + p)? — mJns SR — P

(2m)t
WGl = [ % Now (k. p) 2im8{(k + p)* = m?)3[k” — m*|O[+4°)6[ k" —
-/ 547’?4 Nk, p) i 0[( + p)? — mJok* — m? {O[+k gy + Ok — pJms}
i / % Ny (k, p) [20]20[(k + p)? = m?J0[k? — m®Jn
i(GS7)wlp) = (G e) [P + 1(GS %) ]
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B.3. CALCUL DU TENSEUR DE POLARISATION

Les contributions issues du vide ont exactement la méme expression que celles calculées dans la
partie précédente et les scalaires de Lorentz issus de ces termes ont pour expression :

RALED] o p? 1 0
++ vaclPl _ @ P2 SATH] = SBH ] =
§RBvac ] 3(1 — VQ) 157 m2p <0 _1> ) Avac ] ‘YBvac ] 0.

P ~ / . 2
Par conséquent, le tenseur G579, est nul sur couche de masse (p?> = 0). Les parties réelle
10
et imaginaire des contributions propres a l’environnement sont déterminées via (B.2I)); elles
s’écrivent :

4 w0[k? — m?n T 2 _m?ln
(§RG2 env)MV(p) = PP / %NMV( )|:2(k6_[fp)2 _ ,,Lj?k + & 5[(k _{];f)_ m2 ] —
i 4
G @) = 5 [ Gz N hp)ollh + ) = w2}k = ) fsgn Ko — sgnlk + o)
1 d4k 2 2 2 2
(‘SGQ env)lW(p) = _5 / W ,U«V(k p)é[(k +p) —m ]6[k -m ]{nk-i‘p +ng — an-f-pnk}
(‘SGQ env)lW(p) = (‘SGQ env)l“/(p)

c’est-a-dire :

4 2 _ 2
(%GQ env)w/(p) = QRPI)/ (;Zﬂ_];ll (k’ +61[)]§2 — m2]+ i0 [N,ul/(kap)nk + N,ul/(_k _p,p)n—k]

; 4

RCE o) = 5 [ ggdllh + ) = 8k = mlsgnli® + 1[N b p) + Nk = .
4

OCHEw®) = 5 [ dllh+ ) = m8lE? = 2 = ey = N (). (B22)

N . . ) ’ 2 . 2 / !
A partir des expressions précédentes, sont calculées les quantités A%? et B?? leur correspondant.
Elles sont alors écrites sous la forme :

RVenblpl = Yeno[+0° 0] + Vi [-1°, pl,
§RJ}env[p] = 1 env[ p 7p] - y [+p 7p]
‘syem)[p] - ‘syem;[ ] - ecm)[ P ]+ em}[ p 7p]7 yE.A,B. (B-23)

Les différentes contributions A%, et BX,, sont évaluées soit a température finie et densité nulle,

soit dans la situation inverse et leurs expressions sont résumées dans les parties qui suivent.

Ces termes sont évalués pour un régime ot ’environnement est non-relativiste : T' << m et
ky << m. Dans un premier temps, les intégrales sur les fréquences sont faites pour les contri-
butions A% et B°°" définies a partir des intégrales (B22). Ensuite, Vintégration sur la partie
spatiale est approximée en limitant le domaine d’intégration a |k| << m c’est-a-dire en ne re-
tenant que les contributions non-relativistes issues de I’environnement. On peut vérifier que les
termes obtenus correspondent bien aux ordres dominants.
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Expression a température finie et densité nulle

A température finie et densité nulle, les contributions permettant d’obtenir A7 et Bo7 4
partir de (B.23)) s’écrivent

4am?T p? 4aT? -
+ — 1 I 0 _ T 0
Alnolp] pmy [ + ng} [p", p] [, pl,
4am?T | p? 0
= = - 1 J
Aol R !
4am?T | p?
c - _ 1 K 0
A [Pl ol | + ng] [p”, pl,
4am?T | > PO 20T -
B = - 1 = 11p°, p] — I[p°
enw D] el 2w T ", pl [, pl,
4am?T | p> Y]
B, = — 1 — [ J[p"
env[P] ™ tomz T ", pl,
4am?T | > PO
B¢ = - 1 — | K[p°
env[p] |p| I + 2m2 + m | [p ap]
en fonction des intégrales
® dzz r.+ 2 . dzz?
I[poap] - / — nzln z ) I[poap] :/~— Nz,
0 Wy Ty — z
* dzz -
Tt = [ nelt - rlsenbenllo. + 55
0 z
* dzz 1
K[Poap] = —/ —— n:0[1 -] ~2 2 0)2 0.
0 @ 1+ exp[—+/@2 + 22 + (8p°)? + 26p°.
et des quantités
¥ P 1

Ty = + oW, Wy = m2+22, Nz = :
°2p|T  |p| ¢ N (Bm) z 1 4+ eV BmE+22

Les contributions & température finie sont faibles en raison de la distribution n, en facteur de
toutes les intégrales : pour 8 >> 1 c’est-a-dire & température faible, ces termes présentent alors
un facteur d’atténuation en exp|[—/Sm] issu du développement de n,. Plus particuliérement, on
considére que ég,em) est négligeable sur couche de masse.
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Expression a densité finie et température nulle

A densité finie et température nulle, les contributions permettant d’obtenir A7 et BT 4
partir de (B.23) s’écrivent

2a0k3m 2
+ f p 0
1 L
Adli] = = U | 2
ak?m 2
_ f p 0
Aenv[p] = = ’p‘ |:1+ 2m2:|M[p 7p]7
ak3m 2
c f p 0
= — 1+—|N
Al L1+ |l
2a0k3m 2 0
p p 0
B - I ZLp°, pl,
Sl = v B )
ak3m 2 0
_ f p p
Baulyl =~ |14 gy + 2| M.
ak?m 2 0
f p p
Bgnv[] = - ’p‘ |:1+2m2+aj|N[p p]
en fonction des termes suivants
1 r+1
L[p° = —(1-7r?)1
R
M[p°,p] = O©(1—|r)(1—7r?),
1—r? p| >2kf, —1<r<1
. 1—r? Ip| < 2Ky, —1—‘—F;|<7“<1
N|p",p| = 0 0
V2 +;§n)p Ip| < 2k, 2I}:\ <r<l1-— \r;l
0 sinon
ol r s’écrit

2|plky

A densité finie, les différents termes composants G ¢, sont nuls sur couche de masse (p? =0)
sous réserve que ’on ait m >> k — f. Sur couche de masse, le paramétre r s’écrit :

r= sgn[po]ﬁ, Ir| >> 1.
ky
Le scalaire A est strictement nul pour p? =0 :
20k2m
RAGEp:p® = 0] = AL, p] + AL [0, p] = 7711];\ (L[ p’,p]+ L[- )
20k2m 1 rl+1
= L (1 5= ] P - ) )= o
7|p| 2 Ir] —1 Ir| +
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iak2m
RALLIpip®> = 0] = AL, [-p°,p] — iAL, [+p", p] = \rf! [M °,p] — M[—p°, p]
iak2m
= SRea - - a0
SAL I, p? =0] = SAL I, p? =01 = AL, %, p] + AL, [-p°, D
ak]%m

= [N[po,p]JrN[—pO,p]]:O

En premiére approximation, I’expression du scalaire B est également nulle sur couche de masse :

RBSbp,p? =0 = B, [p°,pl + B, [-1°,pl
9 2
- %;drign [L[po,p] + L[—p", p]} +2il|1’;|m%) [L[po,p] — L[-p", p]}
_ Qi]rzn%[L[po,p] —L[—po,p]]=sgn[ ]QOff [27“+(1 —r%)In HJ_HV: }

4akz2 o 1 1
= gnp fz 2n+1
2n+1 2+ 3)! ) r2nt

= O(k}/r) = 0<%§>—> 0.

§RBz—nv[ = 0] = ZBenU[ p07 p] - iBe_nv[+p07 p]
iak?m iaksim
p
= ’pf‘ |:M[P0,p] _M[_po,p]:|+ ‘If’

_ mgmﬁbkipfmﬂp1+Aﬂ—#%m}=i%n@%mwﬁeu—wAX1—r%]=o
SBLEIp,p =01 = B, p* =0 =B.,,0»°,p| + Bl [-1", Pl
O‘kj% 0 0
= - [N[p7p]+N[—p,p]}—

p|
— —sgalplak} [N, p] - NT-5°,pl| = o.

2

2110l + M-

akim 0

P

! —[N[po,p]—N[—p°7p]]
p| m
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RESUME :

Cette thése s’inscrit dans la problématique de la transition quantique-classique et, plus parti-
culiérement, dans le cadre de la construction de 1’électromagnétisme classique & partir de 1’élec-
trodynamique quantique sous-jacente en faisant appel a la théorie de la décohérence. Pour cela,
il est nécessaire d’utiliser un cadre théorique permettant de définir des observables sur des états
mixtes afin de rendre compte de l'intervention d’un environnement.

Les observables et les phénoménes sont décrits ici au moyen de fonctions de Green. La valeur
moyenne du champ électromagnétique et celle de courants de charges ont été introduites pour
des résolutions d’espace-temps appartenant au domaine quantique. Ces moyennes sont définies
a partir de conditions initiales : les équations du mouvement retardées leur correspondant ont
été obtenues par application du principe variationnel & ’ordre d’une boucle. En outre, ces re-
lations font intervenir la polarisabilité d’un environnement constitué de charges dont 1’étude a
été menée dans le vide ainsi qu’a température et densité finies. Enfin, la décohérence du champ
électromagnétique a pu étre établie par le calcul perturbatif de la matrice densité réduite de
cette observable. Pour une résolution microscopique, les chemins consistants correspondent a
ceux dont les modes définissent des excitations collectives de faible temps de vie : c’est le signal
d’un régime fortement dissipatif nécessaire & ’établissement d’une limite classique au sens de la
décohérence.

Mots clefs : principe variationnel, transition quantique-classique, décohérence & consistance, va-
leurs moyennes : formalisme closed time path / de Schwinger-Keldysh, matrice densité réduite :
fonctionnelle d’influence, électrodynamique quantique, polarisation.

SUMMARY :

This thesis is about the quantum to classical crossover. More specifically, this work is motiva-
ted by the derivation of classical electromagnetism from the underlying quantum electrodynamics
using the theory of decoherence. To achieve this goal, the use of a framework allowing mixed
states for observables is needed in order to take into account the effects of an environment.

Observables and phenomena are described here by means of Green’s functions. Expectation
values of the electromagnetic field and of the electric currents are introduced at space-time re-
solution which belongs to the quantum domain. These quantities are defined by initial values :
they obey retarded equations of motion which can be derived from an action principle and which
are obtained at one-loop order. These relations bring in the polarizability of an environment of
charges which is studied in vaccuo as well as at finite temperature and density. Finally, deco-
herence of the electromagnetic field is established by a perturbative calculation of the reduced
density matrix for this field. At the microscopic scale, consistency depends on histories which de-
fine short life-time collective excitations : this is the mark of a strongly dissipative situation which
is necessary if one wants to establish a classical regime within the framework of decoherence.

Keywords : action principle, quantum to classical crossover, decoherence & consistency, expecta-
tion value : closed time path / Schwinger-Keldysh formalism, reduced density matrix : influence
functional, quantum electrodynamics, polarization.
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