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Chapitre 1

Introduction

Des I'antiquité, les civilisations anciennes s’intéressaient aux mesures de périmetre,
d’aire et de volume notamment pour des raisons économiques. Les égyptiens maitrisaient
les mesures en différentes dimensions :

e Les mesures de périmetre : 'arpentage et le bornage des terres agricoles sont refaits
chaque année. La crue du Nil bouleverse chaque année les reperes, et les limites
de chaque parcelle doivent étre rétablies. Il est indispensable aussi aux architectes
d’évaluer les dimensions des batiments qu’ils construisent.

e Les mesures de surface : apres la crue du fleuve, les arpenteurs qui réimplantent les
marques cadastrales ont recours a I’Aroure (setat). Cette mesure représente un carré
de 100 coudées (soit 2756,26 m2).

e Les mesures de volume : a la fin des moissons, deux fonctionnaires, le scribe des
greniers, et le mesureur de grains mesurent la récolte avec précision, afin de déterminer
la part du cultivateur et la quantité de semence a réserver.

La mesure euclidienne a fait son apparition dans les mathématiques babylonienne. Les
mathématiciens babyloniens ont calculés des approximations du périmetre d'un demi cercle
de rayon 1 noté 7 et la longueur de I’hypoténuse d’un triangle rectangle dont les deux cotés
de langle rectangle sont de longueur 1 ¢’est-a-dire une approximation du nombre v/2.
Les premiéres approximations connues des nombres 7 et /2 proviennent des babyloniens
comme le montre la reproduction ci-dessous des tablettes de Suse :
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a) Tablette cunéiforme YBC 7289 utilisant le systeme d’énumération babylonien donnant
V/2 avec quatre chiffres sexagésimaux significatifs, soit cing chiffres décimaux : 1 +24/60 +
51/60% + 10/603 = 1.41421296...

b) Tablette cunéiforme donnant 3,125 comme approximation de 7.

Les civilisations Hindou, chinoise, grecque, arabe, azteque, etc. ont ensuite formalisé et
approfondi ces concepts géométriques. Les pythagoriciens (civilisation grecque) ont montré,
par exemple, que /2 n’était pas un nombre rationnel !

Pendant la premiere moitié du 19eme siecle, le mathématicien Bernhard Riemann a
développé une théorie de I'intégration qui porte son nom : I'intégration de Riemann. Ala
fin du dix-neuvieme siecle, les limitations de la théorie d’intégration de Riemann deviennent
apparentes et plusieurs mathématiciens célebres (Jordan, Borel, Young, ...) se mettent en
devoir de la généraliser. C’est finalement la théorie de Lebesgue, exposée dans une note fon-
datrice de 1901, puis développée dans le Cours Peccot, qui sera adoptée par I’ensemble de la
communauté mathématique. Elle se développe a partir du concept de mesure, introduit par
Borel vers 1895. La théorie de la mesure et de 'intégration de Lebesgue seront ensuite per-
fectionnées et généralisées par de nombreux mathématiciens au cours du vingtieme siecle,
en particulier Carathéodory, Vitali, Radon, Riesz, Hausdorff, Kolmogorov et Besicovich.
L’histoire de la théorie de la mesure est associée au développement de la théorie des proba-
bilités, a celui de ’analyse harmonique moderne et méme a celui de la logique axiomatique.

La deuxieme moitié du vingtieme siecle a connu l'apparition et le perfectionnement de

différents systemes d’acquisition d’image en deux et trois dimensions (appareils photo et
caméras numériques, scanners, IRM médicaux, etc.). Ces dispositifs physiques fournissent
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des données d’imagerie de plus en plus volumineuses impossible a traiter sans l'aide de
I'ordinateur.

Dans cette these, nous étudions les estimateurs de mesure pour 'imagerie. Notre objectif
est de concevoir, pour 'analyse d’images, des algorithmes robustes pour la reconstruction
d’informations quantitatives : mesures de périmetre, d’aire, de volume, etc. Le but ultime
est de concevoir des théories de la mesure et de I'intégration dans les espaces discrets des
images compatibles avec les théories de la mesure et de I'intégration dans les espaces eu-
clidiens de “la réalité”.

Cela conduirait a inférer une algorithmique robuste et performante en analyse d’image pour
estimer les mesures des objets discrets permettant de controler, de facon systématique, les
erreurs d’estimations en fonction notamment de la résolution de I'espace discret.

Ce mémoire est composé d'un chapitre contenant I'introduction suivi de cinq chapitres
puis d'un chapitre contenant la conclusion et se termine par deux annexes.

Dans le deuxieme chapitre nous avons introduit les notions de bases qui seront utilisées
tout au long de ce mémoire. Le troiseme chapitre est consacré a une présentation des prin-
cipaux estimateurs de périmetre et d’aire introduits dans la littérature en imagerie. Dans
le chapitre quatre, nous présentons nos résultats concernant les estimateurs locaux et leurs
applications pour I'estimation de périmetre pour une classe de courbes paraboliques : nous
montrons que localement la discrétisation d’une courbe et de sa tangente coincident, nous
obtenons aussi des formules explicites pour les fréquences des motifs dans les discrétisations
d’une courbe d’une telle classe, et nous démontrons enfin que les estimations de périmetre
basées sur les estimateurs locaux ne convergent presque jamais (au sens de Lebesgue) vers
la valeur exacte du périmetre lorsque la résolution de 'espace discret tend vers 0. Dans
le chapitre cinqg, nous introduisons la classe des estimateurs semi-locaux et nous montrons
que les estimations du périmetre basée sur cette classe d’estimateurs converge vers la va-
leur exacte du périmetre lorsque la résolution de I’espace discret tend vers 0 pour toute
courbe de classe C2?. Dans le sixiéme chapitre, nous introduisons les estimateurs locaux
d’aire. Nous montrons des résultats combinatoires concernant les motifs correspondant a
des morceaux de plan discrets de taille m x n appelés les (m,n)-cubes ou m,n sont des
entiers strictement positifs. Nous donnons notamment des bornes inférieure et supérieure
du nombre de (m, n)-cubes. Nous obtenons aussi des formules explicites pour les fréquences
d’un (m,n)-cube dans la discrétisation d’un morceau rectangulaire d’un plan euclidien et
nous montrons enfin que les estimations d’aire basées sur les estimateurs locaux d’aire ne
convergent presque jamais (au sens de Lebesgue) vers la valeur exacte lorsque la résolution
de 'espace discret tend vers 0 méme pour des surfaces aussi simples que des morceaux rec-
tangulaires de plans euclidiens. Tous ses résultats sont ensuite généralisés aux dimensions
supérieures. Apres le chapitre six, il y a un chapitre contenant une conclusion et quelques
perspectives pour ce travail. Apres la conclusion, il y a deux annexes contenant les preuves
longues des résultats présentés dans les chapitres précédents.
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and Length Estimation. DGCI’2009, LNCS Springer-verlag, Vol. 5810, pp373-384, October
2009.

- [DTZ 08] : A. Daurat, M. Tajine and M. Zouaoui. About the frequencies of some
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verlag, Vol. 4992, pp45-56, April 2008.

Rapports de recherche

- [TDZ 11] : M. Tajine, A. Daurat, M. Zouaoui. Les estimateurs semi-locauz de
périmeétre. (http://hal.archives-ouvertes.fr/hal-00576881/fr/|), Mars 2011.
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Chapitre 2

Notions de base

Nous présentons dans ce chapitre les notions de bases qui vont étre utilisées tout au
long de ce mémoire.

2.1 Notions topologiques dans les espaces euclidiens
et discrets

Dans cette section, nous développons les notions de bases de topologie aussi bien dans
les espaces euclidiens que dans les espaces discrets. Ces notions sont introduites en utilisant
les espaces métriques et la théorie des graphes.

2.1.1 Notions topologiques et métriques

Définition 1 Soit £ un ensemble. Une application d : £ x £ — RT est dite une métrique
(ou une distance) si pour tout x,y,z € € on a :

o d(z,y) =0 si et seulement si x = y.

e d(x,y) =d(y,x) (propriété de symétrie).

o d(z,z) <d(z,y)+d(y,z) (I'inégalité triangulaire).
Le couple (E,d) est appelé un espace métrique.

Les notions topologiques utilisées dans cette these sont issues des métriques usuelles
sur R (i.e. £ =R").

Exemples : Soient & = (z1,...,x,), ¥ = (Y1, .., Yn) € R”
o doo(7,Y) = Supi<i<n|®i — yi|- (distance de Manhatan);
o di(7,9) = > <cicp |Ti — yi| (distance de I'échiquier) ;

o dy(Z,7) = \/Zlgign(xi —y;)? (distance euclidienne);

e Plus généralement, pour p > 1 on a: dy(7,7) = (3,cic,, |Ti — y,-|f”)%,

13



Remarque :
doo(Z,y) = lim d,(Z, y).

p—00

Définition 2 Soit (€,d) un espace métrique.
o Sotentx e & etr >0
Bi(x) ={y € €| d(z,y) <r}

est appelé la boule ouverte de £ de centre x et de rayon r relativement a la distance
d. Dans la suite B4(x) sera notée B.(x) s’il n y a pas d’ambiguité concernant la
distance d.

e Un sous ensemble O C & est dit ouvert relativement a la topologie induite par d
si pour tout x € O, il existe r > 0, tel que B.(x) C O. L’ensemble des ouverts
relativement a la topologie induite par d sur € sera noté Q(E,d).

e Un sous ensemble ' C & est dit fermé relativement a la topologie induite par d si
lensemble O = E\ F' est ouvert relativement a la topologie induite par d. L’ensemble
des fermés relativement a la topologie induite par d sur € sera noté F(E, d).

e Soit AC E. La fermeture de A relativement a (€,d) est I'ensemble

A= N F.

FEeF(E,d) et ACF

e Soit AC E. Louwverture de A relativement a (€,d) est I'ensemble

A= U 0.

O€0(£,d) et OCA

Propriété 1 Soient n € N* et p un nombre réel tel que p > 1. Alors, on
o B(z) C B (x) pour tout r > 0.
e OR", d,) = O(R", dy). Autrement dit, les distances d, définissent la méme topologie.
Cette topologie est appelée la topologie usuelle ou la topologie euclidienne sur R™.

2.1.2 Notions de la théorie des graphes

Dans cette section nous introduisons des notions de la théorie des graphes qui nous
permettront d’introduire des notions de la topologie digitale sur les images.

Définition 3 Soit E un ensemble. Un graphe non-orienté simple sur E est un couple
G = (E,A) avec A C Py(E) ot Po(E) = {{z,y} | x,y € E et v # y} est l’ensemble des
paires de l’ensemble E. Les éléments de E (respectivement de A) sont appelés les sommets
(respectivement les arétes) du graphe G.
o Pourx € E, l'ensemble Vi (x) = {y|{z,y} € A} est appelé le voisinage de = relati-
vement a G.

14



e Un chemin C dans G est une suite de sommets C = xq, 1, .., T, tel que {z;, x;1 1} € A
pour 0 < i < n. xq (respectivement x,,) est appelé le début (respectivement la fin) du
chemin C et n est appelé la longueur du chemin C.

e Le graphe G est dit connexe si pour tout x, y € E, il existe un chemin dans G de
début x et de fin y.

e X C F est dit conneze dans G si le graphe Gx = (X, AN Py(X)) est un graphe
conneze. Gx est appelé le sous graphe de G engendré par X.

o Un chemin xy,..,x, est dit simple si x; # x; pour tout i # j sauf peut-étre pour
{i,7} ={0,n}.

e Un chemin fermé est un chemin xy, .., x, tel que xo = x,

e Un chemin simple xy, .., x, est dit une G-courbe si

card(Ve(z;) N{z; | 0 < j < n}) <2 pour tout entier i € [0,n]

Remarques :
e Soit G = (E,A) un graphe non-orienté simple. La fonction Vi : E +— P(FE) ca-
ractérise completement le graphe G. En effet, A =, .x{(%,y) | v € Va(x)}.
e La fonction V : E +— P(E) est une fonction voisinage d’un graphe non-orienté simple
si et seulement si pour tout z,y € F,
—z ¢ V(z)et
—yeV(ix) < zeV(y).

Exemples :
e Sur Z? on consideére généralement deux structures de graphes :
o Gy=(Z? Ay) ot Ay correspond A la fonction voisinage V; définie par Vy(p) = {z €
Z2 | dy(z,p) =1},
o Gy = (Z*, Ag) ou Ag correspond a la fonction voisinage Vg définie par Vy(p) = {z €
72| doo(z,p) = 1}.

4-connexe 8—connexi
S b
9 TP T e
D IS

Fi1G. 2.1 — Les deux figures du haut représentent les voisinages huit et quatre connexes d’un
point. Les deux figures du bas sont des exemples de chemins discrets définis relativement
a chacune de ces deux connexités.
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e Sur Z? on considere généralement trois structures de graphes :
o G = (73, Ag) on Ag correspond 2 la fonction voisinage Vi définie par Vi(p) = {z €
Z3 | dy(z,p) =1},
o Gig= (73, Ag) on Ajg correspond & la fonction voisinage Vig définie par Vig(p) =
{r € Z?|di(z,p) <2 et do(x,p) = 1}.
o Gog = (Z3, Ayg) ot Agg correspond a la fonction voisinage Vag définie par Vag(p) =
{z € Z® | do(z,p) = 1}.

e Plus généralement, on considere sur Z™ deux structures de graphes :
o Gy, = (Z", Asy,) ot Ay, correspond a la fonction voisinage V5, définie par Vs, (p) =
{z € Z"|di(z,p) = 1}.
o Ggn_1 = (2", A3gn_1) ou Azn_; correspond a la fonction voisinage V3n_q définie par
Vano1(p) = {2 € Z" | dw(z,p) = 1}.

Définition 4 Un sous-ensemble de Z* (respectivement de 7?2 ou Z") est dit k-connexe s’il
est connexe relativement au graphe Gy, pour k = 4 ou 8 dans Z*, pour k = 6,18 ou 26 pour
72 ou k = 2n ou 3" — 1 pour Z"™ pour n > 4.

De la méme facon que dans la définition précédente, le terme k-courbe discrete ou courbe
discrete k-connexe au lieu de GGi-courbe.

2.2 Les notations arithmétiques

Définition 5 Soient a,b € Z et x € R.

~ [a,0] ={n € Z | a < n < b} est lintervalle discret constitué des entiers consécutifs
se trouvant entre a et b. Par définition, si a > b, on a alors [a,b] = 0.

— |z] est Uentier tel que || <z < |x| + 1. [z] est appelé la partie entiére du nombre
réel x.

— [x] = =|—=z]. Onadonc [x]—1 < x < [x]. [x] est appelé la partie entiére supérieur
du nombre réel x.

— 2] = |z + 3| est appelé Uentier le plus proche du nombre réel x

~(z) = x — |x] est appelé la partie fractionnaire du nombre réel x. On a donc x =

~ Soient a un entier et b un entier positif. L’entier ¢ = |§] (respectivement r = bx (%))
est le quotient (respectivement le reste) de la division de a par b. Autrement dit, on

a:a=qgb+r avec 0 < r < b. Le reste de la division de a par b est aussi noté a
mod b.
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2.2.1 Séries de Farey

Soit n un entier strictement positif. La suite de Farey d’ordre n est la suite strictement
croissante de tous les nombres rationnels compris entre 0 et 1 représentés par des fractions
irréductibles dont les dénominateurs sont plus petits ou égal a n. Ces suites apparaissent
dans plusieurs domaines de la science. Les définitions et les propriétés présentées dans cette
sous section peuvent étre retrouvées de maniere plus détaillée dans [GKP94].

Définition 6 L’ensemble de Farey d’ordre n, noté F,,, est la suite de fraction irréductible
compris entre 0 et 1 dont le dénominateur est inférieur ou égale a n

_ fa _ 01 11213234]1
Par exemple, I5 ={7 |0<a<b<5}={7,5 1,555 55 15 1)

Les éléments d’une suite de Farey vérifient les propriétés suivantes :

Propriété 2 Soit n > 1 et soient + et Z—,, deuz fractions irréductibles consécutives de Fy.
Alors, on a
o vv—uv =1 et

!
. _ u-+u /
o u+u' et v+ sont premiers entre euz. De plus, les fractions %, T et =
v+

sont

consécutives dans la suite de Farey d’ordre v+ v'.

/

. utu , L . /
La fraction Y est appelée le médian des deux fractions = et %.
v

D’apres les %ropriétés précédentes, la construction des suites de Farey peut se faire de
maniere récursive a partir de F; = {%, %} : Pour ¢ > 2, la série de Farey d’ordre ¢ est
calculée a partir de la série de Farey d’ordre ¢ — 1 en ajoutant a celle ci les médians § des
éléments de F,_; tel que b < q.

2.2.2 Droites discretes et segment discret

Dans ce paragraphe, on considere les droites discretes correspondant aux droites réelles
de pente « € [0, 1] et de phase 3 € [0,1]. En effet, on peut toujours se ramener a ce cas
par des translations et des symétries par rapport aux axes et a 'origine du repere ainsi que
par rapport a la premiere bissectrice.

Définition 7 Soient o, 3 € [0, 1].
o DN(a,8) ={(X,)Y)eZ* |0<Y —aX - <1} ={(X,|[aX +3]) | X € Z} est
appelé la droite naive de pente o et de phase 3.
o DS(a,8) ={(X,Y)€Z*|0<Y —aX — 3 < a+ 1} est appelé la droite standard
de pente « et de phase [3.

Définition 8 Soit S C Z? .

S est appelé un segment discret pour la 8-connexité, s’il existe o, 5 € [0,1] et a,b € Z
tels que S = {(X,Y) € DN(a,3) | a < X < b}.
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e S est appelé un segment discret pour la 4-connexité, s’il existe o, § € [0,1] et a,b € Z
tels que S ={(X,Y) € DS(e,3) | a < X < b}.

Ces notions sont illustrées dans la Figure 222

Fig. 2.2 - A gauche : Illustration d'une droite et d'un segment 4-connexes. A droite :
[lustration d’une droite et d’'un segment 8-connexes.

2.3 Alphabet, mot, bi-mot

Définition 9 Un alphabet A est un ensemble fini non vide, dont les éléments sont appelés
lettres ou symboles ou caracteres de [’alphabet.

Exemples :
e R ={A,B,...,Z} est I'alphabet Romain.
e B3 ={0,1} est 'alphabet binaire.
o LP ={p,0,1,—, A, V} est 'alphabet de la logique des propositions.

2.3.1 Les mots

Définition 10 Un mot sur un alphabet A est une suite finie dont les éléments sont dans
A. Sim est un mot sur l'alphabet A, alors |m| désigne la longueur du mot m et correspond
au nombre d’éléments de la suite représentant m. Le mot vide noté € est alors de longueur
0. L’ensemble des mots (respectivement les mots non vides) sur 'alphabet A sera noté A*
(respectivement At : AT = A*\ {e}).

Un mot sera ausst appelé un mot unidimensionnel en opposition aux mots bidimensionnels
qui seront définis dans la suite.

Exemples :
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e AAABC A est un mot de longueur 6 sur I’alphabet R.
e 001001110 est un mot de longueur 9 sur I'alphabet B.
e —0 A 1p0 est un mot de longueur 6 sur 'alphabet LP.

Remarques :
Soit A un alphabet. Pour tout m,m’,m” € A*,
e Sim = ayas...a, ou a; € A pour tout 1 < i < n, alors |m| = n et on peut voir
le mot m comme une fonction m : [0, |m| — 1] — A telle que m(i) = a; pour tout
i€ [0,m—1].

e Sur A* on définit 'opération binaire de concaténation o telle que w = m om’ est le
mot w de longueur |m| + |m/| tel que

w(i) = m(i)si0<i<|m|—1
Sl (G —m|)sim| <i<|w|—1

e moc =com =m, cest-a-dire que € est un élément neutre pour 'opération binaire
o sur A*.
e mo (m' om”) = (mom')om”, cest-a-dire que 'opération binaire o est associative
sur A*.
Le couple (A*, o) est appelé le monoide libre engendré par A.
Dans la suite, on notera la concaténation des mots m et m’ par mm’ au lieu de m o m/'.

Définition 11 Soient A un alphabet et m,m' € A*.
e m’ est dit un facteur de m, s’il existe u,v € A* tels que m = um’v.
e m/ est dit un préfize de m, s’il existe u € A* tels que m = m'u.
e m/ est dit un suffize de m, s’il existe u € A* tels que m = um/.
o Pourm' # ¢, |m|, = card({(u,v) € (A*)? | m = um/v}). Autrement dit, |m/|,, est
le nombre d’occurrences du mot m' dans le mot m.

Remarques :
Soit m € A*.
e Les préfixes et les suffixes d'un mot sont des facteurs particuliers de ce mot.

o |m| =2 uealmlo:

Exemple :

Soit m = 00101011010. Alors

001 est un préfixe du mot m.

010 est un suffixe du mot m.

101 est un facteur du mot m qui n’est ni un préfixe ni un suffixe du mot m.
Im|o10 = 3.

2.3.2 Les mots bidimensionnels

Définition 12 Un mot bidimensionnel (ou bi-mot) m sur un alphabet A est une suite finie
bidimensionnel dont les éléments sont dans A. m peut donc étre vu comme une application
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m : [0,1 — 1] x [0,h — 1] — A, le couple |m| = (I, h) est appelé la taille du mot bidimen-
sionnel m et | (respectivement h) correspond a la longueur (respectivement a la hauteur)
du mot bidimensionnel m. L’ensemble des mots bidimensionnels sur [’alphabet A sera noté

AZ,*

Remarque : Un mot unidimensionnel de taille [ peut étre vu comme un mot bidimen-
sionnel de taille (I, 1).

Contrairement au cas des mots unidimensionnels, nous allons définir deux opérations bi-
naires de concaténation : la concaténation en longueur o; et la concaténation en hauteur
op,. Ces opérations sont partielles car pour pouvoir appliquer 'une de ses opérations sur
des opérandes il faut qu’il y ait une compatibilité de tailles entre ces opérandes. En effet,
soient m et m’ deux mots bidimensionnels de tailles respectives (I, h) et (I, h’). Pour pou-
voir appliquer o; entre m et m/’ il faut et il suffit que h = I/, et pour pouvoir appliquer o,
entre m et m/ il faut et il suffit que [ = 1"

Exemples :
Considérons 'alphabet binaire B = {0, 1}.
e Concaténation en longueur de deux bi-mots de tailles respectives (3,2) et (2,2) :

0 0 00110
1 1~ 1011 1"

01 1
01 "1

e Concaténation en hauteur de deux bi-mots de tailles respectives (2,3) et (2,2) :

—_—_ o
_ O O
O
=
— =
)
Il
— == = O
—_ O = O O

e Impossibilité de la concaténation en longueur a cause de 'incompatibilité des tailles
(3,2), (2,3) : I'expression

0
1

o = O

01
!
0 1 1
est alors non définie a cause de 'incompatibilité des tailles.
Définition 13 Soient m, m’ deux mots bidimensionnels sur un alphabet de tailles respec-
tives (I, h), (I', h'). m' est dit un facteur de m s’il existe un couple (i, 7) tel quel’ < i4+l'—1 <

LW <i+h' —1<h et pourtout (a,b) € [0,I' = 1] x [0, — 1], m(i+a, j+b) = m'(a,b).
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Remarques : Soient m, m;, ms € A>*. Si m = my 0, ms o m = my 05, Mo, alors m; et mo
sont des facteurs de m.

Exemples :

11 00110
11 est un facteur de Lo1 11"

00

11 10

est un facteur de 1 1 .

10
10
1 1
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Chapitre 3

Estimateurs de périmetre et d’aire

Dans ce chapitre nous présentons des exemples d’estimateurs de périmetre et d’aire
utilisés dans la littérature en imagerie. Nous présentons notamment les estimateurs de
périmetres introduits dans [Fre70, [Kul77, [GVTS, VS82, [DS]7, [LWITl, [Via96l [Coe2] [TD0O3,
[DRO4] et les estimateurs d’aire introduits dans [KSOT] [Lin03), [Lin05].

Les estimateurs proposés dans cette littérature peuvent étre classés en deux catégories :

e les estimateurs basés sur des caractéristiques locales comme par exemple des motifs
dans le codage de 'objet considéré comme un mot (pour les courbes discrétes) ou un
bi-mot (pour les surfaces discrétes); des attributs différentiels (comme par exemple
la tangente) ;

e les estimateurs globaux qui calculent généralement une décomposition linéaire par
morceaux de l'objet considéré et 'estimation est alors calculée a partir de cette
décomposition.

3.1 Estimateur et résolution de 1’espace discret

Dans toute la suite si A est un ensemble, P(A) désignera I'ensemble des parties de A.
Autrement dit, P(A) = {B | B C A}.

Soient 7 > 0 et 0" : P(R") — P(rZ"™) un opérateur de discrétisation a la résolution r.
Soit 4 une caractéristique définie sur une classe C C P(R") (i.e u:C+— ).

Par exemple, p est une mesure de périmetre ou d’aire, etc.; C est la classe des ensembles
‘mesurables’ relativement a la mesure p et £ = R™.

Soient C" C C une sous classe de C et §'(C") C A" avec 6'(C') = {0(B) | B € C'}.
Considérons un opérateur
E.: A E&.

Définition 14 (Propriété de convergence) :
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On dit que l'opérateur E, est un estimateur de la caractéristique p possédant la propriété
de convergence pour la classe C', si pour tout C € C’,

lim £, (6;(C)) = pu(C).

r—0

Remarque : Toutes les notions que nous allons introduire dans ce chapitre pour des objets
dans Z™ se définissent d’une fagon similaire pour des objets dans rZ™ pour r > 0.

3.2 Estimateurs de périmetre

Dans ce paragraphe, nous allons décrire un certain nombre d’estimateurs de périmetre
étudiés dans la littérature en imagerie. Les 8-courbes discretes dont on cherche a estimer
la longueur sont décrites en utilisant leurs code de Freeman qui est un mot sur 'alphabet
F =1{0,1,2,3,4,5,6,7} (Voir la figure Fig. BI(b)).

Notation :
Soit C' = pg, p1, ---, pn une 8-courbe discrete. A C' on associe le mot de longueur n,

m(C) = c(p1 — po)c(p2 — p1)---c(Pn — Pn-1)

ou p; — pi—1 € V3(0,0) et c(p; — pi—1) € F est Uentier associé au vecteur de déplacement
pi — pi—1 (Voir la figure Fig. Bl (a)).

3 2 1
4 0
5 6 7
@ (b)

F1a. 3.1 - (a) Les différents vecteurs de déplacements ainsi que les entiers correspondant au
code de Freeman associés a ces vecteurs, (b) 0011223221001 est donc le codage de Freeman
de la 8-courbe discrete constituée des points e.

24



Posons F' = {i,i+ 1} pour i = 0,2, 4 et 6. Alors

F=ryrJry".

Remarques :

e Le code de Freeman d’une courbe discrete définit cette courbe a une translation pres.
Ceci n’est pas génant dans notre contexte car le périmetre est une caractéristique
invariante par translation.

e Tout mot m € F* peut étre factorisé sous la forme m = wyw,...wy, tel que w; € (Fii)*
pour 1 <j<keti; #i pourl <j<k-—1
Par exemple, m = 0011223221001 = wywowsz olt wy; = 0011, w3 = 1001 € (FO)* et
wy = 22322 € (F?)*.

e Soit m € (F)* ot m = ajas...a, avec a; € F' pour 1 < j < n. Le mot m' =
(a; — i)(ag —7)...(a, — 1) € (F°)*. Par exemple, pour m = 22322 € (F?)*, on a
m = (2—-2)(2—-2)(3—-2)(2—2)(2—2) = 00100 € (F°)*.

e Soit C' = py, p1, ..., p, une 8-courbe discrete telle que les deux coordonnées de pg sont
positives et m(C) € (F°)*. On a pour tout i les deux coordonnées du point p; sont
positives. Autrement dit, C' est entierement dans le quart du plan constitué de points
a coordonnées positives.

Plusieurs estimateurs de périmetre étudiés dans la littérature en imagerie considerent
des 8-courbes discretes C' dont le code de Freeman m(C) est un mot sur l'alphabet binaire
F° = B. En fait, d’apres les remarques précédentes on peut toujours se ramener i ce cas.
En effet, géométriquement, on passe, pour chacun des 'facteurs’ de la courbe discrete traité
séparément, du cas général a ce cas particulier en utilisant des symétries relativement aux
axes et a l'origine du repere. On peut méme se restreindre dans certains cas, en utilisant en
plus la symétrie par rapport a la premieére diagonale (la droite d’équation : y=x), au premier
octant, c¢’est-a-dire que les points des courbes discretes considérées ont leurs coordonnées
(z,y) telles que 0 < x < y.

3.3 Estimateurs locaux de périmetre

Soient M un ensemble de motifs et P : M +— R une fonction appelée fonction poids.
Au couple (M, P) on associe l'estimateur Ejgp défini par :
Si C est une courbe discrete, alors Enp(C) = Y ,.cnn(m,C)P(m) ou pour tout m €

M, n(m,C) est le nombre d’occurrences du motif m dans C.

Dans toute la suite on notera he = |m(C)|o le nombre de déplacements horizontaux dans
C et de = |m(C)|; le nombre de déplacements diagonaux dans C.

25



Il existe dans la littérature de nombreux estimateurs locaux de périmetre. Nous présenterons
ci-dessous un échantillon de ces estimateurs.

3.3.1 Estimateurs de périmetre utilisant un seul motif

Ces estimateurs ne font pas de distinction entre les lettres du code de Freeman de la
8-courbe discrete. Soit m(C) le code de Freeman correspondant & une 8-courbe discrete C.
L’estimateur le plus simple de cette cathégorie est défini par

Lo(C) = m(C)]

ou |m(C)| est la taille du mot m(C). L’estimateur L, associe le méme poids (c’est-a-dire 1)
aussi bien a un déplacement horizontal qu’a un déplacement diagonal. Ce poids est en fait
la longueur correspondant a un déplacement horizontal.

L’estimateur L; défini ci-dessous prend comme poids w la moyenne des longueurs des
déplacements horizontaux et diagonaux en tenant compte de leurs fréquences globales :

Fic. 3.2 — La position d'une droite de parametres «,( dans le carré [0,1] x [0,1],

Lewe(A, B) = V1 + a2

1 1
w:// \/1+a2dad6:g\/§
0 0

L’estimateur L; est alors défini par :

Li(C) = %\/5|m((3)| - Z\/?LO(C) ~ 1.1107|m(C)|.
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3.3.2 Estimateur de Freeman

Freeman [Ere70] considere deux motifs : 0 et 1. Il leurs associe comme poids les normes
des vecteurs de déplacements leurs correspondants. Ainsi il associe le poids 1 au motif ‘0’
correspondant au vecteur de déplacement (0,1) et le poids v/2 au motif ‘1’ correspondant
au vecteur de déplacement (1,1). L’estimateur proposé est alors :

Lg(he, de) = he + V2de

e

0001001010110111

FIG. 3.3 — Ly(he,de) = he + V2de = 8 x 1+ 8% /2 ~ 19, 31.

3.3.3 Estimateur de Kulpa

Dans [Kul77], Kulpa calcule la moyenne du rapport entre la longueur d’un segment et
I'estimation de cette longueur par 'estimateur de Freeman.

S
=1

A C a X

Fi1G. 3.4 — Distance euclidienne et estmation de Freeman.
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Considérons le segment AB dans la figure FIG. Bl ot a et b sont des nombres entiers avec
a>b.

o Lp(a,b) =+a?+ b? est la longueur euclidienne du segment AB.

o Lp(he,de) = he +dev/2 = Va® 4+ b2(cos(p) + (V2 — 1)sin(y)) est I'estimation de
Freeman de la longueur euclidienne de AB ot he = a — b (respectivement de = b) est
le nombre de pas horizontaux (respectivement diagonaux) du code de Freeman de la
discrétisation C du segment AB.

On a donc
_ Lp(he, de)

R(p) =
(SO) LE’ (CL, b)
ot R(¢p) est le rapport entre la longueur exacte et l'estimation de Freeman. La moyenne,
sur le premier octant (i.e. ¢ € [0, §]) est

2 [t + (V2 - s = 22D

0 s

= cos(ip) + (V2 — 1) sin()

L’estimateur introduit dans [Kul77] est obtenu en multipliant I'estimateur de Freeman par
I'inverse de la moyenne de R(y) et est donc défini par :

™

8(v2—1)

3.3.4 Estimateur de Groen et Verbeek

LK(hc, dc) = Lp(hc, dc) ~ 0948hc + 1341dc

L’estimateur introduit par Groen et Verbeek dans [GVT78] est basé sur la détermination
des longueurs moyennes de segments correspondant aux deux configurations représentées
par les motifs ‘0’ et ‘1’ (Voir FIG. B3).

5 T )

1

(@ (b) (c)
F1c. 3.5 — (a) Positions d'une droite relativement a une bande verticale. (b) Configuration

correspondant au motif ‘0" (Déplacement horizontal). (c) Configuration correspondant au
motif ‘1’ (Déplacement diagonal).
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Considérons le segment AB de la figure FIG. (a). Alors, la longueur de AB est

Lrp(A,B) = Cosl(sp) ou ¢ est angle entre (AB) et I'axe horizontal comme c’est indiqué

sur la figure.

Dans [GVTE|, les auteurs ont fait 'hypothese que la probabilité p(¢), pour que le segment
(AB) fasse un angle ¢ avec I’axe horizontal, est proportionnelle a I'inverse de sa longueur
euclidienne. Autrement dit, p(¢) = ¢ * cos(¢). En considérant les 8 octants, on a

1 2
8/4p(g0)d<p:1d’oflc: %
0

Une fois 'angle ¢ fixé, c’est la valeur de la phase (i.e. le parametre y) qui détermine si on a
un déplacement horizontal (Voir la figure FIG. B4 (b)) ou un déplacement diagonal (Voir
la figure FIG. B4l (c)). En utilisant ensuite la loi uniforme pour la phase (i.e. le parametre
y), les auteurs calculent la longueur moyenne my (respectivement m;) du segment AB
correspondant a un déplacement horizontal ( Fig. B (b)) (respectivement un déplacement
diagonal ( FIG. B4 (c)) et obtiennent les formules suivantes :

[}
V2 o9 _ 72 T _ 11n(2
Mo = / 220 o 575m@) s
V2—1Ji UWPP-=1) V2 -1
V21 m(2)
V2—-1Ji 1 2=

L’estimateur Lgy obtenu est alors

Lgv(hc, dc) = mOhc + mldc ~ 1059hc + 1183dc

my =

3.3.5 Estimateur de Vossepoel et Smeulders

L’estimateur introduit par Vossepoel et Smeulders dans [VS82] utilise trois motifs :
e Le déplacement horizontal (le facteur ‘0’ dans m(C)),
e Le déplacement diagonal (la facteur ‘1’ dans m(C)) et
e Le coin (I'un des facteurs ‘01°, ‘10" dans m(C) : Voir la figure FIG. BH).

Coin 01 Coin 10

F1a. 3.6 — Les différentes configurations correspondant a un coin.
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Remarque : Si m(C) est un facteur du code de Freeman d’une droite discrete de pente
0 < a < 1, alors les occurrences de 1 dans m(C) sont isolées. Autrement dit, si m(C) = u0lv
et v # g, alors v = 0v' pour v' € B* et si m(C) = ulOv et u # ¢, alors u = v/0 pour v’ € B*.

Dans toute la suite de ce paragraphe, cc = |m(C)|o1 + |m(C)|1o est le nombre d’occurrences
de coins, avec chevauchement, dans la courbe discrete C.

Comme pour 'estimateur de Feeman, le poids mg associé a un déplacement horizontal est
1 et le poids m; associé & un déplacement diagonal est v/2.

La distance entre les extrémités A et B d'un coin (Voir la figure FIG. BH) est Lg(A, B) =

V5.

Le poids associé & un coin pour Uestimateur Lz¢, introduit dans [DS87], est
1
mc:§(f—ﬁ—1).

En fait, le poids m, ainsi défini tient compte, d’une part, du fait qu'un coin correspond a
un déplacement horizontal suivi d'un déplacement diagonal (01) ou linverse (10), et ces
deux déplacements ne doivent pas contribuer deux fois dans 'estimation, et d’autre part,
que deux coins consécutifs se chevauchent (la remarque précédente).

L’estimateur Lpc introduit dans [DS87] est alors défini par :

1
Lrco(he,de, ce) = he + V2de + 5([ — V2 = 1)ce ~ 1.000he + 1.414de — 0.089c.

Les expérimentations effectués dans [DS87] montrent que lestimateur Lpc est biaisé et
donne généralement des résultats supérieurs a la longueur que l'on cherche a estimer.

Une étude expérimentale, utilisant des séquences m(C) de taille 1000, a été effectuée dans
[VS82] pour déterminer des valeurs optimales pour les poids mg, m; et m,. Cette étude a
conduit a I'estimateur Lo dfini par :

Lc(hc, de, Cc) = 0.980h¢ + 1.406d, — 0.091cc.

Les estimateurs Lg et Lo ont été congus pour calculer la longueur de segments de

droite mais ils restent performants dans le cas des arcs de cercle. Ces deux estimateurs ne
vérifient pas non plus la propriété de la convergence dans le cas général.
Lorsqu’on veut mesurer la longueur d’un contour quelconque, les auteurs conseillent de
I’approximer par une suite de segments de droites et d’arcs de cercles avant d’utiliser les
estimateurs les plus appropriés. Si ’on n’envisage pas de décomposer le contour a analyser,
il semble raisonnable, d’apres les auteurs, d’utiliser soit ’estimateur Ly, soit ’estimateur
L¢ qui sont les plus polyvalents.

Remarque : Soit C une courbe discrete. Les estimateurs Lpc et Lo sont de la forme
ahe + Bde + yee ot o, f > 0 et v < 0. Par conséquent, ces deux estimateurs apparaissent
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avec un poids négatif (le poids vy correspondant aux coins).

Nous allons montrer dans ce qui suit que ces deux estimateurs locaux peuvent étre décrit
par d’autres estimateurs locaux dont tous les poids sont strictement positifs.

Considérons 'ensemble M = {‘00’, ‘01’, ‘10’, ‘11’} des motifs de longueur 2. Les coins
correspondent aux motifs ‘017, ‘10’. Alors, on a :

o nc(00) = tejee,

° nc((]l) + nc(lo) =cc et

o nc(11) = de<c,
ot n¢(w) est le nombre d’occurrences du motif w pour w € M.
Par conséquent, ahe + Bhe + yee = &/ne(00) + 3'ne(01) + 7'ne(10) + d'ne(11) avec o/ =
20, 3 =+ = a+ G+ v et & = 25. Comme pour les deux estimateurs Lpc et Lg, sila
quantité o + [ + 7y est strictement positive, alors ces deux estimateurs sont équivalents a
I’estimateur L3 défini par

L3(C) = a'ne(00) 4+ B'ne(01) + v'ne(10) + §'ne(11)

ou les poids o/, 7', et &' associés respectivement aux motifs ‘00’, ‘01’, ‘10" et ‘11’ sont
tous strictement positifs.

3.3.6 Estimateur de Tajine et Daurat

M. Tajine et A. Daurat ont introduit dans [TD03] un modele d’estimation de périmetre
qui généralise tous les estimateurs locaux introduisent précédemment.
En effet, pour tout entier strictement positif m, ils considerent comme ensemble de motifs
M Tensemble S,, des segments discrets de taille m et P : M +— RT une fonction poids
quelconque. L’estimateur &,, est alors défini par :

Soit C une courbe discrete. Si m(C) = s183...5; ou s; € S, pour tout 1 < i < k, alors

oun(s,m(C)) = card({i | s, = s}).
Ils ont notamment montré que les estimateurs de cette classe ne vérifient presque jamais

la propriété de convergence méme lorsqu’ils sont utilisés pour 'estimation de la longueur
des segments de droites.
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plwy) =2 w

plws) =2.2 ws

plws) = 2.2 ¢

,
w9 w9 w9 w3 w3 w3 Wy w
plwy) = 2.8 4

Lest = 3p(w2) + 3p(ws) + plws) = 16

Fia. 3.7 — Exemple d'un estimateur local utilisant des motifs de taille 2 (m = 2).

3.3.7 Estimateur sur les chemins euclidiens

Dans [Via96], A. Viallard a proposé un modele permettant d’associer a une k-courbe
discrete C un polygone C' du plan euclidien R? dont les sommets sont en correspon-
dance avec les sommets de la k-courbe discrete C pour k € {4,8}. L’idée de base de
ce modele est d’associer a chaque point p = (p,,p,) de C un point p’ du carré ouvert

[Pz — 5,00 + 5[X]py — 3.1y + 5[ (voir la figure FIG. BR).

S

p/

Pz

Fic. 3.8 — Un point euclidien p’ associé a un point discret p.

Le polygone C’ a pour ensemble de sommets S(C) = {p’ | p € C} et pour ensemble d’arétes
A(C) = {[pL, vy | P, ph € S(C)et pa € Vi(p1)} ot Vi(z) est I'ensemble des k-voisins d'un
point z € Z* et [p, q] = {tp+ (1 —t)q | 0 <t < 1} pour p,q € R?.
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e e cCchemin discret
—— chemin euclidien

F1c. 3.9 — Exemple de chemin euclidien associé a un chemin discret 4-connexe.

A. Vialard a proposé notamment une méthode basée sur la notion de tangente discrete
pour construire une courbe euclidienne associée une courbe discrete donnée C. Ceci permet
de ‘lisser” la courbe discrete C.

Définition 15 Soit C' = (p;)1<i<n une k-courbe discréte de Z? pour k € {4,8}. On définit
la tangente discréte en un point p; de C comme la plus longue portion de C centrée en p
qui soit un k-segment discret.

Dans la figure FIG. BI0 sont représentées les tangentes discretes correspondants aux points
A, B et C dans la courbe discrete considérée.

F1G. 3.10 — Tangentes discretes.
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A. viallard a proposé des algorithmes pour calculer une notion de tangente discrete en un
point d’une courbe discrete C pour la 4-connexité ou la 8-connexité. Elle associe ensuite a la
tangente discrete trouvée, une droite réelle correspondant a ’approximation de la tangente
réelle dans le voisinage du point discret considéré. Elle définit ainsi la tangente réelle en
un point p € C comme la droite réelle centrée associée a la tangente discrete en p.

Fi1G. 3.11 — Approximation de la tangente réelle en un point d’'un chemin 8-connexe.

Elle a proposé également une méthode pour choisir un point de la tangente réelle comme
le point euclidien p’ associé au point discret p. Un tel point p’ peut étre vu comme une
sorte de projection du point discret p de la courbe discrete C sur sa tangente réelle.

L’estimateur proposé consiste alors a associer a la courbe discrete C la longueur du
polygone C" correspondant a C.
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e Cchemin discret
polygone euclidien

Fic. 3.12 — Exemple de polygone euclidien associé a un chemin discret 4-connexe.

L’estimation se réduit donc a la somme des longueurs des arétes du polygone C’ :

Leuc = Z d2(p;7 p;’—l)
i=1

ou {p; | 0 < i <n} (respectivement {[p;_;,pi], | 1 <i<n}) est 'ensemble des sommets
(respectivement ’ensemble des arétes) du polygone C’ correspondant a la k-courbe discrete

C.

Comparaison de L.,. avec un estimateur local

Meme si la notion de tangente a une courbe continue est une notion locale, I’estimateur
Ley. introduit dans [Via9@] n’est pas tout a fait local. En effet, pour calculer le point p’ € C’
associé a un point p € C, il faut déterminer la tangente discrete en p a la k-courbe discrete
C et le calcul de cette tangente n’est pas local car on doit calculer le plus long segment
centré en p et qui est contenu dans C.

Comme L., n’est pas a priori un estimateur local, nous allons, dans la suite de ce para-
graphe, comparer expérimentalement L.,. avec des estimateurs locaux.

Pour ce faire, nous allons associer des poids aux segments discrets de taille m. Pour calculer
le poids d’un segment discret S on doit choisir un couple («, 3) dans la Pré-image de S (i.e.
(v, B) € PI(S))(voir paragraphe 4.3.1). Le poids p(S) qui sera associé au segment discret
S est alors la distance entre les deux points (0, 3) et (rm, arm + [3) ou r est la résolution
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de 'espace discret. Autrement dit,

p(S) =/ (rm —0)2 + (arm + 3 — 3)? = rmV1 + 2.

m=3 =2 m=1
Si | (e, 8) | p(S) || Si | (. B) | p(Si) || Si| (e, 3) | p(Si)
000 | (0,0) | 3 Joo] (0,0)] 2 01 (0,0)] 1
100 | (3,2) 3,162 | 10 | (1,4) [ 2,236 | 1 | (1,0) | V2
001 | (5,0) | 3,162 || 01 | (3,0) | 2,236
110 (g,g) 3,605 || 11 | (1,0) | 2v2
011 | (,0) | 3,605
111 | (1,0) | 3v2
101 | (3,3) | 3,354
010 | (5,0) | 3,354

Pour comparer I'estimateur proposé par A. vialard avec les 3 estimateurs locaux corres-
pondants au poids donnés par les tableaux ci-dessus, nous effectuons des expérimentations
sur les mémes exemples qu’elle a utilisé c’est-a-dire les carrés (Cy)y obtenus a partir d'un
carré de coté 200 auquel nous faisons subir des rotations d’angles # variant entre 0 et 45°
(m/4). Le périmetre du carré Cy est alors égal a 4 x | = 800 ou [ = 200 est la longueur
du coté de Cy. Pour les expérimentations nous nous restreignions alors a un seul coté pour
chacun des carrés. Nous avons alors appliqué les estimateurs en considérant les segments
Lo = {(z,tan(f)x) | = € [0,200 * cos(f)]} pour § variant entre 0 et 7/4 et en utilisant
comme motifs des segments discrets de tailles respectives 1,2 et 3 et comme résolution de
I’espace discret r = 1000.

On rappelle que

I (Ly) —rz (S, Ly)p(S) pour i =1,20u3

ou Lj est la discrétisation naive de Ly, n(S, L)) est le nombre d’occurrences du segment
discret S dans L}, p(S) est le poids associé au segment discret S et S, est 'ensemble des
segments discret de taille m.

La figure FIG. montre la variation, en fonction de 'angle 6, de nos estimations par
rapport a la valeur exacte du périmetre (i.e. la droite y = 0) pour 6 € [0, w/4].
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FiG. 3.13 — Effets des rotations d’angle 6 sur I’estimation du périmetre d’un carré de coté
200 en utilisant les estimateurs locaux avec comme motifs successivement des segments
discrets de taille m = 1,2 et 3 pour ¢ € [0, 7[.

A Peﬂmette

420 +

200 _W& 8 {degréa)
5

20+

Fic. 3.14 — Effets des rotations d’angle 6 sur I'estimation du périmetre d’un carré de coté
200 en utilisant I'estimateur de A. Vialard pour 6 € [0, T].
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3.4 Approches basées sur des approximations polygo-
nales

Dans cette section nous présentons une deuxieme catégorie d’estimateurs de périmetre.
Ces estimateurs utilisent des motifs dont les tailles sont variables et tendant vers I'infini
lorsque la résolution r de I'espace discret tends vers 0.

Dans sa these [Coe(?], D. Coeurjolly a proposé une méthode d’estimation de périmetre
pour une classe de courbes lisses. Si v est une courbe et si 7, est une discrétisation a la
résolution r de v, alors la méthode proposée est basée sur la décomposition de la courbe
discrete v, en segments discrets. Ces segments discrets doivent avoir des tailles dépendant
de la résolution de l'espace discret. Pour ce faire, [Coe02] considere la classe des courbes ~y
en 2D ou plus généralement nD vérifiant les conditions suivantes :

e 7 :[0,1] — R" est une courbe continue sans auto-intersection dont la courbure est

bornée par C' = % ;

e 7 est contenue dans une séquence de tubes 77, ..., Ty de diametre 6 et de longueur
L(Ty), ..., L(Ty). Chaque extrémité d'un tube est décomposé comme présenté dans la
figure BTH (a). On appelle ce tube auquel on a ajouté un bord, a chaque extrémité,
de longueur g un 6 — agrandissement ;

e T contient v(0);

e Ty contient y(1);

e Les tubes T; et T;,1 sont adjacents par leur 8 — agrandissement ; Plus précisément,
cette intersection se fait par 1’axe principal du tube et les faces extrémités (voir figure

B3 (b)) et
o L(T;) > K\/g pour tout ¢ dans {1,..., N} avec K € R.

a) b)

F1G. 3.15 — a) Un f-agrandissement d’un tube 7. b) Une segmentation d’une courbe 7 en
une séquence de tubes.

Dans sa these, D. Coeurjolly a annoncé le théoreme suivant :
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Théoreme 1 Soit v une courbe vérifiant les hypothéses précédentes et soit une séquence
de tubes {T1,...,Tn} (N dépend de 0) vérifiant aussi les propriétés ci-dessus.
Nous avons alors :

lim » L(T3) = L(7).

0—0 “—
Le parametre 6 est lié a la résolution r de I'espace discret et la segmentation de la courbe
discrete v, (i.e. c’est-a-dire la décomposition de 7y, en une séquence de segments discrets)
correspond alors a la séquence 71 N7, ..., Ty N~,.. Le poids p(T; N+y,) associé a chacun des
segments T; Ny, est égal a la longueur L(7T;) du tube T;. Par conséquent,

N
lim Y L(T; _11mZme%_L().

6—0
i

Plusieurs algorithmes de reconnaissances de segments discrets, basés notamment sur les
notions de préimages de segments discrets, peuvent étre utilisés pour la segmentation des

courbes discretes 7,.. Le résultat de cette segmentation permet ainsi la constitution de la
séquence des tubes dont les longueurs sont utilisés par 'estimateur proposé.

3.5 Estimateurs d’aire

3.5.1 Exemple d’un estimateur local d’aire

Dans [Lin03), [Lin05], J. Lindblad propose un estimateur local d’aire pour des surfaces
discrete correspondant aux bords d’objets binaires 3D.
L’estimateur proposé est basée sur des configurations locales 2 x 2 x 2 Voxels. L’aire es-
timée est alors calculée en sommant les contributions des différentes configurations locales
apparaissant dans la surface discrete considérée.
Dans une image binaire 3D, le nombre de configurations 2 x 2 x 2 possibles (i.e. 8 vozels) est
28 = 256. En utilisant les rotations et les symétries et en ne considérant que les configura-
tions correspondant au bord d’un objet voxels, les 256 configurations possibles conduisent

alors a 13 configurations (Voir la figure FIG. BI4).

Soit S, une surface discrete de rZ3. L’estimateur d’aire F, est alors défini par :

Zp wz wza r)

oupour 1 <1 < 13, p(w;) est le poids associé a la configuration w; et n(w;, S,) est le nombre
d’occurrences de la configuration w; dans la surface discrete S,.

39



wy wy wg W4 wy w6 w7

iV

wg w9 wio wyy w9 wis

F1G. 3.16 — Les 13 motifs 2 x 2 x 2 voxels. Les voxels représentés par e correspondent aux
points de 1'objet.

Des expérimentations ont été effectuées par J. Lindblad pour déterminer les poids p(w;).
J. Lindblad attribue a chaque configuration un poids correspondant a sa contribution
moyenne a l’aire totale, relativement aux surfaces discretes utilisées dans les expérimentations.
Le but est de choisir des poids permettant de donner une estimation d’aire non biaisée et
de variance minimale.

3.5.2 Exemple d’un estimateur global d’aire

Dans [KSO0I], R. Klette et H. J. Sun proposent un estimateur d’aire d’une surface
discrete basé sur un algorithme de polyédrisation.

La premiere étape de la méthode consiste alors a calculer une décomposition de la

surface discréte considérée S, en morceaux de plans discrets en utilisant un algorithme
glouton de reconnaissance de plans discrets. Ce type d’algorithme repose sur la recherche
incrémentale d’un ”plan support” de I’ensemble des points discrets considérés. Chaque
morceau de plan discret est ensuite représenté par un polygone euclidien (un morceau d'un
plan continu de R?). Voir la figure FIG. BI7 pour I'illustration de la polyédrisation d’une
surface discrete. L’estimation d’aire de la surface discrete .S, est alors la somme des aires
des polygones euclidiens obtenus a la premiere étape.
Les expérimentations effectuées dans [KSOT] montrent que l'aire estimée est trés proche de
laire réelle, pour une sphere discrete de rayon 100, lerreur relative est de 0.67%. Cette
erreur est meilleure qu'une estimation d’aire obtenue par la mesure de 'aire de ’enveloppe
convexe de l'ensemble des voxels de la discrétisation de la sphere (3% d’erreur).
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Fi1c. 3.17 — Exemple de polyédrisation d’un objet voxels.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté des estimateurs locaux de périmetre de la littérature
et nous avons montré qu’ils sont des cas particuliers de la classe des estimateurs locaux
proposée dans [I'D0O3]. Dans [TD03], il a été démontré aussi que les estimateurs locaux
de périmetre n'ont pas la propriété de convergence méme pour les segments de droites.
Nous étendrons, dans la chapitre suivant, la propriété de non-convergence a une classe de
morceaux de paraboles.

Nous avons présenté aussi dans ce chapitre un estimateur globale de périmetre ([Coe02])
qui a la propriété de convergence.

Nous proposerons, dans le chapitre 5, une classe d’estimateurs appelés semi-locaux qui
possedent la propriété de convergence pour toute courbe de classe C?. Les estimateurs
semi-locaux sont en quelque sorte entre les estimateurs locaux et les estimateurs globaux.
Nous avons présenté enfin un estimateur d’aire pour des surfaces en 3D ([KS01]) basé sur
des configurations locales. Dans le chapitre 6, nous présenterons la classe des estimateurs
locaux d’aire de telle sorte que l'estimateur d’aire présenté dans ce chapitre est un un
estimateur local.
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Chapitre 4

Fréquence des segments discrets et
estimateurs locaux de périmetre

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions les estimations de périmetre d’une courbe a partir de
ses discrétisations a différentes résolutions. Plus précisément, nous nous intéressons aux
estimations basées sur les estimateurs locaux et nous étudions aussi la convergence de ces
estimateurs lorsque la résolution de ’espace discret tend vers 0.

Dans le travail réalisé par Tajine et Daurat en 2003 [TD03] les estimateurs locaux ont été
introduits et ont été expérimentés pour 'estimation de longueur des segments de droite.
Ce chapitre contient une extension de [I'D03] & une classe de paraboles.

Ce chapitre est composé de trois parties. Dans la premiere partie nous introduisons les
différentes notions utilisées dans ce chapitre. Nous étudions ensuite la fréquence des motifs
dans les discrétisations d'une classe de paraboles. La derniere partie de ce chapitre est
consacrée aux conséquences des résultats sur les fréquences pour 'estimation de périmetre.
Les résultats présentés dans ce chapitre ont été publiés dans les articles [DTZ08al, [DTZ09.

4.2 Discrétisation des courbes réelles

Nous commencons cette section par la présentation de différents modeles de discrétisation
des courbes [IM], [LS84], [Ber9(, [Kim&4]. Dans tout ce qui suit, nous considérons une courbe
C(f)=A{(z, f(x)) | x € [a,b]} otta,b € Raveca < b, f : [a,b] — Rtelleque 0 < | f'(z)| < 1
pour tout x € [a, b].

Définition 16 Soient A, = [%] et B, = [2].

e La discrétisation par la méthode OBQ (Objet Boundary Quantization) de la courbe

C(f) a la résolution r est définie par :

f(Xr)

dopo(C(f)) = {r(X, NIX €[4, B[}
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e La discrétisation par la méthode BBQ (Background Boundary Quantization) de la
courbe C(f) a la résolution r est définie par :

f(Xr)

r

Bo(C(f)) ={r(X,[ DX € [Ar, B ]}
e La discrétisation par la méthode GIQ) (Grid Intersect Quantization) de la courbe
C(f) a la résolution r est définie par :

DIX €[A, B}

Torg(C(1) = {r(x (LD

Pour des illustrations de ces trois modeéles de discrétisations voir la figure FIG. [{1}

F1a. 4.1 — Discrétisation d’'une courbe réelle par la méthode a) : OBQ b) : BBQ, ¢) : GIQ

Remarque : Les trois modeles de discrétisation OBQ, BBQ et GI() sont similaires. En
effet, on peut passer de I'une a 'autre en utilisant le fait que pour tout x € R, [z] = —| —z|
et [z] = |z + 3.

La propriété suivante présente l'application de ces trois opérateurs de discrétisation sur les
droite réelles donnant ainsi une classe de droites discretes.

La notion de droite discrete a été étudiée dans un cadre plus général au début des années
90 par J.- P. Reveilles [Rev90).

Dans la propriété suivante, nous considérons les discrétisations OBQ), BB(Q) et GI(Q des
droites D(«, ) pour a, B € [0, 1]. Le cas d'une droite quelconque se ramene au cas «, 3 €
[0, 1] par translation et/ou par symétries par rapport aux axes OX, OY et/ou la premiere
bissectrice (D(1,0)).

Propriété 3 On considére la droite D(a, 8) = {(z,ax + () | z € R} avec 0 < o, B < 1.
e La discrétisation OBQ de D(«, 3) a la résolution r est définie par :

g

5ppo(D(a, B)) = DN (o, ) = {r(X,Y) € rZ*|0 < aX =Y + ~<1
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e La discrétisation BBQ de D(a, 3) a la résolution r est définie par :
g

Boa(D(e,0)) = {r(X,Y) € rZ?|0 <V —aX — = < 1}

e La discrétisation GIQ de D(«, 3) a la résolution r est définie par :

1
daro(D(a, B)) ={r(X,Y) € 730 < aX—Y+§+5 <1}
Preuve Cette propriété est une conséquence du fait que pour tout = € R, [z| = —|—x]
et [2] = [z +3]. 0

Comme les trois modeles de discrétisation OBQ, BBQ et GI() sont similaires nous nous
limiterons dans la suite au modele de discrétisation OBQ).

Définition 17 (Motif discret dans la discrétisation d’une courbe)
Soit X € [A,, B, —m]. On définit le motif discret wf(mm : [0,m] — N de taille m a la
position X dans la discrétisation 0¢50(C(f)) de C(f) par :

fr(X + k))J B Lf(?“X)

r r

Wl (k) = |

J

pour k € [0, m].

La notion de motif discret dans la discrétisation d’une courbe est illustrée dans la figure
FIG.

SRR

Fia. 4.2 — Exemples de motifs de taille m = 3 a différentes positions.

La notion de segment discret, que nous allons rappeler (voir aussi le chapitre 2) dans la
définition ci-dessous, est un cas particulier de la notion de motif discret.
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Définition 18 (Segment discret)

Soient r > 0, a, 5 € [0,1], X € Z et m un entier strictement positif. Le segment discret de
taille m a la position X dans la discrétisation OBQ de la droite D(a, 3) a la résolution r
est défini en utilisant le codage absolu S?(fm ou le codage relatif V)?fm :

e Le codage absolu S;fm : [0,m] — N est défini par :

g

S (k) = 0k (k) = [a(X +8) + =] = [aX + g

)

pour 0 < k <m ou f(zr)=ax+ (.
e Le codage relatif VX’TBm [1,m] — N est défini par :

g

V;‘fm(k) = |a(X +k)+ ?J — (X +k—-1)+ b

-]

r

pour 0 < k <m.

Remarques : Comme «, 3 € [0, 1], on a alors les faits suivants :
e Le codage absolu S?(fm est un mot sur l'alphabet [0, m].

e Le codage relatif V)'z—‘f ., est un mot sur l'alphabet binaire B = {0, 1}.
e Le codage absolu et le codage relatif d'un segment discret sont équivalents et sont
liés par les deux relations suivantes :

o Vil (k) =SY0 (k) — Sl (k1) et

X,rm

o SYm(k) = Vira ().

La notion de segment discret dans la discrétisation d’une droite est illustrée dans la figure

FIG.

F1G. 4.3 — Exemples de segments discrets de taille m = 3 a différentes positions.
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4.3 Pré-image d’un segment discret

4.3.1 Définition de la pré-image

La notion de pré-image d'un segment discret a été introduite par Dorst et Smeulders
dans [LS84] et nous nous plagons dons le méme contexte qu’eux en utilisant la discrétisation
OBQ. La pré-image d’un motif discret w est un domaine, dans ’espace des parametres, qui
représente 'ensemble de toutes les droites réelles dont la discrétisation contient les pixels
constituant w. Plus formellement on a :

Définition 19 Soit w un motif discret. La pré-image PI(w) du motif discret w est définie
par :
PI(w) = {(a, ) € [0, 17| S5, = w}-

Remarques :
e PI(w) correspond a l'ensemble des droites D(a, 3) dont la discrétisation OBQ a la
résolution 1 contient le motif discret w a la position 0.
e PI(w)# 0 <= w est un segment discret.
e PI(w) peut également s’écrire de la maniere suivante :

Pl(w) = {(a,p) €0, 1]2| |ka + 6] = w(k),Vk € [0,m]}
= {(a,8) € 0,1 |w(k) < ka+ B < w(k) +1,Vk € [0,m]}.

La pré-image du motif discret w, vu comme un ensemble de pixels, est alors définie dans
'espace des parametres («, 3) comme 'intersection des demi-plans E+ d’inéquation ok +
B —w(k) >0et B~ d'inéquation ak + 8 —w(k) < 1.

Définir PI(w) par de telles inégalités nous permet de voir que PI(w) est un polygone
dont les cotés sont des segments de droites d’équations § = —ka + w(k). Ces droites sont
appelées rayons de Farey.

Plus précisément, on appelle rayon de Farey d’ordre n toute droite D(z,y) dont I’équation
est de la forme § = za + y, ou y et x sont des entiers naturels tels que 0 <y <z <n. On
note ce rayon R(z,vy).

Il existe un lien entre les rayons de Farey d’ordre n et la suite de Farey du méme ordre.
Mecllroy [McI8H] a étudié ce lien et a démontré la propriété suivante :

Propriété 4 Soit w un ensemble de N pixels 8-connexes dont [’abscisse minimale des
points est xo. La pré-image PI(w) de w a les propriélés suivantes :

1. PI(w) est un polygone convezre possédant au plus 4 sommets

2. Les abscisses de ces sommets sont des nombres de Farey d’ordre max(xo, N — xq) ;

3. Les abscisses de deur sommets adjacents sont des fractions consécutives dans une
série de Farey;

4. St Uabscisse d’un sommet du polygone PI(w) est de la forme g, alors son ordonnée

est un multiple de %.
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4.3.2 Diagramme de Farey

L’importance des rayons de Farey pour la pré-image nous mene a tracer tous ces rayons
sur un méme graphique. La restriction du graphique a [0, 1] x [0, 1] est appelée le diagramme
de Farey d’ordre n comme montre la figure FIG. L4 :

) YT 12 23 34 «

Fic. 4.4 — Rayons de Farey d’ordre 6 .

On obtient avec le diagramme de Farey toutes les pré-images (les polygones de [0, 1] x [0, 1]
limités par les rayons de Farey) dont chacune d’elle correspond a un et un seul segment
discret.

Définition 20 Soit w un segment discret, on définit ’ensemble 1*(w) par :

I%(w) = {6 € [0,1][(a, B) € PI(w)}.

I*(w) représente la projection de la pré-image PI(w) sur 'axe des f3.
On note la longueur de U'intervalle I%(w) par F'L,(w).
On définit

pinfa(w) = inf(I%(w)),
psupa(w) = sup(I*(w)).



Par conséquent,

FLo(w) = 0 si I1%(w) = 0
= psups(w) — pinfo(w) = p(I%(w)) si non

ou u(I*(w)) est la longueur de l'intervalle 1*(w). La figure FIG. EEQ represente (& gauche)
PI(w) pour un segment w de taille 6; (a droite) 1% (w).

a — psupa(w)

a — pinfu(w)

) e 72 273 37 a

Diagramme de Farey d’ordre 6 PI (w) et 1% (w)

F1G. 4.5 — Rayons de Farey d’ordre 6 .

La propriété suivante donne une autre caractérisation de la pré-image.

Propriété 5 Soit w un segment discret. Posons [ay, o] = {a | (o, ) € PI(w) }. Alors,
Pl(w) ={(e,B) : a € [ap, ae] et pinf, (w) < [ < psup,(w)}

De plus, o — pinf,(w) et a — psup,(w) sont deux fonctions affines par morceaux et de
pentes appartenant a [—m, 0].
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Preuve :
Posons ay, = inf{a | (a, B) € PI(w)} et o = sup{a | (o, B) € PI(w)}.

Plw) = {(o,0) | a €|, ac et —kat+w(k) <p < —ka+wk)+1,Vk e [0,m]}
= {(@,f) | € [, ac] et puwm) (@) < B < Qw1 (@), Yk € [0,m]}
Ol P(u,v) : @ — —ua + v est une fonction affine de pente dans [—m, 0]
= {(o,0) | @ € [ap, ] et pinf,(w) < B < psup, (w)}
tel que pinf,(w) : o rkniég Plhwr) (@) et psup, (W) : o rlﬁg Plhw(k)+1) (@)

sont deux fonctions affines par morceaux et de pentes dans [—m, 0].

4.3.3 Fréquence d’un motif

Soit g : [a, b] — R une fonction dérivable telle que 0 < |g' ()| < 1 pour tout = € [a, ] et
soit r > 0 la résolution de l'espace discret. Posons A, = [¢], B, = ng et N, =B,—A,+1.
On définit la fréquence d’apparition d’un motif discret w de taille m dans la discrétisation
06po(C(g)) de la courbe C(g) par :

card{X € [A,, B, —m] |w%,.,, = w}

Fg
(w) N —m

T

Dans la section suivante, nous étudions la fréquence F¥ dans le cas ot g :  — az? (une
classe de paraboles). Ceci étend les résultats étudiés dans la littérature dans lesquels g est
une fonction affine.

4.4 Fréquence d’apparition de motif dans une para-
bole discrete

Dans ce paragraphe, on considere la fonction

g:la,b] — R

ZE"—>O([L'2

telle que 0 < a<b< i Autrement dit, 0 < ¢’ (x) <1 pour tout = € [a,b].

Nous étudions, dans les deux paragraphes ci-dessous, la fréquence d’apparition d’'un motif
discret dans la discrétisation de la courbe y = az? dans le cas oil o est un nombre irrationnel
puis dans le cas ou « est un nombre rationnel.
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4.4.1 Fréquences d’apparitions de motifs : le cas « irrationnel

Lorsque « est irrationnel, on obtient le théoreme suivant :
Théoréme 2 Si g(x) = az? tel que a ¢ Q, on a alors pour tout motif discret w :

1 b
FI(w) T o a/ FLy @ (w)da. (4.1)

€Q

Pour tout a, 3 € [0, 1], on définit le segment S de longueur m par
S8 = |ak + ] on 0 < k < m.

Autrement dit, S&7 = S¢ f .

Le reste de ce paragraphe est consacré a la preuve du Théoreme Bl Pour cela, nous allons
démontrer d’abord qu’au voisinage d'un point de la grille discrete, la discrétisation de la
courbe y = aa? et la discrétisation de sa tangente sont égales quand la résolution de la
grille tend vers 0.

Lemme 1 (Lemme de la Tangente) Soit la fonction g : x — ax?® pour x € [a,b] telle que
a¢Q et0§a<b§i. Alors,

g(Xr)

o cord{X € [A, By —ml o, £SO
= Nr=m
Ce lemme est illustré par la figure suivante :
y=9g()

-1 tangent de courbe

x Discretization de tangent

o Discretization de courbe

rX

Fic. 4.6 — Comparaison de la discrétisation d'une courbe avec la discrétisation de sa

/ g(rX)
tangente en un point de la grille : on a w¥ ., = So ) bour m = 9 mais W rm 7
/ 9(rX)
SZL(’”X” ) pour m = 10.
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Avant de donner la démonstration du Lemme [I, on a besoin de deux autres lemmes :

g(ar)

+ ¢ (zr)k = ara® + 2akrz.
.

Posons pour tout X, P, x(z) =

Lemme 2 Sir < -1, alors pour tout « € [a,b] on a

g () (255 2
W pm F Sm si et seulement si (P, (X)) <1 —ark® pour tout k € [0, m].
Preuve
g(X+k)r),  g9(Xr)

On a, wg(,r,m(k) = L r J - L " J

X / X
— Lg( r) + g (X1)k+ark?| — Lg( T)j (d’apres le théoreme de Taylor).

r r

On sait aussi que |u+v| = [u] + |v] si et seulement si (u) + (v) < 1.

Alors, wl (k) = Lg(‘f” N AP AC. NN <g(‘fr) + g (Xr)k) + (ark?) < 1.
Et puisque on a, r < — 5 alors (ark?) = ark® Donc :

X X X o (xm2 (XT)>
X g oy — | 2250y 8y gy - 20 - g

" (), (25T

Ainsi, W% ., (k) = S < (P.1(X)) <1—ark? pour tout k € [0,m] O

Lemme 3 Soit I un intervalle de [0, 1]. Alors,

lin%Tr,k(I) = pu(I)
€0

card{X € [A,, B,] | (P.x(X)) € I}
N, '

01\6 Tr,k([) =

La preuve du Lemme [ utilise le critere de Weyl, comme pour la preuve du Théoreme 1 de
[TD03], mais étendue au cas du second degré [AZ0T] [p6-7]. La démonstration de ce lemme
est technique et est donnée dans 'annexe A.1 de ce mémoire.

Preuwve du Lemme Wi
g/ (rX), (LX)

On a w,,, = Sm < (Px(X)) <1—ark?pour tout k € [0,m]. Alors,

) (20X
card{X € [A,, B, —m] |w%,.,. # 5o >} - N, Ton(ls)
NT —m >~ N magi rk\4Lrk
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ol I, = [1—ark? 1). Il suffit donc de démontrer que 7T} (1, x) — 0 pour tout k € [0, m].
reQ

€ £
5. Alors, u(Ig,) < 5.

Drapres le Lemme B on a S, x(x1y, ,) — w(Ig, k). Dong, il existe Ry tel que Vr < Ry

Soient € > 0 et Ry = 5

reQ
S0k (X1gg0) = (L Rok)| < 5
Par conséquent, pour tout r < min(R;, Ry) on a
Srk(X1,) < Srr(Xig,,) (car Lng C Irg k)
£
< ullrow) + 35
< - + < _ c

Suite de la preuve du théoréeme[d

Nous présentons dans ce sous-paragraphe les idées et les étapes principales de la preuve du
Théoreme Pl La preuve de ce théoreme est détaillée dans ’annexe A.2.

D’apres le Lemme [, on peut déduire que F?(w) a la méme limite lorsque r tend vers 0

que :
g(rX)

_card{X € [A,, B, —m] | Sf’,;(TX)’< P w}
N N, —m '
et comme on a, SPY =w <= (x,(y)) € PI(w), alors :

_card{X € [4,, B, - m] | (¢/(rX). (22)) € PI(w)}
N, —m

G (w)

Gl(w)

qui a la méme limite que H,.(PI(w)) ou
_ card{X €[4, B]|(¢/(rX), (472)) € B}
B B, — A, +1 '

En appliquant le Lemme Bl avec k£ = 0 pour le morceau de la courbe y = g(z) restreint au
domaine ¢'"1(a1) < x < ¢""'(ay), nous pouvons prouver que :

g Haa) — g (an)

7—0 b—a
reQ

H,(E)

H,([an, az) x 1) p(l)

En approximant le polygone PI(w) par I'union des rectangles comme suit

Uzﬂzl [yi—b yl) X [pin-fyi (’LU), psupy, (w))

on peut démontrer que :

—a

i g"l(yi)b— g9 i) L, (@)
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est une somme de Riemann pour l'intégrale fab FLy @ (w)da. O

Corollaire 1 Si g(z) = az? avec a € Q, alors pour tout motif w qui n’est pas un segment
discret, on a :

FI(w) — 0.

reQ

Application numérique : Soient la fonction g(x) = %xz pour z € [0, %], et w le motif
discret de taille 3 définit par (w(0),w(1),w(2),w(3)) = (0, 1,2, 2).

Nous allons calculer la limite de la fréquence de w dans la discrétisation de la courbe
y = g(z) lorsque la résolution tend vers 0.

D’apres [Taj0§], comme « — F L, (w) est une fonction continue et affine entre deux nombres
consécutifs de Farey d’ordre m, on a :

1
FLy(w)=0 sia € 0, 5]
da—1 siaelz2)
= —_ 1 —_ —
a sia €[5, 3

2
- iae 2.
a  sia [3 ]

D’apres le Théoreme B on a :

1
Fl(w) —
r—0b—a
reQ

b
/FLgr(m)(w)dx
%
2
=2 /O FL 5, (w)dx

=v2 </jﬂ(2\/§x— 1)dx+/:§(1 — ﬁx)dx) = 1—12

2v/2 3v2

4.4.2 Fréquences d’apparitions de motifs : le cas o rationnel

Nous nous intéressons dans ce paragraphe aux fréquences d’apparition de motif dans la
discrétisation de la courbe y = ax? dans le cas ol o est nombre rationnel. Il est facile de
voir que le Théoreme Plreste vrai dans le cas ot @ est un nombre rationnel et la résolution
r est un nombre irrationnel.

Le seul résultat que nous cherchons a prouver dans ce paragraphe est le Lemme de la
Tangente. Dans le cas ou ar est nombre rationnel nous n’avons pas pu prouver un résultat
équivalent au Théoreme 1.
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Posons pour tout X, P,x(X) = ra((X + k) — k?) o a est un nombre rationnel, et

-1 5 i - - L
SUppOsoOnNs que ro = 5 ol p est un nombre premier, a = 0 et b = 5.

Nous allons démontrer que pour tout intervalle I C [0, 1], on a :

. card{X € [A,, B, — k] [ (Prx(x)) € I}
. N, —k = nld)

— est premier
T

Définition 21 Soient p un nombre premier et a un entier. On définit le symbole de Le-
gendre (%) par :

0 sip divisea
(g) 1 si il existet € Z tel que amod p = t> mod p
b

—1 sinon.

Proposition 1 (Inégalité de Polya-Vinogradov [Vind40], [Dav80, Chap. 23])
Soit p un nombre premier et Met N deux entiers positifs. Alors,

M+N

1S3 < plogl)

n
n=M p
Corollaire 2 Soit J = [M,M + NJ| ot M et N sont deuz entiers positifs. Alors,

card(.J)

3

—card{y € J| () = 1}] < Plog(p).

Lemme 4 Soit o un nombre rationnel et supposons que a =0 et b = i Alors, pour tout
intervalle I C [0,1] on a :

. card{X € [A,, B, — k] | (Px(X)) € I}
lim N & i = (1)

r—0

our >0 etra= % tel que p est un nombre premier .

Preuve
On sait que la fonction

p—1 Y
[[LT]] - {Y|(5):1}

X — X?modp

95



est bijective.
card{X € [A,, B, — k]| (Prx(x)) € I}

Posons H, = Nk
On a alors :
Cocard{X e [k [B]] (55 e 1} 2card{X € [k, 5] | Xtk e ) )
T N, — k N p+1—2k '
Donc

—1 Y
card{X € [[1,%]]\)(2modp€J} = card{Y € J| (=) =1}ouJ =pl + k>
p

Par conséquent, |card{X € [k, 2 ]| X2 mod p € J} — card{Y € J | (3) =1} <k
D’apres I'inégalité de Pélya-Vinogradov on a :

|card(J)
2

Ainsi, |Carc21(‘]) — card{ X € [k, p—;l]] | X?modp € J}| < \/plog(p) + k.
D’apres () on a :

-1
— card{X € [[l,pT]] | X? mod p € J} < /plog(p)

2 card(J) 2 p—1 ) 2,/plog(p) + 2k
— d{X e |[k,—]| | X d
e T o1 g dX e bk == [ X modp € JH < = o
X A, B, — P..(X 1
DOHC, hmr_)() Ca’rd{ € [[ Ty =T k]] | < T7k( )> € } — /J(I) |:|

N, —k

Théoréme 3 (Lemme de la Tangente pour o rationnel et i est un nombre
premier)
Pour tout nombre rationnel o > 0 et quelque soit a,b tel que 0 < a < b < i, on a

g (rX), (27X

card{X € [A,, B, —m] |w% ..., # sm v

N, —m r—0
i est premier

Preuve
Le cas a = 0 et b = 2a, peut étre démontré de la méme maniere que le Lemme [l en utilisant
Le Lemme H au lieu du Lemme Bl

Prenons le cas général [a,b] C [0, 5=]. On a :

!y g(rX)
card{ X € [4,, B, —m] |w%, .. S0 >}

N, —m
o X),(8X)
Lkl —m card{X € [0, 18] —m] |w, A s
- N, —m Lﬁj +1—m
= 1
2a_.0=0 parce qu’on est dans le cas a =0, b = —.
r—0 b—a 2a

% est un nombre premier
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O
Malheureusement nous n’avons pas réussi a généraliser le Théoreme Bl a a rationnel et
certaines résolutions rationnelles.

4.4.3 Application aux estimateurs locaux de périmetre de la pa-
rabole discrete

Les estimateurs locaux de longueur d'une courbe discrete consistent simplement a as-
socier un poids p(w) a chaque motif w de taille m, la longueur estimée est alors simplement
la somme des poids des motifs composant la courbe.

L’estimation de longueur d’une courbe y = g(x) a la résolution r est alors définie par :

| Br=m=Ar |
k

(p.gr)=r Y pwhpm(A +km)).
0

M plwy) =2

w1
'_/ p(wg) = 2.2

oo c y = g(x)
/—' p(wz) = 2.2

w3

p(wyg) = 2.8

N=

Pwp fwg lwy wy lwy | owy | lwalgwglog g wolvg Wo'wilvg wilvy by |

a) b)

F1G. 4.7 — Estimateur de longueur d’une courbe pour différentes résolutions : a) I(p

.95 3)
1(2p(w1)+3p(w2)+1p(ws)) = 6.7,  b)U(p,g,) = 2(4p(w1)+5p(ws2)+2p(w3)+2p(wy))

=71

Théoreme 4 Soit la fonction y = ax? pour x € [a,b], a & Q. Alors, la limite de I(p, g,7)
lorsque la résolution r € Q et tend vers 0, est de la forme g + Ba+C ou A,B,C € R.
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Preuve
I1 est facile de démontrer que

(b — a) 9
Up.gom) = — WEZP P(@)F(w) —0
ol
) card{X € [A,, B, — m] N (A, + mZ)|w%,,, = w}
Fg(w) = LBT_m_ATJ — N

D’apres le théoreme B, on peut démontrer que

1
Fl(w) —
r—0 b—aq
reQ

b
/ FLg/(x) (w)dx

Alors,

l(p,g,7) — i p(w)/ F Ly (w)da. (4.3)

r—0 m
TEQ WEPm

On sait que 2 — FL,(w) est une fonction affine par morceaux [TD03]. D’apres cette pro-

priété et en partitionnant l'intervalle [0, 2b] en les intervalles (Ix)o<k<, on peut déduire que

limr—&g l(p,g,7) est de la forme 2 + Ba + C' sur chacun des intervalle I, (Voir 'annexe A.3
re

pour plus de détails)

O

Corollaire 3 Soient a un nombre irrationnel et a, b tels que 0 < a < b. L’estimateur
local I(p, g,7) de longueur de la parabole {(z,az®) | x € [a,b]} ne converge pas vers la
longueur exacte quand la résolution rationnelle r tend vers 0 pour presque toutes les pentes
a €0, ﬁ]

Preuve
Puisque la limite limr_)(é? l(p,g,r) ne dépend que de «, alors on peut la noter par L.g(«).
re

La longueur exacte de la courbe {(x, ax?) | x € [a, b]} est égale a

2 4oy

Lyca() := /b V1+ (207)2dz = [x\/m L 218 sinh (20

a

Supposons que Lycq(a) = Leg(a) pour une infinité de nombres irrationnels «, alors il
existe un intervalle [ de la partition précédente de [0, %] tel que Lyeq(a) = Leg(a) pour
une infinité de nombres irrationnels « € I, et d’apres ce qui précede, on sait que Leg(a)
est de la forme g + Ba + C sur 1.
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Les fonctions a +— aL,eq () et o +— a(§ + Ba + C') sont holomorphes dans un ouvert de
C contenant [0, %] et sont égales pour un nombre infini o € I}, C [0, %] Dongc, d’apres le
théoreme sur les fonctions holomorphes [Rud66, Cha. 10], elles sont égales sur [0, 5-]. On

a alors :

Lea(a) = A+ Ba® + Ca pour tout « € [0, %]

On a aussi :
a LTea
w = by/1+ (2ab)2 — ay/1 + (20a)?
«
=b—a+2(b° —a*)a® + o(a?) lorsque o — 0
Puisque 2A4T5*+C) _ 9p 1 ) alors 2(b> — a®) = 0. Ce qui est impossible si b > a.

Ainsi 'hypothese, Lyeq() = Leg () pour un nombre infini de nombres irrationnels o est
absurde. (]

Application numérique :

On considere la courbe y = g(z) = %:172 pour z € [0, %] On utilise I'estimateur lo-

cal de Chanfrein ([Bar86]) avec m = 2, p(000) = 2, p(001) = p(011) = 22, p(012) = B.

D’apres I'équation(3]), on peut calculer L.y = % 2 =~ 0.813172, cette limite est différente

de la longueur exacte Ly eq = % + i\/ilog(l +1/2) ~ 0.811612

Par ailleurs, la figure montre comment la longueur donnée par 'estimateur converge
vers sa limite lorsque la résolution tend vers zéro. Il semble que pour cet exemple, on a
l(p,g,7) — Lest = O(r) (Voir la figure FIG. EJ).

log(jestimated length-limit])
o
o
T

&
N
T

~
IS
T

! ! ! ! !
2 4 6 8 10 12 14
log(1/r)

FiGc. 4.8 — Vitesse de convergence de l'estimateur local pour la parabole y = %xz, 0<

1
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4.5 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons présenté certaines propriétés locales des discrétisations
pour une classe de paraboles. En effet, nous avons montré que localement la discrétisation
de la parabole et la discrétisation de sa tangente coincident (Lemme de la Tangente : le
Lemme [ et le Théoreme B).

Nous avons proposé également une formule explicite pour la limite des fréquences d’un motif
dans les discrétisations d'une parabole lorsque la résolution tend vers zéro (Théoreme B).
Comme conséquence, nous avons obtenu un résultat sur la convergence des estimateurs
locaux de longueur pour une classe de paraboles. Ceci nous a permis de montrer que, pour
cette classe de courbes, les estimateurs locaux de longueur ne convergent presque jamais
vers la longueur exacte.
Nous voyons principalement deux perspectives pour ce travail :
— Etendre la formule (1), donne la limite de la fréquence du motif lorsque la résolution
tend vers zéro, a des courbes plus générales, en particulier aux courbes y = P(x) ou
P est un polynome de degré quelconque.

— L’application pour la reconnaissance de courbes discretes en se basant seulement sur
les motifs discrets. Par exemple, si les fréquences des mots d’une courbe discrete ne
satisfont pas le Théoreme B alors elle ne représente pas une parabole d’équation
y = ax?.
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Chapitre 5

Estimateurs semi-locaux de
périmetre

5.1 Introduction

Nous présentons dans ce chapitre une nouvelle classe d’estimateurs de périmetre : les
estimateurs semi-locaux. Si C,(g) est la discrétisation a la résolution  d’une courbe conti-
nue C(g) dont on cherche & estimer le périmetre, alors aussi bien les estimateurs locaux
que semi-locaux sont obtenus en factorisant la courbe discrete C.(g) en motifs de taille
H(r) ou r — H(r) est une fonction constante pour les estimateurs locaux; par contre,
cette fonction est décroissante en r et tend vers l'infini lorsque r tend vers 0 pour les esti-
mateurs semi-locaux. Nous montrons que sous certaines conditions notamment concernant
I'ordre de grandeur de H(r) relativement a r, les estimateurs semi-locaux correspondants
convergent vers le périmetre exact pour toute courbe de classe C2. Nous introduisons aussi
une sous-classe d’estimateurs semi-locaux : la classe des estimateurs semi-locaux basés sur
les segments discrets. Les estimateurs de cette sous-classe ne prennent en compte que les
motifs qui sont des segments discrets.

Les résultats présentés dans ce chapitre ont été publiés dans le rapport de recherche

[IDTZ1]

5.2 Notations et définitions

Dans la suite, nous considérons la fonction ¢ : R — R définie par
o(x) = V1 + 22,

La fonction ¢ est 1-lipschitzienne c’est-a-dire que l'on a

Vz,y € R, |o(x) —o(y)| < |z —yl.
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Fic. 5.1 — Courbe de ¢

Définition 22 Soit g : [a,b] — R ot a,b sont deux nombres réels tels que a < b.

C(g) ={(z,g9(2)) | z € [a,b]} est la courbe correspondant a la fonction g.

On note g € C°a,b] lorsque g est continue sur l'intervalle [a, b].

Soit n € N*. On note g € C"[a,b] lorsque g € C"'[a,b] et si la dérivée nieme, g",
de g est continue sur lintervalle [a,b] (i.e. Autrement dit g € C"[a, ], si g' € C°a, b]
pour tout 0 <i<mn ).

Soit g € C'a,b],

b
Lexact(g) :/ @(gl(t))dt

Lexact () est la longueur de la courbe C(g) relativement a la mesure usuelle.
Soit r > 0,

g(rX
() = {r(x, | 2
ou A, =[%] et B, = |2].

C.(g) est la discrétisation OBQ a la résolution v de la courbe C(g).

DX €[4, B[}

Notations :
Soit m € N*.

P, est 'ensemble des motifs de longueur m.

P = U,nen+ Pm est P'ensemble de tous les motifs.

S, est 'ensemble des segments discrets de longueur m.

S = U, e+ Sm est 'ensemble de tous les segments discrets.

W . €5t le motif de longueur m de C,(g) défini par

g(r(X + k))J B L9(7”X)

|, pour 0 <k <m.
r r

W (K) =
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e Soitw € S,,.
Pl(w) ={(a,8) e R x [0,1] | w(k) = |ak + 3], pour 0 <k <m}.
e La fréquence du motif w de longueur m dans CY est définie par :

card{k € [0, [P28 | — 1] |0f 4o = @)
N | Bt '

m

Fi(w)

T

Remarque 1 Si g € C'la,b] et M;(g) = max,ejqy |9'(z)], alors pour tout 0 < k <m

] = (OB g0, glrX) | olr0),
1 X D) =)
- rk

|g(T’(X+k))—g(T’X) | < Mi(g).

Mais d’apres, le théoréeme des accroissements finis, on a : <
) ) T’]{)

Donc

W (K)| < 1+ kMi(g) pour tout 0 < k < m

5.3 Définition des estimateurs semi-locaux

Définition 23 Un estimateur semi-local est un couple (H,p) ot
— H est une fonction de |0, +oo[ dans N* qui a chaque résolution r associe une longueur
de motif H(r) et
— p est une fonction de P dans [0,4+00| qui a chaque motif w € P associe un poids
p(w).

Définition 24 Soient (H,p) un estimateur semi-local, g : [a,b] — R et r > 0.
La longueur L(H,p, g,r) estimé par (H,p) a la résolution r de la courbe C(g) est définie
par :

Br—Ar
e 11

L(H,p,g,?“) =r p(wir—l—kH(r),r,H(r))'
0

e
i
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F1G. 5.2 — discrétisation avec différentes résolution r et taille m

5.4 Convergence dans le cas g € C*[a, b]

Proposition 2 Si (H,p) est un estimateur semi-local vérifiant les conditions suivantes :
1. rH(r) — 0

r—0
2. H(r) — 400

r—0

3. 1l existe une fonction K : RY — RT telle que pour tout w € P on a

1%_ \/1+ (%)2 < K(m)

ou m est la longueur de w et K(m) P 0.

Alors pour toute fonction g € C*[a,b], Uestimation L(H,p,g,r) converge vers la longueur
Lexact(9) de la courbe C(g).

Si de plus, K(m) = 2 o A est une constante et H(r) = O(r~2), alors lerreur d’estimation
est en O(r2).
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Remarque 2 La condition[d est vérifiée si K(m) = % ou A est une constante.

Démonstration : Soit r > 0 et X € [A,, B, — H(r)], M1(g) = max,ejap |¢'(x)| et Ma(g) =
maxgelq 9" ()], on a

wxrae (H(r)  G(X + H(r)) — Gr(X)

H(r) H(r)

ot Gp(X) = LX) Or

G (X +H(r) - G(X)
H(r)
|G (X + H(r)) — g(r(X+H(r))) + g(rX) G, (X)) . )g(rX +rH(r)) — g(rX)

H ] rH(r)

D’apres la formule de Taylor-Lagrange, pour tout x,x + h € [a,b] on a

—g'(rX)

De plus, G,(X + H(r)) — 1O o ] ot 979 — ¢, (X) € [0,1], on en déduit :

G+ )= G0 L MgrHO)
H(r) H(r) 2 '

—g’(T’X)' <

Soit ¢ : R — R définie par p(z) = v/1 + 22. Comme ¢ est 1-lipschitzienne on a :

\w(wx’r’?ggl(r))) — (g (rX))| < Htr) L Mbly ZH(T).

Donc, d’apres la condition Blon a :

p(wX,r,H(r)) / 1 M2 (g)’l"H(T’)
—_— X)) < K(H .
PR (/X)) < K(HO) + 5+
Soit Lexact(9) la longueur de la courbe C'. On a :
: B
Loxact(g) - L(H7p7 g, T) = / (p(g/(t))dt -r Z p(wgr—l—kH(r),r,H(r))‘
a k=0

Pour t € [rX,rX +rH(r)] on a :

p(wX,r,H(r)) (WX,T’,H(T’)>

ol (1)) = T < ol (1) = (g ()] + |G L — (g 1))
< My(g)rH(r) + K(H(r)) + Hir) N M2(9>27°H (r)
= K(H(r)) + L + §]\42(9)7"1.‘1[(7“)

H(r) 2
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En intégrant sur chaque intervalle [rX,rX + rH(r)] et en sommant pour tout X = A, +

kH(r) avec k € [0, LBI%f?"J — 1], on obtient :

r(Ar+ | B ) G WA, +kH (r),rH
[ et - Pt )
rAg k=0
B, — A, 13
< rH("| =g <K(H(r)) g Ttk (r))
< rH(r)fH_ (f) <K(H(r)) + ﬁ + S My(g)rH (r))
= (b—a) (K(H(r)) + ﬁ - gMz(g)rH(r))

Ona:a<rA.<a+retb—rH(r)<r(A.+ LBITJZT?TJ) < b, donc :

b
/ (g (1)t — L(H,p, g,7)

< () + DpO(0) + (0 - o) (KU + 370+ S0nao)r () )

A
< - o) (K(H0) + 7=+ (33000) + 25D ) vy 4 reaa(0))

(5.1)

Or les conditions [M B et B entrainent que le membre droit de cette inégalité tend vers 0
quand r tend vers 0, donc on a bien L(H,p,g,r) — exact (9)-

T—

De plus, si K(m) = 2 olt A est une constante et H(r) = O(r~2), alors la méme formule
montre que L(H,p, g,7) — Lexact(9) = O(r%). O

Remarque 3 Supposons que K(m) = %. La borne supérieure de l’erreur d’estimation
donnée par la formule &) est minimale pour

A+l .
H(r) = \/§M2(9)+ 20ng)

NI

2 b—a
Lemme 5 Soient m € N*, w € S,,, et (o, ) € PI(w) et posons p(w) = mv/1+ o2. Alors
1
) (2N <«
L) oty < 2

Démonstration : Si (o, ) € PI(w), alors w(m) < am + § < w(m) + 1. On en déduit que

f-1 <w(m) §a+ﬁ.
m m m

o+
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Comme € [0,1] on en déduit que : ’a— 2 < %, comme la fonction ¢ est 1-
1
m

lipschitzienne on en déduit que |7% — p(2™)| < L et donc p(w) vérifie la condition
de la proposition B avec K(m) = . O

m

D’apres le Lemme B ci-dessus, les exemples ci-dessous vérifient les conditions de la Propo-
sition &1

Exemples :
Soit r > 0

o H(r) = [r 2], ¥m € N*,Yw € P, p(w) = da((0,w(0)), (m,w(m)) = /m2 + w(m)?
et par conséquent, la Condition Blde la Proposition B est vérifiée en prenant K (m) = 0
pour tout m.

o H(r)=[r72],Ym € N*,Yw € Py, p(w) = |da((0,w(0)), (m,w(m))| = [/m? + w(m)?]
et par conséquent, la Condition Bl de la Proposition B est vérifiée en prenant K (m) =
% pour tout m.

o H(r)= Lr‘éj, VYm € N*,
— VYw € Py \ Sy p(w) = da((0,w(0)), (m,w(m)) = /m? + w(m)?
-~ Yw € S, si (o, ) € PI(w), alors p(w) = myv1+a? (i.e p(w) est la longueur du

segment de sommets (0,3) et (m,am + 3) ).

Par conséquent, la Condition Bl de la Proposition Pl est vérifiée en prenant K(m) = %
pour tout m.

o H(r)=|r"z|, ¥m e N,
= Yw € P\ S, p(w) = [d2((0,w(0)), (m, w(m))] = [/m? +w(m)?].
— Yw € S, 81 (o, B) € PI(w), alors p(w) = [mv 1+ a?| (i.e p(w) est la partie entiére

de la longueur du segment de sommets (0, 3) et (m,am + 3) ).

Par conséquent, la Condition B de la Proposition B est vérifiée en prenant K(m) =
pour tout m.

2
m

Définition 25 Soient g € C?[a,b] et r > 0. La fréquence dans C,.(g) des motifs de longueur
m qui ne sont pas des segments discrets est définie par :

Card{k € [[07 LM%”] |wgr+km,r,m € Pm \ Sm}
LBT_AT_mJ 41 :

m

FNSY,, =

Définition 26 Un estimateur semi-local basé sur les segments discrets est un couple (H,p')
ot
— H est une fonction de |0, +oo[ dans N* qui a chaque résolution r associe une longueur
de motif H(r) et
— p est une fonction de S dans [0, +oo[ qui a chaque segment discret w associe un poids
P (w).

Définition 27 Soient (H,p') un estimateur semi-local basé sur les segments discrets, g :
la,b] — R et r > 0.
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La longueur L'(H,p', g,r) estimé par (H,p') a la résolution r de la courbe C(g) est définie
par :
L/(Ha p/7 g, T) =r Z p/(wgr—i-kH(r),r,H(r))'

r— r)—Agp
ke[[OvL%m et “’%wkH(r)mH(r)eS

Remarque 4 L’estimateur L'(H,p',.,r) est obtenu a partir de l'estimateur L(H,p,. )
en négligeant dans L(H,p,.,r) les contributions des motifs qui ne sont pas des segments
discrets.

Fic. 5.3 — Les motifs rouges ne sont des segments discrets, les motifs bleus sont des
segments discrets

Théoréme 5 Soit (H,p') un estimateur semi-local basé sur les segments discrets et soit
g € C?[a, b] vérifiant les conditions suivantes :

1. rH(r) — 0

r—0

2. H(r) — oo
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3. Il existe une fonction K : Rt — R* telle que pour tout w € S on a :

ou m est la longueur de w et K'(m) e 0.

4. FNS?
Alors,

— 0.

r,H(r) r—0

L(Hp g,r )—>Lexact / \/]-_l_g dt

Démonstration : Considérons une extension p de p’ telle que p : P — RT et pour tout

weP
1%_\/1+<$>2 < K(m)

ou m est la longueur de w et K(m) —— 0.

m—-+400
Il suffit, par exemple, de prendre pour tout m et tout w € P, \ S, plw) = /m? + w(m)?
et K(m) = sup(K’(m),=). On a donc bien K(m) —— 0.

m—>+oo

Ceci implique que pour tout w € Py, p(w) < /m? 4+ w(m)? + K(m)m et d’apres la Re-
marque [l si w =%, ,,, alors [w% . (m)] § 1+mMi(g). Donc si w =Wk, alors

<m\/ (Mi(g) + )2 + K(m)m.

|L(H,p,g,r)—L/(H,p/,g,r)| = T Z p(wir—i-kH(r),r,H(r))'
kefo,| Ex H() -1]] otwA +kH(T)TH(T)e7>\S
B, — A,
< (g0 NS,y (VG (HONG ) + 12 + K (H(r) H ()

2 g
)2+ K(H(r)FNS? ) — 0

< ((b- a)\/l + (M (g) + Htr)

Mais comme L(H, p, g, r) converge vers Legc(g) quand r tend vers 0 d’apres la Proposition
B alors L'(H,p', g,r) converge vers Legact(g) quand r tend vers 0. O
Remarque 5 Si H(r) = O(r~2) et K(m) = 24 00 A est une constante, alors

|L'(H,p,g,7) = Lesacs (9)| = O(r2) + O(FNS? )
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5.5 Conclusion

Nous avons proposé dans ce chapitre une nouvelle classe d’estimateurs de périmetre : les
estimateurs semi-locaux. Nous avons notamment démontré que les estimations de périmetre
basées sur les estimateurs semi-locaux convergent vers la valeur exacte du périmetre pour
toute courbe de classe C?. Nous avons ensuite introduit une sous-classe de la classe des
estimateurs semi-locaux : les estimateurs semi-locaux basés sur les segments discrets. Nous
avons démontré aussi un résultat de convergence “implicite” concernant cette sous-classe
d’estimateurs.
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Chapitre 6

Fréquence de (m,n)-cubes et
estimateurs locaux d’aire

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a ’étude des estimateurs locaux en toutes di-
mensions. Nous montrons notamment la non-convergence des estimateurs locaux méme
lorsqu’on considere des surfaces simples comme des morceaux d’hyperplans. Ces résultats
ont été démontrés en étudiant les fréquences de certains motifs dans les hyperplans dis-
crets et en utilisant des techniques de la théorie des nombres et de la combinatoire. Nous
montrerons dans ce chapitre les résultats suivants :

e La fréquence d’une motif dans un hyperplan est une fonction continue et affine par

morceaux relativement aux parametres de I'hyperplan.

e Deux plans discrets dont les parametres sont dans le méme secteur du diagramme de

Farey des plans discrets auront le méme ensemble de motifs.

e Le nombre des motifs d’une taille donnée est encadré par deux polynomes en cette

taille.

e Le nombre de fréquences est borné par un polynome de degré d ou d est la dimension

de I'espace du travail.

e Les estimateurs locaux d’aire ne convergent presque jamais (au sens de Lebesgue)

méme lorsqu’on considere des surfaces simples comme des morceaux d’hyperplans.
Les résultats présentés dans ce chapitre ont été publiés dans 'article [DTZ09)].

6.2 Discrétisation d’une surface

Nous utilisons dans ce chapitre le modele OBQ pour discrétiser les surfaces. Comme
nous 'avons expliqué dans le chapitre précédant les modeles BBQ et GIQ sont similaires

au modele OBQ. Considérons la surface S(f) = {(z,y, f(z,v)) | (x,y) € [a,b] X [¢,d]} ou
fla,b] x [c,d] — R
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Définition 28 (Objet Boundary Quantization) : La discrétisation de 65pq(S(f)) de la
surface S(f) par la méthode OBQ a la résolution r est définie par :

TOBQ(S(f)) = {T(Xv Yv L J) | (X7 Y) S [[AT7BT‘]] X [[CraDr]]}

f(Xr,Yr)
r
o A, =[], B, = LSJ, Cr=[¢] et D, = LgJ
Exemple : Soit P, s le plan d’équation z = ax + Sy +you 0 <a,f<1letyeR.
T v
So0(Pass) = Rusr = (r(X,Y, [0X + Y + 1)) | (X,¥) € 22).

Voir la figure. pour une illustration de la discrétisation d’un plan.

Fia. 6.1 — Discrétisation du plan réel z = %x + %y

Soit R={(z,y,ax+Py+7)|a<x<betc<y<d}oua,Bel0,1] et abecdeR
un morceau du plan P, g.. R correspond a un sous-ensemble du plan P, 3. dont la pro-
jection sur le X'Y-plan est un rectangle dont les cotés sont paralleles aux axes x,y.

Dans ce chapitre, toutes les notions topologiques sont considérés relativement a la topo-
logie usuelle (euclidienne). Si E est un sous-ensemble d’un espace topologique, E dénote
sa fermeture topologique (le plus petit fermé contenant F). Les notions de mesure sont
considérées relativement a la mesure de Lebesgue sur 'espace euclidien, par exemple les
notions “ensemble négligeable” (de mesure nulle) et “presque partout” sont considérés re-
lativement a la mesure de Lebesgue sur I'espace euclidien.

Dans ce chapitre, nous considérons les plans discrets naifs P, g, = {(z,y, oz + Sy +
) | (z,y) € Z*} avec 0 < a, 3 < 1 et v € R. Dong, un plan naif est fonctionnel relative-
ment aux coordonnées x,y : 2 = pos~(2,y) = |ax+ Sy +| pour tout (z,y, z) € Pa g~ Le
vecteur («, 3) (respectivement ) est appelé le vecteur normal (respectivement la phase)
du plan Py 35

Notation : Soient m et n deux entiers positifs. On note F,,,, = [0,m — 1] x [0,n — 1].
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Définition 29 Soient m et n deuz entiers positifs. Un (m,n)-motif est une fonction w :
Fonn — Z. m x n est appelé la taille du (m,n)-motif w. L’ensemble des (m,n)-motifs sera
noté dans la suite par M., ,.

La projection d'un (m,n)-motif dans le plan (OXY) est donc réduit a un rectangle de
pixels de taille m x n.

Dans la suite, un motif de taille inférieure a m xn correspond a un (m’, n’)-motif ou m’ < m,
n' < mnet (m,n) # (m',n'). La notion de (m,n)-cube que nous définissons ci-dessous est
un cas particulier de la notion de (m, n)-motif.

Définition 30 Le (m,n)-cube w; j(a, 5,7) a la position (i,7) du plan discret Py g~ est le
(m, n)-motif défini par w(i',j') = pap(i +7,j+J') = Pap~(3,75) pour tout (V',5') € Fn.

Ainsi, un (m,n)-cube est tout simplement un morceau d’un plan discret dont la projection
sur le plan (OXY') est une translation de I'ensemble F,, ,,. Voir la figure 22 correspondant
a un (3, 3)-cube dans un plan discret.

—

F1a. 6.2 — Un (3, 3)-cube dans un plan discret

Remarque : Pour tout i, € Z et a,5,7v€ R on a:

w;j(a, B,7) = woola, B, a1+ B + 7).
Notations :
Soient «, 3 € [0,1] et m,n € N\ {0}. Posons,
- O =1—(ai+ Bj) pour (i,§) € Foum
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— La suite (B}

)

) o<i<mn est définie par : BS? = 0 et B*? = C:fﬁ(i) pour 1 < i < mn tel

que 0% est une bijection de [1,mn] dans F,,,, telle que (B*’
Autrement dit, la suite (B*”

(2
croissant de la suite (Cj, ]’-ﬁ ).
Dans la proposition ci-dessous, nous rappelons quelques résultats connus (voir par exemple

[G&99)).

)o<i<mn €St croissante.
)Jo<i<mn €St obtenue par un réarrangement par ordre

Proposition 3 Pour tout o, 3,7 € R on a :
1. Le (k,l)-ieme point du (m,n)-cube a la position (i,7) du plan discret P, ) est donné
par la formule :
|lak + 5] st (i + B +7) < C’,‘;f

wi (e, B,7)(k, 1) = {Lak + Bl +1  sinon

2. Le (m,n)-cube w; j(a, B,7) ne dépend que de l'intervalle [B,?’B, B,?fl[ contenant {ovi+
Bj+7)-

3. Pour tout h € [1,mn — 1], si [B;’:’ﬁ,BZ‘fl[ n'est pas vide (BY’ < B;’Zfl , alors il
existe (i,7) tel que (ai + 37 +~) € [B>, ijfl[ et donc le nombre de (m,n)-cubes
dans le plan discret P, . est égal au card({C,‘ji’lB | (k,1) € Finn}). Nous avons, en
particulier, card({C’ﬁ’lﬁ | (k1) € Frun}) < mn.

Ainsi, la Proposition BB]) montre que le nombre des (m,n)-cubes appartenant a un plan
discret donné est au maximum m X n.

Nous pouvons également déduire de la Proposition B, que wqo(c, 8,7) = woola, 3, (7))
et donc w; j(a, 3,7) = woola, B, (ai + 35 + 7)) pour tout o, 5,7 € R et (i,5) € Z>.

D’apres la Proposition Bl I'ensemble des (m, n)-cubes du plan discret P, 5., ne dépend
que de a, 3 et il sera noté dans la suite par C,, 5.3

Dans la suite, U, ,, représentera I'ensemble de tous les (m,n)-cubes. Donc,

Z/{m,n = U Cm,n,a,,@-

(a,8)€[0,1]2

Définition 31 la pré-image PI(w) d’un (m,n)-cube est 'ensemble des triples («, 3,7) €
0, 1]? telles que w est le (m,n)-cube de P, g~ a la position (0,0).

Remarque : L’ensemble PI(w) est un polygone convexe, parce qu’il est U'intersection de
demi-espaces {(«, 3,7) | w(k,l) < ka+ 18 +~} et {(a, B,7) | ka+ 10+~ < w(k,l)+ 1}
pour (k,l) € Fy,n. De plus, L'ensemble des 7/ € [0, 1] tel que (o, 8,7") € Pl(w; (v, 8,7))
est exactement 'intervalle [By"”, B/ [ contenant (i + 35 + 7).

La derniere remarque entrainera la définition B2 dans la section suivante.
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6.3 Fréquence de (m,n)-cubes

Dans cette section, nous définissons deux notions de fréquence d’un (m, n)-cube. Nous
montrons qu’elles sont équivalentes et nous prouvons que la fréquence d'un (m,n)-cube
dans un plan P, g,) est une fonction continue et affine par morceaux relativement a la
pente (a, 3) du plan P, g.).

Définition 32 La v-fréquence d’un (m,n)-cube w pour la pente (a, 3) (noté freq, z(w))
est la longueur de Uintervalle 1%°(w) = {v € [0,1] | (o, 3,7) € Plw)}. Par conséquent, la
fonction Tp : PI(w) = R telle que Tp(a, 3) = freq, s(w) est la projection orthographique
de PI(w) relativement a la troisiéme coordonnée.

Définition 33 Siw est un (m,n)-cube, alors la fréquence avec chevauchement de w dans
le plan discret P(q, ) est définie par

i Ard({00) € [N, NP iy 8,7) = )
N—+o00 (2N + 1)2

si cette limite existe. Elle est noté par overfreq,, 5. (w).

d .. —N N 2 . . 1075
Donc, overfreqaﬂﬁ(w) = Nl_i}foo card({(i, ) € [ ) (2]]JV| iai)-;— Bj+7) € (w)})

Nous avons alors les propriétés suivantes :

Proposition 4 Pour tout o, 5 € [0,1] ety €R on a :
1. w € Crym,ap si et seulement si freq, 5(w) > 0.

2. overfreq, 5. (w) = freq, 5(w)

La proposition EP) est similaire a celle de la propriété énoncée dans [BLOT, section 5.2] qui
porte sur la classe des plans discrets standards alors que la proposition B(P2) est consacré
aux plans naifs. De plus, le Théoreme 28 de [BEJIP(OT généralise la Proposition H(E) a
une classe de plans discrets plus générale contenant les classes des plans discrets naifs et
standards.

La preuve de la Proposition B(f) dans le cas irrationnel utilise un cas particulier du
Théoreme [ (dans 'annexe B) qui sera nécessaire pour prouver nos résultats de la section
concernant les estimateurs locaux.

Maintenant, nous allons étudier la fonction («, ) + freq, 5(w) donnant la fréquence
du (m,n)-cube w en fonction de la pente («, 3) du plan.

Pour cela, nous donnons la définition et les propriétés des fonctions affines par morceaux.

Définition 34 Une fonction f : R?> — R est appelée une fonction affine par morceaux sl
existe une collection finie (K;)ie; de sous-ensembles convezes ouverts de R? et des fonctions
affines f; : R? — R pour i € I, telles que :

- K; N Ky =0 pour tout i,i" € I et i #7,
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- Uiel K =R’ et
— la restriction de f a K; est égale a f; pour touti € I (i.e. pour touti € I, f(x) = fi(z)
pour tout x € K;).

Proposition 5 Soit f,g: R? — R deux fonctions affines par morceauz. Alors —f, f + g,
f — g, max(f,g) et min(f, g) sont également des fonctions affines par morceau.

Preuve :

Soient (Kj)ier et (fi)ier (respectivement (K7)jes et (g;)jes) des collections d’ensembles
convexes ouverts et de fonctions affines correspondant a f (respectivement g).

Alors, (Ki)ier et (—fi)ier (respectivement (KN K7) i jyerxs et (fi+9;)qj)erxa) correspond
a —f (respectivement a f + g). Alors —f et f + g sont donc des fonctions affines par
morceaux et par conséquent, f — g est aussi une fonction affine par morceaux.

Soient (i,7) € IxJ et H}; = {x € R*| fi(z) > g;(x) }NK;NK] et H?; = {x € R* | fi(z) <
g;(r) } N K;N Kj. Donc les collections (Hﬁj)(k#d)e{l’g}xjxj et (hﬁj)(k,i,j)e{lvg}xij telles que
pour tout (i,5) € I x J, hi;(z) = fi(z) pour tout x € H}; et hi;(z) = g;(x) pour
tous x € Hi%j correspondent a la fonction max(f, g) qui est donc une fonction affine par
morceaux. Comme min(f, g) = — max(—f, —g), alors min(f, g) est aussi une fonction affine
par morceaux. ]

Théoreme 6 Pour tout (m,n)-cube w, la fonction (o, 3) + freq, s(w) est une fonction
continue et est affine par morceauz.

Preuve :

Rappelons que w est une fonction de F,,,, dans Z. On a PI(w) = {(«, 8,7) € R® | w(k, 1) <
ak + pl+~v <w(k,l) + 1 pour tout (k,l) € Fnn}-

Alors, I*F(w) = [maxgper,, , (w(k,1) — ak — 1), ming pesr,, , (w(k, 1) + 1 — ak — Bl)|.
Donc, freq, 5(w) = max(0, ming ez, (Wk, 1) +1 — ak — Bl) — max e, ., (W(k, 1) —
ak — fl)). Les Fonctions affines, max et min sont des fonctions continues. Alors, («, 3) —
freqaﬂ(w) est un fonction continue et est affine par morceaux, car elle est la composition
de fonctions continues et par la Propriété 0 elle est également une fonction affine par
morceaux. UJ
Nous allons maintenant préciser les domaines ol la fonction (a, 8) = freq,, 5(w) est affine.
Soit D, .. la droite réelle {(«, 8) € R? | au+ fv +w = 0} et

Epn = U Dy N[0, 1]%

(u,v,w)e[—m+1,m—1]x[-n+1,n—1]XZ

En.n n'utilise effectivement que les droites D, ., telle que D, ., N [0,1]* # 0 et nous
devons donc considérer que les droites D, .., telle que |w| < |u| + |v| et par conséquent
E,,, n'utilise effectivement qu'un nombre fini de droites.

E... est appelée le diagramme de Farey dans [Joe99]. Nous utiliserons dans la suite le
terme “diagramme de Farey des plans discrets” pour désigner ces diagrammes pour les
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distingués des diagrammes de Farey des segments discrets que nous avons introduit dans
le Chapitre 3.
Le figure Fig. B3 représente le diagramme de Farey pour (m,n) = (4, 3).

F1a. 6.3 — Diagramme de Farey des plans discrets pour (m,n) = (4, 3)

Théoreme 7 La fonction (o, 3) — freq, z5(w) est affine sur les composantes connezes de
0, 12\ Epn pour tout w € Up, .

Pour tout (o, B8), (', 3') € [0,1*\ B : Covnag = Connar,pr St €t seulement si («, 3) et
(o, ) sont dans la méme composante conneze de [0,1]*\ Epp.

La preuve du Théoréme [ est donnée dans I’ Annexe B RZ3

6.4 Propriétés combinatoires des (m,n)-cubes

Dans cette section, nous utilisons la fréquence de (m,n)-cubes pour déduire des pro-
priétés combinatoires des (m, n)-cubes.

6.4.1 Propriétés des ensembles de (m,n)-cubes

Dans ce paragraphe nous allons voir les conséquences du Théoreme [ sur le compor-
tement de l'ensemble C,, ,, o g (contenant tous les (m,n)-cubes d’'un plan de pente (v, 3))
quand la pente («, 3) change .
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En particulier, ceci permet de calculer C,, o5 a partir des sommets du triangle du dia-
gramme de Farey des plans discrets contenant le point («, 3). Cette propriété nous per-
mettra de donner une borne supérieure pour le nombre de tous les (m, n)-cubes.

Proposition 6 Soient (ay, 31), (ao, 32), (a3, 83) des points de [0, 1] et T I’enveloppe convexe
de ces trois points (un triangle). Soit (g, o) € T et A\, A2, A3 > 0 tels que (o, By) =
Z?:l i, ;) et Zle Ai =1 (A, Ao, A3 sont des coordonnées barycentriques de (o, (o)
relativement a (au, 31) et (az, £2), (a3, B3) ). Supposons que la fonction (a, B) +— freq, z(w)
est affine sur T' pour tout (m,n)-cube w. Alors,

Crnaoso = (U Conaus

1<i<3 and \; #0

Preuve :
D’apres la définition de (o, 3) +— freq, 4(w) sur 7', on a :

3
fred,, g (@) = Y Aidreq,, 4, (w)
=1

Siw & Cinn,ao,80, alors d’apres la propositionHl, freq,,, 4,(w) = 0 et pour tout 4, freq,, 45 (w) =
0 ou A\; = 0 parce que A1, Ay, A3 > 0, ce qui implique que pour tout i, si \; # 0 alors
W & Como.p,- Inversement, comme A, Ay, Az > 0 et S0 N = 1, 8i W € Coypiag,, alors
d’apres la proposition B, freq,, 5 (w) > 0 et donc, il existe un i € {1,2,3} tel que \; # 0 et
freq,, g,(w) >0 O

Corollaire 4 Soit O une composante conneze de [0,1]* \ E,, .. Alors O est un polygone
convexe et si pi, pa, p3 sont des sommets distincts du polygone O, alors

1. pour tout point p € O, Crinp = Cimnpr Y Cmmps U Cmnps €t
2. pour tout point p €]p1, pa| on a :

Cm7n7p - Cm7n7p1 U Cm7n7p2.

Preuve

La fonction (o, ) — Cpynap est une fonction constante sur O. D’apres le Théoreme [0
pour tout w € Up,», la fonction (a, 3) — freq, 5(w) est affine sur O et nous concluons en
utilisant la Proposition Bl O

Corollaire 5 Le nombre de (m,n)-cubes est O((m + n)?m3n?).

Preuve
Toute ligne d’équation uz + vy +w = 0 avec |w| > |u|+ |v| n’ intersecte pas le carré [0, 1]?,
alors £, , est composée au maximum de (2m+1)(2n+1)(2(m+n+1)+1) = f(m,n) lignes.
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D’apres le Corollaire B, tous les (m,n)-cubes apparaissent dans les sommets des compo-
santes connexes de [0, 1]2 N E,, . Chaque sommet est 'intersection de deux lignes de E,, .,
donc il y a au maximum % f(m,n)? sommets. Chaque sommet correspond au maximum &
mn (m,n)-cubes, donc au total il y a au maximum 3 ((2m~+1)(2n+1)(2(m+n+1)+1))*mn
(m, n)-cubes, O

Le Corollaire @ donne une borne supérieure pour le nombre de (m,n)-cubes. Dans le
Corollaire @, nous allons donner une borne inférieure de ce nombre.

Définition 35 Soit m € N*.

1. Soient o,y € [0,1]. L’ensemble S(m,a,vy) = {(z, [ax +7v]) |z € [0,m — 1]} est
appelé un segment discret de taille m.

2. Sm={S(m,a,7)|a,v €[0,1]} est l'ensemble de tous les segment discrets de taille
m.

Proposition 7 [BLSS,

1. card(S,) = 1+ > (m — i+ 1)p(i) ot ¢ est la fonction totient d’Euler (p(i) =
card({j | 1 < j <i eti etj sont premiéres})).

2. card(S,) = 5 + O(m?log(m)).

Proposition 8 Soient m,n € N* et a, 3,71,7 € [0,1] et considérons les deux segments
discrets S(m, ., v1), S(n, B, v2). Alors, il existe w € Uy, ,, telle que S(m, o, v1) = {(4,w(3,0)) |7 €
[0,m — 1]} et S(m, 8,72) = {(7,w(0,5)) | j € [0,m — 1]}.

Preuve
D’apres [GE99, [Mig91], il existe i, j € Z telle que S(m, o, 1) = {(z — i, laz] — |ai]) |z
vérifie les conditions de la propriété.

oS m

Corollaire 6 card(U,,,) > card(S,,)card(S,) et donc card(Uyy, ) > —rm*n3+0(m?n?log(m) log(n)).

Preuve
D’apres la Propriété B, on a card(Uy, ) > card(S,,)card(S,,) et la deuxieme assertion est
une conséquence de la Propriété [ (]

Les Corollaires B et Bl impliquent qu’il existe deux constantes ki, ks telles que kym?n® <
card(Uyy, ) < ka(m + n)*m3n3.
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6.4.2 Généralisation du Théoréme des Trois Intervalles pour les
plans

Dans ce paragraphe nous allons étudier la fréquence des (m, n)-cubes apparaissant dans
un plan discret. Nous rappelons que pour les droites discretes, les valeurs des fréquences
des segments discrets de taille m constituent un ensemble dont le cardinal ne dépasse pas
trois (c’est une conséquence du Théoreme des Trois Intervalles, voir [Ber96l [Taj0g]).

La proposition suivante est une généralisation du Théoreme des Trois Intervalles pour les
plans discrets.

Proposition 9 Pour tout m,n et tout o, € [0,1], le nombre de fréquences de (m,n)-
cubes du plan discret P, 5,0 vérifie :

card({freq, 5(w) | w € Con,a,p}) < min(m,n) + 3.

Les Propositions B et Hl montrent que les valeurs des fréquences sont les différences entre
deux nombres consécutifs dans l'ensemble {(ai+ 5j) |0 <i <m,0 <j <n}U{l}. Mais
il est démontré dans [FJ93] que ce nombre de différences ne dépasse pas min(m,n) + 3.0
Signalons que la Proposition @ est similaire & la proposition 3 du papier [BLO0O] qui concerne
les plans discrets standards alors que nous nous considérons les plans discrets naifs.

La proposition suivante montre que la borne supérieure donnée par la Proposition
est presque optimale :

Proposition 10 Pour tout m,n, il existe «v, 3 tels que le nombre de fréquences de (m,n)-
cubes du plan discret P, 50 vérifie :

card({freq, 5(w) | w € Cpnap}) > min(m,n) 41 sim=n,
card({freq, 5(w) | w € Crn,a,p}) = min(m,n) + 2 si non.

La preuve de la Proposition [[ est donnée dans I’Annexe B

Remarque Dans le cas m = n+ 1,m > 3, d’apres le résultat de [F.J93, Section 3|, nous
pouvons demontrer qu’il existe «, 3 tels que le nombre de fréquences est n + 3.

6.5 Estimateurs locaux d’aire

Une surface discrete est la discrétisation d'une surface de R3. Nous étudions dans cette
section les estimateurs locaux d’aire pour les surfaces discrétes dans l'espace discret rZ3
de résolution r.

L’estimateur local d’aire est obtenu en associant un poids P(w) a chaque motif w €
M(m,n) de taille m x n ot M(m,n) est ’ensemble de tous les motifs de taille m x n, alors
toute surface discrete S,., peut étre obtenue par concaténation d’éléments de M (m, n) avec
peut-étre en plus des motifs ¢;, €} de tailles inférieurs & m x n. Autrement dit, S, peut étre

80



considéré comme un mot bi-dimensionnelle sur I’alphabet des motifs de taille inférieur ou
égal a m x n. Si

Wil W1 0 WM €1

Wiz W22 -+ Wpm2 €9
8,,. — . . .

Wi,N WoN - WMN EN

oltw;; € M(m,n) pour tout i, j. Alors, on définit I'aire de S, par &, . p(S,) =72 37, p(wi ;)
(i.e. on néglige les contributions des motifs ¢; et 5;»)

En fait, nous étudions le probleme suivant :

Est-ce qu'il existe m, n et p(.) tels que pour toute surface S € R? l'aire &,.,,.,,(S,.) converge
vers l'aire de S lorsque r tend vers 07 (i.e. S, est une discrétisation de S ).

Dans cette section, nous étudions ce probleme pour une classe particuliere de surface :
I’ensemble des morceaux rectangulaires de plans. De plus, nous utilisons la discrétisation
OBQ comme opérateur de discrétisation.

Considérons un morceau rectangulaire R = {(z,y,ax + By +7) | (x,y) € [a,b] X [¢,d]} du
plan z = arx + By +~vou 0 < a,3 < 1et v € R; les autres cas peuvent étre déduits par
des symétries.

La discrétisation OBQ de R dans rZ? est définie par :

o= (o s 20) tere [T (2] [ L4

Nous fixons deux entiers positifs m, n. Comme il a été expliqué pour les surfaces, le morceau
R, du plan discret peut étre vu comme le mot bi-dimensionnel

Wi, W1 ot Wam €1
Wiz Wo2 ~--° Wpm2 €2
WiN WoN 0 WMN EN
/ / / /
€1 € 0 EMm o Efmp

bi_fa di_rc
ou M = LMiL’]HJ et N = LWJ et pour tout 7, j, w;; est un motifs de taille m x n
et g;, € sont motifs de tailles inférieures a m x n.

Construisons I'estimateur local de mesure &,.,, ,, , en utilisant une fonction poids p : Uy, ,, —
R. Alors, &, est défini par :

Grmmp(Br) =123 plwiy)
i

=’ Z n(w, R, r)p(w)

welem,n
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ou n(w, R,,r) est le nombre de couples (7, j) € [1, M] x [1, N] tel que w;; = w.

On dit que l'estimateur &, ., , est multigrille-convergent pour le morceau rectangulaire

R, si lestimation &, ,,(R,) converge vers l'aire de R lorsque la résolution r tends vers
0.

La question principale que nous nous posons est la suivante :

est ce qu'il existe des entiers positifs m,n et une fonction poids p(.) tels que I'estimateur
S, m.n,p est multigrille-convergent pour tout les morceaux rectangulaires 12 des plans? Nous
allons montrer dans ce qui suit que la réponse a cette question est presque souvent (au
sens de la mesure) non.

En fait, nous allons prouver que, pour presque tous les morceaux rectangulaires R des
plans, l'estimation &, ,,, », ,(R,) ne converge pas vers l'aire de R lorsque le résolution r tend
vers 0.

Soient a,b,c,d € R tels que a < bet ¢c < det 0 < a,0 < 1. Soit r > 0 la résolution
de Tespace discret rZ%. On a R = {(z,y,ax + By +7) | a <z < band ¢ < y < d}.
Ainsi, la discrétisation OBQ de R dans rZ? est R, = r{(z,y, laz + By + 1]) | (z,y) €

[re1, 210 > 071, LT3

b)—1e di_re
Posons M, = L%J et N, = [Ll=leltt )

n

Donc
Wi1,1 Wa1 WMl E1,r
W1,2 Wa2  WM.2 Ear
R, — . . . .
W1i,N, W2 N, *°° WM. N. EN.r
<C:/1,7“ 8/2,7’ e 69\47«,7” 8/]\/17-—%1,7“

ol Wy j € Upn pour (i,7) € [1, N;] x [1, M,] et &, €}, sont de tailles inférieures a m x n
pour i € [1, N,] et j € [1, M, + 1].

On considere &, mnp(Rr) =173 i Do1<jcns, P(wij) comme une approximation de
I'aire du morceau de plan R (i.e. on néglige les contributions des €;, et €}, ).
On note DA, , ,(R) = lim, 0 &, 1.0 p(Ry).

Dans la suite, nous utilisons les notations suivantes £, = ([[%], Lgﬂ] x [[£1, L%J]]) N((mZ+
[#1) x (nZ+[£]) et Sp = (7] = [£1+ (5] =[]+ 1).

Théoréme 8 Soit O une composante connezxe de [0,1]*\ E,,,.. Alors, il existe u,v,t € R
telle que DA,, , ,(R) = (b — a)(d — ¢)(uc + v + t) pour tout morceau rectangulaire R =
{(x,y,ax+0y+7)|a<xz<betc<y<d} duplan z = azfy+~ ot o, € O et a ou
0 est irrationnel.

Autrement dit, DA, .p(.) est une fonction affine en (a, 3) pour (o, ) € (O '\ Q?).

La preuve du Théoreme B est dans I’Annexe B B2
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Corollaire 7 L’ensemble des (a,3) € ([0,1]* \ Enn) tel que « ou B est irrationnel et
DA, p(R) = area(R) est négligeable (relativement a la mesure de Lebesgue sur [’espace
euclidien), pour a,b,c,d € R, R={(z,y,ax+ Pfy+v)|a<x <betc<y<d}.

Preuve :

On considére une composante connexe O de [0,1]* \ E,,,,. D’aprés le Théoreme B, il
existe u,v,t € R tels que l'estimation locale d’aire d’'un morceau de plan R est égale a
DA np(R) = (b—a)(d—c)(ua + vB +t) pour a ou [ irrationnel. L’aire exacte de R est

aire(R) = (b—a)(d — ¢)y/1 + a? + 2. Nous avons donc :

DAmm,p(R) = aire(R) s (UO(—FUﬂ—Ft)z _ 1+042 +ﬁ2

ce qui est équivalent & (u? — 1)a? + (v? — 1)5% + 2(wvaf + uta + vtf) +t2 —1 =0

Alors, la derniere équation correspond a un objet de mesure de Lebesgue supérieure a 0
seulement lorsque u? —1 =0, v? =1 =0, t? -1 =0, uv =0, ut = 0 et vt = 0 ce
qui est impossible. Ainsi, la derniére équation correspond & une courbe dans R? (qui est
Uintersection d’une conique et de la région O) et donc, pour («, 3) € O, l'estimation locale
d’aire est égale a l'aire exacte si («, ) appartient a ensemble contenu dans 'intersection
d’une conique et de la région de O ce qui correspond a un ensemble négligeable (de mesure
de Lebesgue nulle).

Comme P'ensemble [0,1]*\ E,,, ne contient qu’un nombre fini de composantes connexes,
I'ensemble de (a, 8) € ([0,1]2\ (E,,., U Q%)) tel que Pestimation locale d’aire est égale
a l'aire exacte est un ensemble négligeable parce qu’elle est une union finie d’ensembles
négligeables. O

Corollaire 8 Pour tout m,n € N* et toute fonction poids p(.) l’ensemble des («,[3) €
0,1]2 tels que le morceau du plan rectangulaire R = {(x,y,azx + By +7) | (z,y) € |a,b] x
le,d]} (ot v,a,b,c,d € R) vérifient aire(R) = DA,,,,(R) est un ensemble négligeable.
Par conséquent, pour tout m,n € N* et toute fonction poids p(.) pour tout les morceauz
de plan rectangulaires R ou les parameétres o, 3 € [0, 1], nous avons aire(R) # DAy, n»(R)
presque surement.

Preuve

D’apres le Corollaire B nous avons, pour presque tout les morceaux rectangulaires de
plan R avec des parametres (a, 8) € ([0,1]*\ E,.) area(R) # DA, ,,(R). Comme
Q? est ensemble infini dénombrable et F(m,n) est un ensemble fini de droites, alors
Epmn U Q? est un ensemble négligeable. Donc, pour tous les morceaux rectangulaires R
duplan z = ax + Sy +y ot a, B € [0, 1], on a aire(R) # DA, ,(R) presque stirement. [J
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6.6 Dimensions supérieures

Tous les résultats de la section précédente peuvent étre étendus a toute dimension finie d
en utilisant les hyperplans z = Zf:_ll a;x;+ 3, les hyperplans discrets z = LZL a;x;+ 0] et
les (n;)-hypercubes de taille (n;)1<i<q4—1. En particulier, les fréquences d'un (n;)-hypercube
sont des fonctions continues en des «; et elles sont aussi sur les régions de 'hypercube unité
limitées par les hyperplans > u;c;; + v = 0 avec |u;| < n;. De plus, si f((nq,ns,...,n4))
est le nombre de (n;)-hypercubes de taille (n;)1<;<q—1, alors il existe ki, ko tels que

d—1 d—1 =14 4
len?Sf(nlan‘Qa)nd)SkZ (an> and
=1 i=1

1=1

D’apres [Nic(0],le nombre de fréquences de (n;)-hypercubes est borné par :

d—1 d—1
] =1

i=1 =1
1741 111,12

ol n;, > n;, sont les deux plus grands n;. On peut aussi montrer que les estimateurs locaux
de “ hyper-aire” ne convergent pas pour presque toutes les pentes (;)1<i<d—1-

6.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons montré que les fréquences de (m, n)-cubes de plans discrets
sont données par une fonction continue et affine par morceaux en fonction des pentes de
ces plans. Cela a des conséquences sur la combinatoire des (m,n)-cubes, en particulier
sur le comportement asymptotique du nombre de (m, n)-cubes quand m et n tendent vers
Iinfini.

De plus, cela a également des conséquences sur les estimateurs locaux d’aire car cela
permet de prouver rigoureusement que tout estimateur local d’aire n’a jamais la propriété
de multigrille-convergence pour presque toutes les régions planes car ils ne convergent
pas vers l'aire exacte. Ce résultat est une généralisation d’un résultat en dimension deux

démontré dans [TD0OJ.

84



Chapitre 7

Conclusion et prespectives

Nous avons étudié dans cette these les fréquences de motifs dans les courbes et les
surfaces discretes dans le but de construire des estimateurs de mesure (périmetre, aire,
etc.). Les objets discrets sont vus simplement comme des ensembles de pixels et de voxel
et notre objectif était d’amorcer I’'étude pour la conception de théories de la mesure et
de l'intégration sur les espaces discrets compatibles avec les théories de la mesure et de
I'intégration sur les espaces euclidiens.

Nous avons limité notre étude aux estimateurs locaux ou semi-locaux. Ces estimateurs
consistent a considérer l'objet discret dont on souhaite estimer la mesure comme une
concaténation de motifs de taille fixe, d’associer préalablement un poids a chacun des
motifs et I'estimation de mesure correspond alors a sommer les poids des motifs consti-
tuant 'objet discret en tennant compte de leurs nombres d’occurrences.

La premiere partie de la these a été consacrée a 1’étude des estimateurs locaux et semi-
locaux de périmetre. Nous avons obtenu dans cette premiere partie les résultats suivants :

e Nous avons montré que, pour une classe de paraboles, la discrétisation de la parabole
et la discrétisation de sa tangente coincident localement (Lemme de la tangent : le
Lemme [ et le Théoreme B).

e Nous avons proposé également, pour une classe de paraboles, une formule explicite
pour la limite des fréquences d’une motif dans les discrétisations d’une parabole dans
cette classe lorsque la résolution tend vers zéro (Théoreme ).

e Comme conséquence des deux résultats précédents, nous avons obtenu un résultat
sur la convergence des estimateurs locaux de longueur pour une classe de paraboles.
Ceci nous a permis de montrer que, pour cette classe de courbes, les estimateurs
locaux de périmetre ne convergent presque jamais vers le périmetre exact.

e Nous avons montré aussi que pour certains choix des poids de motifs, les estimateurs
semi-locaux convergent vers le périmetre exact pour toute fonction de classe C2.

e Nous avons montré enfin que pour certains choix des poids de motifs, les estimateurs
semi-locaux basés sur les segments discrets convergent vers le périmetre exacte pour
toute fonction de classe C? vérifiant une condition qui n’est malheureusement pas
explicite.
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Dans la deuxieme partie de la these nous avons étudié les estimateurs locaux en toute di-
mension. Comme pour l'estimation locale du périmetre la non-convergence des estimateurs
locaux a été démontrée méme lorsqu’on considere des surface simples comme des morceaux
d’hyperplans. Ces résultats ont été démontrés en étudiant les fréquences de certain motifs
dans les hyperplans discrets et en utilisant des technique fines de la théorie des nombres,
et de combinatoire. Les résultats principaux qui ont été démontrés sont les suivants :

e La fréquence d'un motif donné dans un hyperplan y = ax + Sy + v est une fonction
continue et est affine par morceaux relativement aux parametres «, 3 du plan.

e Deux plans discrets dont les parametres sont dans le méme secteur du diagramme de
Farey auront le méme ensemble de motifs.

e Le nombre des motifs d'une taille donnée est encadré par deux polynomes en cette
taille.

e Le nombre de fréquences est borné par un polynome de degré d ou d est la dimension
de l'espace du travail.

e Les estimateurs locaux d’aire ne convergent presque jamais (au sens de Lebesgue)
méme lorsqu’on considere des surfaces simples comme des morceaux d’hyperplans.

7.1 Perspective.

Les résultats que nous avons obtenu dans cette these et qui sont présentés dans ce
rapport offrent d’intéressantes perspectives :

— Généralisation des résultats obtenir en dimension un pour des dimension supérieurs
en commencant par 1’étude les fréquences des motifs dans un paraboloide.

— Etendre les résultats sur les fréquences de motifs dans les discrétisations des paraboles
a des courbes plus générales, en particulier aux courbes y = P(x) ou P est un
polynome de degré quelconque.

— Approfondir 1’étude des propriétés combinatoires des (m,n)-cubes.
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Chapitre 8

Annexes

8.1 Annexe A

Notations

— On note la distance entre un nombre réel = et Z par ||z||. Alors, ||z|| = min({z), 1 —

(z)).

— Si z est un nombre complexe on note son complexe conjugué par Z et sa patrie réelle
par Re(z).

— pged(p, q) est le plus grand commun diviseur de p et g.

8.1.1 Preuve du Lemme
Pour f € L'([0,1]), on définit :

Sull) = 3 D F(P()).

Alors, on a T, (1) = S, x(x1) ou xs est la fonction caractéristique de U'intervalle 1. On note
e(t) = €™ et e.(t) = e(ct).

sous-lemme 1 Pour tout ¢ € Z*, on a S, x(e.) — 0.

reQ

Preuve

|Sr,k(ec) |2 - Sr,k(ec)sr,k(ec)

_ 12 Z mec(Pr,k(Y))

" A<XY<Br

— i + 2 Re < Z ec(Pr,k(Y) - Pr,k(X))>

N, N?
Ar<X<Y<B,

T

87



Supposons que Y = X + h, on a alors

Pop(Y) = Pp(X) = ra(X + h)? + 2ak(X + H) — arX?* — 2akrX
= P.;(h) +2arXh

Donc,
1 2 Br—1 B,—X
S k(ee)|? = < + ~5 Re Z eo(P ))ec(zath)>
N NT2 X=A, h=1
1 2 N,—1 B,—h
=—+—Re| > ec(Pr,k(h))ec(Qath)>
N N h=1 X=A,
1 2 Np—1 Br—h
= T el <ec(Pr,k(h)) > ec(QOerh)>>
r r h=1 X=A,

sous-sous-lemme 1 Soient f € R\ Z, u,v € Z tels que u < v, alors

< 1
k in(v — 1, =—=7)-
;e(ﬂ )| < min(v —u + ,2H6H)
Preuve
. l—e(Bv—u+1))
L) —
> elk) = o) ="
donc
- 2
2 <0b)| < g
ona|l—e(B)] = le(2)(e(—5)—e(8))| = 2| sin(n3)|. Donc sin(n3) > 2||3|| car sin(7z) > 2z
pour z € [0, 5]. Par conséquent,
- 1
e(Bk)| < BT
k=u

On a aussi >, _, e(Bk)| <v—wu+1, ce qui termine la preuve du sous-sous-lemme [[I [
Comme Re(x) < |z, le sous-sous-lemme [[ implique que

Np—1
T 1
rilee)* < > ST T 1
Sritec)” < N e Ng 2 N o el (8:.1)
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sous-sous-lemme 2 Soient Cy >0, u € R\ Q, N,p,q
COLN et pged(p, q) = 1. Alors,

€ N tels que g < CyN, |ug — p| <

N-1 1 N2
Z min(N, ——) < 4(1 + Cj) (— + Nlogq) :
pet 2||uhl] q
Preuve
N-1 Y2 gH+q 1
min (N, min(N, ——)
2 S ) < <2, 2 iV
On a
qiq Z 1
min(N, —— min(N —)
M) "2 h|| " 2[lu(qH + 1)l
p+e N
|u(gH + h)|| = ||( )(gH +h)| olle = uq — p

y|pH+ph+eH+—H
= H—h+eH+ —||
q q
Soient v = (eH)mod (%) et ko ou eH = v+ %0. On a
in = (ph + koq) mod q. Puisque pged(p, q) = 1, alors {iy, |

Si i, < 1, alors

ih
lu(qH + h)|| = [lv to 7t —||

: (Bh + eH)mod 1 = v—l—% ol

|6|h
> |lv+ H
ih ‘€|h
» q q
> o €| car h <gq
q
i 1
o 8.2
. CoN (8:2)
De méme, si i, > £, alors
’ih |€‘h
lu(gH +h)|| = lv+ = — —
ih |€|h
( q) q
q—l—ih 1
> — : 8.3
- q CoN (8:3)
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Si nous utilisons le changement de variable h + i, pour i, < £, h + q—1—1;, pour i, > 2,

'inégalité min(N, m) < N pour i, = 0,1, — 2,q — 1 et les inégalités (EZ),(IB)
pour %5, on déduit que

1
min(N, ;) < 4N + 2 .
Z ulgH T B ;2@—0 <)

Onaﬁ§1+2xpourx€(0,%].Alorspouri22, on a :

1 q 1

% 49
q CoN iCoN

1
z<1+2200N) parce que Z_CZNE(O,—] sii>2et g < CyN

2
< 24
i
Donc,
: 1 57
min(V, AN + 2¢q -
2 min(N. ) 2
On a:
L5 L
1 1
IEED I
i=2 i— Jim1t
=
1
< / Lat
i Ji-1
]
:/ Tt
1 t
q—1
— Jog(| 21—
os(| 15 )
Donc,
N-1
N qg—1
Zmin( ( ) (4N+2q10g(L J))
P " 2[|uhl| h|| 2
N
< <—+ ) (4N + 2qlogq)
q
N CygN
< (— + 20 ) (4N + 2qlogq) parce que q < CoN

<4(1 +CO)(N + Nlogq)
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Ce qui termine la preuve du sous-sous-lemme Bl O
Dans la suite, nous supposons que r est un nombre rationnel ce qui implique que ar est
nombre irrationnel et par conséquent, d’apres le théoréme de Dirichlet ([Wik0S]), on déduit

2N o, p, tel 12 —p,| < edbo)
aeoay €t Pr tels que [2arcq, —p,| < S5

En utilisant le sous-sous-lemme [ avec Cy = m et 'équation (BI]) on obtient

qu’il existe deux entiers premiers entre eux ¢, <

8(1+ Cy) [ N?
2 r
|Sr,k(ec)| S FT“'TE _I_NTlOgQT
Nr dr N’“
Si N, — oo, alors loﬁfr < log(f,iNT) - 0. Il reste alors a démontrer que g, — oo
On a b a)
Dr ac(b—a
Pr S oqre - 27— 9
" arc N

On a N, > (% -1 -(G+1)-1= b_“T_T’ Si on suppose que r < I’_T“, alors N, > 1’2_—7,“, par
conséquent,

Pr > 2arc — arc > 0,
qr
Comme p, > 1, on a alors
L _pr 1
— < — < 2arc+ < 2arc+ —
4 G rGr Ny
Donc ¢, > L —— +00. Ce qui termine la preuve de sous-lemme [II (]

- 2arc+NiT r—0
Pour terminer la preuve du lemme B on doit démontrer que S, x(x7) — () ou x est

reQ
la fonction caractéristique de 'intervalle 1. On a, S, x(ep) = 1 de plus en utilisant le sous-

lemme [ on a S, x(e.) — 0. Par conséquent, I’adaptation du théoreme de Weyl a ce cas
r—

reQ
permet de conclure la preuve du Lemme Bl

8.1.2 Démonstration du théoréme

On définit : ——
G9(w) = card{X € [A,, B, —m]|sm T = w}'
" N, —m
D’apres le Lemme [Tl on a :
Fi(w) — GI(w) — 0. (8.4)
reQ

D’apres la définition de PI(w), on a :

_ card{X €[4, B, - m] | (¢/(rX), (422) € PI(w)}

g r
GI(w) e
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Pour E C R?, on définit

card{X € [A,, B] | (¢'(rX), (“*)) € E}

H.(E) =
(8) o
On a alors H(PI(w)) - NLH, (PI(w)
w W
M o) < e W) 8.5
T < Giw) < A (85)
Supposons que E = [ay, ) X I. La fonction ¢ est linéaire, elle est donc en particulier

bijective. Soit ¢’~! la fonction réciproque de ¢’. Suppose que a > 0, pour que ¢’ soit une
fonction strlctement croissante.
(¢'(rX), ( X)) € E est équivalent & ¢/ (rX) € [ay, o) et (@» € I. Par conséquent,

card{X € [0, |72 (47 e I}

H,(E) = v

Si on applique le Lemme B pour £ =0 et z € [¢"' (1) < ¢! (az)], on a alors
N, H,(E)
Lglfl(az)J _ (9/71(a1)‘| +1 =0

r r reQ

n(l)

On en déduit que
—1 -1
H, (o, a0) x I) — 9 02) Z97(01) ) (8.6)

r—0 b—a
reQ

Rappelons que

PlI(w) = {(a, B) | € [, | et pinf,(w) < B < psup,(w)}

ou «a +— pinf, (w) et a — psup,(w) sont deux fonctions affines par morceaux et de pentes
dans [—m, 0]

Soient n € N\ {0} et y; = oy + == for i € [0,7n].

Dans la suite on approxime, par exces et par défaut, le polygonale PI(w) par deux réunions
de n rectangles :

n n

U[yi—la yz) X [pinfyifl (w)v pSU-pyi (w)) - P](w) C U[yi—h yl] X [pinfyi (w>7psupyi—1 (w))

i=1 i=1
Puisque vy; — y;-1 < %, a — pinf_(w) et o — psup,(w) sont deux fonctions affines par
morceaux et de pentes dans [—m,0], alors pinf,,  (w) < pinf, (w) + 7 et psup,, (w) <
psup,, (w) + 2. Donc

n

. m
i1, ) x [pinf,, (w) + o psupy, (w)) € PI(w) C
i=1

U[yi_l,yi] x [pinf,, (w), psup,, (w) + %) (8.7)

i=1
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Solent

- =H, (U Yi-1,Yi) pmf ( )+ ,psupyi(w))> )

n ‘ m
FT/W - (U[yi_l’yi] % [pmfyi (CU)vauPyi (CU) + z)> .

i=1
Alors, d’apres I'équation (B1) on a :
Fop < Hy(PL(w)) < Fy,.

D’apres I'équation (BH) on obtient alors

F.. é g"l(yi)b—_g;‘l(yi_l) ( FL, () — @)

reQ n
g~ yz (yz— ) m
Frlz,r r—0 Z <FLyz‘ (w) + g)
reQ
Soit
g yz Yi—
B - z W p, )
(hmF F// Z g yz (yz )
r0 n,r n
reQ
- -3 hl )
b —a n
m(ae —ap) 1
2a(b—a) n
De méme,

Soit z; = ¢'"}(y;), on a alors

1=1

En utilisant les sommes de Riemann pour la fonction x — 9 (”“’)
Chap. 5] on obtient :

Fl/

n—oo —Qa

b
/ FLy g (w)dz
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Soit € > 0, il existe Nj tel que pour tout n > Ny, on a

o /bFL (w)dz| < &
- )\ W)AT| =~ —.
" b—al, g'() 3
Il existe N5 tel que pour tout n > N, on a
m(oe —ap) 1 €
2a(b—a) n 3
Il existe Ry > 0 tel que pour tout rationnel r < Ry on a :
— 1 €
Fr, — F m(ae ab)_ < Z
[Fr = (Fy 2a(b—a) N>|_3

Soit N = max(Ny, Ny) + 1, il existe Ry > 0 tel que pour tout r < Ry on a :

m(ae. —ap) 1 €
Fo, — (FN+——-2—)] < =
Supposons que 7 < min(Ry, Rs).
On a alors
H,(PI(w)) > F,,
— 1 €
> m(ae ab)_ ¢
=N 2ab-—a) N 3
> F/l _ E o E
- N 3 3
1 b €E € €
> FLy@»(w)de — = —=—=
1 b
il / FLy@(w)dr — €
De méme,
H,(PI(w)) < F,
1 b
< b—a FLg/(x) (u))dx + €,
Ainsi \
H,(PI(w)) — b_a/ FLy ) (w)dz
reQ a

Par conséquent, ([B4) et (BH) permettent de conclure la preuve du Théoreme Pl
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8.1.3 Démonstration du théoréeme A

Il est facile de montrer que :

(p,g,r) — (b;a) > pW)F(w) — 0

r—0
u}epm

ou

o card{X € [A,, B, —m] N (A, + mZ) |, = w}
o LMJ ’

Considérons la courbe définit par g(x) = az? pour a ¢ Q. On a démontrer que si « est
irrationnel alors

b
F/;‘Z v /a FLg/(m) (w)dx
reQ
Donc,
1 b
1p.9.7) > = 3 p(w) [ FLyf)da ]
reQ WEP a

Soit F},, 'ensemble des nombre de Farey d’ordre m.

On sais que © — F'L,(w) est une fonction affine sur 'intervalle [F;, F;11] ([T&j08]).

Alors pour chaque 1, il existe u;, v; tel que F'L,(w) = u;x + v;.

Soit k, le plus grand entier tel que 2aa < Fj, et [, le plus petit entier tel que F;, < 2ab.
Alors,

b szia la—1 L Fit1
/ FLy@(w)de = / (ug,—1(2ax) + vg, 1 )dx + Z . (u;(2ax) + v;)dz+
a a i=ka ¥ Za

/ " (. (20) + o)

lo—1
F o F.
— 2 2%1 2 it 2 b
= [uka_lax —i—vka_lx}a + [uiozx +vix} FoT [ulaa:c —l—vlax]ﬂ_a
Sa 2a
i=ka

Aaw
=—+ Ba,wa + Ca,w

«
ou
1 la—1
Aa,w = Z (uka—lFlga + 2vp, 1 Fy, + Z; [u,a:Q + QUZ'ZL'} gﬂ - ulaFi — QUlQFIQ)

2 2
Baw = w,b” — up, 10

Ca,w = Ulab — Ugo—10
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Ainsi, les nombres k, et [, sont constants sur les intervalles qui ne contient pas les réelles F

et gg, on peut donc partitionner I'intervalle [0, 2b] en un nombre fini d’intervalles (I, k)0<k<n

tels que les fonctions a +— A, o, Baw, Caw sont constantes sur chaqu’'un des intervalles .
D’apres (B3), on a :

Aq
lin (7, g,7) =~ + Bocr+ Co (88)
reQ “
ou 1 1 1
Aa = E Z p(uJ)Aa,w> Ba = E Z p(W)Ba,w, CO‘ - E Z p(w)ca’w
wWEPm wEPm wEPm

Par conséquent, L.y (o) = limr_&g l(p,g,r) est de la forme g + Ba + C sur chaqu'un des
re

intervalles I}.
Soit Lyeq () la longueur réelle de la courbe {(z, az?) | x € [a,b]}. On a :

Lyea(a / V14 (2ax)?dr
b
B [x\/l + (20x)? L g sinh(2ax)

2 4o

Supposons que Lyeq (@) = Leg(ar), pour un nombre infini de . Alors, il existe un intervalle
I}, de la partition précédente de |0, 21b] tel que Lyeq (@) = Lesi(a) pour a € I, Comme
Lest( ) est de la forme 2 + Ba + C sur I, alors les fonctions o +— aLyeq(a) et a —
a(4 + Ba+C) sont holomorphes dans un ouvert de C contenant [0, 5] et sont égales pour
un nombre infini de valeurs o € I, C [0, 2b] Par conséquent, d’apres le Théoreme sur les

fonctions holomorphes [Rud66, Cha. 10] on a :

1
Lypeqi(a) = A+ Ba? + Ca for all « € [0, 26]
On a aussi :

LT@CL
8(0‘871 — by/T+ (2a0)2 — ay/1 + (2aa)?

=b—a+2(b°—a*)a® + o(a?) quand « — 0

et puisque %‘zﬂca) = 2Ba + C, alors 2(b® — a®) = 0, ce qui est impossible si b > a.

Donc, notre hypothese Lyeq () = Legi() pour un nombre infini d’irrationnel « est ab-
surde. u

8.2 Annexe B

8.2.1 Généralisation du théoreme de Weyl

Les preuves de la Proposition Hl (donnée dans la section KZZ) et du Théoreme [ (Donnée
dans la section BZ3)) utilisent un théoreme général (théoreme [) qui généralise le théoreme
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de Weyl.
Nous rappelons que le théoreme de Weyl énonce que la suite ({an)),en est uniformément
répartie dans l'intervalle [0, 1] lorsque le nombre « est irrationnel.

Cette section est consacrée a la démonstration du théoreme [, cette preuve suit les mémes
étapes que la preuve donnée dans [ME9T, Chapter 1]. Nous donnerons aussi dans cette
section deux corollaires importants qui se déduisent du théoreme [l Dans toute la section
BZT on suppose donner «, 3 € R tels que « ou 5 € (R\ Q), a,b,¢,d € R tels que a < b,
¢ < det p,qg € N*. On suppose que r — 7, est une fonction de |0, +o00[ dans R.
On note E, = (I[£], [2]] x [[£]. [4)1) N (0 + [£]) x (qZ + [£])) et S, = (|2
(L) =51 +1).

Soit V'opérateur ., g aped: L'([0,1]) — R tel que pour tout f € L'([0,1]),

_(E'|_‘_

T

lr;p,q,a,b,c,d(f) = Si Z f((OéLU + ﬁy + f%‘))

(S&Z/)EE’,«

Lemme 6 Soient h € Z* et ey, : t — 2™ Alors,
ll_r% lr;p,q,a,b,c,d(eh) = 0.

Preuve

1
lr;p,q,a,b,c,d(eh) - § Z €h(OéZl§' + ﬁy + ’}/7”)
" oe(pz+T2])2el[2],[ 2] and
ye(aZ+T21)well <1, 14]]

= E en(ve)( Z en(ax))( Z en(By))-

r€(pZ+[+1) and y€(gZ+[ ;1) and
ze[[2],12]] yell£1,14]1

Supposons que a € (R\ Q). Alors,

1 [1—en((E+1)ha)
lrpaaneaen)| < @D Aoate

1
Donc ‘lT;P7q7a,b,C7d(eh)| < %(1 + Lgﬂ?éhl) L%J—%%H‘l \1—ef(pa)\'

. . 1
Ainsi im, o lyp gapedlen) =0 car  lim, ﬁ =0,
T T

lim, g ﬁ =0 et |1—eu(pa)|#0 parce que «a est irrationnelle.

L

3 o

_[e d|_rc
J mﬁ—letF: LL,.J [F]

p

onE =|

Nous avons le méme résultat si 3 est nombre irrationnel. O
Lemme 7 ]

i 4p g,0,0.c.d(€0) = —-

r—0 Pq
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Preuve
_ EF
Z";p’f’“vbvc’d(eo): (TR -TET D
= L(1+ ﬁ)(l + ﬁ) ou |e1|, |ea] < 1 (i.e.voir la démonstration du Lemme[d
pour la définition de E et F).

. o
Alors, lim, . ly.p g.ab.c.da(€0) = ol O

Proposition 11 Soit f est une fonction continue de [0, 1] dans C. Alors,

1 1
i Ly g opealf) = — / )dt.
0 ip,q,a,b, d(f) 2q Jo f( )

Preuve
Soit Py (t) = S anen(t) un polynome trigonométrique (i.e. a, € C pourh = —N, ..., N).
D’apres les Lemmes @ et [Mon a :

. I
ll_r% lr;p,q,a,b,c,d(PN) - p_q /0 PN(t)dt

D’apres le théoreme de Weierstrass, 1’ensemble des polynomes trigonométriques est dense
dans 'ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans C relativement a la norme uniforme
(|]-]|oc)- Soient f une fonction continue de [0, 1] dans C et € > 0. Alors, il existe un polynome
trigonométrique P, tel que :

[1f = Prlloe = max([Pn(t) = F(1)]) <

[GSERO)

Donc, |1, ,pqvabcd(f) Lepaabed Py)| < S et [o |[Pa(t) — f(t)|dt < . Soit R > 0 tel que
\lrpg.aned Py) — fo Py (t)dt| < & pour tout 0 <7 < R. Alors,

1 1
Lrop oabe — —/ 1) <
| iP,q,a,b, ,d(f) g Jo f( )
1 [t 1 [t
|l7’;p,q,a7bvc,d(f)_lr;p,q,avbvc,d(PN)|+|lr;p7q7a,b,c7d(PN)_p_q / PN(t)dtH‘p_q / |PN(t)_f(t)|dt <e
0 0

pour tout 0 < r < R. 0

Lemme 8 Soient M, (r > 0), M des opérateurs linaires positifs et F C {f : X
R | X # 0} et soit L={f € F| lim_oM,.(f)=M(f)} CF.

Si f € F est tel que pour tout € > 0, il existe deuz fonctions g1, go € L telles que gy < f < g
et M(g2) — M(qg1) < e, alors f € L.
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Ce lemme est donnée dans [MF97, lemma 1.2], nous redonnons sa preuve ci-dessous :
Preuve

m(g1) = liminf m,(g;) < liminf m,(f)

<limsup m,(f) < limsup m,(gz)

r—0 r—0
= m(gz)

ce qui implique |m(f) —liminf, o m,(f)| < e et |m(f) —limsup,_, m,(f)| < e pour tout
e>0.Donc f € F. O

Théoréeme 9 Soit I C [0, 1] un intervalle. Alors,
card({(z,y) € B, [(ax + By +) €1}) 1

li = —u(l).
lim S pqu( )
Preuve
Soit I un intervalle inclus dans [0, 1].
card({(z, Er | (ax r)El
Wen)eP lart Pt} — L3 per, (02 + By + 7)) = bipgaped(Xr)

ou X est la fonction caractéristique de I (i.e. Xi(t) =1 sit € I et 0 si non).

Pour tout € > 0, il existe deux fonctions continues g1, go sur [0, 1] telles que g3 < X < go
et - fol(92(t) — ¢g1(t))dt < €. Donc,

card({(z,y) € B, | (ax + By +7,) €1}) 1

iy S, = oD
O
Corollaire 9 Soit I C [0, 1] un intervalle. Alors
- card({(z,y) € [-N,NJ? | (az + By +7) € I}
1 = u(1).
N (2N + 1)? (1)

Preuve
Soient N € N* «a, 5 € R tels que a ou f € (R\ Q), v € R (i.e. 7, = 7 pour tout r € R*)
et soit / C [0, 1] un intervalle. Alors,

card({(z,y) € [-N, NJ* | {az + By +7) € I}

Liaa1a,-10(X7) = (2N +1)?
Donc,
B 2
lim card({(z,y) € [N, N]* | (ax + By +~) € I} = u(l).
N—o0 (2N + 1)2
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Corollaire 10 Soient I C [0, 1] un intervalle et p,q € N*. Alors

iy 4@ y) € [-N, NP0 (Z x gZ) | {ax + Py +y) €1} _ 1
N—oo (2N +1)2 g

p(I).

Preuve
Soient N € N*, o, f € R tels que a ou § € (R\ Q), v € R (i.e. 7, =7 pour tout r € R*),
p,q € N* et soit I C [0, 1] un intervalle. Alors,

card({(z,y) € [-N, N[>0 (pZ x 4Z) | {ax + By +7) € I}

l%;p,q,—l,l,—l,l,(XI) = 2N+ 12
Donc,
iy (@, y) € [N, NP N (Z x ¢Z) | (ax + Py +v) €1} 1 )
N—oo (2N +1)? pg

8.2.2 Proposition @

Preuve de la Proposition H

1. Si w € Cpnagp, alors il existe (i,7) € Z* et v € R tel que w = w;;(a,B,7) =
woola, B, (ai+ ) +7)). Par conséquent, (ai+ ) +7) € I*?(w). Donc freq, 43(w) =
(1% (w)) > 0 car I*¥(w) est un intervalle non vide de la forme [A, A'.
Inversement, si freq, g(w) > 0, alors 1*#(w) # 0. Donc, d’apres la Proposition Bl
pour tout v € R, il existe (i,5) € Z? tel que {(ai + B +7) € I*’(w) ce qui implique
que w € Cpyna,b-

2. Montrons maintenant que overfreq, 5. (w) = freq, 5(w) pour tout a,3 € [0,1] et
v € R.

(a) Supposons que « et [ sont des nombres rationnels et soit v € R. Alors, «
et 0= % avec p; et ¢; sont premiers entre eux.
Soit p = pged(pr,p2), v = 505 = 5 0 = pged(qr,2), ot = 45 @b =
qu%etr:%:(%, ko = |vqs] etv’=7—%.Alors,0§7’<qi3.
Comme les nombres p/ ¢j et phq| sont premiers entre eux, alors {p|ghe+phqiy | (z,y) €
27} = Z et donc {az + By | (z,y) € 2%} = r{piyx + pyary | (2,y) € 2%} = rZ,
ce qui implique que {{ax + By +7) | (z,y) € 22} = {y' + - | i € [0,¢; — 1]}
parce que p et g3 sont premiers entre eux.
Considérons la fonction f : Z? — Z/qs7Z telle que pour tout (z,y) € Z2, f(x,y) =
PidhT + phqiy [mod gs]. Alors, f est surjective et pour tout (z,y) € Z*, f(x +
¢,y + @) = f(x,y). Donc f peut étre considérée comme une fonction de

_n
q1

q2
q’
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Z) 7 % L) goZ dans Z/qsZ et dans ce cas on utilise la notation f pour la
distinguer de f.
Donc, f est un morphisme surjectif de groupes et donc pour tous les y € Z/g3Z,

card({z € Z/qZ x Z/gZ. | f(x) = y}) = card(Ker(f)) = e CLuzxlel) —

ou Ker( f) est le noyau du morphisme de groupes f.

Soient s,t € Z et considérons H (s, t) = [s,s+q — 1] x [t,t+q2—1] (i.e. H(s,1)
peut étre considérée comme une représentation du groupe 7/ Z X 7./ qoZ).
Alors, pour tout s,t € Z et tout y € Z/qsZ, card({zx € H(s,t) | f(z) = y}) =
card({z € Z/qZ x ] @Z | f(x) =y}) = q.

Soient i € [[0,q3—1] et (zo(7),yo(2)) € Z? tels que {axo(i)+ Byo(i) +7) =+ + q%.
On définit F'(i,7) = {(z,y) € Z* | (ax+Py+7) = 7’+qi3} et pour tout ensemble
E, On définit F(i,v, E) = F(i,vy) N E.

Alors, (x,y) € F(i,7) si et seulement si f((z,y) — (xo(i),yo(7))) = 0 car p et g3
sont premiers entre eux. Donc,

F(i,y, H(s, ) = {(z0(i), y0(i)) + (z,9) € Z* | f(z,y) = 0} N H (s, )
= {(,y) € H(s = xo(i), t = yo(1)) | f(2,y) = 0}

Par conséquent, card(F'(i,7, H(s,t))) = g qui est indépendant de s,t € Z et
1€ [[0,(]3 — 1]]

Soit N € N et Ey = [-N, N]?. Alors,

Ey = (U(i,j)e[[o,L%J—U]XHO,L%J_H] H(=N+aqi,—N+¢qj)) U Eyou Ly =
[-N +a(|#52] = 1), N] x [-N, NJU[-N, N] x [-N + g(| #T7] = 1), N].

q1 q2
Donc Ey est partitionnée en L%J L”Z—:lj rectangles de la forme H(s,t) en

plus de EY.
Donc, card(F'(i,7, Ex)) = Ly\é—lﬂj L%Jq + card(F(i,, EY)).
Alors,
lim card(F(i,7, En)) — lim L%J L%Jq
N—+o0 (2N + 1)2 N—+o0 (2N + 1)2
card(F(i,v,Ey)) ¢ 1
Nbre  N4D? T e @

car card(F(i, 7, By)) < (an + ¢)(2N + 1)
Par conséquent, pour tout [ € [0, g3 — 1],

- card({(i,7) € Ex | {ai + Bj +7) =~ + q%}) 1
N—oo (2N +1) Cw

Posons L = {(ai+37) | (i,)) € Finn} = q%{ll, lo,.lpfou0=10; <l <..<l.

Alors, BY" =0 et B* =1 — l";;“ = qB_Z;"'“ pour i =1,.. h.
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Soient k € [0, h — 1] et w tels que 1% (w) = [BM, Bg‘fl[. Donc

card({(i,5) € By | (ai + 3 +7) € B, BEA[)

overfreq, 5. (w) = lim

N—-+oc0 (2N + 1)2
1 . p L B po,B
= M— ot M = card({l|y + — € [B,”", B, 1 [})
g3 q3
1
= Bg‘fl — Bl‘j’ﬁ car 0 < < —
q3
= freqaﬂ(w)

(b) Supposons maintenant que « ou ( est un nombre irrationnel. D’apres le corol-
laire @ on a :

- card({(i,§) € En | (i + B +7) € [*P(w
Overfreqaﬁﬂ(w):Nl_l)IEoo () N(|2<N+1)2 ) (w)})

= u(I*"(w))

Donc, pour tout a, 3 € [0, 1], overfreq,, 5. (w) = freq,, 5(w).

8.2.3 Théoreme [T

La démonstration de Théoréme [ est besoin de deux lemmes

Lemme 9 Soient O une composante conneze de [0,1)* \ E,,,, et (k,1) € Fn. Alors, la
fonction (o, B) — |ak + Bl] est constante sur O et la fonction (o, 5) — C’,‘j"f est une
fonction affine sur O.

Preuve

Supposons que («, 3) — |ak + (1] n’est pas constante sur O et soient (a, ), (¢, ) €
O C [0,1*\ Epp tels que h = |ak + 6l < W = o'k + 3l (W > h+ 1). Donc
ak+pl—(h+1) < 0et dk+ 3 —(h+1) > 0 et par conséquent, (o, ), (c/, ) ne
sont pas dans la méme composante connexe de [0,1]?\ E,,, car ils sont séparés par la la
droite Dy —(n+41)- Ainsi, pour tout (k,l) € Fp,, et pour toute composante connexe O de
0, 1]*\ Epn, la fonction (o, ) — |ak + Bl] est constante dans O.

Comme (a, ) — |ak + Bl] est constante dans O et C’,i’lﬁ =1—(ak+pl) = —ak — Bl +
(14 |ak + Bl]), alors la fonction («, 3) — ,':f est une fonction affine sur O. O

Lemme 10 Soient O est une composante conneze de [0,1)* \ E,,,, et (o, 3) € O. Alors,
les valeurs C’ﬁ’lﬁ pour (k,1) € Fn sont distinctes.

Preuve
Soit (a, 8) € O C [0,1)* \ E. et supposons qu’il existe (k,1), (K,1") € Fun et (k1) #
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(K, 1) tel que C’ﬁ’lﬁ = C’,?,f, Ceci implique que ak + Bl — h = ak’ + BI' — b/ ou d’apres
le Lemme @ h = |ak + Bl (respectivement ' = |ak’ 4+ [I'] ) est constante sur O. Alors,
(e, ) € Dy—gsry—v p—ns. Ce qui est absurde car comme k — k' € [-m+1,m—1]et 1 -1 €
[-n+1,n—1], alors (a, 8) € E,, ., mais d’apres 'hypothese on a («, 3) € O C [0,1]?\ Ejun
U

Preuve du théoréme [1

Soit O C [0,1)*\ Epn.

Supposons qu’il existe (aq, 1), (ag, B2) € O et (k1,11), (ko,l2) deux couples différents de
Fnn tels que C,?llf ! ,?zl’lf et ,?ff 2> ,'j‘;;ﬁ 2. Alors, d’apres la continuité des fonctions
(a, B) = C}7 et la connexité de O, il existe (o, 3) € O tel que Cl?f,ﬁh = ,?252 ce qui est
impossible par le Lemme [ Donc, (o, 8) — 0% est constante sur O.

D’apres le Lemme [0, pour tout (o, 5) € O on sait que les valeurs C’kl pour (k,l) € Fn
sont distinctes. Donc, (, 3) — Ciyn.a,s €st une fonction constante sur O.

Soient (v, By) € O, 0g = 0% et Cy = Cmnaoﬂo

Donc, pour tout (a, 3) € O, on a Ba’ﬁ C’: (ny Pour tout /€ [1, mn]. Par conséquent,

d’apres le Lemme [, (o, 8) — Baﬁ est une fonction affine sur O pour tout h € [1, mn].
Siw € Cy, alors freq, 4(w) = ijfl B™P pour un certain h € [1,mn — 1], donc (o, §) —
freq, 5(w) est une fonction affine dans O pour tout w € Cy.
Soient w € (U, \ Co) et (a, B) € O. Alors, I*#(w) = () ce qui implique que freq, 5(w) = 0.
Par conséquent, pour tout w € Uy, (o, B) — freq, 5(w) est une fonction affine sur toute
composante connexe de [0, 1]*\ E,, ..
D’apres le Théoreme @, pour tout w € Uy, la fonction (o, 3) +— freq, ;(w) est une fonction
continue qui est affines par morceaux. Alors, pour tout w € U, , et pour tout composante
connexe O, la fonction (o, ) — freq, g(w) est une fonction affine sur O ot O est la
fermeture de O.
Il reste maintenant a prouver que si (o, 3) et (¢/, 3’) ne sont pas dans la méme composante
connexe de [0, 112\ E,, ., alors Coynas 7 Cowner -
Soient («, 3) € [0,1]2 et (k,1), (K',I') € Fpn, on note :
- PZ(o, Bk, 1) = {w(k,l) | w € Crunap} et
— PZy(a, Bk, LK) = {(w(k, 1), w(k, ") | w € Crunap}-

Z(a, B, k1) (respectivement PZy(«, 3, k,l,k',I')) est I'ensemble des restrictions de la
(m,n)-cubes de Cy,p.a.p aux sous-fenétres {(k, 1)} (respectivement {(k,1), (K',1")}.
Soient (a, 3) et (o', 3) deux points distincts dans deux composantes connexes de [0, 1]% \
E,,n. Alors, il existe une ligne D, ,,, de E,, ,, tel que ua+vG+w et ua’ +v['+w n’ont pas
le méme signe. Supposons par exemple que ua+v5+w < 0 et ua’ +vf3 +w > 0. D’apres
la définition de E,, , il existe des (k,[), (K',l') € Fiuntelsqueu =k —ketv=10—1.Ona
Ka+l'p < ka+lf—wet K'd'+1U'3 > ka/ +1f'—w. Soient ¢; = |ak+ (1], go = |ak’+ 8],
¢ = |dk+ 01, ¢y = |’k + [T
Alors, PZ(a, B, k, 1) ={q1} ou{q1,q1 + 1} et PZ(/, 3, k, 1) ={q}} ou {q},q; + 1}. Donc,
si 1 # qy alors PZ(o, B, k1) # PZ(/, k1) et donc Crpapg # Crona.,p- De méme
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Cmvnvavﬁ # Cmvnvalvﬁl Sl q2 # qé

On peut donc maintenant supposer que ¢; = ¢; et g2 = ¢5. On a alors

(Ka+18) <(ka+18)+q — g —w
(Ko + 16" > (ka' +10") +q — ¢ —w

Comme (z) appartient [0, 1], alors on a ¢; — g2 —w = 0, et par conséquent, C' a,’f;, > /(:,} et

a/’ﬁ/ a/76/
wr < Upl -

On en déddlt que PZ2(a>ﬁa ka l7 kl? l,) = {(Q1a Q2)> (ql + 1a C]2)} ou {(qb q2)a (Q1 + ]-7 q2)a (Q1 +

Lg+ 1)} et PZ?(Q/96/> k>lak/>l/) = {(Q1aq2)> (q1>q2 + 1)} ou {(Q1,Q2)a (CI1>Q2 + 1)’ (Q1 +
1,2+ 1)}. Ce qui implique dans ce cas aussi que Cpy .08 7# Crnar 3 -

8.2.4 Proposition

Preuve de la Proposition [
On peut supposer que m > n. Sim = 1 oun = 1, la proposition est évidente. Dans la suite,

nous supposons que m > n > 1. Soient «, 3 tels que a < % f=a+te avec ) <e < 25 et

a,ﬂ,% ¢ Q. On aalors (ia+j3) = ia+jf pour tousles0 < i <m,0 < j <ncara, < ﬁ
Ainsi, d’apres les propositions Bl et B, les valeurs des fréquences sont différentes entre deux
nombres consécutifs de la suite {ai+ 35 [0 <i<m,0 < j <n}. Comme 0 < e < %, on
ata+jB8 <ia+j'fsietseulement sii+j<i'+j ou(i+j=14j etj<j),alorsla
suite triée des éléments de I'ensemble {ai+ (57 |0 <i < m,0 < j < n} est enchainement
de m suite : les n premiéres suites sont : (ka, (k — 1)a+ G, (k — )a + 26, ..., k() avec
0 < k < n, et les m—n derniéres suites sont : (ka, (k—1)a+p0,...,(k—n+1)a+(n—1)3)
avec n < k < m. Donc, on peut calculer explicitement ’ensemble £, g des différences entre
deux éléments consécutives de la suite globale : £, 3 ={f—a}U{ka—(k—1)F |1 <k <
n}U{l—(m—1)a—(n—1)5}. Par conséquent, 'ensemble des valeurs des fréquences est E, 3

sim = net EqgU{na—(n—1)8} sim > n. Comme «, 8, 5 ¢ Q, on a card(E, 3) = n+1. 0

8.2.5 Théoréme B

Pour démontrer le théoreme B on a besoin d’une définition et d'un lemme :

Définition 36 La fréquence de non-chevauchement FP7:ab¢d dyn motifw de taille mxn
dans R, est définie par :

card({(z,y) € By | wey(a, 3,1) = w})
Sr

Lemme 11 Soient o, 5 € [0, 1] tels que o ou 3 est un nombre irrationnel, v,a,b,c,d € R
et w € Crypap- Alors,

a7ﬁ77§a7b7c)d —_—
EY =

1
a767 7a7b7c7d P — 3 a7/67’y7a7b7c7d e
For = lim F = —freq, 5(w)
r—0 mn

104



En particulier, F5%120¢d ne dépend pas de v, a, b, c, et d.
Preuve

Brabed _ Jy - crd{@nEE: | woy@fH=w))
Foprabed — fim, .

card({(z,y)€E, | (am+By+L1y) €% (w)})
Sr

= hl’IlT_>0

Donc, en prenant p=m, g=mn, Y = %7 et [ = I*P(w) dans le Théoreme [, on a alors
Feobrabed — Ly ([%0(w)) = —-freq, 43(w) car d’apres la Proposition B, overfreq, 45 (w) =
p(I%(w)) O
Preuve du Théoréme

Soit la fonction p : U, , — R qui associe a chaque motif w de taille m x n un poids p(w).
On peut décomposer le morceau rectangulaire R, du plan discret en (m,n)-cubes de la
facon suivante :

W11 w21 o WMl €1
Wiz W22 - WMp,2 Ear
RT — . . . .
wlyN'r w27Nr e erer E:Nryr
!/ / !/ /
61,7" 82,7‘ e 6Mr,r EMT—I—LT

. o L-re - N -
ou M, = |==————] et N, = | - |, wij € Upn pour (i,5) € [1, N, x [1,M,] et
Eipy €5, sont de tailles inférieures a m x n pour ¢ € [1, N,] et j € [1, M, +1].
Ainsi, I'aire estimée du morceau rectangulaire R, du plan discret est :

1<i< M, 1<]<N7‘

=7’ Z n(w, R, m)p(w)

Weum,n

ot n(w, Ry, r) = card({(z,y) € (mZ+[21)x(nZ+[£ DN, [T (L) [ way(a, 8, 2) =
w}) est le nombre d’occurrences du motif w dans R, (i.e. On néglige la contribution des
motifs €; ; de tailles inférieures a (m,n)).

Alors,
2
DApnp(R) = limr > n(w, Ry, r)p(w)
Weumn
_1; 2
—ll_)ﬂé”f’ S Z (w)
Weumn
—p-a)d—c) Y ifreq (@)p(w) (Par le Lemme [TT)
wel, mn o

Par conséquent, d’apres le Théoreme [, («, 5) — DA, ,(.) est une fonction affine pour

(o, 8) € (O\ Q). O
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