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Chapitre 1

Introduction

Dès l’antiquité, les civilisations anciennes s’intéressaient aux mesures de périmètre,
d’aire et de volume notamment pour des raisons économiques. Les égyptiens mâıtrisaient
les mesures en différentes dimensions :

• Les mesures de périmètre : l’arpentage et le bornage des terres agricoles sont refaits
chaque année. La crue du Nil bouleverse chaque année les repères, et les limites
de chaque parcelle doivent être rétablies. Il est indispensable aussi aux architectes
d’évaluer les dimensions des bâtiments qu’ils construisent.

• Les mesures de surface : après la crue du fleuve, les arpenteurs qui réimplantent les
marques cadastrales ont recours à l’Aroure (setat). Cette mesure représente un carré
de 100 coudées (soit 2756,26 m2).

• Les mesures de volume : à la fin des moissons, deux fonctionnaires, le scribe des
greniers, et le mesureur de grains mesurent la récolte avec précision, afin de déterminer
la part du cultivateur et la quantité de semence à réserver.

La mesure euclidienne a fait son apparition dans les mathématiques babylonienne. Les
mathématiciens babyloniens ont calculés des approximations du périmètre d’un demi cercle
de rayon 1 noté π et la longueur de l’hypoténuse d’un triangle rectangle dont les deux cotés
de l’angle rectangle sont de longueur 1 c’est-à-dire une approximation du nombre

√
2.

Les premières approximations connues des nombres π et
√

2 proviennent des babyloniens
comme le montre la reproduction ci-dessous des tablettes de Suse :
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a) b)

a) Tablette cunéiforme YBC 7289 utilisant le système d’énumération babylonien donnant√
2 avec quatre chiffres sexagésimaux significatifs, soit cinq chiffres décimaux : 1+24/60+

51/602 + 10/603 = 1.41421296...
b) Tablette cunéiforme donnant 3, 125 comme approximation de π.

Les civilisations Hindou, chinoise, grecque, arabe, aztèque, etc. ont ensuite formalisé et
approfondi ces concepts géométriques. Les pythagoriciens (civilisation grecque) ont montré,
par exemple, que

√
2 n’était pas un nombre rationnel !

Pendant la première moitié du 19ème siècle, le mathématicien Bernhard Riemann a
développé une théorie de l’intégration qui porte son nom : l’intégration de Riemann. À la
fin du dix-neuvième siècle, les limitations de la théorie d’intégration de Riemann deviennent
apparentes et plusieurs mathématiciens célèbres (Jordan, Borel, Young, ...) se mettent en
devoir de la généraliser. C’est finalement la théorie de Lebesgue, exposée dans une note fon-
datrice de 1901, puis développée dans le Cours Peccot, qui sera adoptée par l’ensemble de la
communauté mathématique. Elle se développe à partir du concept de mesure, introduit par
Borel vers 1895. La théorie de la mesure et de l’intégration de Lebesgue seront ensuite per-
fectionnées et généralisées par de nombreux mathématiciens au cours du vingtième siècle,
en particulier Carathéodory, Vitali, Radon, Riesz, Hausdorff, Kolmogorov et Besicovich.
L’histoire de la théorie de la mesure est associée au développement de la théorie des proba-
bilités, à celui de l’analyse harmonique moderne et même à celui de la logique axiomatique.

La deuxième moitié du vingtième siècle a connu l’apparition et le perfectionnement de
différents systèmes d’acquisition d’image en deux et trois dimensions (appareils photo et
caméras numériques, scanners, IRM médicaux, etc.). Ces dispositifs physiques fournissent
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des données d’imagerie de plus en plus volumineuses impossible à traiter sans l’aide de
l’ordinateur.

Dans cette thèse, nous étudions les estimateurs de mesure pour l’imagerie. Notre objectif
est de concevoir, pour l’analyse d’images, des algorithmes robustes pour la reconstruction
d’informations quantitatives : mesures de périmètre, d’aire, de volume, etc. Le but ultime
est de concevoir des théories de la mesure et de l’intégration dans les espaces discrets des
images compatibles avec les théories de la mesure et de l’intégration dans les espaces eu-
clidiens de “la réalité”.
Cela conduirait à inférer une algorithmique robuste et performante en analyse d’image pour
estimer les mesures des objets discrets permettant de contrôler, de façon systématique, les
erreurs d’estimations en fonction notamment de la résolution de l’espace discret.

Ce mémoire est composé d’un chapitre contenant l’introduction suivi de cinq chapitres
puis d’un chapitre contenant la conclusion et se termine par deux annexes.

Dans le deuxième chapitre nous avons introduit les notions de bases qui seront utilisées
tout au long de ce mémoire. Le troisème chapitre est consacré à une présentation des prin-
cipaux estimateurs de périmètre et d’aire introduits dans la littérature en imagerie. Dans
le chapitre quatre, nous présentons nos résultats concernant les estimateurs locaux et leurs
applications pour l’estimation de périmètre pour une classe de courbes paraboliques : nous
montrons que localement la discrétisation d’une courbe et de sa tangente cöıncident, nous
obtenons aussi des formules explicites pour les fréquences des motifs dans les discrétisations
d’une courbe d’une telle classe, et nous démontrons enfin que les estimations de périmètre
basées sur les estimateurs locaux ne convergent presque jamais (au sens de Lebesgue) vers
la valeur exacte du périmètre lorsque la résolution de l’espace discret tend vers 0. Dans
le chapitre cinq, nous introduisons la classe des estimateurs semi-locaux et nous montrons
que les estimations du périmètre basée sur cette classe d’estimateurs converge vers la va-
leur exacte du périmètre lorsque la résolution de l’espace discret tend vers 0 pour toute
courbe de classe C2. Dans le sixième chapitre, nous introduisons les estimateurs locaux
d’aire. Nous montrons des résultats combinatoires concernant les motifs correspondant à
des morceaux de plan discrets de taille m × n appelés les (m, n)-cubes où m, n sont des
entiers strictement positifs. Nous donnons notamment des bornes inférieure et supérieure
du nombre de (m, n)-cubes. Nous obtenons aussi des formules explicites pour les fréquences
d’un (m, n)-cube dans la discrétisation d’un morceau rectangulaire d’un plan euclidien et
nous montrons enfin que les estimations d’aire basées sur les estimateurs locaux d’aire ne
convergent presque jamais (au sens de Lebesgue) vers la valeur exacte lorsque la résolution
de l’espace discret tend vers 0 même pour des surfaces aussi simples que des morceaux rec-
tangulaires de plans euclidiens. Tous ses résultats sont ensuite généralisés aux dimensions
supérieures. Après le chapitre six, il y a un chapitre contenant une conclusion et quelques
perspectives pour ce travail. Après la conclusion, il y a deux annexes contenant les preuves
longues des résultats présentés dans les chapitres précédents.
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Ce travail a donné lieu aux publications suivantes :

Articles dans des revues d’audience internationale avec comité de
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Chapitre 2

Notions de base

Nous présentons dans ce chapitre les notions de bases qui vont être utilisées tout au
long de ce mémoire.

2.1 Notions topologiques dans les espaces euclidiens

et discrets

Dans cette section, nous développons les notions de bases de topologie aussi bien dans
les espaces euclidiens que dans les espaces discrets. Ces notions sont introduites en utilisant
les espaces métriques et la théorie des graphes.

2.1.1 Notions topologiques et métriques

Définition 1 Soit E un ensemble. Une application d : E × E 7→ R+ est dite une métrique
(ou une distance) si pour tout x, y, z ∈ E on a :

• d(x, y) = 0 si et seulement si x = y.
• d(x, y) = d(y, x) (propriété de symétrie).
• d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (l’inégalité triangulaire).

Le couple (E , d) est appelé un espace métrique.

Les notions topologiques utilisées dans cette thèse sont issues des métriques usuelles
sur Rn (i.e. E = Rn).

Exemples : Soient ~x = (x1, ..., xn), ~y = (y1, ..., yn) ∈ Rn

• d∞(~x, ~y) = Sup1≤i≤n|xi − yi|.(distance de Manhatan) ;
• d1(~x, ~y) =

∑

1≤i≤n |xi − yi| (distance de l’échiquier) ;

• d2(~x, ~y) =
√

∑

1≤i≤n(xi − yi)2 (distance euclidienne) ;

• Plus généralement, pour p ≥ 1 on a : dp(~x, ~y) = (
∑

1≤i≤n |xi − yi|p)
1
p .

13



Remarque :

d∞(~x, ~y) = lim
p→∞

dp(~x, ~y).

Définition 2 Soit (E , d) un espace métrique.
• Soient x ∈ E et r > 0

Bd
r (x) = {y ∈ E | d(x, y) < r}

est appelé la boule ouverte de E de centre x et de rayon r relativement à la distance
d. Dans la suite Bd

r (x) sera notée Br(x) s’il n y a pas d’ambigüıté concernant la
distance d.

• Un sous ensemble O ⊆ E est dit ouvert relativement à la topologie induite par d
si pour tout x ∈ O, il existe r > 0, tel que Br(x) ⊆ O. L’ensemble des ouverts
relativement à la topologie induite par d sur E sera noté O(E , d).

• Un sous ensemble F ⊆ E est dit fermé relativement à la topologie induite par d si
l’ensemble O = E \F est ouvert relativement à la topologie induite par d. L’ensemble
des fermés relativement à la topologie induite par d sur E sera noté F(E , d).

• Soit A ⊆ E . La fermeture de A relativement à (E , d) est l’ensemble

A =
⋂

F∈F(E,d) et A⊆F

F.

• Soit A ⊆ E . L’ouverture de A relativement à (E , d) est l’ensemble

Å =
⋃

O∈O(E,d) et O⊆A

O.

Propriété 1 Soient n ∈ N∗ et p un nombre réel tel que p ≥ 1. Alors, on
• B

dp
r (x) ⊂ Bd∞

r (x) pour tout r ≥ 0.
• O(Rn, dp) = O(Rn, d∞). Autrement dit, les distances dp définissent la même topologie.

Cette topologie est appelée la topologie usuelle ou la topologie euclidienne sur Rn.

2.1.2 Notions de la théorie des graphes

Dans cette section nous introduisons des notions de la théorie des graphes qui nous
permettront d’introduire des notions de la topologie digitale sur les images.

Définition 3 Soit E un ensemble. Un graphe non-orienté simple sur E est un couple
G = (E, A) avec A ⊂ P2(E) où P2(E) = {{x, y} | x, y ∈ E et x 6= y} est l’ensemble des
paires de l’ensemble E. Les éléments de E (respectivement de A) sont appelés les sommets
(respectivement les arêtes) du graphe G.

• Pour x ∈ E, l’ensemble VG(x) = {y | {x, y} ∈ A} est appelé le voisinage de x relati-
vement à G.
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• Un chemin C dans G est une suite de sommets C = x0, x1, .., xn tel que {xi, xi+1} ∈ A
pour 0 ≤ i < n. x0 (respectivement xn) est appelé le début (respectivement la fin) du
chemin C et n est appelé la longueur du chemin C.

• Le graphe G est dit connexe si pour tout x, y ∈ E, il existe un chemin dans G de
début x et de fin y.

• X ⊆ E est dit connexe dans G si le graphe GX = (X, A ∩ P2(X)) est un graphe
connexe. GX est appelé le sous graphe de G engendré par X.

• Un chemin x0, .., xn est dit simple si xi 6= xj pour tout i 6= j sauf peut-être pour
{i, j} = {0, n}.

• Un chemin fermé est un chemin x0, .., xn tel que x0 = xn

• Un chemin simple x0, .., xn est dit une G-courbe si

card(VG(xi) ∩ {xj | 0 ≤ j ≤ n}) ≤ 2 pour tout entier i ∈ [0, n]

Remarques :

• Soit G = (E, A) un graphe non-orienté simple. La fonction VG : E 7→ P(E) ca-
ractérise complètement le graphe G. En effet, A =

⋃

x∈E{(x, y) | y ∈ VG(x)}.
• La fonction V : E 7→ P(E) est une fonction voisinage d’un graphe non-orienté simple

si et seulement si pour tout x, y ∈ E,
– x 6∈ V (x) et
– y ∈ V (x) ⇐⇒ x ∈ V (y).

Exemples :

• Sur Z2 on considère généralement deux structures de graphes :
• G4 = (Z2, A4) où A4 correspond à la fonction voisinage V4 définie par V4(p) = {x ∈

Z2 | d1(x, p) = 1}.
• G8 = (Z2, A8) où A8 correspond à la fonction voisinage V8 définie par V8(p) = {x ∈

Z2 | d∞(x, p) = 1}.

4−connexe 8−connexe

Fig. 2.1 – Les deux figures du haut représentent les voisinages huit et quatre connexes d’un
point. Les deux figures du bas sont des exemples de chemins discrets définis relativement
à chacune de ces deux connexités.
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• Sur Z3 on considère généralement trois structures de graphes :
• G6 = (Z3, A6) où A6 correspond à la fonction voisinage V6 définie par V6(p) = {x ∈

Z3 | d1(x, p) = 1}.
• G18 = (Z3, A18) où A18 correspond à la fonction voisinage V18 définie par V18(p) =
{x ∈ Z3 | d1(x, p) ≤ 2 et d∞(x, p) = 1}.

• G26 = (Z3, A26) où A26 correspond à la fonction voisinage V26 définie par V26(p) =
{x ∈ Z3 | d∞(x, p) = 1}.

• Plus généralement, on considère sur Zn deux structures de graphes :
• G2n = (Zn, A2n) où A2n correspond à la fonction voisinage V2n définie par V2n(p) =
{x ∈ Zn | d1(x, p) = 1}.

• G3n−1 = (Zn, A3n−1) où A3n−1 correspond à la fonction voisinage V3n−1 définie par
V3n−1(p) = {x ∈ Zn | d∞(x, p) = 1}.

Définition 4 Un sous-ensemble de Z2 (respectivement de Z3 ou Zn) est dit k-connexe s’il
est connexe relativement au graphe Gk pour k = 4 ou 8 dans Z2, pour k = 6, 18 ou 26 pour
Z3 ou k = 2n ou 3n − 1 pour Zn pour n ≥ 4.

De la même façon que dans la définition précédente, le terme k-courbe discrète ou courbe
discrète k-connexe au lieu de Gk-courbe.

2.2 Les notations arithmétiques

Définition 5 Soient a, b ∈ Z et x ∈ R.

– Ja, bK = {n ∈ Z | a ≤ n ≤ b} est l’intervalle discret constitué des entiers consécutifs
se trouvant entre a et b. Par définition, si a > b, on a alors Ja, bK = ∅.

– ⌊x⌋ est l’entier tel que ⌊x⌋ ≤ x < ⌊x⌋+ 1. ⌊x⌋ est appelé la partie entière du nombre
réel x.

– ⌈x⌉ = −⌊−x⌋. On a donc ⌈x⌉−1 < x ≤ ⌈x⌉. ⌈x⌉ est appelé la partie entière supérieur
du nombre réel x.

– [x] = ⌊x + 1
2
⌋ est appelé l’entier le plus proche du nombre réel x

– 〈x〉 = x − ⌊x⌋ est appelé la partie fractionnaire du nombre réel x. On a donc x =
⌊x⌋ + 〈x〉.

– Soient a un entier et b un entier positif. L’entier q = ⌊a
b
⌋ (respectivement r = b∗〈a

b
〉)

est le quotient (respectivement le reste) de la division de a par b. Autrement dit, on
a : a = qb + r avec 0 ≤ r < b. Le reste de la division de a par b est aussi noté a
mod b.
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2.2.1 Séries de Farey

Soit n un entier strictement positif. La suite de Farey d’ordre n est la suite strictement
croissante de tous les nombres rationnels compris entre 0 et 1 représentés par des fractions
irréductibles dont les dénominateurs sont plus petits ou égal à n. Ces suites apparaissent
dans plusieurs domaines de la science. Les définitions et les propriétés présentées dans cette
sous section peuvent être retrouvées de manière plus détaillée dans [GKP94].

Définition 6 L’ensemble de Farey d’ordre n, noté Fn, est la suite de fraction irréductible
compris entre 0 et 1 dont le dénominateur est inférieur ou égale à n

Par exemple, F5 = {a
b
| 0 ≤ a ≤ b ≤ 5} = {0

1
, 1

5
, 1

4
, 1

3
, 2

5
, 1

2
, 3

5
, 2

3
, 3

4
, 4

5
, 1

1
}.

Les éléments d’une suite de Farey vérifient les propriétés suivantes :

Propriété 2 Soit n ≥ 1 et soient u
v

et u′

v′ deux fractions irréductibles consécutives de Fq.
Alors, on a

• u′v − uv′ = 1 et

• u + u′ et v + v′ sont premiers entre eux. De plus, les fractions u
v
,

u + u
′

v + v′ et u′

v′ sont

consécutives dans la suite de Farey d’ordre v + v′.

La fraction
u + u

′

v + v′ est appelée le médian des deux fractions u
v

et u′

v′ .

D’après les propriétés précédentes, la construction des suites de Farey peut se faire de
manière récursive à partir de F1 = {0

1
, 1

1
} : Pour q ≥ 2, la série de Farey d’ordre q est

calculée à partir de la série de Farey d’ordre q − 1 en ajoutant à celle ci les médians a
b

des
éléments de Fq−1 tel que b ≤ q.

2.2.2 Droites discrètes et segment discret

Dans ce paragraphe, on considère les droites discrètes correspondant aux droites réelles
de pente α ∈ [0, 1] et de phase β ∈ [0, 1]. En effet, on peut toujours se ramener à ce cas
par des translations et des symétries par rapport aux axes et à l’origine du repère ainsi que
par rapport à la première bissectrice.

Définition 7 Soient α, β ∈ [0, 1].
• DN (α, β) = {(X, Y ) ∈ Z2 | 0 ≤ Y − αX − β < 1} = {(X, ⌊αX + β⌋) | X ∈ Z} est

appelé la droite näıve de pente α et de phase β.
• DS(α, β) = {(X, Y ) ∈ Z2 | 0 ≤ Y − αX − β < α + 1} est appelé la droite standard

de pente α et de phase β.

Définition 8 Soit S ⊆ Z2 .

S est appelé un segment discret pour la 8-connexité, s’il existe α, β ∈ [0, 1] et a, b ∈ Z

tels que S = {(X, Y ) ∈ DN (α, β) | a ≤ X ≤ b}.
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•• S est appelé un segment discret pour la 4-connexité, s’il existe α, β ∈ [0, 1] et a, b ∈ Z

tels que S = {(X, Y ) ∈ DS(α, β) | a ≤ X ≤ b}.

Ces notions sont illustrées dans la Figure 2.2.

a b a b

Fig. 2.2 – À gauche : Illustration d’une droite et d’un segment 4-connexes. À droite :
Illustration d’une droite et d’un segment 8-connexes.

2.3 Alphabet, mot, bi-mot

Définition 9 Un alphabet A est un ensemble fini non vide, dont les éléments sont appelés
lettres ou symboles ou caractères de l’alphabet.

Exemples :

• R = {A, B, ..., Z} est l’alphabet Romain.
• B = {0, 1} est l’alphabet binaire.
• LP = {p, 0, 1,¬,∧,∨} est l’alphabet de la logique des propositions.

2.3.1 Les mots

Définition 10 Un mot sur un alphabet A est une suite finie dont les éléments sont dans
A. Si m est un mot sur l’alphabet A, alors |m| désigne la longueur du mot m et correspond
au nombre d’éléments de la suite représentant m. Le mot vide noté ε est alors de longueur
0. L’ensemble des mots (respectivement les mots non vides) sur l’alphabet A sera noté A∗

(respectivement A+ : A+ = A∗ \ {ε}).
Un mot sera aussi appelé un mot unidimensionnel en opposition aux mots bidimensionnels
qui seront définis dans la suite.

Exemples :
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• AAABCA est un mot de longueur 6 sur l’alphabet R.
• 001001110 est un mot de longueur 9 sur l’alphabet B.
• ¬0 ∧ 1p0 est un mot de longueur 6 sur l’alphabet LP.

Remarques :

Soit A un alphabet. Pour tout m, m′, m′′ ∈ A∗,
• Si m = a1a2...an où ai ∈ A pour tout 1 ≤ i ≤ n, alors |m| = n et on peut voir

le mot m comme une fonction m : J0, |m| − 1K 7→ A telle que m(i) = ai pour tout
i ∈ J0, m − 1K.

• Sur A∗ on définit l’opération binaire de concaténation ◦ telle que w = m ◦ m′ est le
mot w de longueur |m| + |m′| tel que

w(i) =

{

m(i) si 0 ≤ i ≤ |m| − 1
m′(i − |m|) si |m| ≤ i ≤ |w| − 1

• m ◦ ε = ε ◦ m = m, c’est-à-dire que ε est un élément neutre pour l’opération binaire
◦ sur A∗.

• m ◦ (m′ ◦ m′′) = (m ◦ m′) ◦ m′′, c’est-à-dire que l’opération binaire ◦ est associative
sur A∗.

Le couple (A∗, ◦) est appelé le monöıde libre engendré par A.
Dans la suite, on notera la concaténation des mots m et m′ par mm′ au lieu de m ◦ m′.

Définition 11 Soient A un alphabet et m, m′ ∈ A∗.
• m′ est dit un facteur de m, s’il existe u, v ∈ A∗ tels que m = um′v.
• m′ est dit un préfixe de m, s’il existe u ∈ A∗ tels que m = m′u.
• m′ est dit un suffixe de m, s’il existe u ∈ A∗ tels que m = um′.
• Pour m′ 6= ε, |m|m′ = card({(u, v) ∈ (A∗)2 | m = um′v}). Autrement dit, |m|m′ est

le nombre d’occurrences du mot m′ dans le mot m.

Remarques :

Soit m ∈ A∗.
• Les préfixes et les suffixes d’un mot sont des facteurs particuliers de ce mot.
• |m| =

∑

a∈A |m|a.

Exemple :

Soit m = 00101011010. Alors
• 001 est un préfixe du mot m.
• 010 est un suffixe du mot m.
• 101 est un facteur du mot m qui n’est ni un préfixe ni un suffixe du mot m.
• |m|010 = 3.

2.3.2 Les mots bidimensionnels

Définition 12 Un mot bidimensionnel (ou bi-mot) m sur un alphabet A est une suite finie
bidimensionnel dont les éléments sont dans A. m peut donc être vu comme une application
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m : J0, l − 1K × J0, h − 1K 7→ A, le couple |m| = (l, h) est appelé la taille du mot bidimen-
sionnel m et l (respectivement h) correspond à la longueur (respectivement à la hauteur)
du mot bidimensionnel m. L’ensemble des mots bidimensionnels sur l’alphabet A sera noté
A2,∗.

Remarque : Un mot unidimensionnel de taille l peut être vu comme un mot bidimen-
sionnel de taille (l, 1).

Contrairement au cas des mots unidimensionnels, nous allons définir deux opérations bi-
naires de concaténation : la concaténation en longueur ◦l et la concaténation en hauteur
◦h. Ces opérations sont partielles car pour pouvoir appliquer l’une de ses opérations sur
des opérandes il faut qu’il y ait une compatibilité de tailles entre ces opérandes. En effet,
soient m et m′ deux mots bidimensionnels de tailles respectives (l, h) et (l′, h′). Pour pou-
voir appliquer ◦l entre m et m′ il faut et il suffit que h = h′, et pour pouvoir appliquer ◦h

entre m et m′ il faut et il suffit que l = l′.

Exemples :

Considérons l’alphabet binaire B = {0, 1}.
• Concaténation en longueur de deux bi-mots de tailles respectives (3, 2) et (2, 2) :

0 0 1
1 0 1

◦l
1 0
1 1

=
0 0 1 1 0
1 0 1 1 1

.

• Concaténation en hauteur de deux bi-mots de tailles respectives (2, 3) et (2, 2) :

0 0
1 0
1 1

◦h
1 0
1 1

=

0 0
1 0
1 1
1 0
1 1

.

• Impossibilité de la concaténation en longueur à cause de l’incompatibilité des tailles
(3, 2), (2, 3) : l’expression

0 0 1
1 0 1

◦l

1 0
1 1
1 0

est alors non définie à cause de l’incompatibilité des tailles.

Définition 13 Soient m, m′ deux mots bidimensionnels sur un alphabet de tailles respec-
tives (l, h), (l′, h′). m′ est dit un facteur de m s’il existe un couple (i, j) tel que l′ ≤ i+l′−1 ≤
l, h′ ≤ i + h′ − 1 ≤ h et pour tout (a, b) ∈ J0, l′ − 1K× J0, h′ − 1K, m(i + a, j + b) = m′(a, b).
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Remarques : Soient m, m1, m2 ∈ A2,∗. Si m = m1 ◦l m2 ou m = m1 ◦h m2, alors m1 et m2

sont des facteurs de m.

Exemples :
1 1
1 1

est un facteur de
0 0 1 1 0
1 0 1 1 1

.

1 1
1 0

est un facteur de

0 0
1 0
1 1
1 0
1 1

.
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Chapitre 3

Estimateurs de périmètre et d’aire

Dans ce chapitre nous présentons des exemples d’estimateurs de périmètre et d’aire
utilisés dans la littérature en imagerie. Nous présentons notamment les estimateurs de
périmètres introduits dans [Fre70, Kul77, GV78, VS82, DS87, LW91, Via96, Coe02, TD03,
DR04] et les estimateurs d’aire introduits dans [KS01, Lin03, Lin05].
Les estimateurs proposés dans cette littérature peuvent être classés en deux catégories :

• les estimateurs basés sur des caractéristiques locales comme par exemple des motifs
dans le codage de l’objet considéré comme un mot (pour les courbes discrètes) ou un
bi-mot (pour les surfaces discrètes) ; des attributs différentiels (comme par exemple
la tangente) ;

• les estimateurs globaux qui calculent généralement une décomposition linéaire par
morceaux de l’objet considéré et l’estimation est alors calculée à partir de cette
décomposition.

3.1 Estimateur et résolution de l’espace discret

Dans toute la suite si A est un ensemble, P(A) désignera l’ensemble des parties de A.
Autrement dit, P(A) = {B | B ⊆ A}.

Soient r > 0 et δn
r : P(Rn) 7→ P(rZn) un opérateur de discrétisation à la résolution r.

Soit µ une caractéristique définie sur une classe C ⊆ P(Rn) (i.e µ : C 7→ E).
Par exemple, µ est une mesure de périmètre ou d’aire, etc. ; C est la classe des ensembles
‘mesurables’ relativement à la mesure µ et E = R+.

Soient C′ ⊆ C une sous classe de C et δn
r (C′) ⊆ A′ avec δn

r (C′) = {δn
r (B) | B ∈ C′}.

Considérons un opérateur
Er : A′ 7→ E .

Définition 14 (Propriété de convergence) :
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On dit que l’opérateur Er est un estimateur de la caractéristique µ possédant la propriété
de convergence pour la classe C′, si pour tout C ∈ C′,

lim
r→0

Er(δ
n
r (C)) = µ(C).

Remarque : Toutes les notions que nous allons introduire dans ce chapitre pour des objets
dans Zn se définissent d’une façon similaire pour des objets dans rZn pour r > 0.

3.2 Estimateurs de périmètre

Dans ce paragraphe, nous allons décrire un certain nombre d’estimateurs de périmètre
étudiés dans la littérature en imagerie. Les 8-courbes discrètes dont on cherche à estimer
la longueur sont décrites en utilisant leurs code de Freeman qui est un mot sur l’alphabet
F = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} (Voir la figure Fig. 3.1(b)).

Notation :

Soit C = p0, p1, ..., pn une 8-courbe discrète. À C on associe le mot de longueur n,

m(C) = c(p1 − p0)c(p2 − p1)...c(pn − pn−1)

où pi − pi−1 ∈ V8(0, 0) et c(pi − pi−1) ∈ F est l’entier associé au vecteur de déplacement
pi − pi−1 (Voir la figure Fig. 3.1 (a)).

6

0

123

4

75

(a) (b)

Fig. 3.1 – (a) Les différents vecteurs de déplacements ainsi que les entiers correspondant au
code de Freeman associés à ces vecteurs, (b) 0011223221001 est donc le codage de Freeman
de la 8-courbe discrète constituée des points •.
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Posons F i = {i, i + 1} pour i = 0, 2, 4 et 6. Alors

F = F0
⋃

F2
⋃

F4
⋃

F6.

Remarques :

• Le code de Freeman d’une courbe discrète définit cette courbe à une translation près.
Ceci n’est pas gênant dans notre contexte car le périmètre est une caractéristique
invariante par translation.

• Tout mot m ∈ F∗ peut être factorisé sous la forme m = w1w2...wk tel que wj ∈ (F ij )∗

pour 1 ≤ j ≤ k et ij 6= ij+1 pour 1 ≤ j ≤ k − 1.
Par exemple, m = 0011223221001 = w1w2w3 où w1 = 0011, w3 = 1001 ∈ (F0)∗ et
w2 = 22322 ∈ (F2)∗.

• Soit m ∈ (F i)∗ où m = a1a2...an avec aj ∈ F i pour 1 ≤ j ≤ n. Le mot m′ =
(a1 − i)(a2 − i)...(an − i) ∈ (F0)∗. Par exemple, pour m = 22322 ∈ (F2)∗, on a
m′ = (2 − 2)(2 − 2)(3 − 2)(2 − 2)(2 − 2) = 00100 ∈ (F0)∗.

• Soit C = p0, p1, ..., pn une 8-courbe discrète telle que les deux coordonnées de p0 sont
positives et m(C) ∈ (F0)∗. On a pour tout i les deux coordonnées du point pi sont
positives. Autrement dit, C est entièrement dans le quart du plan constitué de points
à coordonnées positives.

Plusieurs estimateurs de périmètre étudiés dans la littérature en imagerie considèrent
des 8-courbes discrètes C dont le code de Freeman m(C) est un mot sur l’alphabet binaire
F0 = B. En fait, d’après les remarques précédentes on peut toujours se ramener à ce cas.
En effet, géométriquement, on passe, pour chacun des ’facteurs’ de la courbe discrète traité
séparément, du cas général à ce cas particulier en utilisant des symétries relativement aux
axes et à l’origine du repère. On peut même se restreindre dans certains cas, en utilisant en
plus la symétrie par rapport à la première diagonale (la droite d’équation : y=x), au premier
octant, c’est-à-dire que les points des courbes discrètes considérées ont leurs coordonnées
(x, y) telles que 0 ≤ x ≤ y.

3.3 Estimateurs locaux de périmètre

Soient M un ensemble de motifs et P : M 7→ R une fonction appelée fonction poids.
Au couple (M, P) on associe l’estimateur EM,P défini par :
Si C est une courbe discrète, alors EM,P(C) =

∑

m∈M n(m, C)P(m) où pour tout m ∈
M, n(m, C) est le nombre d’occurrences du motif m dans C.

Dans toute la suite on notera hC = |m(C)|0 le nombre de déplacements horizontaux dans
C et dC = |m(C)|1 le nombre de déplacements diagonaux dans C.
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Il existe dans la littérature de nombreux estimateurs locaux de périmètre. Nous présenterons
ci-dessous un échantillon de ces estimateurs.

3.3.1 Estimateurs de périmètre utilisant un seul motif

Ces estimateurs ne font pas de distinction entre les lettres du code de Freeman de la
8-courbe discrète. Soit m(C) le code de Freeman correspondant à une 8-courbe discrète C.
L’estimateur le plus simple de cette cathégorie est défini par

L0(C) = |m(C)|

où |m(C)| est la taille du mot m(C). L’estimateur L0 associe le même poids (c’est-à-dire 1)
aussi bien à un déplacement horizontal qu’a un déplacement diagonal. Ce poids est en fait
la longueur correspondant à un déplacement horizontal.

L’estimateur L1 défini ci-dessous prend comme poids w la moyenne des longueurs des
déplacements horizontaux et diagonaux en tenant compte de leurs fréquences globales :

�
�
�
�

��
��
��
��

�
�
�
�

��

B

1

A

1

ϕ

y = αx + β

α = tan(ϕ)

β

Fig. 3.2 – La position d’une droite de paramètres α, β dans le carré [0, 1] × [0, 1],
Leuc(A, B) =

√
1 + α2.

w =

∫ 1

0

∫ 1

0

√
1 + α2dαdβ =

π

4

√
2

L’estimateur L1 est alors défini par :

L1(C) =
π

4

√
2|m(C)| =

π

4

√
2L0(C) ≈ 1.1107|m(C)|.
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3.3.2 Estimateur de Freeman

Freeman [Fre70] considère deux motifs : 0 et 1. Il leurs associe comme poids les normes
des vecteurs de déplacements leurs correspondants. Ainsi il associe le poids 1 au motif ‘0’
correspondant au vecteur de déplacement (0, 1) et le poids

√
2 au motif ‘1’ correspondant

au vecteur de déplacement (1, 1). L’estimateur proposé est alors :

LF (hC, dC) = hC +
√

2dC

r=1

0001001010110111

Fig. 3.3 – LF (hC, dC) = hC +
√

2dC = 8 ∗ 1 + 8 ∗
√

2 ≈ 19, 31.

3.3.3 Estimateur de Kulpa

Dans [Kul77], Kulpa calcule la moyenne du rapport entre la longueur d’un segment et
l’estimation de cette longueur par l’estimateur de Freeman.

x

y

b

b

aA

B

c
ϕ

π
4

Fig. 3.4 – Distance euclidienne et estmation de Freeman.
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Considérons le segment AB dans la figure FIG. 3.4 où a et b sont des nombres entiers avec
a ≥ b.

• LE(a, b) =
√

a2 + b2 est la longueur euclidienne du segment AB.
• LF (hC, dC) = hC + dC

√
2 =

√
a2 + b2(cos(ϕ) + (

√
2 − 1) sin(ϕ)) est l’estimation de

Freeman de la longueur euclidienne de AB où hC = a− b (respectivement dC = b) est
le nombre de pas horizontaux (respectivement diagonaux) du code de Freeman de la
discrétisation C du segment AB.

On a donc

R(ϕ) :=
LF (hC, dC)

LE(a, b)
= cos(ϕ) + (

√
2 − 1) sin(ϕ)

où R(ϕ) est le rapport entre la longueur exacte et l’estimation de Freeman. La moyenne,
sur le premier octant (i.e. ϕ ∈ [0, π

4
]) est

4

π

∫ π
4

0

(cos(ϕ) + (
√

2 − 1) sin(ϕ))dϕ =
8(
√

2 − 1)

π

L’estimateur introduit dans [Kul77] est obtenu en multipliant l’estimateur de Freeman par
l’inverse de la moyenne de R(ϕ) et est donc défini par :

LK(hC, dC) =
π

8(
√

2 − 1)
LF (hC, dC) ≈ 0.948hC + 1.341dC.

3.3.4 Estimateur de Groen et Verbeek

L’estimateur introduit par Groen et Verbeek dans [GV78] est basé sur la détermination
des longueurs moyennes de segments correspondant aux deux configurations représentées
par les motifs ‘0’ et ‘1’ (Voir FIG. 3.5).

y

y

(a) (b) (c)

A

B

ϕ

ϕ

ϕ

1

Fig. 3.5 – (a) Positions d’une droite relativement à une bande verticale. (b) Configuration
correspondant au motif ‘0’ (Déplacement horizontal). (c) Configuration correspondant au
motif ‘1’ (Déplacement diagonal).
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Considérons le segment AB de la figure FIG. 3.5 (a). Alors, la longueur de AB est
LE(A, B) = 1

cos(ϕ)
où ϕ est l’angle entre (AB) et l’axe horizontal comme c’est indiqué

sur la figure.

Dans [GV78], les auteurs ont fait l’hypothèse que la probabilité p(ϕ), pour que le segment
(AB) fasse un angle ϕ avec l’axe horizontal, est proportionnelle à l’inverse de sa longueur
euclidienne. Autrement dit, p(ϕ) = c ∗ cos(ϕ). En considérant les 8 octants, on a

8

∫ π
4

0

p(ϕ)dϕ = 1 d’où c =

√
2

8
.

Une fois l’angle ϕ fixé, c’est la valeur de la phase (i.e. le paramètre y) qui détermine si on a
un déplacement horizontal (Voir la figure FIG. 3.4 (b)) ou un déplacement diagonal (Voir
la figure FIG. 3.4 (c)). En utilisant ensuite la loi uniforme pour la phase (i.e. le paramètre
y), les auteurs calculent la longueur moyenne m0 (respectivement m1) du segment AB
correspondant à un déplacement horizontal ( Fig. 3.4 (b)) (respectivement un déplacement
diagonal ( FIG. 3.4 (c)) et obtiennent les formules suivantes :

•
m0 =

1√
2 − 1

∫

√
2

1

2 − l2

l(l2 − 1)
dl =

π
4
− 1

2
ln(2)√

2 − 1
≈ 1.059.

•
m1 =

√
2√

2 − 1

∫

√
2

1

1

l
dl =

ln(2)

2 −
√

2
≈ 1.183.

L’estimateur LGV obtenu est alors

LGV (hC, dC) = m0hC + m1dC ≈ 1.059hC + 1.183dC.

3.3.5 Estimateur de Vossepoel et Smeulders

L’estimateur introduit par Vossepoel et Smeulders dans [VS82] utilise trois motifs :
• Le déplacement horizontal (le facteur ‘0’ dans m(C)),
• Le déplacement diagonal (la facteur ‘1’ dans m(C)) et
• Le coin (l’un des facteurs ‘01’, ‘10’ dans m(C) : Voir la figure FIG. 3.6).

Coin  10Coin  01
A A

BB

Fig. 3.6 – Les différentes configurations correspondant à un coin.
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Remarque : Si m(C) est un facteur du code de Freeman d’une droite discrète de pente
0 ≤ α < 1, alors les occurrences de 1 dans m(C) sont isolées. Autrement dit, si m(C) = u01v
et v 6= ε, alors v = 0v′ pour v′ ∈ B∗ et si m(C) = u10v et u 6= ε, alors u = u′0 pour u′ ∈ B∗.

Dans toute la suite de ce paragraphe, cC = |m(C)|01 + |m(C)|10 est le nombre d’occurrences
de coins, avec chevauchement, dans la courbe discrète C.
Comme pour l’estimateur de Feeman, le poids m0 associé à un déplacement horizontal est
1 et le poids m1 associé à un déplacement diagonal est

√
2.

La distance entre les extrémités A et B d’un coin (Voir la figure FIG. 3.6) est LE(A, B) =√
5.

Le poids associé à un coin pour l’estimateur LFC , introduit dans [DS87], est

mc =
1

2
(
√

5 −
√

2 − 1).

En fait, le poids mc ainsi défini tient compte, d’une part, du fait qu’un coin correspond à
un déplacement horizontal suivi d’un déplacement diagonal (01) ou l’inverse (10), et ces
deux déplacements ne doivent pas contribuer deux fois dans l’estimation, et d’autre part,
que deux coins consécutifs se chevauchent (la remarque précédente).
L’estimateur LFC introduit dans [DS87] est alors défini par :

LFC(hC, dC, cC) = hC +
√

2dC +
1

2
(
√

5 −
√

2 − 1)cC ≈ 1.000hC + 1.414dC − 0.089cC.

Les expérimentations effectués dans [DS87] montrent que l’estimateur LFC est biaisé et
donne généralement des résultats supérieurs à la longueur que l’on cherche à estimer.

Une étude expérimentale, utilisant des séquences m(C) de taille 1000, a été effectuée dans
[VS82] pour déterminer des valeurs optimales pour les poids m0, m1 et mc. Cette étude a
conduit à l’estimateur LC dfini par :

LC(hC, dC, cC) = 0.980hC + 1.406dC − 0.091cC.

Les estimateurs LK et LC ont été conçus pour calculer la longueur de segments de
droite mais ils restent performants dans le cas des arcs de cercle. Ces deux estimateurs ne
vérifient pas non plus la propriété de la convergence dans le cas général.
Lorsqu’on veut mesurer la longueur d’un contour quelconque, les auteurs conseillent de
l’approximer par une suite de segments de droites et d’arcs de cercles avant d’utiliser les
estimateurs les plus appropriés. Si l’on n’envisage pas de décomposer le contour à analyser,
il semble raisonnable, d’après les auteurs, d’utiliser soit l’estimateur LK , soit l’estimateur
LC qui sont les plus polyvalents.

Remarque : Soit C une courbe discrète. Les estimateurs LFC et LC sont de la forme
αhC + βdC + γcC où α, β > 0 et γ < 0. Par conséquent, ces deux estimateurs apparaissent
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avec un poids négatif (le poids γ correspondant aux coins).

Nous allons montrer dans ce qui suit que ces deux estimateurs locaux peuvent être décrit
par d’autres estimateurs locaux dont tous les poids sont strictement positifs.

Considérons l’ensemble M = {‘00’, ‘01’, ‘10’, ‘11’} des motifs de longueur 2. Les coins
correspondent aux motifs ‘01’, ‘10’. Alors, on a :

• nC(00) = hC−cC
2

,
• nC(01) + nC(10) = cC et
• nC(11) = dC−cC

2
.

où nC(ω) est le nombre d’occurrences du motif ω pour ω ∈ M.
Par conséquent, αhC + βhC + γcC = α′nC(00) + β ′nC(01) + γ′nC(10) + δ′nC(11) avec α′ =
2α, β ′ = γ′ = α + β + γ et δ′ = 2β. Comme pour les deux estimateurs LFC et LC , si la
quantité α + β + γ est strictement positive, alors ces deux estimateurs sont équivalents à
l’estimateur L3 défini par

L3(C) = α′nC(00) + β ′nC(01) + γ′nC(10) + δ′nC(11)

où les poids α′, β ′, γ′ et δ′ associés respectivement aux motifs ‘00’, ‘01’, ‘10’ et ‘11’ sont
tous strictement positifs.

3.3.6 Estimateur de Tajine et Daurat

M. Tajine et A. Daurat ont introduit dans [TD03] un modèle d’estimation de périmètre
qui généralise tous les estimateurs locaux introduisent précédemment.
En effet, pour tout entier strictement positif m, ils considèrent comme ensemble de motifs
M l’ensemble Sm des segments discrets de taille m et P : M 7→ R+ une fonction poids
quelconque. L’estimateur Em est alors défini par :

Soit C une courbe discrète. Si m(C) = s1s2...sk où si ∈ Sm pour tout 1 ≤ i ≤ k, alors

Em(C) =
∑

s∈Sm

p(s)n(s,m(C))

où n(s, m(C)) = card({i | si = s}).

Ils ont notamment montré que les estimateurs de cette classe ne vérifient presque jamais
la propriété de convergence même lorsqu’ils sont utilisés pour l’estimation de la longueur
des segments de droites.
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Fig. 3.7 – Exemple d’un estimateur local utilisant des motifs de taille 2 (m = 2).

3.3.7 Estimateur sur les chemins euclidiens

Dans [Via96], A. Viallard a proposé un modèle permettant d’associer à une k-courbe
discrète C un polygone C′ du plan euclidien R2 dont les sommets sont en correspon-
dance avec les sommets de la k-courbe discrète C pour k ∈ {4, 8}. L’idée de base de
ce modèle est d’associer à chaque point p = (px, py) de C un point p′ du carré ouvert
]px − 1

2
, px + 1

2
[×]py − 1

2
, py + 1

2
[ (voir la figure FIG. 3.8).

��
��
��
��

����

py

px

p

p
′

Fig. 3.8 – Un point euclidien p′ associé à un point discret p.

Le polygone C′ a pour ensemble de sommets S(C) = {p′ | p ∈ C} et pour ensemble d’arêtes
A(C) = {[p′1, p′2] | p′1, p

′
2 ∈ S(C) et p2 ∈ Vk(p1)} où Vk(z) est l’ensemble des k-voisins d’un

point z ∈ Z2 et [p, q] = {tp + (1 − t)q | 0 ≤ t ≤ 1} pour p, q ∈ R2.

32



��

����

����

�� ��

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

���� ��������

��������

��������

������������

����

�
�
�
�

�
�
�
�

��

chemin discret
chemin euclidien

Fig. 3.9 – Exemple de chemin euclidien associé à un chemin discret 4-connexe.

A. Vialard a proposé notamment une méthode basée sur la notion de tangente discrète
pour construire une courbe euclidienne associée une courbe discrète donnée C. Ceci permet
de ‘lisser’ la courbe discrète C.

Définition 15 Soit C = (pi)1≤i≤n une k-courbe discrète de Z2 pour k ∈ {4, 8}. On définit
la tangente discrète en un point pi de C comme la plus longue portion de C centrée en p
qui soit un k-segment discret.

Dans la figure FIG. 3.10 sont représentées les tangentes discrètes correspondants aux points
A, B et C dans la courbe discrète considérée.

��
��
��
��

�
�
�
�

�
�
�
�

A

B

C

Fig. 3.10 – Tangentes discrètes.
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A. viallard a proposé des algorithmes pour calculer une notion de tangente discrète en un
point d’une courbe discrète C pour la 4-connexité ou la 8-connexité. Elle associe ensuite à la
tangente discrète trouvée, une droite réelle correspondant à l’approximation de la tangente
réelle dans le voisinage du point discret considéré. Elle définit ainsi la tangente réelle en
un point p ∈ C comme la droite réelle centrée associée à la tangente discrète en p.

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

Fig. 3.11 – Approximation de la tangente réelle en un point d’un chemin 8-connexe.

Elle a proposé également une méthode pour choisir un point de la tangente réelle comme
le point euclidien p′ associé au point discret p. Un tel point p′ peut être vu comme une
sorte de projection du point discret p de la courbe discrète C sur sa tangente réelle.

L’estimateur proposé consiste alors à associer à la courbe discrète C la longueur du
polygone C′ correspondant à C.
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Fig. 3.12 – Exemple de polygone euclidien associé à un chemin discret 4-connexe.

L’estimation se réduit donc à la somme des longueurs des arêtes du polygone C′ :

Leuc :=
n
∑

i=1

d2(p
′
i, p

′
i−1)

où {p′i | 0 ≤ i ≤ n} (respectivement {[p′i−1, p
′
i], | 1 ≤ i ≤ n}) est l’ensemble des sommets

(respectivement l’ensemble des arêtes) du polygone C′ correspondant à la k-courbe discrète
C.

Comparaison de Leuc avec un estimateur local

Même si la notion de tangente à une courbe continue est une notion locale, l’estimateur
Leuc introduit dans [Via96] n’est pas tout à fait local. En effet, pour calculer le point p′ ∈ C′

associé à un point p ∈ C, il faut déterminer la tangente discrète en p à la k-courbe discrète
C et le calcul de cette tangente n’est pas local car on doit calculer le plus long segment
centré en p et qui est contenu dans C.

Comme Leuc n’est pas a priori un estimateur local, nous allons, dans la suite de ce para-
graphe, comparer expérimentalement Leuc avec des estimateurs locaux.

Pour ce faire, nous allons associer des poids aux segments discrets de taille m. Pour calculer
le poids d’un segment discret S on doit choisir un couple (α, β) dans la Pré-image de S (i.e.
(α, β) ∈ PI(S))(voir paragraphe 4.3.1). Le poids p(S) qui sera associé au segment discret
S est alors la distance entre les deux points (0, β) et (rm, αrm + β) où r est la résolution
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de l’espace discret. Autrement dit,

p(S) =
√

(rm − 0)2 + (αrm + β − β)2 = rm
√

1 + α2.

m=3 m=2 m=1
Si (α, β) p(Si) Si (α, β) p(Si) Si (α, β) p(Si)
000 (0, 0) 3 00 (0, 0) 2 0 (0, 0) 1

100 (1
3
, 2

3
) 3, 162 10 (1

2
, 1

2
) 2, 236 1 (1, 0)

√
2

001 (1
3
, 0) 3, 162 01 (1

2
, 0) 2, 236

110 (2
3
, 2

3
) 3, 605 11 (1, 0) 2

√
2

011 (2
3
, 0) 3, 605

111 (1, 0) 3
√

2
101 (1

2
, 1

2
) 3, 354

010 (1
2
, 0) 3, 354

Pour comparer l’estimateur proposé par A. vialard avec les 3 estimateurs locaux corres-
pondants au poids donnés par les tableaux ci-dessus, nous effectuons des expérimentations
sur les mêmes exemples qu’elle a utilisé c’est-à-dire les carrés (Cθ)θ obtenus à partir d’un
carré de coté 200 auquel nous faisons subir des rotations d’angles θ variant entre 0 et 45◦

(π/4). Le périmètre du carré Cθ est alors égal à 4 × l = 800 où l = 200 est la longueur
du coté de Cθ. Pour les expérimentations nous nous restreignions alors à un seul coté pour
chacun des carrés. Nous avons alors appliqué les estimateurs en considérant les segments
Lθ = {(x, tan(θ)x) | x ∈ [0, 200 ∗ cos(θ)]} pour θ variant entre 0 et π/4 et en utilisant
comme motifs des segments discrets de tailles respectives 1, 2 et 3 et comme résolution de
l’espace discret r = 1000.
On rappelle que

lmest(Lr
θ) = r

∑

S∈Sm

n(S,Lr
θ)p(S) pour i = 1, 2 ou 3

où Lr
θ est la discrétisation näıve de Lθ, n(S,Lr

θ) est le nombre d’occurrences du segment
discret S dans Lr

θ, p(S) est le poids associé au segment discret S et Sm est l’ensemble des
segments discret de taille m.
La figure FIG. 3.13 montre la variation, en fonction de l’angle θ, de nos estimations par
rapport à la valeur exacte du périmètre (i.e. la droite y = 0) pour θ ∈ [0, π/4].
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Fig. 3.13 – Effets des rotations d’angle θ sur l’estimation du périmètre d’un carré de coté
200 en utilisant les estimateurs locaux avec comme motifs successivement des segments
discrets de taille m = 1, 2 et 3 pour θ ∈ [0, π

4
[.

Fig. 3.14 – Effets des rotations d’angle θ sur l’estimation du périmètre d’un carré de coté
200 en utilisant l’estimateur de A. Vialard pour θ ∈ [0, π

4
[.
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3.4 Approches basées sur des approximations polygo-

nales

Dans cette section nous présentons une deuxième catégorie d’estimateurs de périmètre.
Ces estimateurs utilisent des motifs dont les tailles sont variables et tendant vers l’infini
lorsque la résolution r de l’espace discret tends vers 0.

Dans sa thèse [Coe02], D. Coeurjolly a proposé une méthode d’estimation de périmètre
pour une classe de courbes lisses. Si γ est une courbe et si γr est une discrétisation à la
résolution r de γ, alors la méthode proposée est basée sur la décomposition de la courbe
discrète γr en segments discrets. Ces segments discrets doivent avoir des tailles dépendant
de la résolution de l’espace discret. Pour ce faire, [Coe02] considère la classe des courbes γ
en 2D ou plus généralement nD vérifiant les conditions suivantes :

• γ : [0, 1] → Rn est une courbe continue sans auto-intersection dont la courbure est
bornée par C = 1

R
;

• γ est contenue dans une séquence de tubes T1, ..., TN de diamètre θ et de longueur
L(T1), ..., L(TN). Chaque extrémité d’un tube est décomposé comme présenté dans la
figure 3.15 (a). On appelle ce tube auquel on a ajouté un bord, à chaque extrémité,
de longueur θ

2
un θ − agrandissement ;

• T1 contient γ(0) ;
• TN contient γ(1) ;
• Les tubes Ti et Ti+1 sont adjacents par leur θ − agrandissement ; Plus précisément,

cette intersection se fait par l’axe principal du tube et les faces extrémités (voir figure
3.15 (b)) et

• L(Ti) ≥ K
√

θ
C

pour tout i dans {1, ..., N} avec K ∈ R.

b)

θ/2θ/2

θ

T

a)

Fig. 3.15 – a) Un θ-agrandissement d’un tube T . b) Une segmentation d’une courbe γ en
une séquence de tubes.

Dans sa thèse, D. Coeurjolly a annoncé le théorème suivant :
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Théorème 1 Soit γ une courbe vérifiant les hypothèses précédentes et soit une séquence
de tubes {T1, ..., TN} (N dépend de θ) vérifiant aussi les propriétés ci-dessus.
Nous avons alors :

lim
θ→0

N
∑

i

L(Ti) = L(γ).

Le paramètre θ est lié à la résolution r de l’espace discret et la segmentation de la courbe
discrète γr (i.e. c’est-à-dire la décomposition de γr en une séquence de segments discrets)
correspond alors à la séquence T1 ∩ γr, ..., TN ∩ γr. Le poids p(Ti ∩ γr) associé à chacun des
segments Ti ∩ γr est égal à la longueur L(Ti) du tube Ti. Par conséquent,

lim
θ→0

N
∑

i

L(Ti) = lim
θ→0

N
∑

i

p(Ti ∩ γr) = L(γ).

Plusieurs algorithmes de reconnaissances de segments discrets, basés notamment sur les
notions de préimages de segments discrets, peuvent être utilisés pour la segmentation des
courbes discrètes γr. Le résultat de cette segmentation permet ainsi la constitution de la
séquence des tubes dont les longueurs sont utilisés par l’estimateur proposé.

3.5 Estimateurs d’aire

3.5.1 Exemple d’un estimateur local d’aire

Dans [Lin03, Lin05], J. Lindblad propose un estimateur local d’aire pour des surfaces
discrète correspondant aux bords d’objets binaires 3D.
L’estimateur proposé est basée sur des configurations locales 2 × 2 × 2 Voxels. L’aire es-
timée est alors calculée en sommant les contributions des différentes configurations locales
apparaissant dans la surface discrète considérée.
Dans une image binaire 3D, le nombre de configurations 2×2×2 possibles (i.e. 8 voxels) est
28 = 256. En utilisant les rotations et les symétries et en ne considérant que les configura-
tions correspondant au bord d’un objet voxels, les 256 configurations possibles conduisent
alors à 13 configurations (Voir la figure FIG. 3.16).

Soit Sr une surface discrète de rZ3. L’estimateur d’aire Er est alors défini par :

Er(Sr) =

13
∑

i=1

p(ωi)n(ωi, Sr)

où pour 1 ≤ i ≤ 13, p(ωi) est le poids associé à la configuration ωi et n(ωi, Sr) est le nombre
d’occurrences de la configuration ωi dans la surface discrète Sr.
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Fig. 3.16 – Les 13 motifs 2× 2× 2 voxels. Les voxels représentés par • correspondent aux
points de l’objet.

Des expérimentations ont été effectuées par J. Lindblad pour déterminer les poids p(ωi).
J. Lindblad attribue à chaque configuration un poids correspondant à sa contribution
moyenne à l’aire totale, relativement aux surfaces discrètes utilisées dans les expérimentations.
Le but est de choisir des poids permettant de donner une estimation d’aire non biaisée et
de variance minimale.

3.5.2 Exemple d’un estimateur global d’aire

Dans [KS01], R. Klette et H. J. Sun proposent un estimateur d’aire d’une surface
discrète basé sur un algorithme de polyédrisation.

La première étape de la méthode consiste alors à calculer une décomposition de la
surface discréte considérée Sr en morceaux de plans discrets en utilisant un algorithme
glouton de reconnaissance de plans discrets. Ce type d’algorithme repose sur la recherche
incrémentale d’un ”plan support” de l’ensemble des points discrets considérés. Chaque
morceau de plan discret est ensuite représenté par un polygone euclidien (un morceau d’un
plan continu de R3). Voir la figure FIG. 3.17 pour l’illustration de la polyédrisation d’une
surface discrète. L’estimation d’aire de la surface discrète Sr est alors la somme des aires
des polygones euclidiens obtenus à la première étape.
Les expérimentations effectuées dans [KS01] montrent que l’aire estimée est très proche de
l’aire réelle, pour une sphère discrète de rayon 100, l’erreur relative est de 0.67%. Cette
erreur est meilleure qu’une estimation d’aire obtenue par la mesure de l’aire de l’enveloppe
convexe de l’ensemble des voxels de la discrétisation de la sphère (3% d’erreur).

40



�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������

�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������

�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����

���
���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���
���

�����������
�����������
�����������
�����������
�����������

�����������
�����������
�����������
�����������
������������������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����

������
������
������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������
������
������
������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

���
���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���
���

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

���
���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���
���

��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��

���
���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
������
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

��
��
��
��
��

��
��
��
��
��

��
��
��
��
��

��
��
��
��
��

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���
����������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

������
������
������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������
������
������
������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����

����
����
����
����
����

����
����
����
����
����

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

������
������
������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������
������
������
������

��
��
��
��
��

��
��
��
��
��

��
��
��
��
��

��
��
��
��
��

���
���
���
���
���

���
���
���
���
��� ��

��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

��
��
��
��
��

��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���

��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��

���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���

��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������

�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������

����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������

����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������

����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������

����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������

��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������

��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������

����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������

����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������

Fig. 3.17 – Exemple de polyédrisation d’un objet voxels.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté des estimateurs locaux de périmètre de la littérature
et nous avons montré qu’ils sont des cas particuliers de la classe des estimateurs locaux
proposée dans [TD03]. Dans [TD03], il a été démontré aussi que les estimateurs locaux
de périmètre n’ont pas la propriété de convergence même pour les segments de droites.
Nous étendrons, dans la chapitre suivant, la propriété de non-convergence à une classe de
morceaux de paraboles.
Nous avons présenté aussi dans ce chapitre un estimateur globale de périmètre ([Coe02])
qui a la propriété de convergence.
Nous proposerons, dans le chapitre 5, une classe d’estimateurs appelés semi-locaux qui
possèdent la propriété de convergence pour toute courbe de classe C2. Les estimateurs
semi-locaux sont en quelque sorte entre les estimateurs locaux et les estimateurs globaux.
Nous avons présenté enfin un estimateur d’aire pour des surfaces en 3D ([KS01]) basé sur
des configurations locales. Dans le chapitre 6, nous présenterons la classe des estimateurs
locaux d’aire de telle sorte que l’estimateur d’aire présenté dans ce chapitre est un un
estimateur local.
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Chapitre 4

Fréquence des segments discrets et

estimateurs locaux de périmètre

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions les estimations de périmètre d’une courbe à partir de
ses discrétisations à différentes résolutions. Plus précisément, nous nous intéressons aux
estimations basées sur les estimateurs locaux et nous étudions aussi la convergence de ces
estimateurs lorsque la résolution de l’espace discret tend vers 0.
Dans le travail réalisé par Tajine et Daurat en 2003 [TD03] les estimateurs locaux ont été
introduits et ont été expérimentés pour l’estimation de longueur des segments de droite.
Ce chapitre contient une extension de [TD03] à une classe de paraboles.
Ce chapitre est composé de trois parties. Dans la première partie nous introduisons les
différentes notions utilisées dans ce chapitre. Nous étudions ensuite la fréquence des motifs
dans les discrétisations d’une classe de paraboles. La dernière partie de ce chapitre est
consacrée aux conséquences des résultats sur les fréquences pour l’estimation de périmètre.
Les résultats présentés dans ce chapitre ont été publiés dans les articles [DTZ08a, DTZ09].

4.2 Discrétisation des courbes réelles

Nous commençons cette section par la présentation de différents modèles de discrétisation
des courbes [JM, LS84, Ber90, Kim84]. Dans tout ce qui suit, nous considérons une courbe
C(f) = {(x, f(x)) | x ∈ [a, b]} où a, b ∈ R avec a ≤ b, f : [a, b] 7→ R telle que 0 ≤ |f ′

(x)| ≤ 1
pour tout x ∈ [a, b].

Définition 16 Soient Ar = ⌈a
r
⌉ et Br = ⌊ b

r
⌋.

• La discrétisation par la méthode OBQ (Objet Boundary Quantization) de la courbe
C(f) à la résolution r est définie par :

δr
OBQ(C(f)) = {r(X, ⌊f(Xr)

r
⌋) |X ∈ JAr, BrK}.
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• La discrétisation par la méthode BBQ (Background Boundary Quantization) de la
courbe C(f) à la résolution r est définie par :

δr
BBQ(C(f)) = {r(X, ⌈f(Xr)

r
⌉) |X ∈ JAr, BrK}.

• La discrétisation par la méthode GIQ (Grid Intersect Quantization) de la courbe
C(f) à la résolution r est définie par :

δr
GIQ(C(f)) = {r(X, [

f(Xr)

r
]) |X ∈ JAr, BrK}.

Pour des illustrations de ces trois modèles de discrétisations voir la figure FIG. 4.1.

�
�
�
�

�
�
�
�

����

�
�
�
�

a) b) c)

Fig. 4.1 – Discrétisation d’une courbe réelle par la méthode a) : OBQ b) : BBQ, c) : GIQ

Remarque : Les trois modèles de discrétisation OBQ, BBQ et GIQ sont similaires. En
effet, on peut passer de l’une à l’autre en utilisant le fait que pour tout x ∈ R, ⌈x⌉ = −⌊−x⌋
et [x] = ⌊x + 1

2
⌋.

La propriété suivante présente l’application de ces trois opérateurs de discrétisation sur les
droite réelles donnant ainsi une classe de droites discrètes.
La notion de droite discrète a été étudiée dans un cadre plus général au début des années
90 par J.- P. Reveillès [Rev90].

Dans la propriété suivante, nous considérons les discrétisations OBQ, BBQ et GIQ des
droites D(α, β) pour α, β ∈ [0, 1]. Le cas d’une droite quelconque se ramène au cas α, β ∈
[0, 1] par translation et/ou par symétries par rapport aux axes OX, OY et/ou la première
bissectrice (D(1, 0)).

Propriété 3 On considère la droite D(α, β) = {(x, αx + β) | x ∈ R} avec 0 ≤ α, β ≤ 1.
• La discrétisation OBQ de D(α, β) à la résolution r est définie par :

δr
OBQ(D(α, β)) = DN (α, β) = {r(X, Y ) ∈ rZ2 | 0 ≤ αX − Y +

β

r
< 1}
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• La discrétisation BBQ de D(α, β) à la résolution r est définie par :

δr
BBQ(D(α, β)) = {r(X, Y ) ∈ rZ2 | 0 ≤ Y − αX − β

r
< 1}

• La discrétisation GIQ de D(α, β) à la résolution r est définie par :

δr
GIQ(D(α, β)) = {r(X, Y ) ∈ Z2 | 0 ≤ αX − Y +

β

r
+

1

2
< 1}

Preuve Cette propriété est une conséquence du fait que pour tout x ∈ R, ⌈x⌉ = −⌊−x⌋
et [x] = ⌊x + 1

2
⌋. �

Comme les trois modèles de discrétisation OBQ, BBQ et GIQ sont similaires nous nous
limiterons dans la suite au modèle de discrétisation OBQ.

Définition 17 (Motif discret dans la discrétisation d’une courbe)
Soit X ∈ JAr, Br − mK. On définit le motif discret ωf

X,r,m : J0, mK 7→ N de taille m à la
position X dans la discrétisation δr

OBQ(C(f)) de C(f) par :

ωf
X,r,m(k) = ⌊f(r(X + k))

r
⌋ − ⌊f(rX)

r
⌋

pour k ∈ J0, mK.

La notion de motif discret dans la discrétisation d’une courbe est illustrée dans la figure
FIG. 4.2

Fig. 4.2 – Exemples de motifs de taille m = 3 à différentes positions.

La notion de segment discret, que nous allons rappeler (voir aussi le chapitre 2) dans la
définition ci-dessous, est un cas particulier de la notion de motif discret.
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Définition 18 (Segment discret)
Soient r > 0, α, β ∈ [0, 1], X ∈ Z et m un entier strictement positif. Le segment discret de
taille m à la position X dans la discrétisation OBQ de la droite D(α, β) à la résolution r
est défini en utilisant le codage absolu Sα,β

X,r,m ou le codage relatif V α,β
X,r,m :

• Le codage absolu Sα,β
X,r,m : J0, mK 7→ N est défini par :

Sα,β
X,r,m(k) = ωf

X,r,m(k) = ⌊α(X + k) +
β

r
⌋ − ⌊αX +

β

r
⌋

pour 0 ≤ k ≤ m où f(x) = αx + β.
• Le codage relatif V α,β

X,r,m : J1, mK 7→ N est défini par :

V α,β
X,r,m(k) = ⌊α(X + k) +

β

r
⌋ − ⌊α(X + k − 1) +

β

r
⌋

pour 0 < k ≤ m.

Remarques : Comme α, β ∈ [0, 1], on a alors les faits suivants :

• Le codage absolu Sα,β
X,r,m est un mot sur l’alphabet J0, mK.

• Le codage relatif V α,β
X,r,m est un mot sur l’alphabet binaire B = {0, 1}.

• Le codage absolu et le codage relatif d’un segment discret sont équivalents et sont
liés par les deux relations suivantes :
• V α,β

X,r,m(k) = Sα,β
X,r,m(k) − Sα,β

X,r,m(k − 1) et

• Sα,β
X,r,m(k) =

∑k
l=1 V α,β

X,r,m(l).

La notion de segment discret dans la discrétisation d’une droite est illustrée dans la figure
FIG. 4.3

Fig. 4.3 – Exemples de segments discrets de taille m = 3 à différentes positions.
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4.3 Pré-image d’un segment discret

4.3.1 Définition de la pré-image

La notion de pré-image d’un segment discret a été introduite par Dorst et Smeulders
dans [LS84] et nous nous plaçons dons le même contexte qu’eux en utilisant la discrétisation
OBQ. La pré-image d’un motif discret ω est un domaine, dans l’espace des paramètres, qui
représente l’ensemble de toutes les droites réelles dont la discrétisation contient les pixels
constituant ω. Plus formellement on a :

Définition 19 Soit ω un motif discret. La pré-image PI(ω) du motif discret ω est définie
par :

PI(ω) = {(α, β) ∈ [0, 1]2 |Sα,β
0,1,m = ω}.

Remarques :

• PI(ω) correspond à l’ensemble des droites D(α, β) dont la discrétisation OBQ à la
résolution 1 contient le motif discret ω à la position 0.

• PI(ω) 6= ∅ ⇐⇒ ω est un segment discret.
• PI(ω) peut également s’écrire de la manière suivante :

PI(ω) = {(α, β) ∈ [0, 1]2 | ⌊kα + β⌋ = ω(k), ∀k ∈ J0, mK}
= {(α, β) ∈ [0, 1]2 |ω(k) ≤ kα + β < ω(k) + 1, ∀k ∈ J0, mK}.

La pré-image du motif discret ω, vu comme un ensemble de pixels, est alors définie dans
l’espace des paramètres (α, β) comme l’intersection des demi-plans E+ d’inéquation αk +
β − ω(k) ≥ 0 et E− d’inéquation αk + β − ω(k) ≤ 1.
Définir PI(ω) par de telles inégalités nous permet de voir que PI(ω) est un polygone
dont les cotés sont des segments de droites d’équations β = −kα + ω(k). Ces droites sont
appelées rayons de Farey.
Plus précisément, on appelle rayon de Farey d’ordre n toute droite D(x, y) dont l’équation
est de la forme β = xα + y, où y et x sont des entiers naturels tels que 0 ≤ y ≤ x ≤ n. On
note ce rayon R(x, y).
Il existe un lien entre les rayons de Farey d’ordre n et la suite de Farey du même ordre.
McIlroy [McI85] a étudié ce lien et a démontré la propriété suivante :

Propriété 4 Soit ω un ensemble de N pixels 8-connexes dont l’abscisse minimale des
points est x0. La pré-image PI(ω) de ω a les propriétés suivantes :

1. PI(ω) est un polygone convexe possédant au plus 4 sommets ;

2. Les abscisses de ces sommets sont des nombres de Farey d’ordre max(x0, N − x0) ;

3. Les abscisses de deux sommets adjacents sont des fractions consécutives dans une
série de Farey ;

4. Si l’abscisse d’un sommet du polygone PI(ω) est de la forme p
q
, alors son ordonnée

est un multiple de 1
q
.
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4.3.2 Diagramme de Farey

L’importance des rayons de Farey pour la pré-image nous mène à tracer tous ces rayons
sur un même graphique. La restriction du graphique à [0, 1]×[0, 1] est appelée le diagramme
de Farey d’ordre n comme montre la figure FIG. 4.4 :

�
�
�

�
�
�

��
��
��

��
��
��

β

α

Fig. 4.4 – Rayons de Farey d’ordre 6 .

On obtient avec le diagramme de Farey toutes les pré-images (les polygones de [0, 1]× [0, 1]
limités par les rayons de Farey) dont chacune d’elle correspond à un et un seul segment
discret.

Définition 20 Soit ω un segment discret, on définit l’ensemble Iα(ω) par :

Iα(ω) = {β ∈ [0, 1] | (α, β) ∈ PI(ω)}.

Iα(ω) représente la projection de la pré-image PI(ω) sur l’axe des β.
On note la longueur de l’intervalle Iα(ω) par FLα(ω).
On définit

pinfα(ω) = inf(Iα(ω)),

psupα(ω) = sup(Iα(ω)).

48



Par conséquent,

FLα(ω) = 0 si Iα(ω) = ∅
= psupα(ω) − pinfα(ω) = µ(Iα(ω)) si non

où µ(Iα(ω)) est la longueur de l’intervalle Iα(ω). La figure FIG. 4.5 represente (à gauche)
PI(ω) pour un segment ω de taille 6 ; (à droite) Iα0(ω).

�
�
�

�
�
�

��
��
��

��
��
��

  

Iα(ω)

PI(ω) et Iα(ω)Diagramme de Farey d’ordre 6

β

α

α

β

α 7→ psupα(ω)

α 7→ pinfα(ω)

αeαb α0

Fig. 4.5 – Rayons de Farey d’ordre 6 .

La propriété suivante donne une autre caractérisation de la pré-image.

Propriété 5 Soit ω un segment discret. Posons [αb, αe] = {α | (α, β) ∈ PI(ω) }. Alors,

PI(ω) = {(α, β) : α ∈ [αb, αe] et pinfα(ω) ≤ β < psupα(ω)}

De plus, α 7→ pinfα(ω) et α 7→ psupα(ω) sont deux fonctions affines par morceaux et de
pentes appartenant à J−m, 0K.
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Preuve :

Posons αb = inf{α | (α, β) ∈ PI(ω)} et αe = sup{α | (α, β) ∈ PI(ω)}.

PI(ω) = {(α, β) | α ∈ [αb, αe] et − kα + ω(k) ≤ β < −kα + ω(k) + 1, ∀k ∈ J0, mK}
= {(α, β) | α ∈ [αb, αe] et ϕ(k,ω(k))(α) ≤ β < ϕ(k,ω(k)+1)(α), ∀k ∈ J0, mK}

où ϕ(u,v) : α 7→ −uα + v est une fonction affine de pente dans J−m, 0K
= {(α, β) | α ∈ [αb, αe] et pinfα(ω) ≤ β < psupα(ω)}

tel que pinfα(ω) : α 7→ m
max
k=0

ϕ(k,ω(k))(α) et psupα(ω) : α 7→
m

min
k=0

ϕ(k,ω(k)+1)(α)

sont deux fonctions affines par morceaux et de pentes dans J−m, 0K.

�

4.3.3 Fréquence d’un motif

Soit g : [a, b] 7→ R une fonction dérivable telle que 0 ≤ |g′
(x)| ≤ 1 pour tout x ∈ [a, b] et

soit r > 0 la résolution de l’espace discret. Posons Ar = ⌈a
r
⌉, Br = ⌊ b

r
⌋ et Nr = Br −Ar +1.

On définit la fréquence d’apparition d’un motif discret ω de taille m dans la discrétisation
δr
OBQ(C(g)) de la courbe C(g) par :

F g
r (ω) =

card{X ∈ JAr, Br − mK |ωg
X,r,m = ω}

Nr − m

Dans la section suivante, nous étudions la fréquence F g
r dans le cas où g : x 7→ αx2 (une

classe de paraboles). Ceci étend les résultats étudiés dans la littérature dans lesquels g est
une fonction affine.

4.4 Fréquence d’apparition de motif dans une para-

bole discrète

Dans ce paragraphe, on considère la fonction

g : [a, b] −→ R

x 7−→ αx2

telle que 0 ≤ a < b ≤ 1
2α

. Autrement dit, 0 ≤ g
′
(x) ≤ 1 pour tout x ∈ [a, b].

Nous étudions, dans les deux paragraphes ci-dessous, la fréquence d’apparition d’un motif
discret dans la discrétisation de la courbe y = αx2 dans le cas où α est un nombre irrationnel
puis dans le cas où α est un nombre rationnel.
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4.4.1 Fréquences d’apparitions de motifs : le cas α irrationnel

Lorsque α est irrationnel, on obtient le théorème suivant :

Théorème 2 Si g(x) = αx2 tel que α /∈ Q, on a alors pour tout motif discret ω :

F g
r (ω) −−→

r→0
r∈Q

1

b − a

∫ b

a

FLg′(x)(ω)dx. (4.1)

Pour tout α, β ∈ [0, 1], on définit le segment Sα,β
m de longueur m par

Sα,β
m = ⌊αk + β⌋ où 0 ≤ k ≤ m.

Autrement dit, Sα,β
m = Sα,β

0,1,m.
Le reste de ce paragraphe est consacré à la preuve du Théorème 2. Pour cela, nous allons
démontrer d’abord qu’au voisinage d’un point de la grille discrète, la discrétisation de la
courbe y = αx2 et la discrétisation de sa tangente sont égales quand la résolution de la
grille tend vers 0.

Lemme 1 (Lemme de la Tangente) Soit la fonction g : x 7→ αx2 pour x ∈ [a, b] telle que
α /∈ Q et 0 ≤ a < b ≤ 1

2α
. Alors,

lim
r→0
r∈Q

card{X ∈ JAr, Br − mK |ωg
X,r,m 6= S

g
′
(Xr),〈 g(Xr)

r
〉

m }
Nr − m

= 0.

Ce lemme est illustré par la figure suivante :

rX

y = g(x)

r

Discretization de tangent

tangent de courbe

Discretization de courbe

Fig. 4.6 – Comparaison de la discrétisation d’une courbe avec la discrétisation de sa

tangente en un point de la grille : on a ωg
X,r,m = S

g′(rX),〈 g(rX)
r

〉
m pour m = 9 mais ωg

X,r,m 6=
S

g′(rX),〈 g(rX)
r

〉
m pour m = 10.
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Avant de donner la démonstration du Lemme 1, on a besoin de deux autres lemmes :

Posons pour tout X, Pr,k(x) =
g(xr)

r
+ g

′
(xr)k = αrx2 + 2αkrx.

Lemme 2 Si r < 1
αm2 , alors pour tout x ∈ [a, b] on a

ωg
x,r,m 6= S

g
′
(Xr),〈 g(Xr)

r
〉

m si et seulement si 〈Pr,k(X)〉 < 1 − αrk2 pour tout k ∈ J0, mK.

Preuve

On a, ωg
X,r,m(k) = ⌊g((X + k)r)

r
⌋ − ⌊g(Xr)

r
⌋

= ⌊g(Xr)

r
+ g

′
(Xr)k + αrk2⌋ − ⌊g(Xr)

r
⌋ (d’après le théorème de Taylor).

On sait aussi que ⌊u + v⌋ = ⌊u⌋ + ⌊v⌋ si et seulement si 〈u〉 + 〈v〉 < 1.

Alors, ωg
X,r,m(k) = ⌊g(Xr)

r
+g

′
(Xr)k⌋−⌊g(Xr)

r
⌋ ⇐⇒ 〈g(Xr)

r
+g

′
(Xr)k〉+ 〈αrk2〉 < 1.

Et puisque on a, r <
1

αm2
, alors 〈αrk2〉 = αrk2. Donc :

⌊g(Xr)

r
+ g

′
(Xr)k⌋ − ⌊g(Xr)

r
⌋ = ⌊〈g(Xr)

r
〉 + g

′
(Xr)k⌋ − ⌊〈g(Xr)

r
〉⌋ = S

g
′
(Xr),〈

g(Xr)

r
〉

m

Ainsi, ωg
X,r,m(k) = S

g
′
(Xr),〈 g(Xr)

r
〉

m ⇐⇒ 〈Pr,k(X)〉 < 1 − αrk2 pour tout k ∈ J0, mK �

Lemme 3 Soit I un intervalle de [0, 1]. Alors,

lim
r→0
r∈Q

Tr,k(I) = µ(I)

où Tr,k(I) =
card{X ∈ JAr, BrK | 〈Pr,k(X)〉 ∈ I}

Nr

.

La preuve du Lemme 3 utilise le critère de Weyl, comme pour la preuve du Théorème 1 de
[TD03], mais étendue au cas du second degré [AZ07] [p6-7]. La démonstration de ce lemme
est technique et est donnée dans l’annexe A.1 de ce mémoire.

Preuve du Lemme 1

On a ωg
X,r,m = S

g′(rX),〈 g(rX)
r

〉
m ⇐⇒ 〈Pr,k(X)〉 < 1 − αrk2 pour tout k ∈ J0, mK. Alors,

card{X ∈ JAr, Br − mK |ωg
X,r,m 6= S

g′(rX),〈 g(rX)
r

〉
m }

Nr − m
≤ Nr

Nr − m

m
max
k=0

Tr,k(Ir,k)
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où Ir,k = [1−αrk2, 1). Il suffit donc de démontrer que Tr,k(Ir,k) −−→
r→0
r∈Q

0 pour tout k ∈ J0, mK.

Soient ε > 0 et R0 =
ε

2αk2
. Alors, µ(IR0) 6 ε

2
.

D’après le Lemme 3, on a Sr,k(χIR0,k
) −−→

r→0
r∈Q

µ(IR0,k). Donc, il existe R1 tel que ∀r 6 R1

|Sr,k(χIR0,k
) − µ(IR0,k)| 6 ε

2
.

Par conséquent, pour tout r ≤ min(R1, R0) on a

Sr,k(χIr,k
) 6 Sr,k(χIR0,k

) ( car Ir,k ⊆ IR0,k)

6 µ(IR0,k) +
ε

2

6
ε

2
+

ε

2
= ε.

�

Suite de la preuve du théorème 2.
Nous présentons dans ce sous-paragraphe les idées et les étapes principales de la preuve du
Théorème 2. La preuve de ce théorème est détaillée dans l’annexe A.2.
D’après le Lemme 1, on peut déduire que F g

r (ω) à la même limite lorsque r tend vers 0
que :

Gg
r(ω) =

card{X ∈ JAr, Br − mK |Sg′(rX),〈 g(rX)
r

〉
m = ω}

Nr − m
.

et comme on a, Sx,y
m = ω ⇐⇒ (x, 〈y〉) ∈ PI(ω), alors :

Gg
r(ω) =

card{X ∈ JAr, Br − mK | (g′(rX), 〈 g(rX)
r

〉) ∈ PI(ω)}
Nr − m

qui a la même limite que Hr(PI(ω)) où

Hr(E) =
card{X ∈ JAr, BrK | (g′(rX), 〈 g(rX)

r
〉) ∈ E}

Br − Ar + 1
.

En appliquant le Lemme 3 avec k = 0 pour le morceau de la courbe y = g(x) restreint au
domaine g′−1(α1) ≤ x ≤ g′−1(α2), nous pouvons prouver que :

Hr([α1, α2) × I) −−→
r→0
r∈Q

g′−1(α2) − g′−1(α1)

b − a
µ(I)

En approximant le polygone PI(ω) par l’union des rectangles comme suit

∪n
i=1[yi−1, yi) × [pinfyi

(w), psupyi
(w))

on peut démontrer que :

n
∑

i=1

g′−1(yi) − g′−1(yi−1)

b − a
FLyi

(ω)
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est une somme de Riemann pour l’intégrale
∫ b

a
FLg′(x)(ω)dx. �

Corollaire 1 Si g(x) = αx2 avec α 6∈ Q, alors pour tout motif ω qui n’est pas un segment
discret, on a :

F g
r (ω) −−→

r→0
r∈Q

0.

Application numérique : Soient la fonction g(x) =
1√
2
x2 pour x ∈ [0, 1√

2
], et ω le motif

discret de taille 3 définit par (ω(0), ω(1), ω(2), ω(3)) = (0, 1, 2, 2).
Nous allons calculer la limite de la fréquence de ω dans la discrétisation de la courbe
y = g(x) lorsque la résolution tend vers 0.
D’après [Taj08], comme α 7→ FLα(ω) est une fonction continue et affine entre deux nombres
consécutifs de Farey d’ordre m, on a :

FLα(ω) = 0 si α ∈ [0,
1

2
]

= 2α − 1 si α ∈ [
1

2
,
2

3
]

= 1 − α si α ∈ [
2

3
, 1].

D’après le Théorème 2, on a :

F g
r (ω) −−→

r→0
r∈Q

1

b − a

∫ b

a

FLg′(x)(ω)dx

=
√

2

∫ 1√
2

0

FL√
2x(ω)dx

=
√

2

(

∫ 2
3
√

2

1
2
√

2

(2
√

2x − 1)dx +

∫ 1√
2

2
3
√

2

(1 −
√

2x)dx

)

=
1

12

4.4.2 Fréquences d’apparitions de motifs : le cas α rationnel

Nous nous intéressons dans ce paragraphe aux fréquences d’apparition de motif dans la
discrétisation de la courbe y = αx2 dans le cas où α est nombre rationnel. Il est facile de
voir que le Théorème 2 reste vrai dans le cas où α est un nombre rationnel et la résolution
r est un nombre irrationnel.
Le seul résultat que nous cherchons à prouver dans ce paragraphe est le Lemme de la
Tangente. Dans le cas où αr est nombre rationnel nous n’avons pas pu prouver un résultat
équivalent au Théorème 1.

54



Posons pour tout X, Pr,k(X) = rα((X + k)2 − k2) où α est un nombre rationnel, et
supposons que rα = 1

p
où p est un nombre premier, a = 0 et b = 1

2α
.

Nous allons démontrer que pour tout intervalle I ⊆ [0, 1], on a :

lim
r→0

1
rα

est premier

card{X ∈ JAr, Br − kK | 〈Pr,k(x)〉 ∈ I}
Nr − k

= µ(I)

Définition 21 Soient p un nombre premier et a un entier. On définit le symbole de Le-
gendre (a

p
) par :

(
a

p
) =















0 si p divise a
1 si il existe t ∈ Z tel que a mod p = t2 mod p

−1 sinon.

Proposition 1 (Inégalité de Pólya-Vinogradov [Vin54b], [Dav80, Chap. 23])
Soit p un nombre premier et Met N deux entiers positifs. Alors,

|
M+N
∑

n=M

(
n

p
)| <

√
p log(p)

Corollaire 2 Soit J = JM, M + NK où M et N sont deux entiers positifs. Alors,

|card(J)

2
− card{y ∈ J | (y

p
) = 1}| <

√
p log(p).

Lemme 4 Soit α un nombre rationnel et supposons que a = 0 et b = 1
2α

. Alors, pour tout
intervalle I ⊂ [0, 1] on a :

lim
r→0

card{X ∈ JAr, Br − kK | 〈Pr,k(X)〉 ∈ I}
Nr − k

= µ(I)

où r > 0 et rα = 1
p

tel que p est un nombre premier .

Preuve
On sait que la fonction

J1, p − 1

2
K → {Y | (Y

p
) = 1}

X 7→ X2 mod p
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est bijective.

Posons Hr =
card{X ∈ JAr, Br − kK | 〈Pr,k(x)〉 ∈ I}

Nr − k
.

On a alors :

Hr =
card{X ∈ Jk, ⌊p

2
⌋K | 〈X2−k2

p
〉 ∈ I}

Nr − k
=

2card{X ∈ Jk, p−1
2

K | X2 mod p−k2

p
∈ I}

p + 1 − 2k
.(4.2)

Donc

card{X ∈ J1, p − 1

2
K |X2 mod p ∈ J} = card{Y ∈ J | (Y

p
) = 1} ou J = pI + k2.

Par conséquent, |card{X ∈ Jk, p−1
2

K |X2 mod p ∈ J} − card{Y ∈ J | (Y
p
) = 1}| < k.

D’après l’inégalité de Pólya-Vinogradov on a :

|card(J)

2
− card{X ∈ J1, p − 1

2
K |X2 mod p ∈ J}| <

√
p log(p)

Ainsi, | card(J)
2

− card{X ∈ Jk, p−1
2

K |X2 mod p ∈ J}| <
√

p log(p) + k.
D’après (4.2) on a :

| 2

p + 1 − 2k

card(J)

2
− 2

p + 1 − 2k
card{X ∈ Jk,

p − 1

2
K |X2 mod p ∈ J}| <

2
√

p log(p) + 2k

p + 1 − 2k

Donc, limr→0
card{X ∈ JAr, Br − kK | 〈Pr,k(X)〉 ∈ I}

Nr − k
= µ(I) �

Théorème 3 (Lemme de la Tangente pour α rationnel et 1
rα

est un nombre
premier)
Pour tout nombre rationnel α > 0 et quelque soit a, b tel que 0 ≤ a < b ≤ 1

2α
, on a

card{X ∈ JAr, Br − mK |ωg
X,r,m 6= s

g′(rX),〈 g(rX)
r

〉
m }

Nr − m
−−−−−−−−→

r→0
1

rα
est premier

0

Preuve
Le cas a = 0 et b = 2α, peut être démontré de la même manière que le Lemme 1 en utilisant
Le Lemme 4 au lieu du Lemme 3.
Prenons le cas général [a, b] ⊂ [0, 1

2α
]. On a :

card{X ∈ JAr, Br − mK |ωg
X,r,m 6= s

g′(rX),〈 g(rX)
r

〉
m }

Nr − m

≤ ⌊ 1
2αr

⌋ + 1 − m

Nr − m
·
card{X ∈ J0, ⌊ b

r
⌋ − mK |ωg

X,r,m 6= s
g′(rX),〈 g(rX)

r
〉

m }
⌊ 1

2αr
⌋ + 1 − m

−−−−−−−−−−−−−−→
r→0

1
rα

est un nombre premier

1
2α

b − a
· 0 = 0 parce qu’on est dans le cas a = 0, b =

1

2α
.
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Malheureusement nous n’avons pas réussi à généraliser le Théorème 2 à α rationnel et
certaines résolutions rationnelles.

4.4.3 Application aux estimateurs locaux de périmètre de la pa-

rabole discrète

Les estimateurs locaux de longueur d’une courbe discrète consistent simplement à as-
socier un poids p(ω) à chaque motif ω de taille m, la longueur estimée est alors simplement
la somme des poids des motifs composant la courbe.
L’estimation de longueur d’une courbe y = g(x) à la résolution r est alors définie par :

l(p, g, r) = r

⌊Br−m−Ar
m

⌋
∑

k=0

p(ωg
X,r,m(Ar + km)).
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C 1
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C 1
4

r = 1
2 r = 1

4

C
y = g(x)

ω2 ω4 ω2 ω2 ω1 ω1 ω2ω4 ω4ω2 ω2ω2 ω2ω1ω3 ω1ω1ω1ω3

b)a)

p(ω4) = 2.8

p(ω2) = 2.2

p(ω3) = 2.2

p(ω1) = 2
ω1

ω2

ω3

ω4

Fig. 4.7 – Estimateur de longueur d’une courbe pour différentes résolutions : a) l(p, g, 1
2
) =

1
2
(2p(ω1)+3p(ω2)+1p(ω4)) = 6.7, b) l(p, g, 1

4
) = 1

4
(4p(ω1)+5p(ω2)+2p(ω3)+2p(ω4)) = 7.1

Théorème 4 Soit la fonction y = αx2 pour x ∈ [a, b], α 6∈ Q. Alors, la limite de l(p, g, r)
lorsque la résolution r ∈ Q et tend vers 0, est de la forme A

α
+ Bα + C où A, B, C ∈ R.
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Preuve
Il est facile de démontrer que

l(p, g, r) − (b − a)

m

∑

ω∈Pm

p(ω)F ′g
r(ω) −−→

r→0
0

où

F ′g
r(ω) =

card{X ∈ JAr, Br − mK ∩ (Ar + mZ) |ωg
X,r,m = ω}

⌊Br−m−Ar

m
⌋ .

D’après le théorème 2, on peut démontrer que

F ′g
r(ω) −−→

r→0
r∈Q

1

b − a

∫ b

a

FLg′(x)(ω)dx.

Alors,

l(p, g, r) −−→
r→0
r∈Q

1

m

∑

ω∈Pm

p(ω)

∫ b

a

FLg′(x)(ω)dx. (4.3)

On sait que x 7→ FLx(ω) est une fonction affine par morceaux [TD03]. D’après cette pro-
priété et en partitionnant l’intervalle [0, 2b] en les intervalles (Ik)0≤k≤n on peut déduire que
limr→0

r∈Q
l(p, g, r) est de la forme A

α
+ Bα + C sur chacun des intervalle Ik (Voir l’annexe A.3

pour plus de détails)

�

Corollaire 3 Soient α un nombre irrationnel et a, b tels que 0 ≤ a < b. L’estimateur
local l(p, g, r) de longueur de la parabole {(x, αx2) | x ∈ [a, b]} ne converge pas vers la
longueur exacte quand la résolution rationnelle r tend vers 0 pour presque toutes les pentes
α ∈ [0, 1

2b
].

Preuve
Puisque la limite limr→0

r∈Q
l(p, g, r) ne dépend que de α, alors on peut la noter par Lest(α).

La longueur exacte de la courbe {(x, αx2) | x ∈ [a, b]} est égale à

Lreal(α) :=

∫ b

a

√

1 + (2αx)2dx =

[

x
√

1 + (2αx)2

2
+

arg sinh(2αx)

4α

]b

a

Supposons que Lreal(α) = Lest(α) pour une infinité de nombres irrationnels α, alors il
existe un intervalle Ik de la partition précédente de [0, 1

2b
] tel que Lreal(α) = Lest(α) pour

une infinité de nombres irrationnels α ∈ Ik, et d’après ce qui précède, on sait que Lest(α)
est de la forme A

α
+ Bα + C sur Ik.
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Les fonctions α 7→ αLreal(α) et α 7→ α(A
α

+ Bα + C) sont holomorphes dans un ouvert de
C contenant [0, 1

2b
] et sont égales pour un nombre infini α ∈ Ik ⊂ [0, 1

2b
]. Donc, d’après le

théorème sur les fonctions holomorphes [Rud66, Cha. 10], elles sont égales sur [0, 1
2b

]. On
a alors :

αLreal(α) = A + Bα2 + Cα pour tout α ∈ [0,
1

2b
]

On a aussi :

∂(αLreal(α)

∂α
= b
√

1 + (2αb)2 − a
√

1 + (2αa)2

= b − a + 2(b3 − a3)α2 + o(α2) lorsque α → 0

Puisque ∂(A+Bα2+Cα)
∂α

= 2Bα + C, alors 2(b3 − a3) = 0. Ce qui est impossible si b > a.
Ainsi l’hypothèse, Lreal(α) = Lest(α) pour un nombre infini de nombres irrationnels α est
absurde. �

Application numérique :

On considère la courbe y = g(x) = 1√
2
x2 pour x ∈ [0, 1√

2
]. On utilise l’estimateur lo-

cal de Chanfrein ([Bor86]) avec m = 2, p(000) = 2, p(001) = p(011) = 22
10

, p(012) = 28
10

.

D’après l’équation(4.3), on peut calculer Lest = 23
40

√
2 ≈ 0.813172, cette limite est différente

de la longueur exacte Lreal = 1
2

+ 1
4

√
2 log(1 +

√
2) ≈ 0.811612

Par ailleurs, la figure 4.8 montre comment la longueur donnée par l’estimateur converge
vers sa limite lorsque la résolution tend vers zéro. Il semble que pour cet exemple, on a
l(p, g, r) − Lest = O(r) (Voir la figure FIG. 4.8).
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Fig. 4.8 – Vitesse de convergence de l’estimateur local pour la parabole y = 1√
2
x2, 0 ≤

x ≤ 1√
2
.
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4.5 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons présenté certaines propriétés locales des discrétisations
pour une classe de paraboles. En effet, nous avons montré que localement la discrétisation
de la parabole et la discrétisation de sa tangente cöıncident (Lemme de la Tangente : le
Lemme 1 et le Théorème 3).
Nous avons proposé également une formule explicite pour la limite des fréquences d’un motif
dans les discrétisations d’une parabole lorsque la résolution tend vers zéro (Théorème 2).
Comme conséquence, nous avons obtenu un résultat sur la convergence des estimateurs
locaux de longueur pour une classe de paraboles. Ceci nous a permis de montrer que, pour
cette classe de courbes, les estimateurs locaux de longueur ne convergent presque jamais
vers la longueur exacte.
Nous voyons principalement deux perspectives pour ce travail :

– Étendre la formule (4.1), donne la limite de la fréquence du motif lorsque la résolution
tend vers zéro, à des courbes plus générales, en particulier aux courbes y = P (x) où
P est un polynôme de degré quelconque.

– L’application pour la reconnaissance de courbes discrètes en se basant seulement sur
les motifs discrets. Par exemple, si les fréquences des mots d’une courbe discrète ne
satisfont pas le Théorème 2, alors elle ne représente pas une parabole d’équation
y = αx2.
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Chapitre 5

Estimateurs semi-locaux de

périmètre

5.1 Introduction

Nous présentons dans ce chapitre une nouvelle classe d’estimateurs de périmètre : les
estimateurs semi-locaux. Si Cr(g) est la discrétisation à la résolution r d’une courbe conti-
nue C(g) dont on cherche à estimer le périmètre, alors aussi bien les estimateurs locaux
que semi-locaux sont obtenus en factorisant la courbe discrète Cr(g) en motifs de taille
H(r) où r 7→ H(r) est une fonction constante pour les estimateurs locaux ; par contre,
cette fonction est décroissante en r et tend vers l’infini lorsque r tend vers 0 pour les esti-
mateurs semi-locaux. Nous montrons que sous certaines conditions notamment concernant
l’ordre de grandeur de H(r) relativement à r, les estimateurs semi-locaux correspondants
convergent vers le périmètre exact pour toute courbe de classe C2. Nous introduisons aussi
une sous-classe d’estimateurs semi-locaux : la classe des estimateurs semi-locaux basés sur
les segments discrets. Les estimateurs de cette sous-classe ne prennent en compte que les
motifs qui sont des segments discrets.
Les résultats présentés dans ce chapitre ont été publiés dans le rapport de recherche
[DTZ11]

5.2 Notations et définitions

Dans la suite, nous considérons la fonction ϕ : R → R définie par

ϕ(x) =
√

1 + x2.

La fonction ϕ est 1-lipschitzienne c’est-à-dire que l’on a

∀x, y ∈ R, |ϕ(x) − ϕ(y)| ≤ |x − y|.
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Fig. 5.1 – Courbe de ϕ

Définition 22 Soit g : [a, b] 7→ R où a, b sont deux nombres réels tels que a ≤ b.
• C(g) = {(x, g(x)) | x ∈ [a, b]} est la courbe correspondant à la fonction g.
• On note g ∈ C0[a, b] lorsque g est continue sur l’intervalle [a, b].
• Soit n ∈ N∗. On note g ∈ Cn[a, b] lorsque g ∈ Cn−1[a, b] et si la dérivée nième, gn,

de g est continue sur l’intervalle [a, b] (i.e. Autrement dit g ∈ Cn[a, b], si gi ∈ C0[a, b]
pour tout 0 ≤ i ≤ n ).

• Soit g ∈ C1[a, b],

Lexact(g) =

∫ b

a

ϕ(g′(t))dt.

Lexact(g) est la longueur de la courbe C(g) relativement à la mesure usuelle.
• Soit r > 0,

Cr(g) = {r(X, ⌊g(rX)

r
⌋) | X ∈ JAr, BrK}

où Ar = ⌈a
r
⌉ et Br = ⌊ b

r
⌋.

Cr(g) est la discrétisation OBQ à la résolution r de la courbe C(g).

Notations :

Soit m ∈ N∗.
• Pm est l’ensemble des motifs de longueur m.
• P =

⋃

m∈N∗ Pm est l’ensemble de tous les motifs.
• Sm est l’ensemble des segments discrets de longueur m.
• S =

⋃

m∈N∗ Sm est l’ensemble de tous les segments discrets.
• ωg

X,r,m est le motif de longueur m de Cr(g) défini par

ωg
X,r,m(k) = ⌊g(r(X + k))

r
⌋ − ⌊g(rX)

r
⌋, pour 0 ≤ k ≤ m.
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• Soit ω ∈ Sm.

PI(ω) = {(α, β) ∈ R × [0, 1[ | ω(k) = ⌊αk + β⌋, pour 0 ≤ k ≤ m}.

• La fréquence du motif ω de longueur m dans Cg
r est définie par :

F g
r (ω) =

card{k ∈ J0, ⌊Br−Ar

m
⌋ − 1K |ωg

Ar+km,r,m = ω}
⌊Br−Ar

m
⌋ .

Remarque 1 Si g ∈ C1[a, b] et M1(g) = maxx∈[a,b] |g′(x)|, alors pour tout 0 ≤ k ≤ m

|ωg
X,r,m(k)| = |g(r(X + k))

r
− 〈g(r(X + k))

r
〉 − g(rX)

r
+ 〈g(rX)

r
〉|

≤ 1 + k|g(r(X + k)) − g(rX)

rk
|

Mais d’après, le théorème des accroissements finis, on a : | g(r(X+k))−g(rX)
rk

| ≤ M1(g).
Donc

|ωg
X,r,m(k)| ≤ 1 + kM1(g) pour tout 0 ≤ k ≤ m

5.3 Définition des estimateurs semi-locaux

Définition 23 Un estimateur semi-local est un couple (H, p) où

– H est une fonction de ]0, +∞[ dans N∗ qui à chaque résolution r associe une longueur
de motif H(r) et

– p est une fonction de P dans [0, +∞[ qui à chaque motif ω ∈ P associe un poids
p(ω).

Définition 24 Soient (H, p) un estimateur semi-local, g : [a, b] 7→ R et r > 0.
La longueur L(H, p, g, r) estimé par (H, p) à la résolution r de la courbe C(g) est définie
par :

L(H, p, g, r) = r

⌊Br−Ar
H(r)

⌋−1
∑

k=0

p(ωg
Ar+kH(r),r,H(r)).
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Fig. 5.2 – discrétisation avec différentes résolution r et taille m

5.4 Convergence dans le cas g ∈ C2[a, b]

Proposition 2 Si (H, p) est un estimateur semi-local vérifiant les conditions suivantes :

1. rH(r) −−→
r→0

0

2. H(r) −−→
r→0

+∞
3. Il existe une fonction K : R+ 7→ R+ telle que pour tout ω ∈ P on a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

p(ω)

m
−
√

1 +

(

ω(m)

m

)2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ K(m)

où m est la longueur de ω et K(m) −−−−→
m→+∞

0.

Alors pour toute fonction g ∈ C2[a, b], l’estimation L(H, p, g, r) converge vers la longueur
Lexact(g) de la courbe C(g).

Si de plus, K(m) = A
m

où A est une constante et H(r) = Θ(r−
1
2 ), alors l’erreur d’estimation

est en O(r
1
2 ).
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Remarque 2 La condition 3 est vérifiée si K(m) = A
m

où A est une constante.

Démonstration : Soit r > 0 et X ∈ JAr, Br −H(r)K, M1(g) = maxx∈[a,b] |g′(x)| et M2(g) =
maxx∈[a,b] |g′′(x)|, on a

ωX,r,H(r)(H(r))

H(r)
=

Gr(X + H(r)) − Gr(X)

H(r)

où Gr(X) = ⌊g(rX)
r

⌋. Or

∣

∣

∣

∣

Gr(X + H(r)) − Gr(X)

H(r)
− g′(rX)

∣

∣

∣

∣

≤

|Gr(X + H(r)) − g(r(X+H(r)))
r

+ g(rX)
r

− Gr(X)|
H(r)

+

∣

∣

∣

∣

g(rX + rH(r)) − g(rX)

rH(r)
− g′(rX)

∣

∣

∣

∣

D’après la formule de Taylor-Lagrange, pour tout x, x + h ∈ [a, b] on a
∣

∣

∣

∣

g(x + h) − g(x)

h
− g′(x)

∣

∣

∣

∣

≤ M2(g)h

2
.

De plus, Gr(X + H(r)) − g(r(X+H(r)))
r

∈] − 1, 0] et g(rX)
r

− Gr(X) ∈ [0, 1[, on en déduit :
∣

∣

∣

∣

Gr(X + H(r)) − Gr(X)

H(r)
− g′(rX)

∣

∣

∣

∣

≤ 1

H(r)
+

M2(g)rH(r)

2
.

Soit ϕ : R → R définie par ϕ(x) =
√

1 + x2. Comme ϕ est 1-lipschitzienne on a :

|ϕ(
ωX,r,H(r)(H(r))

H(r)
) − ϕ(g′(rX))| ≤ 1

H(r)
+

M2(g)rH(r)

2
.

Donc, d’après la condition 3 on a :

|p(ωX,r,H(r))

H(r)
− ϕ(g′(rX))| ≤ K(H(r)) +

1

H(r)
+

M2(g)rH(r)

2
.

Soit Lexact(g) la longueur de la courbe C. On a :

Lexact(g) − L(H, p, g, r) =

∫ b

a

ϕ(g′(t))dt − r

⌊Br−Ar
H(r)

⌋−1
∑

k=0

p(ωg
Ar+kH(r),r,H(r)).

Pour t ∈ [rX, rX + rH(r)] on a :

|ϕ(g′(t)) − p(ωX,r,H(r))

H(r)
| ≤ |ϕ(g′(t)) − ϕ(g′(rX))| + |p(ωX,r,H(r))

H(r)
− ϕ(g′(rX))|

≤ M2(g)rH(r) + K(H(r)) +
1

H(r)
+

M2(g)rH(r)

2

= K(H(r)) +
1

H(r)
+

3

2
M2(g)rH(r)
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En intégrant sur chaque intervalle [rX, rX + rH(r)] et en sommant pour tout X = Ar +
kH(r) avec k ∈ J0, ⌊Br−Ar

H(r)
⌋ − 1K, on obtient :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ r(Ar+⌊Br−Ar
H(r)

⌋)

rAr

ϕ(g′(t))dt − rH(r)

⌊Br−Hr−Ar
H(r)

⌋
∑

k=0

p(ωAr+kH(r),r,H(r))

H(r)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ rH(r)⌊Br − Ar

H(r)
⌋
(

K(H(r)) +
1

H(r)
+

3

2
M2(g)rH(r)

)

≤ rH(r)
b − a

rH(r)

(

K(H(r)) +
1

H(r)
+

3

2
M2(g)rH(r)

)

= (b − a)

(

K(H(r)) +
1

H(r)
+

3

2
M2(g)rH(r)

)

On a : a ≤ rAr < a + r et b − rH(r) < r(Ar + ⌊Br−Ar

H(r)
⌋) ≤ b, donc :

∣

∣

∣

∣

∫ b

a
ϕ(g′(t))dt − L(H, p, g, r)

∣

∣

∣

∣

≤ (r(H(r) + 1)ϕ(M1(g)) + (b − a)

(

K(H(r)) +
1

H(r)
+

3

2
M2(g)rH(r)

)

≤ (b − a)

(

K(H(r)) +
1

H(r)
+

(

3

2
M2(g) +

ϕ(M1(g))

b − a

)

rH(r) + rϕ(M1(g))

)

(5.1)

Or les conditions 1, 2 et 3 entrâınent que le membre droit de cette inégalité tend vers 0
quand r tend vers 0, donc on a bien L(H, p, g, r) −−→

r→0
Lexact(g).

De plus, si K(m) = A
m

où A est une constante et H(r) = Θ(r−
1
2 ), alors la même formule

montre que L(H, p, g, r)− Lexact(g) = O(r
1
2 ). 2

Remarque 3 Supposons que K(m) = A
m

. La borne supérieure de l’erreur d’estimation
donnée par la formule (5.1) est minimale pour

H(r) =

√

A + 1
3
2
M2(g) + ϕ(M1(g))

b−a

r−
1
2 .

Lemme 5 Soient m ∈ N∗, ω ∈ Sm et (α, β) ∈ PI(ω) et posons p(ω) = m
√

1 + α2. Alors

|p(ω)

m
− ϕ(

ω(m)

m
)| ≤ 1

m

Démonstration : Si (α, β) ∈ PI(ω), alors ω(m) ≤ αm + β < ω(m) + 1. On en déduit que

α +
β − 1

m
<

ω(m)

m
≤ α +

β

m
.
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Comme β ∈ [0, 1[ on en déduit que :
∣

∣

∣
α − ω(m)

m

∣

∣

∣
≤ 1

m
, comme la fonction ϕ est 1-

lipschitzienne on en déduit que |p(ω)
m

− ϕ(ω(m)
m

)| ≤ 1
m

et donc p(ω) vérifie la condition
3 de la proposition 2 avec K(m) = 1

m
. 2

D’après le Lemme 5 ci-dessus, les exemples ci-dessous vérifient les conditions de la Propo-
sition 2.

Exemples :

Soit r > 0
• H(r) = ⌊r− 1

2 ⌋, ∀m ∈ N∗, ∀ω ∈ Pm, p(ω) = d2((0, ω(0)), (m, ω(m)) =
√

m2 + ω(m)2

et par conséquent, la Condition 3 de la Proposition 2 est vérifiée en prenant K(m) = 0
pour tout m.

• H(r) = ⌊r− 1
2 ⌋, ∀m ∈ N∗, ∀ω ∈ Pm, p(ω) = ⌊d2((0, ω(0)), (m, ω(m))⌋ = ⌊

√

m2 + ω(m)2⌋
et par conséquent, la Condition 3 de la Proposition 2 est vérifiée en prenant K(m) =
1
m

pour tout m.

• H(r) = ⌊r− 1
2 ⌋, ∀m ∈ N∗,

– ∀ω ∈ Pm \ Sm, p(ω) = d2((0, ω(0)), (m, ω(m)) =
√

m2 + ω(m)2

– ∀ω ∈ Sm, si (α, β) ∈ PI(ω), alors p(ω) = m
√

1 + α2 (i.e p(ω) est la longueur du
segment de sommets (0, β) et (m, αm + β) ).

Par conséquent, la Condition 3 de la Proposition 2 est vérifiée en prenant K(m) = 1
m

pour tout m.
• H(r) = ⌊r− 1

2 ⌋, ∀m ∈ N∗,
– ∀ω ∈ Pm \ Sm, p(ω) = ⌊d2((0, ω(0)), (m, ω(m))⌋ = ⌊

√

m2 + ω(m)2⌋.
– ∀ω ∈ Sm, si (α, β) ∈ PI(ω), alors p(ω) = ⌊m

√
1 + α2⌋ (i.e p(ω) est la partie entière

de la longueur du segment de sommets (0, β) et (m, αm + β) ).
Par conséquent, la Condition 3 de la Proposition 2 est vérifiée en prenant K(m) = 2

m

pour tout m.

Définition 25 Soient g ∈ C2[a, b] et r > 0. La fréquence dans Cr(g) des motifs de longueur
m qui ne sont pas des segments discrets est définie par :

FNSg
r,m =

card{k ∈ J0, ⌊Br−Ar−m
m

⌋K |ωg
Ar+km,r,m ∈ Pm \ Sm}

⌊Br−Ar−m
m

⌋ + 1
.

Définition 26 Un estimateur semi-local basé sur les segments discrets est un couple (H, p′)
où

– H est une fonction de ]0, +∞[ dans N∗ qui à chaque résolution r associe une longueur
de motif H(r) et

– p′ est une fonction de S dans [0, +∞[ qui à chaque segment discret ω associe un poids
p′(ω).

Définition 27 Soient (H, p′) un estimateur semi-local basé sur les segments discrets, g :
[a, b] 7→ R et r > 0.
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La longueur L′(H, p′, g, r) estimé par (H, p′) à la résolution r de la courbe C(g) est définie
par :

L′(H, p′, g, r) = r
∑

k∈J0,⌊Br−H(r)−Ar
H(r)

⌋K et ωg

Ar+kH(r),r,H(r)
∈S

p′(ωg
Ar+kH(r),r,H(r)).

Remarque 4 L’estimateur L′(H, p′, ., r) est obtenu à partir de l’estimateur L(H, p, ., r)
en négligeant dans L(H, p, ., r) les contributions des motifs qui ne sont pas des segments
discrets.

r = 1
r = 1

2

H(1) = m = 6
H(1

2) = m = 9

Fig. 5.3 – Les motifs rouges ne sont des segments discrets, les motifs bleus sont des
segments discrets

Théorème 5 Soit (H, p′) un estimateur semi-local basé sur les segments discrets et soit
g ∈ C2[a, b] vérifiant les conditions suivantes :

1. rH(r) −−→
r→0

0

2. H(r) −−→
r→0

+∞
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3. Il existe une fonction K : R+ 7→ R+ telle que pour tout ω ∈ S on a :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

p′(ω)

m
−
√

1 +

(

ω(m)

m

)2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ K ′(m)

où m est la longueur de ω et K ′(m) −−−−→
m→+∞

0.

4. FNSg
r,H(r) −−→r→0

0.

Alors,

L′(H, p′, g, r) −−→
r→0

Lexact(g) =

∫ b

a

√

1 + g′(t)2dt.

Démonstration : Considérons une extension p de p′ telle que p : P 7→ R+ et pour tout
ω ∈ P

∣

∣

∣

∣

∣

∣

p(ω)

m
−
√

1 +

(

ω(m)

m

)2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ K(m)

où m est la longueur de ω et K(m) −−−−→
m→+∞

0.

Il suffit, par exemple, de prendre pour tout m et tout ω ∈ Pm \ Sm, p(ω) =
√

m2 + ω(m)2

et K(m) = sup(K ′(m), 1
m

). On a donc bien K(m) −−−−→
m→+∞

0.

Ceci implique que pour tout ω ∈ Pm, p(ω) ≤
√

m2 + ω(m)2 + K(m)m et d’après la Re-
marque 1, si ω = ωg

X,r,m, alors |ωg
X,r,m(m)| ≤ 1 + mM1(g). Donc, si ω = ωg

X,r,m, alors

p(ω) ≤ m

√

1 + (M1(g) +
1

m
)2 + K(m)m.

|L(H, p, g, r) − L′(H, p′, g, r)| = r
∑

k∈J0,⌊Br−Ar
H(r)

−1⌋K et ωg

Ar+kH(r),r,H(r)
∈P\S

p(ωg
Ar+kH(r),r,H(r)).

≤ r(⌊Br − Ar

H(r)
⌋FNS

g
r,H(r)(

√

H(r)2 + (H(r)M1(g) + 1)2 + K(H(r))H(r))

≤ ((b − a)

√

1 + (M1(g) +
1

H(r)
)2 + K(H(r)))FNS

g
r,H(r) −−−→r→0

0

Mais comme L(H, p, g, r) converge vers Lexact(g) quand r tend vers 0 d’après la Proposition
2, alors L′(H, p′, g, r) converge vers Lexact(g) quand r tend vers 0. 2

Remarque 5 Si H(r) = Θ(r−
1
2 ) et K(m) = A

m
où A est une constante, alors

|L′(H, p′, g, r) − Lexact(g)| = O(r
1
2 ) + O(FNSg

r,H(r))
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5.5 Conclusion

Nous avons proposé dans ce chapitre une nouvelle classe d’estimateurs de périmètre : les
estimateurs semi-locaux. Nous avons notamment démontré que les estimations de périmètre
basées sur les estimateurs semi-locaux convergent vers la valeur exacte du périmètre pour
toute courbe de classe C2. Nous avons ensuite introduit une sous-classe de la classe des
estimateurs semi-locaux : les estimateurs semi-locaux basés sur les segments discrets. Nous
avons démontré aussi un résultat de convergence “implicite” concernant cette sous-classe
d’estimateurs.
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Chapitre 6

Fréquence de (m,n)-cubes et

estimateurs locaux d’aire

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’étude des estimateurs locaux en toutes di-
mensions. Nous montrons notamment la non-convergence des estimateurs locaux même
lorsqu’on considère des surfaces simples comme des morceaux d’hyperplans. Ces résultats
ont été démontrés en étudiant les fréquences de certains motifs dans les hyperplans dis-
crets et en utilisant des techniques de la théorie des nombres et de la combinatoire. Nous
montrerons dans ce chapitre les résultats suivants :

• La fréquence d’une motif dans un hyperplan est une fonction continue et affine par
morceaux relativement aux paramètres de l’hyperplan.

• Deux plans discrets dont les paramètres sont dans le même secteur du diagramme de
Farey des plans discrets auront le même ensemble de motifs.

• Le nombre des motifs d’une taille donnée est encadré par deux polynômes en cette
taille.

• Le nombre de fréquences est borné par un polynôme de degré d où d est la dimension
de l’espace du travail.

• Les estimateurs locaux d’aire ne convergent presque jamais (au sens de Lebesgue)
même lorsqu’on considère des surfaces simples comme des morceaux d’hyperplans.

Les résultats présentés dans ce chapitre ont été publiés dans l’article [DTZ09].

6.2 Discrétisation d’une surface

Nous utilisons dans ce chapitre le modèle OBQ pour discrétiser les surfaces. Comme
nous l’avons expliqué dans le chapitre précédant les modèles BBQ et GIQ sont similaires
au modèle OBQ. Considérons la surface S(f) = {(x, y, f(x, y)) | (x, y) ∈ [a, b] × [c, d]} où
f : [a, b] × [c, d] 7→ R
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Définition 28 (Objet Boundary Quantization) : La discrétisation de δr
OBQ(S(f)) de la

surface S(f) par la méthode OBQ à la résolution r est définie par :

δr
OBQ(S(f)) = {r(X, Y, ⌊f(Xr, Y r)

r
⌋) | (X, Y ) ∈ JAr, BrK × JCr, DrK}

où Ar = ⌈a
r
⌉, Br = ⌊ b

r
⌋, Cr = ⌈ c

r
⌉ et Dr = ⌊d

r
⌋.

Exemple : Soit Pα,β,γ le plan d’équation z = αx + βy + γ où 0 ≤ α, β ≤ 1 et γ ∈ R.

δr
OBQ(Pα,β,γ) = Rα,β,γ = {r(X, Y, ⌊αX + βY +

γ

r
⌋) | (X, Y ) ∈ Z2}.

Voir la figure. 6.1 pour une illustration de la discrétisation d’un plan.

Fig. 6.1 – Discrétisation du plan réel z = 2
3
x + 5

7
y.

Soit R = {(x, y, αx + βy + γ) | a ≤ x ≤ b et c ≤ y ≤ d} où α, β ∈ [0, 1] et a, b, c, d ∈ R

un morceau du plan Pα,β,γ. R correspond à un sous-ensemble du plan Pα,β,γ dont la pro-
jection sur le XY -plan est un rectangle dont les côtés sont parallèles aux axes x, y.
Dans ce chapitre, toutes les notions topologiques sont considérés relativement à la topo-
logie usuelle (euclidienne). Si E est un sous-ensemble d’un espace topologique, E dénote
sa fermeture topologique (le plus petit fermé contenant E). Les notions de mesure sont
considérées relativement à la mesure de Lebesgue sur l’espace euclidien, par exemple les
notions “ensemble négligeable” (de mesure nulle) et “presque partout” sont considérés re-
lativement à la mesure de Lebesgue sur l’espace euclidien.
Dans ce chapitre, nous considérons les plans discrets näıfs Pα,β,γ = {(x, y, ⌊αx + βy +
γ⌋) | (x, y) ∈ Z2} avec 0 ≤ α, β ≤ 1 et γ ∈ R. Donc, un plan näıf est fonctionnel relative-
ment aux coordonnées x, y : z = pα,β,γ(x, y) = ⌊αx+βy+γ⌋ pour tout (x, y, z) ∈ Pα,β,γ . Le
vecteur (α, β) (respectivement γ) est appelé le vecteur normal (respectivement la phase)
du plan Pα,β,γ.

Notation : Soient m et n deux entiers positifs. On note Fm,n = J0, m − 1K × J0, n − 1K.

72



Définition 29 Soient m et n deux entiers positifs. Un (m, n)-motif est une fonction w :
Fm,n → Z. m× n est appelé la taille du (m, n)-motif w. L’ensemble des (m, n)-motifs sera
noté dans la suite par Mm,n.

La projection d’un (m, n)-motif dans le plan (OXY ) est donc réduit à un rectangle de
pixels de taille m × n.
Dans la suite, un motif de taille inférieure à m×n correspond à un (m′, n′)-motif où m′ ≤ m,
n′ ≤ n et (m, n) 6= (m′, n′). La notion de (m, n)-cube que nous définissons ci-dessous est
un cas particulier de la notion de (m, n)-motif.

Définition 30 Le (m, n)-cube wi,j(α, β, γ) à la position (i, j) du plan discret Pα,β,γ est le
(m, n)-motif défini par w(i′, j′) = pα,β,γ(i + i′, j + j′) − pα,β,γ(i, j) pour tout (i′, j′) ∈ Fm,n.

Ainsi, un (m, n)-cube est tout simplement un morceau d’un plan discret dont la projection
sur le plan (OXY ) est une translation de l’ensemble Fm,n. Voir la figure 6.2 correspondant
à un (3, 3)-cube dans un plan discret.

m
n

Fig. 6.2 – Un (3, 3)-cube dans un plan discret

Remarque : Pour tout i, j ∈ Z et α, β, γ ∈ R on a :

wi,j(α, β, γ) = w0,0(α, β, αi + βj + γ).

Notations :

Soient α, β ∈ [0, 1] et m, n ∈ N \ {0}. Posons,
– Cα,β

i,j = 1 − 〈αi + βj〉 pour (i, j) ∈ Fm,n
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– La suite (Bα,β
i )0≤i≤mn est définie par : Bα,β

0 = 0 et Bα,β
i = Cα,β

σα,β(i)
pour 1 ≤ i ≤ mn tel

que σα,β est une bijection de J1, mnK dans Fm,n telle que (Bα,β
i )0≤i≤mn est croissante.

Autrement dit, la suite (Bα,β
i )0≤i≤mn est obtenue par un réarrangement par ordre

croissant de la suite (Cα,β
i,j ).

Dans la proposition ci-dessous, nous rappelons quelques résultats connus (voir par exemple
[Gé99]).

Proposition 3 Pour tout α, β, γ ∈ R on a :

1. Le (k, l)-ième point du (m, n)-cube à la position (i, j) du plan discret P(α,β,γ) est donné
par la formule :

ωi,j(α, β, γ)(k, l) =

{

⌊αk + βl⌋ si 〈αi + βj + γ〉 < Cα,β
k,l

⌊αk + βl⌋ + 1 sinon

2. Le (m, n)-cube ωi,j(α, β, γ) ne dépend que de l’intervalle [Bα,β
h , Bα,β

h+1[ contenant 〈αi+
βj + γ〉.

3. Pour tout h ∈ J1, mn − 1K, si [Bα,β
h , Bα,β

h+1[ n’est pas vide (Bα,β
h < Bα,β

h+1), alors il

existe (i, j) tel que 〈αi + βj + γ〉 ∈ [Bα,β
h , Bα,β

h+1[ et donc le nombre de (m, n)-cubes

dans le plan discret Pα,β,γ est égal au card({Cα,β
k,l | (k, l) ∈ Fm,n}). Nous avons, en

particulier, card({Cα,β
k,l | (k, l) ∈ Fm,n}) ≤ mn.

Ainsi, la Proposition 3(3) montre que le nombre des (m, n)-cubes appartenant à un plan
discret donné est au maximum m × n.

Nous pouvons également déduire de la Proposition 3, que ω0,0(α, β, γ) = ω0,0(α, β, 〈γ〉)
et donc ωi,j(α, β, γ) = ω0,0(α, β, 〈αi + βj + γ〉) pour tout α, β, γ ∈ R et (i, j) ∈ Z2.

D’après la Proposition 3, l’ensemble des (m, n)-cubes du plan discret Pα,β,γ ne dépend
que de α, β et il sera noté dans la suite par Cm,n,α,β.

Dans la suite, Um,n représentera l’ensemble de tous les (m, n)-cubes. Donc,

Um,n =
⋃

(α,β)∈[0,1]2

Cm,n,α,β.

Définition 31 la pré-image PI(ω) d’un (m, n)-cube est l’ensemble des triples (α, β, γ) ∈
[0, 1]3 telles que ω est le (m, n)-cube de Pα,β,γ à la position (0, 0).

Remarque : L’ensemble PI(ω) est un polygone convexe, parce qu’il est l’intersection de
demi-espaces {(α, β, γ) | ω(k, l) ≤ kα + lβ + γ} et {(α, β, γ) | kα + lβ + γ < ω(k, l) + 1}
pour (k, l) ∈ Fm,n. De plus, L’ensemble des γ′ ∈ [0, 1] tel que (α, β, γ′) ∈ PI(ωi,j(α, β, γ))

est exactement l’intervalle [Bα,β
h , Bα,β

h+1[ contenant 〈αi + βj + γ〉.

La dernière remarque entrâınera la définition 32 dans la section suivante.
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6.3 Fréquence de (m, n)-cubes

Dans cette section, nous définissons deux notions de fréquence d’un (m, n)-cube. Nous
montrons qu’elles sont équivalentes et nous prouvons que la fréquence d’un (m, n)-cube
dans un plan P(α,β,γ) est une fonction continue et affine par morceaux relativement à la
pente (α, β) du plan P(α,β,γ).

Définition 32 La γ-fréquence d’un (m, n)-cube ω pour la pente (α, β) (noté freqα,β(ω))
est la longueur de l’intervalle Iα,β(ω) = {γ ∈ [0, 1] | (α, β, γ) ∈ PIω)}. Par conséquent, la
fonction Tp : PI(ω) 7→ R telle que Tp(α, β) = freqα,β(ω) est la projection orthographique
de PI(ω) relativement à la troisième coordonnée.

Définition 33 Si ω est un (m, n)-cube, alors la fréquence avec chevauchement de ω dans
le plan discret P(α,β,γ) est définie par

lim
N→+∞

card({(i, j) ∈ J−N, NK2 |ωi,j(α, β, γ) = ω})
(2N + 1)2

si cette limite existe. Elle est noté par overfreqα,β,γ(ω).

Donc, overfreqα,β,γ(ω) = lim
N→+∞

card({(i, j) ∈ J−N, NK2 | 〈αi + βj + γ〉 ∈ Iα,β(ω)})
(2N + 1)2

Nous avons alors les propriétés suivantes :

Proposition 4 Pour tout α, β ∈ [0, 1] et γ ∈ R on a :

1. ω ∈ Cm,n,α,β si et seulement si freqα,β(ω) > 0.

2. overfreqα,β,γ(ω) = freqα,β(ω)

La proposition 4(2) est similaire à celle de la propriété énoncée dans [BL00, section 5.2] qui
porte sur la classe des plans discrets standards alors que la proposition 4(2) est consacré
aux plans näıfs. De plus, le Théorème 28 de [BFJP07] généralise la Proposition 4(2) à
une classe de plans discrets plus générale contenant les classes des plans discrets näıfs et
standards.

La preuve de la Proposition 4(2) dans le cas irrationnel utilise un cas particulier du
Théorème 9 (dans l’annexe B) qui sera nécessaire pour prouver nos résultats de la section
6.5 concernant les estimateurs locaux.

Maintenant, nous allons étudier la fonction (α, β) 7→ freqα,β(ω) donnant la fréquence
du (m, n)-cube ω en fonction de la pente (α, β) du plan.
Pour cela, nous donnons la définition et les propriétés des fonctions affines par morceaux.

Définition 34 Une fonction f : R2 → R est appelée une fonction affine par morceaux s’il
existe une collection finie (Ki)i∈I de sous-ensembles convexes ouverts de R2 et des fonctions
affines fi : R2 → R pour i ∈ I, telles que :

– Ki ∩ Ki′ = ∅ pour tout i, i′ ∈ I et i 6= i′,
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–
⋃

i∈I Ki = R2 et
– la restriction de f à Ki est égale à fi pour tout i ∈ I (i.e. pour tout i ∈ I, f(x) = fi(x)

pour tout x ∈ Ki).

Proposition 5 Soit f, g : R2 → R deux fonctions affines par morceaux. Alors −f , f + g,
f − g, max(f, g) et min(f, g) sont également des fonctions affines par morceaux.

Preuve :

Soient (Ki)i∈I et (fi)i∈I (respectivement (K ′
j)j∈J et (gj)j∈J) des collections d’ensembles

convexes ouverts et de fonctions affines correspondant à f (respectivement g).
Alors, (Ki)i∈I et (−fi)i∈I (respectivement (Ki∩K ′

j)(i,j)∈I×J et (fi +gj)(i,j)∈I×J) correspond
à −f (respectivement à f + g). Alors −f et f + g sont donc des fonctions affines par
morceaux et par conséquent, f − g est aussi une fonction affine par morceaux.
Soient (i, j) ∈ I×J et H1

i,j = {x ∈ R2 | fi(x) > gj(x) }∩Ki∩K ′
j et H2

i,j = {x ∈ R2 | fi(x) <
gj(x) }∩Ki ∩K ′

j . Donc les collections (Hk
i,j)(k,i,j)∈{1,2}×I×J et (hk

i,j)(k,i,j)∈{1,2}×I×J telles que
pour tout (i, j) ∈ I × J, h1

i,j(x) = fi(x) pour tout x ∈ H1
i,j et h2

i,j(x) = gi(x) pour
tous x ∈ H2

i,j correspondent à la fonction max(f, g) qui est donc une fonction affine par
morceaux. Comme min(f, g) = −max(−f,−g), alors min(f, g) est aussi une fonction affine
par morceaux. �

Théorème 6 Pour tout (m, n)-cube ω, la fonction (α, β) 7→ freqα,β(ω) est une fonction
continue et est affine par morceaux.

Preuve :

Rappelons que ω est une fonction de Fm,n dans Z. On a PI(ω) = {(α, β, γ) ∈ R3 | ω(k, l) ≤
αk + βl + γ < ω(k, l) + 1 pour tout (k, l) ∈ Fm,n}.
Alors, Iα,β(ω) = [max(k,l)∈Fm,n(ω(k, l) − αk − βl), min(k,l)∈Fm,n(ω(k, l) + 1 − αk − βl)[.
Donc, freqα,β(ω) = max(0, min(k,l)∈Fm,n

(ω(k, l) + 1 − αk − βl) − max(k,l)∈Fm,n
(ω(k, l) −

αk − βl)). Les Fonctions affines, max et min sont des fonctions continues. Alors, (α, β) 7→
freqα,β(ω) est un fonction continue et est affine par morceaux, car elle est la composition
de fonctions continues et par la Propriété 5 elle est également une fonction affine par
morceaux. �

Nous allons maintenant préciser les domaines où la fonction (α, β) 7→ freqα,β(ω) est affine.
Soit Du,v,w la droite réelle {(α, β) ∈ R2 |αu + βv + w = 0} et

Em,n =
⋃

(u,v,w)∈J−m+1,m−1K×J−n+1,n−1K×Z

Du,v,w ∩ [0, 1]2.

Em,n n’utilise effectivement que les droites Du,v,w telle que Du,v,w ∩ [0, 1]2 6= ∅ et nous
devons donc considérer que les droites Du,v,w telle que |w| ≤ |u| + |v| et par conséquent
Em,n n’utilise effectivement qu’un nombre fini de droites.
Em,n est appelée le diagramme de Farey dans [Joe99]. Nous utiliserons dans la suite le
terme “diagramme de Farey des plans discrets” pour désigner ces diagrammes pour les
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distingués des diagrammes de Farey des segments discrets que nous avons introduit dans
le Chapitre 3.
Le figure Fig. 6.3 représente le diagramme de Farey pour (m, n) = (4, 3).

1

0
10

β

α

Fig. 6.3 – Diagramme de Farey des plans discrets pour (m, n) = (4, 3)

Théorème 7 La fonction (α, β) 7→ freqα,β(ω) est affine sur les composantes connexes de
[0, 1]2 \ Em,n pour tout ω ∈ Um,n.
Pour tout (α, β), (α′, β ′) ∈ [0, 1]2 \ Em,n : Cm,n,α,β = Cm,n,α′,β′ si et seulement si (α, β) et
(α′, β ′) sont dans la même composante connexe de [0, 1]2 \ Em,n.

La preuve du Théorème 7 est donnée dans l’ Annexe B 8.2.3.

6.4 Propriétés combinatoires des (m, n)-cubes

Dans cette section, nous utilisons la fréquence de (m, n)-cubes pour déduire des pro-
priétés combinatoires des (m, n)-cubes.

6.4.1 Propriétés des ensembles de (m, n)-cubes

Dans ce paragraphe nous allons voir les conséquences du Théorème 7 sur le compor-
tement de l’ensemble Cm,n,α,β (contenant tous les (m, n)-cubes d’un plan de pente (α, β))
quand la pente (α, β) change .
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En particulier, ceci permet de calculer Cm,n,α,β à partir des sommets du triangle du dia-
gramme de Farey des plans discrets contenant le point (α, β). Cette propriété nous per-
mettra de donner une borne supérieure pour le nombre de tous les (m, n)-cubes.

Proposition 6 Soient (α1, β1), (α2, β2), (α3, β3) des points de [0, 1]2 et T l’enveloppe convexe
de ces trois points (un triangle). Soit (α0, β0) ∈ T et λ1, λ2, λ3 ≥ 0 tels que (α0, β0) =
∑3

i=1 λi(αi, βi) et
∑3

i=1 λi = 1 ( λ1, λ2, λ3 sont des coordonnées barycentriques de (α0, β0)
relativement à (α1, β1) et (α2, β2), (α3, β3)). Supposons que la fonction (α, β) 7→ freqα,β(w)
est affine sur T pour tout (m, n)-cube ω. Alors,

Cm,n,α0,β0 =
⋃

1≤i≤3 and λi 6=0

Cm,n,αi,βi

Preuve :

D’après la définition de (α, β) 7→ freqα,β(ω) sur T , on a :

freqα0,β0
(ω) =

3
∑

i=1

λifreqαi,βi
(ω)

Si ω /∈ Cm,n,α0,β0, alors d’après la proposition 4, freqα0,β0
(ω) = 0 et pour tout i, freqαi,βi

(ω) =
0 ou λi = 0 parce que λ1, λ2, λ3 ≥ 0, ce qui implique que pour tout i, si λi 6= 0 alors
ω /∈ Cm,n,αi,βi

. Inversement, comme λ1, λ2, λ3 ≥ 0 et
∑3

i=1 λi = 1, si ω ∈ Cm,n,α0,β0, alors
d’après la proposition 4, freqα0,β0

(ω) > 0 et donc, il existe un i ∈ {1, 2, 3} tel que λi 6= 0 et
freqαi,βi

(ω) > 0 �

Corollaire 4 Soit O une composante connexe de [0, 1]2 \ Em,n. Alors O est un polygone
convexe et si p1, p2, p3 sont des sommets distincts du polygone O, alors

1. pour tout point p ∈ O, Cm,n,p = Cm,n,p1 ∪ Cm,n,p2 ∪ Cm,n,p3 et

2. pour tout point p ∈]p1, p2[ on a :

Cm,n,p = Cm,n,p1 ∪ Cm,n,p2.

Preuve

La fonction (α, β) 7→ Cm,n,α,β est une fonction constante sur O. D’après le Théorème 7,
pour tout ω ∈ Um,n, la fonction (α, β) 7→ freqα,β(ω) est affine sur O et nous concluons en
utilisant la Proposition 6. �

Corollaire 5 Le nombre de (m, n)-cubes est O((m + n)2m3n3).

Preuve

Toute ligne d’équation ux+ vy +w = 0 avec |w| > |u|+ |v| n’ intersecte pas le carré [0, 1]2,
alors Em,n est composée au maximum de (2m+1)(2n+1)(2(m+n+1)+1) = f(m, n) lignes.
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D’après le Corollaire 4, tous les (m, n)-cubes apparaissent dans les sommets des compo-
santes connexes de [0, 1]2 ∩Em,n. Chaque sommet est l’intersection de deux lignes de Em,n,
donc il y a au maximum 1

2
f(m, n)2 sommets. Chaque sommet correspond au maximum à

mn (m, n)-cubes, donc au total il y a au maximum 1
2
((2m+1)(2n+1)(2(m+n+1)+1))2mn

(m, n)-cubes, �

Le Corollaire 5 donne une borne supérieure pour le nombre de (m, n)-cubes. Dans le
Corollaire 6, nous allons donner une borne inférieure de ce nombre.

Définition 35 Soit m ∈ N∗.

1. Soient α, γ ∈ [0, 1]. L’ensemble S(m, α, γ) = {(x, ⌊αx + γ⌋) | x ∈ J0, m − 1K} est
appelé un segment discret de taille m.

2. Sm = {S(m, α, γ) |α, γ ∈ [0, 1]} est l’ensemble de tous les segment discrets de taille
m.

Proposition 7 [BL88, Mig91, Taj08]

1. card(Sm) = 1 +
∑m

i=1(m − i + 1)ϕ(i) où ϕ est la fonction totient d’Euler (ϕ(i) =
card({j | 1 ≤ j < i et i et j sont premières})).

2. card(Sm) = m3

π2 + O(m2 log(m)).

Proposition 8 Soient m, n ∈ N∗ et α, β, γ1, γ2 ∈ [0, 1] et considérons les deux segments
discrets S(m, α, γ1), S(n, β, γ2). Alors, il existe ω ∈ Um,n telle que S(m, α, γ1) = {(i, ω(i, 0)) | i ∈
J0, m − 1K} et S(m, β, γ2) = {(j, ω(0, j)) | j ∈ J0, m − 1K}.

Preuve

D’après [Gé99, Mig91], il existe i, j ∈ Z telle que S(m, α, γ1) = {(x − i, ⌊αx⌋ − ⌊αi⌋) | x ∈
Ji, m+i−1K} et S(n, β, γ2) = {(x−j, ⌊βy⌋−⌊βj⌋) | y ∈ Jj, n+j−1K}. Donc ω = ωi,j(α, β, 0)
vérifie les conditions de la propriété. �

Corollaire 6 card(Um,n) ≥ card(Sm)card(Sn) et donc card(Um,n) ≥ 1
π4 m

3n3+O(m2n2 log(m) log(n)).

Preuve

D’après la Propriété 8, on a card(Um,n) ≥ card(Sm)card(Sn) et la deuxième assertion est
une conséquence de la Propriété 7. �

Les Corollaires 5 et 6 impliquent qu’il existe deux constantes k1, k2 telles que k1m
3n3 <

card(Um,n) < k2(m + n)2m3n3.
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6.4.2 Généralisation du Théorème des Trois Intervalles pour les

plans

Dans ce paragraphe nous allons étudier la fréquence des (m, n)-cubes apparaissant dans
un plan discret. Nous rappelons que pour les droites discrètes, les valeurs des fréquences
des segments discrets de taille m constituent un ensemble dont le cardinal ne dépasse pas
trois (c’est une conséquence du Théorème des Trois Intervalles, voir [Ber96, Taj08]).
La proposition suivante est une généralisation du Théorème des Trois Intervalles pour les
plans discrets.

Proposition 9 Pour tout m, n et tout α, β ∈ [0, 1], le nombre de fréquences de (m, n)-
cubes du plan discret Pα,β,0 vérifie :

card({freqα,β(ω) | ω ∈ Cm,n,α,β}) ≤ min(m, n) + 3.

Les Propositions 3 et 4 montrent que les valeurs des fréquences sont les différences entre
deux nombres consécutifs dans l’ensemble {〈αi + βj〉 | 0 ≤ i < m, 0 ≤ j < n} ∪ {1}. Mais
il est démontré dans [FJ93] que ce nombre de différences ne dépasse pas min(m, n) + 3. �
Signalons que la Proposition 9 est similaire à la proposition 3 du papier [BL00] qui concerne
les plans discrets standards alors que nous nous considérons les plans discrets näıfs.

La proposition suivante montre que la borne supérieure donnée par la Proposition 9
est presque optimale :

Proposition 10 Pour tout m, n, il existe α, β tels que le nombre de fréquences de (m, n)-
cubes du plan discret Pα,β,0 vérifie :

card({freqα,β(w) | w ∈ Cm,n,α,β}) ≥ min(m, n) + 1 si m = n,

card({freqα,β(w) | w ∈ Cm,n,α,β}) ≥ min(m, n) + 2 si non.

La preuve de la Proposition 10 est donnée dans l’Annexe B 8.2.4.

Remarque Dans le cas m = n + 1, m ≥ 3, d’après le résultat de [FJ93, Section 3], nous
pouvons demontrer qu’il existe α, β tels que le nombre de fréquences est n + 3.

6.5 Estimateurs locaux d’aire

Une surface discrète est la discrétisation d’une surface de R3. Nous étudions dans cette
section les estimateurs locaux d’aire pour les surfaces discrètes dans l’espace discret rZ3

de résolution r.
L’estimateur local d’aire est obtenu en associant un poids P (ω) à chaque motif ω ∈
M(m, n) de taille m×n où M(m, n) est l’ensemble de tous les motifs de taille m×n, alors
toute surface discrète Sr, peut être obtenue par concaténation d’éléments de M(m, n) avec
peut-être en plus des motifs εi, ε′j de tailles inférieurs à m×n. Autrement dit, Sr peut être
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considéré comme un mot bi-dimensionnelle sur l’alphabet des motifs de taille inférieur ou
égal à m × n. Si

Sr =

ω1,1 ω2,1 · · · ωM,1 ε1

ω1,2 ω2,2 · · · ωM,2 ε2
...

... · · · ...
...

ω1,N ω2,N · · · ωM,N εN

ε′1 ε′2 · · · ε′M ε′M+1

où ωi,j ∈ M(m, n) pour tout i, j. Alors, on définit l’aire de Sr par Sr,m,n,p(Sr) = r2
∑

i,j p(wi,j)
(i.e. on néglige les contributions des motifs εi et ε′j)

En fait, nous étudions le problème suivant :

Est-ce qu’il existe m, n et p(.) tels que pour toute surface S ∈ R3 l’aire Sr,m,n,p(Sr) converge
vers l’aire de S lorsque r tend vers 0 ? (i.e. Sr est une discrétisation de S).

Dans cette section, nous étudions ce problème pour une classe particulière de surface :
l’ensemble des morceaux rectangulaires de plans. De plus, nous utilisons la discrétisation
OBQ comme opérateur de discrétisation.
Considérons un morceau rectangulaire R = {(x, y, αx + βy + γ) | (x, y) ∈ [a, b] × [c, d]} du
plan z = αx + βy + γ où 0 ≤ α, β ≤ 1 et γ ∈ R ; les autres cas peuvent être déduits par
des symétries.
La discrétisation OBQ de R dans rZ3 est définie par :

Rr = r

{

(

x, y,
⌊

αx + βy +
γ

r

⌋)

| (x, y) ∈
s
⌈a

r

⌉

,

⌊

b

r

⌋{
×

s
⌈c

r

⌉

,

⌊

d

r

⌋{}

Nous fixons deux entiers positifs m, n. Comme il a été expliqué pour les surfaces, le morceau
Rr du plan discret peut être vu comme le mot bi-dimensionnel

ω1,1 ω2,1 · · · wM,1 ε1

ω1,2 ω2,2 · · · wM,2 ε2
...

... · · · ...
...

ω1,N ω2,N · · · ωM,N εN

ε′1 ε′2 · · · ε′M ε′M+1

où M = ⌊ ⌊ b
r
⌋−⌈a

r
⌉+1

m
⌋ et N = ⌊ ⌊ d

r
⌋−⌈ c

r
⌉+1

n
⌋ et pour tout i, j, ωi,j est un motifs de taille m×n

et εi, ε′j sont motifs de tailles inférieures à m × n.

Construisons l’estimateur local de mesure Sr,m,n,p en utilisant une fonction poids p : Um,n →
R. Alors, Sr,m,n,p est défini par :

Sr,m,n,p(Rr) = r2
∑

i,j

p(ωi,j)

= r2
∑

w∈Um,n

n(ω, Rr, r)p(w)
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où n(ω, Rr, r) est le nombre de couples (i, j) ∈ J1, MK × J1, NK tel que ωi,j = ω.

On dit que l’estimateur Sr,m,n,p est multigrille-convergent pour le morceau rectangulaire
R, si l’estimation Sr,m,n,p(Rr) converge vers l’aire de R lorsque la résolution r tends vers
0.

La question principale que nous nous posons est la suivante :
est ce qu’il existe des entiers positifs m, n et une fonction poids p(.) tels que l’estimateur
Sr,m,n,p est multigrille-convergent pour tout les morceaux rectangulaires R des plans ? Nous
allons montrer dans ce qui suit que la réponse à cette question est presque souvent (au
sens de la mesure) non.

En fait, nous allons prouver que, pour presque tous les morceaux rectangulaires R des
plans, l’estimation Sr,m,n,p(Rr) ne converge pas vers l’aire de R lorsque le résolution r tend
vers 0.

Soient a, b, c, d ∈ R tels que a < b et c < d et 0 ≤ α, β ≤ 1. Soit r > 0 la résolution
de l’espace discret rZ3. On a R = {(x, y, αx + βy + γ) | a ≤ x ≤ b and c ≤ y ≤ d}.
Ainsi, la discrétisation OBQ de R dans rZ3 est Rr = r{(x, y, ⌊αx + βy + γ

r
⌋) | (x, y) ∈

J⌈a
r
⌉, ⌊ b

r
⌋K × J⌈ c

r
⌉, ⌊d

r
⌋K}.

Posons Mr = ⌊ ⌊ b
r
⌋−⌈a

r
⌉+1

m
⌋ et Nr = ⌊ ⌊ d

r
⌋−⌈ c

r
⌉+1

n
⌋.

Donc

Rr =

ω1,1 ω2,1 · · · ωMr,1 ε1,r

ω1,2 ω2,2 · · · ωMr,2 ε2,r
...

... · · · ...
...

ω1,Nr ω2,Nr · · · ωMr ,Nr εNr,r

ε′1,r ε′2,r · · · ε′Mr,r ε′Mr+1,r

où ωi,j ∈ Um,n pour (i, j) ∈ J1, NrK × J1, MrK et εi,r, ε′j,r sont de tailles inférieures à m× n
pour i ∈ J1, NrK et j ∈ J1, Mr + 1K.

On considère Sr,m,n,p(Rr) = r2
∑

1≤i≤Nr

∑

1≤j≤Mr
p(wi,j) comme une approximation de

l’aire du morceau de plan R (i.e. on néglige les contributions des εi,r et ε′j,r ).
On note DAm,n,p(R) = limr→0 Sr,m,n,p(Rr).

Dans la suite, nous utilisons les notations suivantes Er = (J⌈a
r
⌉, ⌊ b

r
⌋K×J⌈ c

r
⌉, ⌊d

r
⌋K)∩ ((mZ+

⌈a
r
⌉) × (nZ + ⌈ c

r
⌉)) et Sr = (⌊ b

r
⌋ − ⌈a

r
⌉ + 1)(⌊d

r
⌋ − ⌈ c

r
⌉ + 1).

Théorème 8 Soit O une composante connexe de [0, 1]2 \ Em,n. Alors, il existe u, v, t ∈ R

telle que DAm,n,p(R) = (b − a)(d − c)(uα + vβ + t) pour tout morceau rectangulaire R =
{(x, y, αx + βy + γ) | a ≤ x ≤ b et c ≤ y ≤ d} du plan z = αxβy + γ où α, β ∈ O et α ou
β est irrationnel.
Autrement dit, DAm,n,p(.) est une fonction affine en (α, β) pour (α, β) ∈ (O \ Q2).

La preuve du Théorème 8 est dans l’Annexe B 8.2.5.
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Corollaire 7 L’ensemble des (α, β) ∈ ([0, 1]2 \ Em,n) tel que α ou β est irrationnel et
DAm,n,p(R) = area(R) est négligeable (relativement à la mesure de Lebesgue sur l’espace
euclidien), pour a, b, c, d ∈ R, R = {(x, y, αx + βy + γ) | a ≤ x ≤ b et c ≤ y ≤ d}.

Preuve :

On considère une composante connexe O de [0, 1]2 \ Em,n. D’après le Théorème 8, il
existe u, v, t ∈ R tels que l’estimation locale d’aire d’un morceau de plan R est égale à
DAm,n,p(R) = (b − a)(d − c)(uα + vβ + t) pour α ou β irrationnel. L’aire exacte de R est

aire(R) = (b − a)(d − c)
√

1 + α2 + β2. Nous avons donc :

DAm,n,p(R) = aire(R) ⇐⇒ (uα + vβ + t)2 = 1 + α2 + β2

ce qui est équivalent à (u2 − 1)α2 + (v2 − 1)β2 + 2(uvαβ + utα + vtβ) + t2 − 1 = 0
Alors, la dernière équation correspond à un objet de mesure de Lebesgue supérieure à 0
seulement lorsque u2 − 1 = 0, v2 − 1 = 0, t2 − 1 = 0, uv = 0, ut = 0 et vt = 0 ce
qui est impossible. Ainsi, la dernière équation correspond à une courbe dans R2 (qui est
l’intersection d’une conique et de la région O) et donc, pour (α, β) ∈ O, l’estimation locale
d’aire est égale à l’aire exacte si (α, β) appartient à ensemble contenu dans l’intersection
d’une conique et de la région de O ce qui correspond à un ensemble négligeable (de mesure
de Lebesgue nulle).
Comme l’ensemble [0, 1]2 \ Em,n ne contient qu’un nombre fini de composantes connexes,
l’ensemble de (α, β) ∈ ([0, 1]2 \ (Em,n ∪ Q2)) tel que l’estimation locale d’aire est égale
à l’aire exacte est un ensemble négligeable parce qu’elle est une union finie d’ensembles
négligeables. �

Corollaire 8 Pour tout m, n ∈ N∗ et toute fonction poids p(.) l’ensemble des (α, β) ∈
[0, 1]2 tels que le morceau du plan rectangulaire R = {(x, y, αx + βy + γ) | (x, y) ∈ [a, b] ×
[c, d]} (où γ, a, b, c, d ∈ R) vérifient aire(R) = DAm,n,p(R) est un ensemble négligeable.
Par conséquent, pour tout m, n ∈ N∗ et toute fonction poids p(.) pour tout les morceaux
de plan rectangulaires R où les paramètres α, β ∈ [0, 1], nous avons aire(R) 6= DAm,n,p(R)
presque sûrement.

Preuve

D’après le Corollaire 8, nous avons, pour presque tout les morceaux rectangulaires de
plan R avec des paramètres (α, β) ∈ ([0, 1]2 \ Em,n) area(R) 6= DAm,n,p(R). Comme
Q2 est ensemble infini dénombrable et E(m, n) est un ensemble fini de droites, alors
Em,n ∪ Q2 est un ensemble négligeable. Donc, pour tous les morceaux rectangulaires R
du plan z = αx + βy + γ où α, β ∈ [0, 1], on a aire(R) 6= DAm,n,p(R) presque sûrement. �
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6.6 Dimensions supérieures

Tous les résultats de la section précédente peuvent être étendus à toute dimension finie d
en utilisant les hyperplans z =

∑d−1
i=1 αixi+β, les hyperplans discrets z = ⌊∑d

i=1 αixi+β⌋ et
les (ni)-hypercubes de taille (ni)1≤i≤d−1. En particulier, les fréquences d’un (ni)-hypercube
sont des fonctions continues en des αi et elles sont aussi sur les régions de l’hypercube unité
limitées par les hyperplans

∑

uiαi + v = 0 avec |ui| < ni. De plus, si f((n1, n2, . . . , nd))
est le nombre de (ni)-hypercubes de taille (ni)1≤i≤d−1, alors il existe k1, k2 tels que

k1

d−1
∏

i=1

n3
i ≤ f(n1, n2, . . . , nd) ≤ k2

(

d−1
∑

i=1

ni

)d−1 d−1
∏

i=1

nd
i .

D’après [Nic00],le nombre de fréquences de (ni)-hypercubes est borné par :

d−1
∏

i=1
i6=i1

ni + 3
d−1
∏

i=1
i6=i1,i2

ni + 1

où ni1 ≥ ni2 sont les deux plus grands ni. On peut aussi montrer que les estimateurs locaux
de “ hyper-aire” ne convergent pas pour presque toutes les pentes (αi)1≤i≤d−1.

6.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons montré que les fréquences de (m, n)-cubes de plans discrets
sont données par une fonction continue et affine par morceaux en fonction des pentes de
ces plans. Cela a des conséquences sur la combinatoire des (m, n)-cubes, en particulier
sur le comportement asymptotique du nombre de (m, n)-cubes quand m et n tendent vers
l’infini.

De plus, cela a également des conséquences sur les estimateurs locaux d’aire car cela
permet de prouver rigoureusement que tout estimateur local d’aire n’a jamais la propriété
de multigrille-convergence pour presque toutes les régions planes car ils ne convergent
pas vers l’aire exacte. Ce résultat est une généralisation d’un résultat en dimension deux
démontré dans [TD03].
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Chapitre 7

Conclusion et prespectives

Nous avons étudié dans cette thèse les fréquences de motifs dans les courbes et les
surfaces discrètes dans le but de construire des estimateurs de mesure (périmètre, aire,
etc.). Les objets discrets sont vus simplement comme des ensembles de pixels et de voxel
et notre objectif était d’amorcer l’étude pour la conception de théories de la mesure et
de l’intégration sur les espaces discrets compatibles avec les théories de la mesure et de
l’intégration sur les espaces euclidiens.
Nous avons limité notre étude aux estimateurs locaux ou semi-locaux. Ces estimateurs
consistent à considérer l’objet discret dont on souhaite estimer la mesure comme une
concaténation de motifs de taille fixe, d’associer préalablement un poids à chacun des
motifs et l’estimation de mesure correspond alors à sommer les poids des motifs consti-
tuant l’objet discret en tennant compte de leurs nombres d’occurrences.
La première partie de la thèse a été consacrée à l’étude des estimateurs locaux et semi-
locaux de périmètre. Nous avons obtenu dans cette première partie les résultats suivants :

• Nous avons montré que, pour une classe de paraboles, la discrétisation de la parabole
et la discrétisation de sa tangente cöıncident localement (Lemme de la tangent : le
Lemme 1 et le Théorème 3).

• Nous avons proposé également, pour une classe de paraboles, une formule explicite
pour la limite des fréquences d’une motif dans les discrétisations d’une parabole dans
cette classe lorsque la résolution tend vers zéro (Théorème 2).

• Comme conséquence des deux résultats précédents, nous avons obtenu un résultat
sur la convergence des estimateurs locaux de longueur pour une classe de paraboles.
Ceci nous a permis de montrer que, pour cette classe de courbes, les estimateurs
locaux de périmètre ne convergent presque jamais vers le périmètre exact.

• Nous avons montré aussi que pour certains choix des poids de motifs, les estimateurs
semi-locaux convergent vers le périmètre exact pour toute fonction de classe C2.

• Nous avons montré enfin que pour certains choix des poids de motifs, les estimateurs
semi-locaux basés sur les segments discrets convergent vers le périmètre exacte pour
toute fonction de classe C2 vérifiant une condition qui n’est malheureusement pas
explicite.
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Dans la deuxième partie de la thèse nous avons étudié les estimateurs locaux en toute di-
mension. Comme pour l’estimation locale du périmètre la non-convergence des estimateurs
locaux a été démontrée même lorsqu’on considère des surface simples comme des morceaux
d’hyperplans. Ces résultats ont été démontrés en étudiant les fréquences de certain motifs
dans les hyperplans discrets et en utilisant des technique fines de la théorie des nombres,
et de combinatoire. Les résultats principaux qui ont été démontrés sont les suivants :

• La fréquence d’un motif donné dans un hyperplan y = αx + βy + γ est une fonction
continue et est affine par morceaux relativement aux paramètres α, β du plan.

• Deux plans discrets dont les paramètres sont dans le même secteur du diagramme de
Farey auront le même ensemble de motifs.

• Le nombre des motifs d’une taille donnée est encadré par deux polynômes en cette
taille.

• Le nombre de fréquences est borné par un polynôme de degré d où d est la dimension
de l’espace du travail.

• Les estimateurs locaux d’aire ne convergent presque jamais (au sens de Lebesgue)
même lorsqu’on considère des surfaces simples comme des morceaux d’hyperplans.

7.1 Perspective.

Les résultats que nous avons obtenu dans cette thèse et qui sont présentés dans ce
rapport offrent d’intéressantes perspectives :

– Généralisation des résultats obtenir en dimension un pour des dimension supérieurs
en commençant par l’étude les fréquences des motifs dans un parabolöıde.

– Étendre les résultats sur les fréquences de motifs dans les discrétisations des paraboles
à des courbes plus générales, en particulier aux courbes y = P (x) où P est un
polynôme de degré quelconque.

– Approfondir l’étude des propriétés combinatoires des (m, n)-cubes.

86



Chapitre 8

Annexes

8.1 Annexe A

Notations

– On note la distance entre un nombre réel x et Z par ‖x‖. Alors, ‖x‖ = min(〈x〉, 1 −
〈x〉).

– Si z est un nombre complexe on note son complexe conjugué par z et sa patrie réelle
par Re(z).

– pgcd(p, q) est le plus grand commun diviseur de p et q.

8.1.1 Preuve du Lemme 3

Pour f ∈ L1([0, 1]), on définit :

Sr,k(f) =
1

Nr

Br
∑

X=Ar

f(〈Pr,k(X)〉).

Alors, on a Tr,k(I) = Sr,k(χI) où χI est la fonction caractéristique de l’intervalle I. On note
e(t) = e2πit et ec(t) = e(ct).

sous-lemme 1 Pour tout c ∈ Z∗, on a Sr,k(ec) −−→
r→0
r∈Q

0.

Preuve

|Sr,k(ec)|2 = Sr,k(ec)Sr,k(ec)

=
1

N2
r

∑

Ar≤X,Y ≤Br

ec(Pr,k(X))ec(Pr,k(Y ))

=
1

Nr

+
2

N2
r

Re

(

∑

Ar≤X<Y ≤Br

ec(Pr,k(Y ) − Pr,k(X))

)
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Supposons que Y = X + h, on a alors

Pr,k(Y ) − Pr,k(X) = rα(X + h)2 + 2αk(X + H) − αrX2 − 2αkrX

= Pr,k(h) + 2αrXh

Donc,

|Sr,k(ec)|2 =
1

Nr
+

2

N2
r

Re

(

Br−1
∑

X=Ar

Br−X
∑

h=1

ec(Pr,k(h))ec(2αrXh)

)

=
1

Nr
+

2

N2
r

Re

(

Nr−1
∑

h=1

Br−h
∑

X=Ar

ec(Pr,k(h))ec(2αrXh)

)

=
1

Nr
+

2

N2
r

Re

(

Nr−1
∑

h=1

(

ec(Pr,k(h))

Br−h
∑

X=Ar

ec(2αrXh)

))

sous-sous-lemme 1 Soient β ∈ R \ Z, u, v ∈ Z tels que u ≤ v, alors

∣

∣

∣

∣

∣

v
∑

k=u

e(βk)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ min(v − u + 1,
1

2‖β‖).

Preuve

v
∑

k=u

e(βk) = e(βu)
1 − e(β(v − u + 1))

1 − e(β)

donc
∣

∣

∣

∣

∣

v
∑

k=u

e(βk)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2

|1 − e(β)|

on a |1−e(β)| = |e(β
2
)(e(−β

2
)−e(β

2
))| = 2| sin(πβ)|. Donc sin(πβ) ≥ 2‖β‖ car sin(πx) ≥ 2x

pour x ∈ [0, 1
2
]. Par conséquent,

∣

∣

∣

∣

∣

v
∑

k=u

e(βk)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 1

2‖β‖ .

On a aussi |∑v
k=u e(βk)| ≤ v − u + 1, ce qui termine la preuve du sous-sous-lemme 1. �

Comme Re(x) ≤ |x|, le sous-sous-lemme 1 implique que

|Sr,k(ec)|2 ≤
1

Nr
+

2

N2
r

Nr−1
∑

h=1

min(Nr,
1

2‖2αrch‖) (8.1)
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sous-sous-lemme 2 Soient C0 ≥ 0, u ∈ R \ Q, N, p, q ∈ N tels que q ≤ C0N , |uq − p| ≤
1

C0N
et pgcd(p, q) = 1. Alors,

N−1
∑

h=1

min(N,
1

2‖uh‖) ≤ 4(1 + C0)

(

N2

q
+ N log q

)

.

Preuve
N−1
∑

h=1

min(N,
1

2‖uh‖) ≤
⌊N−1

q
⌋

∑

H=0

qH+q
∑

h=qH+1

min(N,
1

2‖uh‖)

On a
qH+q
∑

h=qH+1

min(N,
1

2‖uh‖) =

q
∑

h=1

min(N,
1

2‖u(qH + h)‖)

‖u(qH + h)‖ = ‖(p + ǫ

q
)(qH + h)‖ oùǫ = uq − p

= ‖pH +
p

q
h + ǫH +

ǫh

q
‖

= ‖p

q
h + ǫH +

ǫh

q
‖

Soient γ = (ǫH) mod
(

1
q

)

et k0 où ǫH = γ + k0

q
. On a : (p

q
h + ǫH) mod 1 = γ + ih

q
où

ih = (ph + k0q) mod q. Puisque pgcd(p, q) = 1, alors {ih | h ∈ J1, qK} = J0, q − 1K.
Si ih < q

2
, alors

‖u(qH + h)‖ = ‖γ +
ih
q

+
ǫh

q
‖

≥ ‖γ +
ih
q
‖ − |ǫ|h

q

= γ +
ih
q
− |ǫ|h

q

≥ ih
q
− |ǫ| car h ≤ q

≥ ih
q
− 1

C0N
. (8.2)

De même, si ih ≥ q
2
, alors

‖u(qH + h)‖ ≥ ‖γ +
ih
q
‖ − |ǫ|h

q

= 1 − (γ +
ih
q

) − |ǫ|h
q

≥ q − 1 − ih
q

− 1

C0N
. (8.3)
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Si nous utilisons le changement de variable h 7→ ih pour ih < q
2
, h 7→ q−1− ih pour ih ≥ q

2
,

l’inégalité min(N, 1
2‖u(qH+h)‖) ≤ N pour ih = 0, 1, q − 2, q − 1 et les inégalités (8.2),(8.3)

pour ih, on déduit que

q
∑

h=1

min(N,
1

2‖u(qH + h)‖) ≤ 4N + 2

⌊ q−1
2

⌋
∑

i=2

1

2
(

i
q
− 1

C0N

) .

On a 1
1−x

≤ 1 + 2x pour x ∈ (0, 1
2
]. Alors pour i ≥ 2, on a :

1
i
q
− 1

C0N

=
q

i

1

1 − q
iC0N

≤ q

i

(

1 + 2
q

iC0N

)

parce que
q

iC0N
∈ (0,

1

2
] si i ≥ 2 et q ≤ C0N

≤ 2
q

i

Donc,
q
∑

h=1

min(N,
1

2‖u(qH + h)‖) ≤ 4N + 2q

⌊ q−1
2

⌋
∑

i=2

1

i
.

On a :

⌊ q−1
2

⌋
∑

i=2

1

i
=

⌊ q−1
2

⌋
∑

i=2

∫ i

i−1

1

i
dt

≤
⌊ q−1

2
⌋

∑

i=2

∫ i

i−1

1

t
dt

=

∫ ⌊ q−1
2

⌋

1

1

t
dt

= log(⌊q − 1

2
⌋)

Donc,

N−1
∑

h=1

min(N,
1

2‖uh‖) ≤
(

⌊N − 1

q
⌋ + 1

)(

4N + 2q log(⌊q − 1

2
⌋)
)

≤
(

N

q
+ 1

)

(4N + 2q log q)

≤
(

N

q
+

C0N

q

)

(4N + 2q log q) parce que q ≤ C0N

≤ 4(1 + C0)(N
2 + N log q)
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Ce qui termine la preuve du sous-sous-lemme 2. �

Dans la suite, nous supposons que r est un nombre rationnel ce qui implique que αr est
nombre irrationnel et par conséquent, d’après le théorème de Dirichlet ([Wik08]), on déduit

qu’il existe deux entiers premiers entre eux qr ≤ 2Nr

αc(b−a)
et pr tels que |2αrcqr−pr| ≤ αc(b−a)

2Nr
.

En utilisant le sous-sous-lemme 2 avec C0 = 2
αc(b−a)

et l’équation (8.1) on obtient

|Sr,k(ec)|2 ≤
1

Nr
+

8(1 + C0)

N2
r

(

N2
r

q
+ Nr log qr

)

≤ 1

Nr
+

8(1 + C0)

qr
+

8(1 + C0) log qr

Nr

Si Nr −−→
r→0

+∞, alors log qr

Nr
≤ log(C0Nr)

Nr
−−→
r→0

0. Il reste alors à démontrer que qr −−→
r→0

+∞.

On a
pr

qr

≥ 2αrc − αc(b − a)

2Nr

On a Nr ≥ ( b
r
− 1) − (a

r
+ 1) − 1 = b−a−r

r
. Si on suppose que r ≤ b−a

2
, alors Nr ≥ b−a

2r
, par

conséquent,
pr

qr
≥ 2αrc − αrc > 0,

Comme pr ≥ 1, on a alors

1

qr
≤ pr

qr
≤ 2αrc +

1

Nrqr
≤ 2αrc +

1

Nr

Donc qr ≥ 1
2αrc+ 1

Nr

−−→
r→0

+∞. Ce qui termine la preuve de sous-lemme 1. �

Pour terminer la preuve du lemme 3 on doit démontrer que Sr,k(χI) −−→
r→0
r∈Q

µ(I) où χI est

la fonction caractéristique de l’intervalle I. On a, Sr,k(e0) = 1 de plus en utilisant le sous-
lemme 1, on a Sr,k(ec) −−→

r→0
r∈Q

0. Par conséquent, l’adaptation du théorème de Weyl à ce cas

permet de conclure la preuve du Lemme 3.

8.1.2 Démonstration du théorème 2

On définit :

Gg
r(ω) =

card{X ∈ JAr, Br − mK | sg′(rX),〈 g(rX)
r

〉
m = ω}

Nr − m
.

D’après le Lemme 1, on a :
F g

r (ω) − Gg
r(ω) −−→

r→0
r∈Q

0. (8.4)

D’après la définition de PI(ω), on a :

Gg
r(ω) =

card{X ∈ JAr, Br − mK | (g′(rX), 〈 g(rX)
r

〉) ∈ PI(ω)}
Nr − m
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Pour E ⊂ R2, on définit

Hr(E) =
card{X ∈ JAr, BrK | (g′(rX), 〈 g(rX)

r
〉) ∈ E}

Nr

On a alors
NrHr(PI(ω))− m

Nr − m
≤ Gg

r(ω) ≤ NrHr(PI(ω))

Nr − m
. (8.5)

Supposons que E = [α1, α2) × I. La fonction g′ est linéaire, elle est donc en particulier
bijective. Soit g′−1 la fonction réciproque de g′. Suppose que α > 0, pour que g′ soit une
fonction strictement croissante.
(g′(rX), 〈 g(rX)

r
〉) ∈ E est équivalent à g′(rX) ∈ [α1, α2) et 〈 g(rX)

r
〉) ∈ I. Par conséquent,

Hr(E) =
card{X ∈ J⌈g′−1(α1)

r
⌉, ⌊g′−1(α2)

r
⌋K | 〈 g(rX)

r
〉 ∈ I}

Nr
.

Si on applique le Lemme 3 pour k = 0 et x ∈ [g′−1(α1) ≤ g′−1(α2)], on a alors

NrHr(E)

⌊g′−1(α2)
r

⌋ − ⌈g′−1(α1)
r

⌉ + 1
−−→
r→0
r∈Q

µ(I)

On en déduit que

Hr([α1, α2) × I) −−→
r→0
r∈Q

g′−1(α2) − g′−1(α1)

b − a
µ(I) (8.6)

Rappelons que

PI(ω) = {(α, β) |α ∈ [αb, αe] et pinfα(ω) ≤ β < psupα(ω)}
où α 7→ pinfα(ω) et α 7→ psupα(ω) sont deux fonctions affines par morceaux et de pentes
dans J−m, 0K
Soient n ∈ N \ {0} et yi = αb + iαe−αb

n
for i ∈ J0, nK.

Dans la suite on approxime, par excès et par défaut, le polygonale PI(ω) par deux réunions
de n rectangles :

n
⋃

i=1

[yi−1, yi) × [pinfyi−1
(ω), psupyi

(ω)) ⊂ PI(ω) ⊂
n
⋃

i=1

[yi−1, yi] × [pinfyi
(ω), psupyi−1

(ω))

Puisque yi − yi−1 ≤ 1
n
, α 7→ pinfα(ω) et α 7→ psupα(ω) sont deux fonctions affines par

morceaux et de pentes dans J−m, 0K, alors pinfyi−1
(ω) ≤ pinfyi

(ω) + m
n

et psupyi−1
(ω) ≤

psupyi
(ω) + m

n
. Donc

n
⋃

i=1

[yi−1, yi) × [pinfyi
(ω) +

m

n
, psupyi

(ω)) ⊂ PI(ω) ⊂

n
⋃

i=1

[yi−1, yi] × [pinfyi
(ω), psupyi

(ω) +
m

n
) (8.7)
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Soient

Fn,r = Hr

(

n
⋃

i=1

[yi−1, yi) × [pinfyi
(ω) +

m

n
, psupyi

(ω))

)

,

F ′
n,r = Hr

(

n
⋃

i=1

[yi−1, yi] × [pinfyi
(ω), psupyi

(ω) +
m

n
)

)

.

Alors, d’après l’équation (8.7) on a :

Fn,r ≤ Hr(PI(ω)) ≤ F ′
n,r.

D’après l’équation (8.6) on obtient alors

Fn,r −−→
r→0
r∈Q

n
∑

i=1

g′−1(yi) − g′−1(yi−1)

b − a

(

FLyi
(ω) − m

n

)

F ′
n,r −−→

r→0
r∈Q

n
∑

i=1

g′−1(yi) − g′−1(yi−1)

b − a

(

FLyi
(ω) +

m

n

)

Soit

F ′′
n =

n
∑

i=1

g′−1(yi) − g′−1(yi−1)

b − a
FLyi

(ω).

(lim
r→0
r∈Q

Fn,r) − F ′′
n = −

n
∑

i=1

g′−1(yi) − g′−1(yi−1)

b − a

m

n

= −
n
∑

i=1

1
2α

(yi − yi−1)

b − a

m

n

= −m(αe − αb)

2α(b − a)

1

n

De même,

(lim
r→0
r∈Q

F ′
n,r) − F ′′

n =
m(αe − αb)

2α(b − a)

1

n
.

Soit zi = g′−1(yi), on a alors

F ′′
n =

n
∑

i=1

(zi − zi−1)
FLg′(zi)(ω)

b − a

En utilisant les sommes de Riemann pour la fonction x 7→ FLg′(x)(ω)

b−a
, [Taj08] [Mun71,

Chap. 5] on obtient :

F ′′
n −−−→

n→∞

1

b − a

∫ b

a

FLg′(x)(ω)dx
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Soit ǫ > 0, il existe N1 tel que pour tout n > N1, on a

∣

∣

∣

∣

F ′′
n − 1

b − a

∫ b

a

FLg′(x)(ω)dx

∣

∣

∣

∣

≤ ǫ

3
.

Il existe N2 tel que pour tout n > N2 on a

m(αe − αb)

2α(b − a)

1

n
<

ǫ

3

Il existe R1 > 0 tel que pour tout rationnel r < R1 on a :

|FN,r − (F ′′
N − m(αe − αb)

2α(b − a)

1

N
)| ≤ ǫ

3
.

Soit N = max(N1, N2) + 1, il existe R2 > 0 tel que pour tout r < R2 on a :

|F ′
N,r − (F ′′

N +
m(αe − αb)

2α(b − a)

1

N
)| ≤ ǫ

3
.

Supposons que r < min(R1, R2).
On a alors

Hr(PI(ω)) ≥ Fn,r

≥ F ′′
N − m(αe − αb)

2α(b − a)

1

N
− ǫ

3

≥ F ′′
N − ǫ

3
− ǫ

3

≥ 1

b − a

∫ b

a

FLg′(x)(ω)dx − ǫ

3
− ǫ

3
− ǫ

3

=
1

b − a

∫ b

a

FLg′(x)(ω)dx − ǫ

De même,

Hr(PI(ω)) ≤ F ′
n,r

≤ 1

b − a

∫ b

a

FLg′(x)(ω)dx + ǫ,

Ainsi

Hr(PI(ω)) −−→
r→0
r∈Q

1

b − a

∫ b

a

FLg′(x)(ω)dx

Par conséquent, (8.4) et (8.5) permettent de conclure la preuve du Théorème 2. �
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8.1.3 Démonstration du théorème 4

Il est facile de montrer que :

l(p, g, r) − (b − a)

m

∑

ω∈Pm

p(ω)F ′g
r(ω) −−→

r→0
0

où

F ′g
r =

card{X ∈ JAr, Br − mK ∩ (Ar + mZ) |ωg
X,r,m = ω}

⌊Br−m−Ar

m
⌋ .

Considérons la courbe définit par g(x) = αx2 pour α /∈ Q. On a démontrer que si α est
irrationnel alors

F ′g
r −−→

r→0
r∈Q

1

b − a

∫ b

a

FLg′(x)(ω)dx.

Donc,

l(p, g, r) −−→
r→0
r∈Q

1

m

∑

ω∈Pm

p(ω)

∫ b

a

FLg′(x)(ω)dx. (4.3)

Soit Fm l’ensemble des nombre de Farey d’ordre m.
On sais que x 7→ FLx(ω) est une fonction affine sur l’intervalle [Fi, Fi+1] ([Taj08]).
Alors pour chaque i, il existe ui, vi tel que FLx(ω) = uix + vi.
Soit kα le plus grand entier tel que 2αa ≤ Fk et lα le plus petit entier tel que Flα ≤ 2αb.
Alors,

∫ b

a

FLg′(x)(ω)dx =

∫

Fkα
2α

a

(ukα−1(2αx) + vkα−1)dx +

lα−1
∑

i=kα

∫

Fi+1
2α

Fi
2α

(ui(2αx) + vi)dx+

∫ b

Flα
2α

(ulα(2αx) + vlα)dx

=
[

ukα−1αx2 + vkα−1x
]

Fkα
2α

a
+

lα−1
∑

i=kα

[

uiαx2 + vix
]

Fi+1
2α

Fi
2α

+
[

ulααx2 + vlαx
]b

Flα
2α

=
Aα,ω

α
+ Bα,ωα + Cα,ω

où

Aα,ω =
1

4

(

ukα−1F
2
kα

+ 2vkα−1Fkα +
lα−1
∑

i=kα

[

uix
2 + 2vix

]Fi+1

Fi
− ulαF 2

lα − 2vlαFlα

)

Bα,ω = ulαb2 − ukα−1a
2

Cα,ω = vlαb − vkα−1a
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Ainsi, les nombres kα et lα sont constants sur les intervalles qui ne contient pas les réelles Fi

2a

et Fi

2b
, on peut donc partitionner l’intervalle [0, 1

2b
] en un nombre fini d’intervalles (Ik)0≤k≤n

tels que les fonctions α 7→ Aα,ω, Bα,ω, Cα,ω sont constantes sur chaqu’un des intervalles Ik.
D’après (4.3), on a :

lim
r→0
r∈Q

l(p, g, r) =
Aα

α
+ Bαα + Cα (8.8)

où

Aα =
1

m

∑

ω∈Pm

p(ω)Aα,ω, Bα =
1

m

∑

ω∈Pm

p(ω)Bα,ω, Cα =
1

m

∑

ω∈Pm

p(ω)Cα,ω

Par conséquent, Lest(α) = limr→0
r∈Q

l(p, g, r) est de la forme A
α

+ Bα + C sur chaqu’un des

intervalles Ik.
Soit Lreal(α) la longueur réelle de la courbe {(x, αx2) | x ∈ [a, b]}. On a :

Lreal(α) =

∫ b

a

√

1 + (2αx)2dx

=

[

x
√

1 + (2αx)2

2
+

arg sinh(2αx)

4α

]b

a

Supposons que Lreal(α) = Lest(α), pour un nombre infini de α. Alors, il existe un intervalle
Ik de la partition précédente de [0, 1

2b
] tel que Lreal(α) = Lest(α) pour α ∈ Ik. Comme

Lest(α) est de la forme A
α

+ Bα + C sur Ik, alors les fonctions α 7→ αLreal(α) et α 7→
α(A

α
+Bα+C) sont holomorphes dans un ouvert de C contenant [0, 1

2b
] et sont égales pour

un nombre infini de valeurs α ∈ Ik ⊂ [0, 1
2b

]. Par conséquent, d’après le Théorème sur les
fonctions holomorphes [Rud66, Cha. 10] on a :

αLreal(α) = A + Bα2 + Cα for all α ∈ [0,
1

2b
]

On a aussi :

∂(αLreal(α)

∂α
= b
√

1 + (2αb)2 − a
√

1 + (2αa)2

= b − a + 2(b3 − a3)α2 + o(α2) quand α → 0

et puisque ∂(A+Bα2+Cα)
∂α

= 2Bα + C, alors 2(b3 − a3) = 0, ce qui est impossible si b > a.
Donc, notre hypothèse Lreal(α) = Lest(α) pour un nombre infini d’irrationnel α est ab-
surde. �

8.2 Annexe B

8.2.1 Généralisation du théorème de Weyl

Les preuves de la Proposition 4 (donnée dans la section 8.2.2) et du Théorème 7 (Donnée
dans la section 8.2.3) utilisent un théorème général (théorème 9) qui généralise le théorème
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de Weyl.
Nous rappelons que le théorème de Weyl énonce que la suite (〈αn〉)n∈N est uniformément
répartie dans l’intervalle [0, 1] lorsque le nombre α est irrationnel.

Cette section est consacrée à la démonstration du théorème 9, cette preuve suit les mêmes
étapes que la preuve donnée dans [MF97, Chapter 1]. Nous donnerons aussi dans cette
section deux corollaires importants qui se déduisent du théorème 9. Dans toute la section
8.2.1, on suppose donner α, β ∈ R tels que α ou β ∈ (R \ Q), a, b, c, d ∈ R tels que a < b,
c < d et p, q ∈ N∗. On suppose que r 7→ γr est une fonction de ]0, +∞[ dans R.
On note Er = (J⌈a

r
⌉, ⌊ b

r
⌋K × J⌈ c

r
⌉, ⌊d

r
⌋K) ∩ ((pZ + ⌈a

r
⌉) × (qZ + ⌈ c

r
⌉)) et Sr = (⌊ b

r
⌋ − ⌈a

r
⌉ +

1)(⌊d
r
⌋ − ⌈ c

r
⌉ + 1).

Soit l’opérateur lr;p,q,a,b,c,d : L1([0, 1]) → R tel que pour tout f ∈ L1([0, 1]),

lr;p,q,a,b,c,d(f) =
1

Sr

∑

(x,y)∈Er

f(〈αx + βy + γr〉).

Lemme 6 Soient h ∈ Z∗ et eh : t 7→ e2πhit. Alors,

lim
r→0

lr;p,q,a,b,c,d(eh) = 0.

Preuve

lr;p,q,a,b,c,d(eh) =
1

Sr

∑

x∈(pZ+⌈a
r
⌉),x∈J⌈a

r
⌉,⌊ b

r
⌋K and

y∈(qZ+⌈ c
r
⌉),y∈J⌈ c

r
⌉,⌊ d

r
⌋K

eh(αx + βy + γr).

=
1

Sr
eh(γr)(

∑

x∈(pZ+⌈a
r
⌉) and

x∈J⌈a
r
⌉,⌊ b

r
⌋K

eh(αx))(
∑

y∈(qZ+⌈ c
r
⌉) and

y∈J⌈ c
r
⌉,⌊ d

r
⌋K

eh(βy)).

Supposons que α ∈ (R \ Q). Alors,

|lr;p,q,a,b,c,d(eh)| ≤ 1
(⌊ b

r
⌋−⌈a

r
⌉+1)(⌊ d

r
⌋−⌈ c

r
⌉+1)

F |1−eh((E+1)hα)|
|1−eh(hα)| où E = ⌊ ⌊ b

r
⌋−⌈a

r
⌉

p
⌋+1 et F = ⌊ ⌊ d

r
⌋−⌈ c

r
⌉

q
⌋+

1

Donc |lr;p,q,a,b,c,d(eh)| ≤ 1
q
(1 + q−1

⌊ d
r
⌋−⌈ c

r
⌉+1

) 1
⌊ b

r
⌋−⌈a

r
⌉+1

2
|1−eh(pα)| .

Ainsi limr→0 lr;p,q,a,b,c,d(eh) = 0 car limr→0
q−1

⌊ d
r
⌋−⌈ c

r
⌉+1

= 0,

limr→0
1

⌊ b
r
⌋−⌈a

r
⌉+1

= 0 et |1 − eh(pα)| 6= 0 parce que α est irrationnelle.

Nous avons le même résultat si β est nombre irrationnel. �

Lemme 7

lim
r→0

lr;p,q,a,b,c,d(e0) =
1

pq
.
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Preuve

lr;p,q,a,b,c,d(e0) = EF
(⌊ b

r
⌋−⌈a

r
⌉+1)(⌊ d

r
⌋−⌈ c

r
⌉+1)

= 1
pq

(1 + p+ε1

⌊ b
r
⌋−⌈a

r
⌉+1

)(1 + q+ε2

⌊ d
r
⌋−⌈ c

r
⌉+1

) où |ε1|, |ε2| ≤ 1 (i.e.voir la démonstration du Lemme 6

pour la définition de E et F ).
Alors, limr→0 lr;p,q,a,b,c,d(e0) = 1

pq
. �

Proposition 11 Soit f est une fonction continue de [0, 1] dans C. Alors,

lim
r→0

lr;p,q,a,b,c,d(f) =
1

pq

∫ 1

0

f(t)dt.

Preuve

Soit PN(t) =
∑N

h=−N aheh(t) un polynôme trigonométrique (i.e. ah ∈ C pour h = −N, ..., N).
D’après les Lemmes 6 et 7 on a :

lim
r→0

lr;p,q,a,b,c,d(PN) =
1

pq

∫ 1

0

PN (t)dt.

D’après le théorème de Weierstrass, l’ensemble des polynômes trigonométriques est dense
dans l’ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans C relativement à la norme uniforme
(||.||∞). Soient f une fonction continue de [0, 1] dans C et ε > 0. Alors, il existe un polynôme
trigonométrique Pn tel que :

||f − PN ||∞ = max
t∈[0,1]

(|PN(t) − f(t)|) <
ε

3
.

Donc, |lr;p,q,a,b,c,d(f) − lr;p,q,a,b,c,d(PN)| < ε
3

et
∫ 1

0
|PN(t) − f(t)|dt ≤ ε

3
. Soit R > 0 tel que

|lr;p,q,a,b,c,d(PN) − 1
pq

∫ 1

0
PN (t)dt| ≤ ε

3
pour tout 0 < r < R. Alors,

|lr;p,q,a,b,c,d(f) − 1

pq

∫ 1

0

f(t)| <

|lr;p,q,a,b,c,d(f)−lr;p,q,a,b,c,d(PN)|+|lr;p,q,a,b,c,d(PN)− 1

pq

∫ 1

0

PN(t)dt|+ 1

pq

∫ 1

0

|PN(t)−f(t)|dt < ε

pour tout 0 < r < R. �

Lemme 8 Soient Mr (r > 0), M des opérateurs linaires positifs et F ⊂ {f : X 7→
R | X 6= ∅} et soit L = {f ∈ F | limr→0 Mr(f) = M(f)} ⊂ F .
Si f ∈ F est tel que pour tout ε > 0, il existe deux fonctions g1, g2 ∈ L telles que g1 ≤ f ≤ g2

et M(g2) −M(g1) < ε, alors f ∈ L.
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Ce lemme est donnée dans [MF97, lemma 1.2], nous redonnons sa preuve ci-dessous :
Preuve

m(g1) = lim inf
r→0

mr(g1) ≤ lim inf
r→0

mr(f)

≤ lim sup
r→0

mr(f) ≤ lim sup
r→0

mr(g2)

= m(g2)

ce qui implique |m(f)− lim infr→0 mr(f)| < ε et |m(f)− lim supr→0 mr(f)| < ε pour tout
ε > 0. Donc f ∈ F . �

Théorème 9 Soit I ⊆ [0, 1] un intervalle. Alors,

lim
r→0

card({(x, y) ∈ Er | 〈αx + βy + γr〉 ∈ I})
Sr

=
1

pq
µ(I).

Preuve

Soit I un intervalle inclus dans [0, 1].
card({(x,y)∈Er | 〈αx+βy+γr〉∈I}

Sr
= 1

Sr

∑

(x,y)∈Er
XI(〈αx + βy + γr〉) = lr;p,q,a,b,c,d(XI)

où XI est la fonction caractéristique de I (i.e. XI(t) = 1 si t ∈ I et 0 si non).

Pour tout ε > 0, il existe deux fonctions continues g1, g2 sur [0, 1] telles que g1 ≤ XI ≤ g2

et 1
pq

∫ 1

0
(g2(t) − g1(t))dt < ε. Donc,

lim
r→0

card({(x, y) ∈ Er | 〈αx + βy + γr〉 ∈ I})
Sr

=
1

pq
µ(I).

�

Corollaire 9 Soit I ⊆ [0, 1] un intervalle. Alors

lim
N→∞

card({(x, y) ∈ J−N, NK2 | 〈αx + βy + γ〉 ∈ I}
(2N + 1)2

= µ(I).

Preuve

Soient N ∈ N∗, α, β ∈ R tels que α ou β ∈ (R \ Q), γ ∈ R (i.e. γr = γ pour tout r ∈ R∗)
et soit I ⊆ [0, 1] un intervalle. Alors,

l 1
N

;1,1,−1,1,−1,1(XI) =
card({(x, y) ∈ J−N, NK2 | 〈αx + βy + γ〉 ∈ I}

(2N + 1)2
.

Donc,

lim
N→∞

card({(x, y) ∈ J−N, NK2 | 〈αx + βy + γ〉 ∈ I}
(2N + 1)2

= µ(I).

�
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Corollaire 10 Soient I ⊆ [0, 1] un intervalle et p, q ∈ N∗. Alors

lim
N→∞

card({(x, y) ∈ J−N, NK2 ∩ (pZ × qZ) | 〈αx + βy + γ〉 ∈ I}
(2N + 1)2

=
1

pq
µ(I).

Preuve

Soient N ∈ N∗, α, β ∈ R tels que α ou β ∈ (R \ Q), γ ∈ R (i.e. γr = γ pour tout r ∈ R∗),
p, q ∈ N∗ et soit I ⊆ [0, 1] un intervalle. Alors,

l 1
N

;p,q,−1,1,−1,1,(XI) =
card({(x, y) ∈ J−N, NK2 ∩ (pZ × qZ) | 〈αx + βy + γ〉 ∈ I}

(2N + 1)2
.

Donc,

lim
N→∞

card({(x, y) ∈ J−N, NK2 ∩ (pZ × qZ) | 〈αx + βy + γ〉 ∈ I}
(2N + 1)2

=
1

pq
µ(I).

�

8.2.2 Proposition 4

Preuve de la Proposition 4

1. Si ω ∈ Cm,n,α,β, alors il existe (i, j) ∈ Z2 et γ ∈ R tel que ω = ωi,j(α, β, γ) =
ω0,0(α, β, 〈αi + βj + γ〉). Par conséquent, 〈αi + βj + γ〉 ∈ Iα,β(ω). Donc freqα,β(ω) =
µ(Iα,β(ω)) > 0 car Iα,β(ω) est un intervalle non vide de la forme [A, A′[.
Inversement, si freqα,β(ω) > 0, alors Iα,β(ω) 6= ∅. Donc, d’après la Proposition 3,
pour tout γ ∈ R, il existe (i, j) ∈ Z2 tel que 〈αi + βj + γ〉 ∈ Iα,β(ω) ce qui implique
que ω ∈ Cm,n,α,β.

2. Montrons maintenant que overfreqα,β,γ(ω) = freqα,β(ω) pour tout α, β ∈ [0, 1] et
γ ∈ R.

(a) Supposons que α et β sont des nombres rationnels et soit γ ∈ R. Alors, α = p1

q1

et β = p2

q2
avec pi et qi sont premiers entre eux.

Soit p = pgcd(p1, p2), p′1 = p1

p
, p′2 = p2

p
, q = pgcd(q1, q2), q′1 = q1

q
, q′2 = q2

q
,

q3 = q1q2

q
et r = pq

q1q2
= p

q3
, k0 = ⌊γq3⌋ et γ′ = γ − ⌊γq3⌋

q3
. Alors, 0 ≤ γ′ < 1

q3
.

Comme les nombres p′1q
′
2 et p′2q

′
1 sont premiers entre eux, alors {p′1q′2x+p′2q

′
1y | (x, y) ∈

Z2} = Z et donc {αx + βy | (x, y) ∈ Z2} = r{p′1q′2x + p′2q
′
1y | (x, y) ∈ Z2} = rZ,

ce qui implique que {〈αx + βy + γ〉 | (x, y) ∈ Z2} = {γ′ + i
q3

| i ∈ J0, q3 − 1K}
parce que p et q3 sont premiers entre eux.
Considérons la fonction f : Z2 → Z/q3Z telle que pour tout (x, y) ∈ Z2, f(x, y) =
p′1q

′
2x + p′2q

′
1y [mod q3]. Alors, f est surjective et pour tout (x, y) ∈ Z2, f(x +

q1, y + q2) = f(x, y). Donc f peut être considérée comme une fonction de
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Z/q1Z × Z/q2Z dans Z/q3Z et dans ce cas on utilise la notation f̂ pour la
distinguer de f .
Donc, f̂ est un morphisme surjectif de groupes et donc pour tous les y ∈ Z/q3Z,

card({x ∈ Z/q1Z × Z/q2Z | f̂(x) = y}) = card(Ker(f̂)) = card(Z/q1Z×Z/q2Z)
card(Z/q3Z)

= q

où Ker(f̂) est le noyau du morphisme de groupes f̂ .
Soient s, t ∈ Z et considérons H(s, t) = Js, s+q1−1K×Jt, t+q2−1K (i.e. H(s, t)
peut être considérée comme une représentation du groupe Z/q1Z × Z/q2Z).
Alors, pour tout s, t ∈ Z et tout y ∈ Z/q3Z, card({x ∈ H(s, t) | f(x) = y}) =
card({x ∈ Z/q1Z × Z/q2Z | f̂(x) = y}) = q.
Soient i ∈ J0, q3−1K et (x0(i), y0(i)) ∈ Z2 tels que 〈αx0(i)+βy0(i)+γ〉 = γ′+ i

q3
.

On définit F (i, γ) = {(x, y) ∈ Z2 | 〈αx+βy+γ〉 = γ′+ i
q3
} et pour tout ensemble

E, On définit F (i, γ, E) = F (i, γ) ∩ E.
Alors, (x, y) ∈ F (i, γ) si et seulement si f((x, y) − (x0(i), y0(i))) = 0 car p et q3

sont premiers entre eux. Donc,

F (i, γ, H(s, t)) = {(x0(i), y0(i)) + (x, y) ∈ Z2 | f(x, y) = 0} ∩ H(s, t)

= {(x, y) ∈ H(s − x0(i), t − y0(i)) | f(x, y) = 0}.

Par conséquent, card(F (i, γ, H(s, t))) = q qui est indépendant de s, t ∈ Z et
i ∈ J0, q3 − 1K.
Soit N ∈ N et EN = J−N, NK2. Alors,
EN = (

⋃

(i,j)∈J0,⌊ 2N+1
q1

⌋−1K×J0,⌊ 2N+1
q2

⌋−1K H(−N + q1i,−N + q2j))
⋃

E ′
N où E ′

N =

J−N + q1(⌊2N+1
q1

⌋ − 1), NK × J−N, NK⋃J−N, NK × J−N + q2(⌊2N+1
q2

⌋ − 1), NK.
Donc EN est partitionnée en ⌊2N+1

q1
⌋⌊2N+1

q2
⌋ rectangles de la forme H(s, t) en

plus de E ′
N .

Donc, card(F (i, γ, EN)) = ⌊2N+1
q1

⌋⌊2N+1
q2

⌋q + card(F (i, γ, E ′
N)).

Alors,

lim
N→+∞

card(F (i, γ, EN))

(2N + 1)2
= lim

N→+∞

⌊2N+1
q1

⌋⌊2N+1
q2

⌋q
(2N + 1)2

+

lim
N→+∞

card(F (i, γ, E ′
N))

(2N + 1)2
=

q

q1q2
=

1

q3

car card(F (i, γ, E ′
N)) < (q1 + q2)(2N + 1).

Par conséquent, pour tout l ∈ J0, q3 − 1K,

lim
N→+∞

card({(i, j) ∈ EN | 〈αi + βj + γ〉 = γ′ + l
q3
})

(2N + 1)2
=

1

q3

.

Posons L = {〈αi+βj〉 | (i, j) ∈ Fm,n} = 1
q3
{l1, l2, ..., lh} où 0 = l1 < l2 < ... < lh.

Alors, Bα,β
0 = 0 et Bα,β

i = 1 − lh−i+1

q3
= q3−lh−i+1

q3
pour i = 1, ..., h.
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Soient k ∈ J0, h − 1K et ω tels que Iα,β(ω) = [Bα,β
k , Bα,β

k+1[. Donc

overfreqα,β,γ(ω) = lim
N→+∞

card({(i, j) ∈ EN | 〈αi + βj + γ〉 ∈ [Bα,β
k , Bα,β

k+1[})
(2N + 1)2

= M
1

q3

où M = card({l|γ′ +
l

q3

∈ [Bα,β
k , Bα,β

k+1[})

= Bα,β
k+1 − Bα,β

k car 0 ≤ γ′ <
1

q3

= freqα,β(ω)

(b) Supposons maintenant que α ou β est un nombre irrationnel. D’après le corol-
laire 9, on a :

overfreqα,β,γ(ω) = lim
N→+∞

card({(i, j) ∈ EN | 〈αi + βj + γ〉 ∈ Iα,β(ω)})
(2N + 1)2

= µ(Iα,β(ω))

Donc, pour tout α, β ∈ [0, 1], overfreqα,β,γ(ω) = freqα,β(ω).

8.2.3 Théorème 7

La démonstration de Théorème 7 est besoin de deux lemmes

Lemme 9 Soient O une composante connexe de [0, 1]2 \ Em,n et (k, l) ∈ Fm,n. Alors, la

fonction (α, β) 7→ ⌊αk + βl⌋ est constante sur O et la fonction (α, β) 7→ Cα,β
k,l est une

fonction affine sur O.

Preuve

Supposons que (α, β) 7→ ⌊αk + βl⌋ n’est pas constante sur O et soient (α, β), (α′, β ′) ∈
O ⊂ [0, 1]2 \ Em,n tels que h = ⌊αk + βl⌋ < h′ = ⌊α′k + β ′l⌋ (h′ ≥ h + 1). Donc
αk + βl − (h + 1) < 0 et α′k + β ′ − (h + 1) > 0 et par conséquent, (α, β), (α′, β ′) ne
sont pas dans la même composante connexe de [0, 1]2 \ Em,n car ils sont séparés par la la
droite Dk,l,−(h+1). Ainsi, pour tout (k, l) ∈ Fm,n et pour toute composante connexe O de
[0, 1]2 \ Em,n, la fonction (α, β) 7→ ⌊αk + βl⌋ est constante dans O.

Comme (α, β) 7→ ⌊αk + βl⌋ est constante dans O et Cα,β
k,l = 1 − 〈αk + βl〉 = −αk − βl +

(1 + ⌊αk + βl⌋), alors la fonction (α, β) 7→ Cα,β
k,l est une fonction affine sur O. �

Lemme 10 Soient O est une composante connexe de [0, 1]2 \ Em,n et (α, β) ∈ O. Alors,

les valeurs Cα,β
k,l pour (k, l) ∈ Fm,n sont distinctes.

Preuve

Soit (α, β) ∈ O ⊂ [0, 1]2 \ Em,n et supposons qu’il existe (k, l), (k′, l′) ∈ Fm,n et (k, l) 6=
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(k′, l′) tel que Cα,β
k,l = Cα,β

k′,l′. Ceci implique que αk + βl − h = αk′ + βl′ − h′ où d’après
le Lemme 9, h = ⌊αk + βl⌋ (respectivement h′ = ⌊αk′ + βl′⌋) est constante sur O. Alors,
(α, β) ∈ Dk−k′,l−l′,h−h′. Ce qui est absurde car comme k − k′ ∈ J−m + 1, m− 1K et l − l′ ∈
J−n+1, n−1K, alors (α, β) ∈ Em,n mais d’après l’hypothèse on a (α, β) ∈ O ⊂ [0, 1]2\Em,n

�

Preuve du théorème 7

Soit O ⊆ [0, 1]2 \ Em,n.
Supposons qu’il existe (α1, β1), (α2, β2) ∈ O et (k1, l1), (k2, l2) deux couples différents de
Fm,n tels que Cα1,β1

k1,l1
< Cα1,β1

k2,l2
et Cα2,β2

k1,l1
> Cα2,β2

k2,l2
. Alors, d’après la continuité des fonctions

(α, β) 7→ Cα,β
k,l et la connexité de O, il existe (α, β) ∈ O tel que Cα,β

k1,l1
= Cα,β

k2,l2
ce qui est

impossible par le Lemme 10. Donc, (α, β) 7→ σα,β est constante sur O.
D’après le Lemme 10, pour tout (α, β) ∈ O on sait que les valeurs Cα,β

k,l pour (k, l) ∈ Fm,n

sont distinctes. Donc, (α, β) 7→ Cm,n,α,β est une fonction constante sur O.
Soient (α0, β0) ∈ O, σ0 = σα0,β0 et C0 = Cm,n,α0,β0.

Donc, pour tout (α, β) ∈ O, on a Bα,β
h = Cα,β

σ0(h) pour tout h ∈ J1, mnK. Par conséquent,

d’après le Lemme 9, (α, β) 7→ Bα,β
h est une fonction affine sur O pour tout h ∈ J1, mnK.

Si ω ∈ C0, alors freqα,β(ω) = Bα,β
h+1 − Bα,β

h pour un certain h ∈ J1, mn − 1K, donc (α, β) 7→
freqα,β(ω) est une fonction affine dans O pour tout ω ∈ C0.
Soient ω ∈ (Um,n \C0) et (α, β) ∈ O. Alors, Iα,β(ω) = ∅ ce qui implique que freqα,β(ω) = 0.
Par conséquent, pour tout ω ∈ Um,n, (α, β) 7→ freqα,β(ω) est une fonction affine sur toute
composante connexe de [0, 1]2 \ Em,n.
D’après le Théorème 6, pour tout ω ∈ Um,n, la fonction (α, β) 7→ freqα,β(ω) est une fonction
continue qui est affines par morceaux. Alors, pour tout ω ∈ Um,n et pour tout composante
connexe O, la fonction (α, β) 7→ freqα,β(ω) est une fonction affine sur O où O est la
fermeture de O.
Il reste maintenant à prouver que si (α, β) et (α′, β ′) ne sont pas dans la même composante
connexe de [0, 1]2 \ Em,n, alors Cm,n,α,β 6= Cm,n,α′,β′ .
Soient (α, β) ∈ [0, 1]2 et (k, l), (k′, l′) ∈ Fm,n, on note :

– PZ(α, β, k, l) = {ω(k, l) | ω ∈ Cm,n,α,β} et
– PZ2(α, β, k, l, k′, l′) = {(ω(k, l), ω(k′, l′)) | ω ∈ Cm,n,α,β}.

PZ(α, β, k, l) (respectivement PZ2(α, β, k, l, k′, l′)) est l’ensemble des restrictions de la
(m, n)-cubes de Cm,n,α,β aux sous-fenêtres {(k, l)} (respectivement {(k, l), (k′, l′)}.
Soient (α, β) et (α′, β ′) deux points distincts dans deux composantes connexes de [0, 1]2 \
Em,n. Alors, il existe une ligne Du,v,w de Em,n tel que uα+vβ+w et uα′+vβ ′+w n’ont pas
le même signe. Supposons par exemple que uα + vβ + w < 0 et uα′ + vβ ′ + w > 0. D’après
la définition de Em,n il existe des (k, l), (k′, l′) ∈ Fm,n tels que u = k′−k et v = l′− l. On a
k′α+ l′β < kα+ lβ−w et k′α′+ l′β ′ > kα′+ lβ ′−w. Soient q1 = ⌊αk+βl⌋, q2 = ⌊αk′+βl′⌋,
q′1 = ⌊α′k + β ′l⌋, q′2 = ⌊α′k′ + β ′l′⌋.
Alors, PZ(α, β, k, l) = {q1} ou {q1, q1 + 1} et PZ(α′, β ′, k, l) = {q′1} ou {q′1, q′1 + 1}. Donc,
si q1 6= q′1 alors PZ(α, β, k, l) 6= PZ(α′, β ′, k, l) et donc Cm,n,α,β 6= Cm,n,α′,β′. De même
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Cm,n,α,β 6= Cm,n,α′,β′ si q2 6= q′2.

On peut donc maintenant supposer que q1 = q′1 et q2 = q′2. On a alors

〈k′α + l′β〉 < 〈kα + lβ〉 + q1 − q2 − w

〈k′α′ + l′β ′〉 > 〈kα′ + lβ ′〉 + q1 − q2 − w

Comme 〈x〉 appartient [0, 1[, alors on a q1 − q2 −w = 0, et par conséquent, Cα,β
k′,l′ > Cα,β

k,l et

Cα′,β′

k′,l′ < Cα′,β′

k,l .
On en déduit que PZ2(α, β, k, l, k′, l′) = {(q1, q2), (q1 +1, q2)} ou {(q1, q2), (q1 +1, q2), (q1 +
1, q2 + 1)} et PZ2(α

′, β ′, k, l, k′, l′) = {(q1, q2), (q1, q2 + 1)} ou {(q1, q2), (q1, q2 + 1), (q1 +
1, q2 + 1)}. Ce qui implique dans ce cas aussi que Cm,n,α,β 6= Cm,n,α′,β′.

8.2.4 Proposition 10

Preuve de la Proposition 10
On peut supposer que m ≥ n. Si m = 1 ou n = 1, la proposition est évidente. Dans la suite,
nous supposons que m ≥ n > 1. Soient α, β tels que α ≤ 1

4m
, β = α+ǫ, avec 0 < ǫ ≤ α

n−1
et

α, β, α
β

/∈ Q. On a alors 〈iα+jβ〉 = iα+jβ pour tous les 0 ≤ i < m, 0 ≤ j < n car α, β ≤ 1
2m

.
Ainsi, d’après les propositions 3 et 4, les valeurs des fréquences sont différentes entre deux
nombres consécutifs de la suite {αi + βj | 0 ≤ i < m, 0 ≤ j < n}. Comme 0 < ǫ ≤ α

n−1
, on

a iα + jβ < i′α + j′β si et seulement si i + j < i′ + j′ ou (i + j = i′ + j′ et j < j′), alors la
suite triée des éléments de l’ensemble {αi + βj | 0 ≤ i < m, 0 ≤ j < n} est l’enchâınement
de m suite : les n premières suites sont : (kα, (k − 1)α + β, (k − 1)α + 2β, . . . , kβ) avec
0 ≤ k < n, et les m−n dernières suites sont : (kα, (k−1)α+β, . . . , (k−n+1)α+(n−1)β)
avec n ≤ k < m. Donc, on peut calculer explicitement l’ensemble Eα,β des différences entre
deux éléments consécutives de la suite globale : Eα,β = {β −α}∪{kα− (k − 1)β | 1 ≤ k <
n}∪{1−(m−1)α−(n−1)β}. Par conséquent, l’ensemble des valeurs des fréquences est Eα,β

si m = n et Eα,β∪{nα−(n−1)β} si m > n. Comme α, β, α
β

/∈ Q, on a card(Eα,β) = n+1. �

8.2.5 Théorème 8

Pour démontrer le théorème 8, on a besoin d’une définition et d’un lemme :

Définition 36 La fréquence de non-chevauchement F α,β,γ,a,b,c,d
r d’un motif ω de taille m×n

dans Rr est définie par :

F α,β,γ,a,b,c,d
r =

card({(x, y) ∈ Er | ωx,y(α, β, γ
r
) = ω})

Sr

Lemme 11 Soient α, β ∈ [0, 1] tels que α ou β est un nombre irrationnel, γ, a, b, c, d ∈ R

et ω ∈ Cm,n,α,β. Alors,

F α,β,γ,a,b,c,d = lim
r→0

F α,β,γ,a,b,c,d
r =

1

mn
freqα,β(ω)
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En particulier, F α,β,γ,a,b,c,d ne dépend pas de γ, a, b, c, et d.

Preuve

F α,β,γ,a,b,c,d = limr→0
card({(x,y)∈Er | ωx,y(α,β, γ

r
)=ω})

Sr

= limr→0
card({(x,y)∈Er | 〈αx+βy+ 1

r
γ〉∈Iα,β(ω)})

Sr

Donc, en prenant p = m, q = n, γr = 1
r
γ et I = Iα,β(ω) dans le Théorème 9, on a alors

F α,β,γ,a,b,c,d = 1
mn

µ(Iα,β(ω)) = 1
mn

freqα,β(ω) car d’après la Proposition 4, overfreqα,β,γ(ω) =
µ(Iα,β(ω)) �

Preuve du Théorème 8

Soit la fonction p : Um,n → R qui associe à chaque motif ω de taille m × n un poids p(ω).
On peut décomposer le morceau rectangulaire Rr du plan discret en (m, n)-cubes de la
façon suivante :

Rr =

ω1,1 ω2,1 · · · ωMr,1 ε1,r

ω1,2 ω2,2 · · · ωMr,2 ε2,r
...

... · · · ...
...

ω1,Nr ω2,Nr · · · ωMr ,Nr εNr,r

ε′1,r ε′2,r · · · ε′Mr,r ε′Mr+1,r

où Mr = ⌊ ⌊ b
r
⌋−⌈a

r
⌉+1

m
⌋ et Nr = ⌊ ⌊ d

r
⌋−⌈ c

r
⌉+1

n
⌋, ωi,j ∈ Um,n pour (i, j) ∈ J1, NrK × J1, MrK et

εi,r, ε′j,r sont de tailles inférieures à m × n pour i ∈ J1, NrK et j ∈ J1, Mr + 1K.
Ainsi, l’aire estimée du morceau rectangulaire Rr du plan discret est :

Sr,m,n,p(Rr) = r2
∑

1≤i≤Mr

∑

1≤j≤Nr

p(ωi,j)

= r2
∑

ω∈Um,n

n(ω, Rr, r)p(ω)

où n(ω, Rr, r) = card({(x, y) ∈ (((mZ+⌈a
r
⌉)×(nZ+⌈ c

r
⌉))∩([⌈a

r
⌉, [⌊ b

r
⌋]×[⌈ c

r
⌉, [⌊d

r
⌋]) | ωx,y(α, β, γ

r
) =

ω}) est le nombre d’occurrences du motif ω dans Rr (i.e. On néglige la contribution des
motifs εi,j de tailles inférieures à (m, n)).
Alors,

DAm,n,p(R) = lim
r→0

r2
∑

ω∈Um,n

n(ω, Rr, r)p(ω)

= lim
r→0

r2Sr

∑

ω∈Um,n

n(ω, Rr, r)

Sr

p(ω)

= (b − a)(d − c)
∑

ω∈Um,n

1

mn
freqα,β(ω)p(ω) (Par le Lemme 11)

Par conséquent, d’après le Théorème 7, (α, β) 7→ DAm,n,p(.) est une fonction affine pour
(α, β) ∈ (O \ Q2). �
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