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Introduction

Une tendance actuelle en robotique est la réduction du poids et de 'encombrement des ro-
bots manipulateurs. Cette réduction est motivée par la volonté de satisfaire plusieurs objectifs,
susceptibles d’améliorer les performances de 'accomplissement des taches assignées pour le ro-
bot ainsi que la qualité de l'interaction avec 'environnement matériel et humain. En particulier,
une conception et une fabrication de la structure a base de matériaux légers, ainsi qu'une utilisa-
tion d’éléments de transmission déformables permet de satisfaire les caractéristiques suivantes :

— Une moindre consommation d’énergie, permise par la réduction des masses distantes par
rapport a la base du robot, qui constitue I'élément qui concentre la plus grande part de
I'inertie. Cette réduction de consommation a une importance critique dans les applications
aérospatiales.

— Une plus grande sécurité de fonctionnement, réalisée par un découplage inertiel entre les
segments et la base du robot. Ce découplage conduit a une réduction des énergies ciné-
tiques mises en jeu lors de collisions accidentelles avec 'environnement.

— Une plus grande modularité des différents éléments constituant le robot. Ce dernier pourra
ainsi étre modifié et adapté suivant la tache a accomplir. De plus, la stérilisation des élé-
ments du robot s’en trouve ainsi facilitée.

L'utilisation de matériaux légers et d’éléments compliants de transmission de mouvement
produit cependant des vibrations dynamiques et des déformations statiques qui peuvent réduire
considérablement la performance souhaitée lors de 'accomplissement des taches si les phéno-
menes de déformation ne sont pas explicitement pris en compte lors de la conception mécanique
et de la synthese de lois de commande. Des lois de commande efficaces nécessitent la disponibi-
lité de capteurs dédiés pour la mesure des déformations et des forces généralisées du robot.

Ce travail de these est consacré a ce dernier point : la synthese de lois de commande per-
formantes et robustes pour I’asservissement des robots manipulateurs flexibles. Nous avons en
particulier considéré le cas difficile des robots a segments flexibles, qui présentent des déforma-
tions distribuées le long de leur structure mécanique. Ces systémes présentent un caractere de
sous-actionnement important qui rend difficile leur controle. De surcroit, des méthodes habituel-
lement utilisées pour l'asservissement opérationnel (i.e. de 'organe terminal) des robots rigides
ne sont pas utilisables en I'état, car elles conduiraient a des instabilités internes du systéme.

Afin de traiter le probleme de suivi de trajectoire pour les robots a segments flexibles, tant
au niveau articulaire qu’au niveau opérationnel, nous avons adopté au cours de cette thése le

cadre de travail de la commande robuste et des systémes linéaires a parametres variants (LPV).
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6 Introduction

Se basant sur une modélisation adéquate sous forme de représentation d’état LPV du systeme, ce
cadre permet la synthese de lois de commande avec des garanties préalables de performance et
de robustesse, d'une maniere relativement simple en comparaison avec les résultats disponibles
dans la littérature scientifique.

Pour cette raison, I'intérét de la communauté scientifique pour I'application des techniques
LPV en robotique est croissant, depuis les travaux pionniers d’Adams [Adams96], qui ont traité
des modéles LPV simplifiés. Des efforts conséquents ont été consacrés a 'obtention de modeles
LPV numériquement traitables de robots manipulateurs. L’approche de modélisation quasi-LPV
de systémes non-linéaires conduisant potentiellement a un grand nombre de parameétres, des
techniques de réduction de la dimension de I'espace paramétrique ont été développées dans
[KwiatkowskiO8]. Des résultats expérimentaux basés sur I'utilisation de ces techniques sont re-
levés dans [Hashemil2]. Cependant, la plupart des contributions référencées se limitent unique-
ment au cas des robots rigides. Nous avons souhaité remédier a cette limitation en traitant les
problemes de modélisation et de commande LPV des robots flexibles, qui présentent des difficul-
tés supplémentaires liées au caractere sous-actionné et potentiellement non co-localisé de leur
commande. Nous avons tenu a obtenir des modeéles LPV les plus précis possibles, en conservant
les termes non-linéaires des modeles obtenus par les lois de la physique.

Ce mémoire de thése est divisé suivant une approche thématique en quatre chapitres.

1. Le premier introduit les systemes étudiés au cous de ce travail. Un accent y est mis sur
la modélisation des éléments déformables, la modélisation dynamique de I’ensemble du
systéme, les problémes de commande qui apparaissent et les méthodes de synthése de
correcteurs proposées dans la littérature scientifique.

2. Dans le second chapitre, nous exposerons des résultats de base sur la modélisation, 'ana-
lyse et la commande robuste des systemes asservis. Un intérét particulier est porté a la
formulation convexe de ces problémes a l'aide de la programmation semi-définie (SDP).
Une présentation de méthodes de relaxations convexes, ainsi que de résultats d’analyse de
systemes non-linéaires a base de contraintes LMI est proposée.

3. Le troisiéme chapitre rassemble une partie des contributions de ce travail de recherche
concernant la modélisation quasi-LPV partant du modele non-linaire du systeme, ainsi que
la synthese de correcteurs LPV basée sur un modeéle LPV du systeme ayant une dépendance
paramétrique rationnelle. Deux méthodes de synthese de correcteurs LPV articulaires avec
garantie de performance en gain £y sont en particulier proposées : I'exploitation d’'une
modélisation équivalente sous forme de systéme LPV descripteur singulier et l'utilisation
de conditions LMI étendues impliquant des variables matricielles structurées.

4. Le quatriéme chapitre traite de I'analyse et de la commande LPV basées sur des relaxa-
tions matricielles polynomiales. I’analyse sur des ensembles paramétriques délimités par
des contraintes polynomiales est rendue possible par ce type de formulation, permettant
de réduire le conservatisme des méthodes polytopiques plus couramment utilisées. Des
résultats originaux et prometteurs sur l'utilisation des relaxations en sommes de carrés
matricielles en robotique sont proposés.



Chapitre 1

Problématique et objectifs

Sommaire
1.1 Robots manipulateurs flexibles : motivation et applications . . . . . 7
1.1.1  Utilisation d’éléments de transmission compliants . . . . . . . . .. ... 7
1.1.2 Utilisation de matériaux légers . . . . . . . .. .. ... ... ... ... 8
1.1.3 Utilisation de segments de grande longueur . . . ... ... ... . ... 8
1.1.4 Instrumentation utilisée : capteurs, actionneurs et commande . . . . . . 11
1.2 Eléments de modélisation des manipulateurs flexibles . .. ... .. 12
1.2.1 Flexibilité d’articulation . . . . . . . ... .. ... oL 12
1.2.2 Flexibilité de segment . . . . . . . . ... ... 14
1.3 Travaux antérieurs sur la commande des manipulateurs flexibles . . 22
1.3.1 Manipulateurs & articulations flexibles . . . . . .. .. ... ... 0L 22
1.3.2 Manipulateurs a segments flexibles . . . . . .. ... ... 0oL 25
1.4 Meéthodologie de travail proposée . . . . . .. ... ... o000 28

1.1 Robots manipulateurs flexibles : motivation et applications

La commande des robots manipulateurs est un vaste domaine de recherche, qui a suscité un
nombre important de travaux depuis plusieurs décennies, tant sur le plan théorique que celui
des applications [CanudasdeWit96]. Dans la plupart des approches proposées, la structure mé-
canique de ces systemes est supposée étre parfaitement rigide. Les lois de commande sont alors
synthétisées suivant cette hypothése. La rigidité de la structure peut étre renforcée en amont
par un choix approprié des matériaux constitutifs, ou en aval par un traitement rigidifiant de la
structure existante. Cependant, ce renforcement rigidifiant n’est pas toujours possible et les dé-
formations statiques et dynamiques demeurent alors importantes. Les robots 1égers utilisés dans
les applications aérospatiales [Hirzinger04] et médicales [Hagn08] présentent typiquement des
phénomenes de flexibilité.

1.1.1 Utilisation d’éléments de transmission compliants

Les éléments de transmission compliants tels que les courroies, les arbres longs, les cables,
les engrenages a onde de déformation (utilisés dans les actionneurs de technologie Harmoinc
Drive) et les engrenages cycloidaux sont utilisés afin de rapprocher I'actionnement de 'ensemble

7



8 Chapitre 1. Problématique et objectifs

du robot le plus possible de la base, ce qui améliore I'efficacité énergétique en raison de la ré-
duction de la masse déportée ainsi réalisée. Les éléments de transmission compliants permettent
également un découplage inertiel entre chaque actionneur et le segment correspondant, rédui-
sant ainsi I’énergie cinétique mise en jeu lors des collisions avec I'environnement.

1.1.2 Utilisation de matériaux légers

Dans les applications robotiques d’assistance au geste chirurgical a titre d’exemple, des ma-
tériaux légers telle que la fibre de carbone peuvent étre utilisés en grande proportion dans la
constitution de la structure du robot, afin d’améliorer la sécurité du praticien et du patient. De
plus, l'utilisation de ces matériaux autorise un rapport charge utile/poids du robot élevé. La ré-
duction des masses mises en jeu permet également une manipulation directe du robot sans avoir
recours a une interface de manipulation entre le chirurgien et le patient (schéma de téléopéra-
tion maitre-esclave). De plus, la structure 1égere du robot permet un moindre encombrement
de I'environnement et une consommation d’énergie réduite. Différentes stratégies visant une
diminution plus importante de I'inertie des robots ont été rapportées dans la littérature scienti-
fique. Dans [Hagn08], il est établi qu'un asservissement de couple des moteurs articulaires des
robots légers concus au DLR (agence spatiale allemande) permet de diviser I'inertie apparente
du moteur par un facteur de 5. L'inertie des segments, quant a elle, est réduite par un choix
approprié des matériaux. La Figure 1.2 représente le robot médical générique MIRO, développé
par le DLR, équipé d’instruments endoscopiques et effectuant une tache de chirurgie cardiaque.

Dans le robot a 8 degrés de liberté Dexter, fabriqué par la société Scienzia Machinale [De Luca08],
les moteurs qui commandent les articulations 3 a 8 sont placés au niveau du deuxieme segment.
La transmission du mouvement vers les articulations suivantes a lieu par I'intermédiaire de
cables en acier et de poulies. Une photographie de ce robot est affichée dans la Figure 1.3.

La Figure 1.4 représente une photographie du prototype de robot médical développé pour le
laboratoire LSIIT de Strasbourg par la société Sinters, actionné a I'aide de moteurs de type DC
brushless et de réducteurs de type Harmonic Drive, qui constituent une source de flexibilité du
systeme.

Les robots 1égers de la série LWR (pour lightweight robot) développés par le DLR associent
les deux sources de flexibilité : bras de structure légére fabriqués en fibre de carbone et éléments
de transmission compliants de type Harmonic Drive. Une vue CAO du robot IWR de la troisiéme
génération est affichée sur la Figure 1.1. Le rapport de la charge utile par rapport aux poids du
robot est excellent : il atteint 7 kg/ 14 kg.

1.1.3 Utilisation de segments de grande longueur

Hormis I'usage de matériaux constitutifs de poids 1éger et d’éléments de transmission com-
pliants, une autre source de flexibilité est le caractére long et fin des segments du robot, qui
seront considérées comme des poutres d’Euler-Bernoulli de rapport longueur/section élevé. Ce
type de conception mécanique est rencontré parmi les robots effectuant des taches de manipula-
tion dans l'espace, tel que le robot Canadarm concu par I'agence spatiale canadienne (CSA) afin
d’assurer la maintenance de la station spatiale internationale. En effet, ce robot est constitué de
trois bras dont le premier (rattaché a la base) a une longueur de 17 m et les deux suivants ont
une longueur de 3.5 m (voir Figure 1.5).
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FIGURE 1.1 — Robot 1éger LWR III concu par le DLR

FIGURE 1.2 — Robot MIRO du DLR effectuant une tache de chirurgie cardiaque
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FIGURE 1.3 — Robot Dexter congu par Scienzia Machinale

FIGURE 1.4 — Robot Sinters du LSIIT utilisé pour la compensation du mouvement cardiaque
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FIGURE 1.5 — Robot spatial Canadarm a longs segments concu par la CSA

1.1.4 Instrumentation utilisée : capteurs, actionneurs et commande

Les robots flexibles nécessitent typiquement un nombre plus important de capteurs que leurs
homologues rigides. Dans le cas des transmissions a 'aide d’éléments compliants, une mesure
de la position angulaire, qui peut étre fournie par un capteur a effet hall (pour des moteurs
synchrones de type DC-brushless) ou par un codeur optique, est effectuée de part et d’autre
de I'élément compliant. Afin de réaliser un asservissement des couples articulaires, une mesure
du couple est effectuée a 'aide de jauges de contraintes. Dans un but de sécuriser I'interaction
du robot avec 'environnement par 'application d’un asservissement d’impédance, des capteurs
de force-couple a 6 degrés de liberté sont montés au niveau de 'organe terminal du robot.
L’asservissement d’impédance consiste typiquement a imposer au transfert entre la force et le
déplacement de I'organe terminal dans le repére cartésien un comportement dynamique du se-
cond ordre avec une inertie, un amortissement et une raideur spécifiée [Albu-Schiffer02]. La
mesure de la déformation distribuée le long de la structure mécanique est plus difficile a réa-
liser, car elle présente un caractere spatial continu. Des capteurs de déformations, tels que des
jauges de contrainte, des accéléromeétres ou des capteurs optiques peuvent étre placés en des
points caractéristiques du segment flexible [De Luca90]. Un point d’intérét parmi les plus im-
portants est 'organe terminal qui porte I'outil du robot. En effet, un des objectifs essentiels des
lois de commande a concevoir est 'atténuation des vibrations transitoires au niveau de ce point,
afin de maintenir de bonnes performances dans 'accomplissement de la tache assignée au robot.

En conclusion, nous tenons a souligner que les flexibilités résultent de la satisfaction de
contraintes de sécurité et d’efficacité énergétique des robots manipulateurs. Cependant, ces phé-
nomeénes de déformation vibratoire nécessitent une modélisation, une instrumentation et une
commande plus complexes que celles utilisées pour leurs homologues rigides. Un bon compro-
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Hm(t) 05 (f)

Raideur Segment

FIGURE 1.6 — Schéma simplifié d’une flexibilité concentrée dans une articulation

mis est donc a trouver dans la satisfaction des deux classes de spécifications.

Les flexibilités localisées et distribuées induisent une déflexion de l'organe terminal, c.a.d.
une différence entre la position réelle de ce dernier et la position théorique rigide obtenue
connaissant la mesure des positions angulaires des articulations et la géométrie du robot. On
peut ainsi dire que le modele géométrique rigide, qui lie la position des moteurs articulaires a la
position cartésienne de 'organe terminal, n’est plus vérifié. Toutefois, un modele géométrique
flexible peut étre défini, moyennant I'introduction de nouvelles coordonnées généralisées.

1.2 Eléments de modélisation des manipulateurs flexibles

1.2.1 Flexibilité d’articulation
1.2.1.1 Modélisation sous forme d’élasticité localisée

La flexibilité d’articulation peut étre modélisée par une raideur linéaire qui représente une
déformation élastique en torsion affectant I'axe du moteur qui actionne l'articulation. Cette mo-
délisation a donné lieu au terme de robot a articulations élastiques utilisé dans la littérature
scientifique [CanudasdeWit96]. Une vue schématique d’une articulation élastique est donnée
dans la Figure 1.6, ot le moteur de position angulaire 6,,(¢) actionne le segment de position
angulaire 04(t) a travers l'articulation qui délivre un couple de raideur égal a :

Ta(t) = ka(Om(t) — 05(t)) (1.1)

ol k, désigne la raideur équivalente de I'articulation. Une grande valeur de k, correspond a une
faible flexibilité (ou a une forte raideur). A titre d’exemple, pour le robot Dexter, les raideurs ar-
ticulaires sont entre 120 et 6300 Nm/rad. Pour le robot IWR III, elles sont entre 6000 et 15000
Nm/rad suivant I'articulation considérée.

Pour chaque moteur, deux coordonnées généralisées 0,,(t) et 05(t), représentant les posi-
tions angulaires de part et d’autre de l'articulation flexible, sont donc utilisées pour décrire le
mouvement. Par conséquent, la modélisation des robots a articulations flexibles nécessite deux
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FIGURE 1.7 — Schéma d’un manipulateur a articulations flexibles a plusieurs segments

fois plus de coordonnées généralisées que celle de leurs homologues rigides. La moitié d’entre
elles ne sont pas actionnées, ce qui peut compliquer le probleme de suivi précis de trajectoires
de référence. Toutefois, le couple moteur et le couple résistant dé a la flexibilité agissent sur
le méme axe de rotation (on dit qu’ils sont physiquement co-localisés), ce qui peut simplifier
le rejet des vibrations transitoires et permettre un meilleur contréle de 'ensemble du robot en
comparaison avec les robots a flexibilité distribuée le long des segments, comme cela a été noté
dans [De Luca08].

1.2.1.2 Modélisation dynamique

Le schéma simplifié d'un manipulateur a articulations flexibles a plusieurs segments est re-
présenté sur la Figure 1.7. Pour 'obtention des équations du mouvement, le formalisme d’Euler-
Lagrange nécessite le calcul préalable des énergies cinétique 7 et potentielle ¢/ du robot, dont
la différence forme le lagrangien du systeme £ = 7 — U. Définissons le nouveau vecteur de
coordonnées généralisées q(t) = [AL (t) 0T ()] qui est constitué des positions angulaires des
moteurs 6,,,(t) et des positions angulaires des segments 6;.(t), i = 1,...,n, ol n est le nombre
de segments du robot.

Energie cinétique du robot
L’énergie cinétique dépend essentiellement des modeles géométrique et cinématique du ro-
bot. Etant donné que les positions angulaires des segments 6, (¢) sont situées au-dela des flexi-

bilités, I’énergie cinétique ne dépend que de ces variables et leurs dérivées temporelles.

L’énergie cinétique est la somme des contributions des segments et des moteurs du robot,
qui sont supposées tourner autour de leur centre de masse :

T=Ts+Tm= %ésT (My(05) + M (05)) 05 = %é{ (M (0)) 05 (1.2)

ol la matrice d’inertie M () est une matrice symétrique définie positive. M;(6;) et M,,(05) sont
les inerties des segments et des moteurs respectivement. Les deux termes 7, et 7,, de la somme
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contiennent des éléments de translation et de rotation.
Energie potentielle du robot
L’énergie potentielle du robot est la contribution des termes gravitationnels et élastiques :

U = Uy(05) + Ue (O, 05) (1.3)

Le terme gravitationnel U/, (fs) dépend de la position du centre de masse du segment qui
peut étre exprimée a I'aide des coordonnées 6,. Le terme élastique fait intervenir les deux type
de coordonnées généralisées :

Ue(Opm, 0s) = %(es —0) T Ko (05 — 6,) (1.4

ou K, est une matrice de raideur associée aux flexibilités articulaires, diagonale définie positive.

1.2.1.3 Equations d’Euler-Lagrange

Les équations différentielles du mouvement sont obtenues par les équations d’Euler-Lagrange,
qui admettent ’écriture vectorielle suivante :

d oL oL
&(afq-) T o u(t) (1.5)

ol u(t) € R?" est le vecteur des forces extérieures qui agissent sur les coordonnées généralisées
q.

Sachant que seules les coordonnées généralisées cOté moteur, constituant le vecteur 6,,,
sont actionnées, et en supposant la présence de frottements visqueux non négligeables dans la
transmission élastique, les équations du mouvement du robot admettent la forme partitionnée
suivante, entre les dynamiques des segments et celles de moteurs :

{M(Gs)és +C(0,,05)05 + g(05) + Da(by — by) + Ka(05 — 0,n) =0 1.6

By, 4 D0 — 05) + Ko (0 — 05) =7

M(6s) et B € R™™™ sont les matrices d’'inertie des segments et des moteurs respectivement.

. N . e s .. o,
D, est une matrice de dissipation diagonale définie positive, g(q) = g(q) est le vecteur des
q

couples gravitationnels et C(6s, 6, )0, est le vecteur des couples de Coriolis et centrifuges.

1.2.2 Flexibilité de segment

Les flexibilités distribuées le long de la structure mécanique sont appelées flexibilités de
segment. Elles sont causées par 'utilisation de matériaux légers et le caractere long et fin des
segments du robot. La rigidité parfaite d’'une structure mécanique est toutefois une hypothése
idéale, sachant que tous les matériaux ont des fréquences de résonances naturelles, qui peuvent
étre excitées par des forces généralisées dans la méme plage de fréquence, des mouvements
rapides ou un rapport charge utile/poids du robot élevé.
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1.2.2.1 Commande non co-localisée

A la différence de la flexibilité d’articulation, dans les segments flexibles, I’entrée de com-
mande et les sorties typiques a controler (par exemple des positions de points choisis du seg-
ment ou 'amplitude des vibrations) ne sont pas co-localisées, ce qui crée des effets dynamiques
indésirables, tels qu'un comportement de systeme a déphasage non-minimal, occasionnant une
dégradation des performances de I'asservissement.

Nous souhaitons illustrer le probleme de la co-localisation des capteurs et des actionneurs en
discutant briévement 'exemple simple suivant, exposé dans [Lee91]. Le lecteur intéressé est
invité a consulter cette référence pour plus de détails.

Exemple 1.1. Soit le systeme tournant schématisé dans la Figure 1.8, constitué de trois masses
séparées de deux ressorts. Seule la premiére masse est actionnée par un moteur qui délivre un
couple T),. Le mouvement de rotation est ensuite transmis sans dissipation aux deux autres
masses a travers les raideurs de torsion K; et Ko des ressorts.

Les équations de mouvement du systéme seront données par :

J10y =Ty, — K1(61 — 65) (1.7)
Jobo = K1 (6, — 02) — Ka(02 — 03) (1.8)
J3l3 = Ky(6y — 63) (1.9)

oud; et J; ,i=1,..3 représentent les angles de rotation des masses et leurs moments d’inerties,
respectivement.

En considérant les trois positions angulaires §; comme les sorties du systéme, et en prenant

les valeurs numériques J; = K; = 1 pour i = 1,...,3, nous obtenons la matrice de transfert
suivante :
1 st 435241
G(s) =Y ()T, (s) = s2+1 (1.10)

 s2(st+ 452+ 3) 1
ol s est la variable de Laplace, Y (s) = [Y1(s) Ya(s) Y3(s)]T est la transformée de Laplace des
positions angulaires [0 (t) 62(t) 03(t)]7 et T}, (s) est la transformée de Laplace du couple d’entrée
T (2).

Les poles du systéme sont les racines du dénominateur de G(s). Il sont les mémes pour les
trois sorties et ils constituent les pulsations naturelles de la structure. Les zéros du systéme sont
les racines du numérateur de chaque composante de la matrice de transfert G(s). Si une partie
de ces zéros se situent dans le demi-plan droit du lieu des racines, alors le systeme est dit a
déphasage non-minimal et il ne peut pas étre inversé dans le correcteur. Autrement dit les p6les
du correcteur ne peuvent pas compenser les zéros instables du systeme car cela génére un cor-
recteur instable.

Il a été montré dans [Lee91] que ce systeme, bien que n’ayant pas de zéro a partie réelle
strictement positive, se comporte comme un systeme a déphasage non-minimal dans le cas non
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FIGURE 1.8 — Schéma du systéme tournant a trois masses
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FIGURE 1.9 — Schéma d’un segment flexible

co-localisé (sorties 0 et A3). Alors que dans le cas co-localisé (sortie #,), un correcteur a avance
de phase stabilise le systéme asservi de maniere robuste, dans le cas non co-localisé, des cor-
recteurs d’ordre plus élevé, tels que des correcteurs LQG (linéaires quadratiques gaussiens) sont
nécessaires. Le placement des capteurs et des actionneurs dans le systéme est donc un élément
important a prendre en compte lors de la synthése de la loi de commande.

Variables mesurées dans les segments flexibles

La Figure 1.9 représente un segment flexible qui subit une déformation notée w(z,t), distri-
buée le long de la structure et variable dans le temps. Une mesure de cette déformation pour
toute position x est bien entendu difficile a réaliser au cours du fonctionnement normal du
segment. Une alternative consiste a considérer la sortie comme des positions angulaires en des
positions spécifiques du segment. Cette approche a été utilisée pour la commande de manipula-
teurs a segments flexibles au niveau articulaire dans [De Luca90] et [Benosman02] entre autres.
Dans la Figure 1.9, trois positions angulaires sont considérées :
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— La position angulaire 6. mesurée par les codeurs placés au niveau des moteurs articulaires.

— La position angulaire 6 obtenue a l'aide de la droite qui relie le centre du moteur au centre
de masse C,,. Cette position est difficile & mesurer, mais sa connaissance simplifie les cal-
culs des énergies potentielles gravitationnelles des segments.

— La position angulaire 6; obtenue a l'aide de la droite qui relie le centre du moteur a 'extré-
mité du segment. Cette position est mesurée en utilisant par exemple un capteur optique
et peut étre utilisée dans le but d’asservir directement la position de I'extrémité (ou posi-
tion terminale) du segment qui porte éventuellement une charge de masse m; et d’inertie
Jt.

L’actionnement du systeme ayant lieu au niveau du moteur .Jy uniquement, seul 'asservis-
sement de la position 6. donnée par le codeur est un probleme de commande co-localisé. Il
est considéré de ce fait comme un probleme de commande relativement simple, a I'inverse de
I'asservissement direct de la position terminale qui constitue un probléme de commande non
co-localisé et présente un comportement dynamique de systeme a déphasage non-minimal.

1.2.2.2 Systeme sous-actionné

Nous avons vu dans la partie consacrée aux robots a articulations flexibles que ces systemes
sont modélisés un utilisant deux fois plus de coordonnées généralisées que leurs homologues
rigides, dont seule la moitié (positions angulaires c6té moteur) sont actionnées. Pour les robots
a segments flexibles, se pose le probléme du choix des coordonnées généralisées a utiliser pour
décrire le mouvement dans son ensemble, avec ses composantes de rotation par rapport a I'axe
du moteur Jj et de flexion suivant 'axe z.

Une modélisation de la déformation w(z,t) par I'approche des modes supposés permet de
séparer les dépendances temporelle et spatiale, donnant lieu a un modele de nombre de coor-
données généralisées (ou de degrés de liberté théoriques) infini :

w(z,t) =Y () or() (1.11)
k=1

ol ¢ (x) est une fonction qui donne la forme spatiale de la déformation et J;(¢) est 'amplitude
de la déformation occasionnée par le £°¢ mode flexible.

Ce modele de dimension infinie est tronqué a un ordre ny jugé suffisamment précis. En plus
de la position angulaire # du moteur, le vecteur de coordonnées généralisées contiendra les
amplitudes instantanées des modes flexibles pris en compte : ¢ = [0 1 ... §,,]7. Pour chaque
segment flexible, il y a donc ng coordonnées généralisées non actionnées. Ceci indique un ca-
ractere sous-actionné plus important en comparaison avec les articulations flexibles. Notons que
d’autre méthodes de modélisation de la déformation ont été proposées telles que la méthode
des éléments finis [Tokhi99] et la méthode basée sur la théorie des graphes [ShiO2b].
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1.2.2.3 Fréquences de vibration des modes flexibles

Chaque mode flexible du segment est caractérisé par une fréquence de vibration. D’'une ma-
niere similaire a une masse ponctuelle actionnée a travers la raideur d’un ressort, la pulsation
naturelle du premier mode de vibration est donnée par la formule :

T

= 1.12
L. (1.12)

ol k. désigne la raideur équivalente du segment et /. son inertie équivalente.

w1 =

La caractérisation des constantes k. et I., ainsi que les fréquences de vibration des modes
d’ordre supérieur, sont obtenues par le biais de la résolution de I'’équation a dérivées partielles
(EDP) régissant le comportement de la déformation :

2 2 2
A(x)a”‘g(tf’t) 4 % (EI(@‘W) ~0 (1.13)

ol \(x) est la densité de masse linéique a la position = du segment, E est le module d’élasticité
en flexion du matériau et I(x) est le moment d’inertie élémentaire de la section du segment a la
position z. L’absence de second membre dans I'équation (1.13) indique que les déformations ne
sont pas actionnées directement par une force extérieure. La solution de cette EDP est obtenue
en utilisant la connaissance des conditions aux limites spatiales, correspondant a x = 0 (origine
confondue avec 'axe du moteur) et x = [ (extrémité du segment).

Une atténuation rapide des modes flexibles d’ordre supérieur a 1 se produit généralement en
pratique, ce qui permet de restreindre le nombre de modes considérées a une valeur relativement
faible ny = 2 ou 3. La fréquence du premier mode flexible est celle qui caractérise le plus la
rigidité/flexibilité du segment. Ainsi, le segment est considéré flexible seulement lorsque cette
fréquence se situe dans la bande passante du correcteur. Il est d'usage de considérer qu'un
correcteur articulaire de type proportionnel et dérivé assure de bonnes performances de suivi de
trajectoires de référence lorsque w; est au moins trois fois supérieure a la plus grande pulsation
des poles du systeme bouclé (voir [De Luca08] et la référence [Book75]).

1.2.2.4 Robots a plusieurs segments flexibles

Le schéma d’un manipulateur a deux segments flexibles est donné dans la Figure 1.10. Les
propriétés de la structure mécanique (fréquences de vibration, sous-actionnement, caractére non
co-localisé) sont similaires a celles données dans le cas d’un seul segment flexible. Le mouvement
est transmis vers les segments distants non rattachés a la base a travers les segments précédents
dans la chaine cinématique.

1.2.2.4.1 Description géométrique et cinématique

La description géométrique et cinématique des robots a plusieurs segments flexibles est plus
complexe que celles des robots a articulations flexibles. En effet, pour ces derniers, la description
peut étre effectuée d’'une maniere entierement similaire au cas rigide en considérant les positions
articulaires mesurées au-dela des éléments compliants. Pour les robots a segments flexibles, en
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FIGURE 1.10 — Schéma d’un robot a deux segments flexibles

revanche, la modification de la géométrie liée a la déformation de structure se propage le long
des segments et son effet augmente lorsque I'on s’éloigne de la base du robot qui porte le repére
absolu (X, Yp).

Une écriture adéquate des modeles géométrique et cinématique permet le calcul des éner-
gies cinétique et potentielle du robot, qui peuvent ensuite étre utilisées pour I'obtention du
modele dynamique en utilisant les équations d’Euler-Lagrange. En plus des coordonnées rigides
constituées des positions angulaires mesurées 6;(t), les amplitudes instantanées des déforma-
tions J;;(t) sont considérées comme des coordonnées généralisées, ot ¢ est I'indice du segment
et 7 celui du mode flexible.

Une approche récursive pour 'expression des positions et vitesses en tout point du robot
dans le repere absolu (X, Yy) a été proposée dans [Book84], puis reprise dans [De Luca91].
Afin d’exposer les principaux éléments de cette approche, introduisons les notations suivantes :

pi(x;) = [w f;)] : vecteur de position d’'un point du segment ¢ exprimé dans le repére (X;,Y;).
7 1

pi(x;) : vecteur de position du méme point dans le repére absolu (X, Yp).
iri1 = p;(l;) : vecteur de position de 'extrémité du segment i exprimée dans le repére (X;,Y;).
r; : vecteur de position du méme point exprimée dans le repére absolu (Xo, %).

Définissons également la variable z; qui représente I'arc tangente de I'angle de rotation dii a
la déformation a I'extrémité du segment 1.

Ow;
al’i

L’approximation linéaire tan(z;) = z; est valable pour de faibles déformations.

(1.14)

%= z;=l;
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Des matrices de rotation rigide et flexible sont exprimées par :
o cos(6;) —sin(6;) (1 -z
Ai = sin(f;)  cos(6;) et b = s 1 (1.15)

La composition des deux transformations donne lieu a la matrice de transformation résultante
suivante :

W; =W;_1E;_1A; = Wi—lAi avec l'initialisation WO =1 (1.16)

Pour exprimer la position d’un point appartement au segment ¢ dans le repére absolu (Xo, YO),
les formules de passage suivantes sont utilisées :

pi =1+ W;'p; (1.17)
Ti41 = T4 + WiiTi+1 (1.18)

Les vitesses absolues sont données par la transformation suivante :

pi =7 + Wilpi + Wilpi (1.19)
Un calcul manuel de ces grandeurs cinématiques serait long et ardu. Ce calcul se fait en
pratique au moyen d’une programmation dans un logiciel de calcul symbolique tel que Maple.

Energie cinétique

n n
T=) Tm+> Tu+T (1.20)
i=1 i=1
Les trois termes de la somme représentent les contributions des moteurs, des segments et de la
charge montée a l'extrémité du dernier segment en partant de la base. Ces contributions sont
déterminées de la maniere suivante.

Pour chacun des moteurs articulaires, '’énergie cinétique est donnée par la somme de termes de
translation et de rotation :
L . 1.9
T = ST Ti + §Jz‘06i (1.21)

ol m; représente la masse du moteur 4, J; son moment d’inertie et ¢; sa vitesse absolue obtenue
par:

i i—1
di=) 0+ 4 (1.22)
j=1 k=1
Pour les segments, I'énergie cinétique est donnée par la formule :

l;
Ts; = ;/ Ni (@)Y (23)pi () d; (1.23)
0
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ol \;(z;) est la masse linéique du segment de longueur /;.

Enfin, I'’énergie cinétique de la charge est donnée par :

.. .. .
Te= §mc7“7{+17’n+1 + §Jc(04 +2)° (1.24)

ou m, est la masse de la charge et J. son moment d’inertie.

Energie potentielle

La partie liée a la déformation élastique est donnée par :
n 1 n l; agwi 2
= == EDi(z) | =) da; 1.26
=3, 2;/0< ><x>(ax3) . (1.26)

La contribution de la gravité est donnée par :

Uy =Y Uy, + > Uy, +Uy, (1.27)
=1 =1

Les contributions respectives des moteurs, des segments et de la charge sont données par :

Uy, = —Mm, g4 Ti (1.28)
l;
Ug,, = —90 / pi(;)pi(z;)de; (1.29)
0
Uy, = —Mpg( Tns1 (1.30)

ol go est un vecteur qui contient I'accélération de la pesanteur dans tous ses éléments.

1.2.2.4.2 Modele dynamique : équations d’Euler-Lagrange

Dans le cas des robots a plusieurs segments, la méthode des modes supposés de modélisa-
tion des déformations donnée dans (1.11) devient :

wi(x,t) = Zéw(t)qﬁw(x) (131)
j=1

0i;(t) et ¢;;(x) sont respectivement 'amplitude instantanée et la fonction de forme du mode
flexible j du segment i. ny modes flexibles par segment sont pris en compte.

Le lagrangien étant défini par : £ = T — U, les équations d’Euler-Lagrange du systéme sont
données ci-dessous :

d oL oL .
a(aiez) ~ 26, = wi(t) i=1,...,n (1.32)
d 9L, 9L _, i=1n j=1,..ng (1.33)

it 55, ~ a5,
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ol u;(t) est le couple extérieur (commande et frottement) qui agit sur la position angulaire 6;.

Ces équations conduisent au modele dynamique du robot, obtenu sous la forme matricielle
partitionnée suivante, décrivant un comportement non-linéaire du second ordre :

ety e G0 D[+ )+ [ o) - T8 s

qt) = [07@) sT)])F = [01()...00(t) 611()...0nn, (1)]T, avec O(t) = [01(2)...0,(t)]" et §(t) =
[611(¢)...0nn, (1)]T, est le vecteur des coordonnées généralisées. M, avec z,y € {0,} sont les
sous-matrices de la partition rigide/flexible de la matrice d’inertie M (q). Ds et K; sont les ma-
trices d’amortissement et de raideur affectant les variables de déformation. ¢y and cs sont les
vecteurs des couples de Coriolis et centripétes, gy et gs sont les vecteurs de couples gravita-
tionnels. 7(t) est le vecteur de couples de commande fournis par les moteurs au niveau des
articulations.

Notons enfin que dans le cas particulier d'un manipulateur a un seul segment flexible, le
modeéle (1.34) est linéaire.

1.3 Travaux antérieurs sur la commande des manipulateurs flexibles

La commande des robots flexibles a fait I'objet d’'un grand nombre de contributions scienti-
fiques. Nous avons choisi de détailler les problemes de suivi de trajectoire qui nous paraissent
particulierement intéressants.

1.3.1 Manipulateurs a articulations flexibles

Pour les manipulateurs a articulations flexibles, le suivi d’'une trajectoire F*(t) assignée a
I'organe terminal du robot, peut étre traité de maniere équivalente par un asservissement au
niveau articulaire impliquant les variables 6%(¢), qui représente le mouvement des segments
au-dela des éléments flexibles qui les séparent des moteurs.

1.3.1.1 Modele dynamique inverse

Le modéle dynamique inverse consiste a calculer les couples articulaires nécessaires au suivi
d’une trajectoire de référence de la sortie du systéme. En examinant la forme donnée dans (1.6)
pour le modele dynamique d’un robot a segments flexibles, on remarque que I’action du vecteur
des couples d’entrée 7(t) se fait sur les positions des moteurs 6,,(t). Afin de déterminer le couple
nominal 7*(¢) permettant de réaliser une trajectoire de référence 6%(¢), il est donc nécessaire
d’exprimer cette trajectoire dans les coordonnées 6%, ().

Pour une trajectoire donnée 0% (t) des angles des segments, 'équation des moteurs dans (1.6)
s’écrit :
By, (t) + Da(05,(t) — 03(1)) + Ka(05,(t) — 05(1)) = 7°(¢) (1.35)

Les trajectoires des moteurs 67, () et 6%, (¢) ne sont pas disponibles a ce stade pour I'évalua-
tion de 7*(t). L’équation des segments dans (1.6) donne :
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M (0% (£)85 (1) + n(65(2), 65(8)) + Db (t) + Kb (t) = Daby, (1) + Kaby (2) (1.36)

ot1 n(#%, %) rassemble les termes non-linéaires de Coriolis et de gravité. La dérivation temporelle

R

de I'équation (1.36) fait apparaitre é,*n(t) :

Do, + K05 = M008B + (M(07) + Do)t + n(0%,6%) + K6 (1.37)

R

Partant d’une condition initiale 6,(0), la vitesse des moteurs 6 (¢) peut étre considérée
comme la solution de ’équation différentielle du premier ordre (1.37). L’accélération 6}, (t) est
obtenue par dérivation de la vitesse.

I’équation (1.35) avec les termes de raideur et de dissipation pris dans (1.36) donne :

T*(t) = BO%,(t) + M(0)6%(t) + n(6%, 6%) (1.38)

CRIA]

Cette loi de commande basée sur le modele inverse est une commande en boucle ouverte du
systeme. Elle est donc dépourvue de toute robustesse. Ce défaut peut étre corrigé par I'ajout
d’un terme de rétroaction impliquant les sorties mesurées du systéme :

7 (t) = Ko, (07,(8) = O (1)) + Kap,,, (07, (1) — b (1))

) . (1.39)
+Kpp, (05(t) — 05(t)) + Kap, (05 (t) — 05(1))

Ici le couple 7,(t) est de nature proportionnelle et dérivée sur les positions articulaires coté seg-
ment et c6té moteur. Il peut étre vu comme un retour d’état statique, sachant que le vecteur
d’état contient les coordonnées généralisées 0,,(t), 05(t) et leurs dérivées temporelles.

La couple de commande global est alors la somme des deux termes d’action directe (feedfor-
ward) et de rétroaction (feedback) :

7(t) = 7(t) + 7 (1) (1.40)

La mesure des positions angulaires des deux cotés de I'articulation flexible n’est pas toujours
possible. En pratique, il est courant d’implémenter une commande par rétroaction impliquant
les positions du moteur seulement (retour d’état partiel) :

() = Kpp,, (07,(t) — 0 (1)) + Kap,, (05,(t) — 0 (1)) (1.41)

Remarque 1.1. L'implémentation de la loi de commande par inversion nécessite une trajectoire de
référence 07, (t) lisse de classe C3, c.a.d. une trajectoire dérivable trois fois et de troisiéme dérivée
continue.

Remarque 1.2. La loi de commande par inversion décrite ci-dessus assure une convergence asymp-
totique locale seulement de la sortie 6,(t) vers la référence 0%(t). L'élargissement du domaine de
convergence peut étre réalisé par un bon réglage des gains de la rétroaction.

Remarque 1.3. Cette méthode de commande est aussi réalisable pour les robots a segments flexibles.
Nous Uavons mise en ceuvre avec un réglage des gains proportionnels et dérivés effectué a Uaide des
techniques d’optimisation non-lisses qui permettent de spécifier des exigences de performance et de
robustesse. Les résultats sont exposés dans le Chapitre 3 de ce mémoire.
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1.3.1.2 Linéarisation par bouclage

Cette méthode consiste a appliquer une commande par retour d’état non-linéaire afin de
rendre les dynamiques des erreurs de suivi de trajectoire complétement linéaires et découplées.
Un réglage adéquat de ce correcteur peut également imposer des exigences de convergence
exponentielle ou de placement de pdles au systeme découplé. La méthode de commande de
systemes non-linéaires basée sur une linéarisation par bouclage (feedback linearization) est tres
couramment utilisée en robotique, ot elle est souvent désignée sous le terme de commande par
découplage non-linéaire.

La dérivation temporelle de ’équation des segments dans (1.6) donne la relation :

M (0)08) + N (0,)05 + 1(0s, 05) + Kobs + Doy = Koy + Doy, (1.42)
L’équation des moteurs dans (1.6) permet d’obtenir 'accélération angulaire coté moteurs :

O = BT — Ko(0 — 05) — Do(Bn — 65)) (1.43)
En remplacant (1.43) dans (1.42), on obtient la formule d’évolution du couple 7 au cours du
mouvement :

7= BD;! (M(98)9L3] + M(05) + 1105, 05) + Kabs — 6 + Daés) 4 Ko(Om— 05) — Db — 65)

(1.44)
Afin de modifier la dynamique du systeme, il est courant d’utiliser une commande auxiliaire v
qui replace GE’} dans (1.44). Nous pouvons prendre cette variable sous la forme suivante :

v =00 4 Ky (6% — 0,) + K (65 — 0,) + Ko(0F — 05) — M~ (0,) DB~ K, (05 — 0,,)

. 1.45
—M~Y0,)DyB™ D, (05 — 6,) (1.45)

ol 6% (t) est la trajectoire de référence des positions angulaires des segments et les K, j = 0,1,2
sont des matrices diagonales a déterminer. Le systeme bouclé est alors découplé et I’évolution
des erreurs de suivi ¢; = 6}, — 05, au niveau de chaque segment admet I'équation :

(3]

;T koi€; + k1;6; + koie; =0 (1.46)

e

ol kj; désigne le i*m¢ élément diagonal de la matrice K.
La transformée de Laplace de (1.46) donne :

$3 + kois® + k1is + ko; = 0 (1.47)

Si les coefficients ko;, k1; et ko; sont choisis tels que les solutions de (1.47) sont a partie
réelle strictement négative (on dit que le polynéme est Hurwitg), alors 'annulation asymptotique
exponentielle de I'erreur de suivi ¢;(¢) est garantie.

Remarque 1.4. La loi de commande synthétisée fait intervenir les positions et variables angulaires
des deux cotés de Uarticulation flexible 0,,, 0, Oy, B, €n plus de Uaccélération coté segment f,. Cette
derniére variable n’est pas toujours facile a mesurer ou a obtenir de maniére précise par dérivations
successives. Ce probléme peut étre évité par Uutilisation d’'un asservissement du couple articulaire
0o = Ko(0,, —05). Des asservissements de couple articulaires utilisant des mesures de couple a Uaide
de capteurs dédiés sont installés dans les robots de la série LWR congus par le DLR [Albu-Schdffer07].
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Remarque 1.5. Les dynamiques des variables 6,, des moteurs sont rendues non observables (va-
riables internes) par la linéarisation. Elles sont toutefois stables. A cause de la présence de frottement
visqueux dans Uarticulation, le systéme est linéarisé et découplé au sens entrée-sortie 0*(t) — 0(t),
pas au sens de U'ensemble des variables d’état.

Notons enfin que les systemes d’actionnement a raideur variable font 'objet d’'un intérét
croissant de la part de la communauté scientifique a cause de ’amélioration des contraintes de
sécurité et de performance que ces dispositifs permettent [Albu-Schéffer10, De Luca09].

1.3.2 Manipulateurs a segments flexibles

\

Contrairement aux manipulateurs a articulations flexibles, pour les manipulateurs a seg-
ments flexibles, les problemes de suivi de trajectoires au niveau articulaire ou au niveau opéra-
tionnel sont de nature différente, les premiers étant généralement considérés plus simples.

1.3.2.1 Commande dans I’espace articulaire

Linéarisation par bouclage

Considérons le modele dynamique de manipulateurs a segments flexibles donné dans (1.34).
Parmi les coordonnées généralisées des vecteurs 0(t) (rigides) et 6(¢) (flexibles), I'objectif est
d’assigner une trajectoire de référence 6*(¢) aux coordonnées rigides. L’équation libre dans
(1.34) permet de déduire les accélérations des variables de déformation :

0 = — M5 (M6 + cs + gs + Do + K9) (1.48)

En remplacant § dans 'équation actionnée dans (1.34), nous obtenons :

T = (Mpy — Mg(;Mé_élMg:;)é +co+ go — Mgths_(;l(Cg +gs + Dé + K(S) (1.49)

Comme pour les robots 4 segments flexibles, il est possible de remplacer 'accélération § par
une commande auxiliaire v permettant un suivi de trajectoires de référence avec un découplage
et des performances spécifiées. Nous pouvons par exemple lui donner la forme proportionnelle
et dérivée suivante :

v =0%(t) + Kq(6*(t) — 0(t)) + K, (6*(t) — 6(t)) (1.50)
Le couple de commande 7(t) résultant est remplacé dans '’équation actionnée dans (1.34) :

Mpgh + Mysd + co + gs = 0 (1.51)

L’évolution de l'erreur de suivi de trajectoire e(t) = 0*(t) — 6(¢) obéira alors a '’équation
différentielle du premier ordre suivante :

8(t) + Kaé(t) + Kpe(t) = 0 (1.52)

Des matrices de gain diagonales a éléments positifs K, et K; garantissent le découplage des
deux articulations et 'annulation asymptotique de l'erreur de suivi e(¢).
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Remarque 1.6. La méthode de commande effectuant une linéarisation par bouclage présentée ci-
dessus est une commande non-linéaire par retour d’état complet. Elle suppose la mesure des variables
de déformation §(t) et leurs dérivées temporelles §(t), ce qui est rarement possible en pratique. Si
la mesure n’est pas disponible, une solution pratique consiste a utiliser le schéma de commande
a deux degrés de liberté (feedforward-feedback) présenté dans le paragraphe 1.3.1.1. Le terme de
feedforward compenserait les non-linéarités dans des conditions de suivi nominal alors que le terme
de feedback améliorerait la qualité du suivi de trajectoire.

Remarque 1.7. Léquation suivante représente les dynamiques internes du systéme, rendues non
observables par le bouclage linéarisant :

0 = — M (Mgsv + 5 + gs + D6 + KJ) (1.53)

Les dynamiques des zéros de ces états sont obtenus en considérant une sortie mesurée nulle
0=0:

0 = —Mg;'(cs + g5 + D + K9) (1.54)

Ces dynamiques sont a Uorigine du comportement de type déphasage non-minimal présenté par
certains systéemes (ce n’est pas le cas ici). La stabilité des dynamiques des zéros est une condition
nécessaire a la stabilité du systéme bouclé.

Commande a deux échelles temporelles

Dans cette approche de commande, le systéme (1.34) est considéré comme une association
de deux sous-systemes :

— Un sous-systéme rapide : constitué par I'évolution des coordonnées flexibles §().
— Un sous-systéme lent : constitué par I’évolution des coordonnées rigides 6(¢).

Sous I'hypothése d’une séparation suffisante de ces deux échelles de temps, une commande
composite peut étre synthétisée. Elle sera constituée des contributions des deux types de dyna-
miques du systeme :

7(t) = n(t) + 7 (1) (1.55)

Afin de calculer chacune des contributions, faisons sortir les accélérations des coordonnées
généralisées dans le modele (1.34) :

6] _ [Hpo Hos ¢+ g9 — 7(1) (1.56)
) Hsp  Hss| [ D6+ Kb+ cs + gs '

ou les H,, avec z,y € {6,0} sont les sous-matrices de la partition rigide/flexible de I'inverse de
la matrice d’inertie : H(q) = M ~'(q).

Les dynamiques rigides et flexibles peuvent alors s’écrire en tant que :

{é——Mee(caJrge—T(t))—M95(D5+K5+06+‘%) (1.57)

5 = —Mg;;(CQ + g9 —T(t)) — M&;(DS—!—K(S—I-C(; +95)
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Les éléments de la matrice de raideur K caractérisent 'ampleur de la flexibilité. De ce fait,
cette matrice peut étre réécrite de la maniére : K = k,, K, ou k,,, = 8% est le plus petit élément
de K. Nous pouvons ainsi définir la nouvelle variable z = K¢ = k,, K6 = E%Fé. Les équations
(1.57) deviennent :

é = —M@Q(CQ + g9 — T(t)) — M@g(DEQFZ" +z4c5+ 95) (1 58)
25 = ~K Mp5(co + go — 7(t)) — KM;ss(DS — & + c5 + gs) '

Une petite valeur de ¢ indique une raideur de grande valeur mais finie. Dans ce cas, nous
aurons une bonne séparation des échelles temporelles lente et rapide. Une valeur nulle ¢ = 0
est obtenue dans le cas rigide (raideur infinie).

Par I'intermédiaire de la nouvelle variable temporelle ' = —, la méthode consiste a synthé-
£

tiser une commande lente 7;(t) (par exemple par inversion de modéle) pour le premier sous-
systéme et une commande rapide 7,(t) (par exemple par placement de pdles) pour le second.
Cette méthode a également été utilisée pour I'asservissement visuel de la position terminale de
robots flexibles dans [Bascetta06].

Beaucoup d’autres travaux existent dans littérature sur la commande des robots a segments
flexibles dans le domaine articulaire. Dans [Arteaga00], une approche de commande robuste est
utilisée pour augmenter 'amortissement du systeme. Dans [Martins05], une commande compo-
site constituée d'un terme de correction proportionnelle et dérivée sur les positions articulaires
et d’'un terme impliquant une mesure de flexion est proposée. Un état de I'art étendu sur l'uti-
lisation des méthodes de commande robuste pour I'asservissement des robots manipulateurs,
qui inclut le cas des robots a articulations flexibles, avait été effectué dans [Sage99]. Un état de
I'art étendu sur la modélisation dynamique et la commande des robots manipulateurs flexibles,
notamment en utilisant les méthodes de commande robuste et adaptative a été proposé dans
[Dwivedy06].

1.3.2.2 Commande dans I’espace opérationnel

Pour la commande directe dans I'espace opérationnel, n variables articulaires suffisent a as-
servir les trajectoires de n coordonnées opérationnelles. Contrairement au cas des robots rigides
et des robots a articulations flexibles, une commande par linéarisation par bouclage n’est pas en-
visageable car le transfert entre les entrées et les sorties du probleme de commande est a dépha-
sage non-minimal a cause de I'instabilité des dynamiques des zéros des états non observables.
Parmi les méthodes proposées dans la littérature pour contourner ce probleme, il y a l'utilisation
du modéle inverse permettant de réaliser une trajectoire de référence exprimée dans les coor-
données (ygq,04). Il est également possible de faire une inversion dans le domaine fréquentiel,
en considérant les signaux d’entrée et de sortie comme des signaux périodiques [De Luca96].
Une méthode d’inversion de modele non-linéaire a déphasage non-minimal, qui stabilise les dy-
namiques des zéros non observables, a été proposée dans [Benosman01] et [Benosman03]. Elle
est basée sur 'hypothese d’un caractere lisse des trajectoires de référence, ainsi que sur la prise
en compte de conditions aux limites appropriées.
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1.4 Méthodologie de travail proposée

Dans ce travail de thése, nous nous sommes intéressés aux problémes de poursuite de tra-
jectoire au niveaux articulaire et opérationnel. Nous avons choisi le cadre de travail de la com-
mande robuste et des systemes linéaires a parametres variants (LPV). Les non-linéarités du
modele sont reformulées en tant que parametres variants, ce qui réduit fortement le nombre de
linéarisations et d’approximations dans les modeles utilisés. Nous supposons aussi tout au long
de ce travail que les coordonnées flexibles constituées des variables de déformations et leurs dé-
rivées ne sont pas disponibles a la mesure, ce qui conduit typiquement a des problemes de com-
mande par retour de sortie, réputés plus difficiles a résoudre que les problemes de commande
par retour d’état. Les conditions de synthése ou d’analyse de performance et de robustesse uti-
lisant des modeles LPV conduisent a des conditions de type PD-LMI (inégalités matricielles li-
néaires dépendant des parametres), associes a des objectifs d’optimisation linéaires représentant
typiquement la performance de type H, des systémes considérés. Un probléme important ayant
retenu notre attention consiste en la complexité numérique des problemes d’analyse et synthése,
occasionnée par le type de dépendance paramétriques des PD-LMI utilisées. Dans la premiere
partie de notre travail, nous avons cherché a simplifier cette dépendance paramétrique en la
réduisant a une dépendance affine. Nous avons dans ce but fait appel a la représentation d’'un
modele LPV rationnel sous forme de modeéle singulier, ainsi qu’a une compensation des termes
rationnels a l'aide de la prise en compte de la structure. Dans un second temps nous avons ex-
ploré la possibilité d’utiliser directement un modele LPV polynomial voire rationnel, en utilisant
des relaxations convexes appropriées. Les deux types d’approches ont donné de bons résultats en
simulation et mériteraient des études plus approfondies en vue de leur application a des classes
de modeles de plus grande taille ou de plus grande complexité.
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Modélisation et commande robuste des
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Afin d’analyser ou de corriger le comportement d’'un systéme physique, il est généralement
nécessaire de procéder au préalable a une étape de modélisation mathématique qui soit la plus
précise et la plus compléte possible. Il faut cependant garder a I’esprit que le modéle mathéma-
tique constitue nécessairement une approximation du comportement du systeme. Par exemple,
il est courant de négliger les dynamiques de certains capteurs, certains phénomeénes qui appa-
raissent dans les hautes fréquences, certaines non-linéarités et des effets mal connus.

Un correcteur synthétisé en se basant sur un modele mathématique est destiné in fine a étre
implémenté directement sur le systéme physique. Si ce dernier posséde des plages de varia-

tions importantes par rapport a son fonctionnement nominal ou s'’il est sujet a des perturbations

29
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extérieures, des instabilités du systeme ou des dégradations de ces performances peuvent ap-
paraitre dans le cas ot ces phénomeénes ne sont pas prévus lors de la synthése du correcteur.
En revanche, I'asservissement est d’autant plus efficace que des caractérisations des incertitudes
sont dans une certaine mesure réalisées dans I'étape de modélisation a des fins de synthese de
correcteurs. Dans les sections suivantes, nous exposerons les principales méthodes de prise en
compte des incertitudes de modele, ainsi que les méthodes d’analyse et de synthése appropriées
dans chaque cas.

2.1 Systémes incertains

2.1.1 Systeme incertain non-linéaire

Un systéme dynamique a temps continu est généralement décrit par un modeéle non-linéaire,
prenant la forme d’équations différentielles non-linéaires. Des incertitudes paramétriques cor-
respondant a une structure de modeéle connue (ordre et type de non-linéarité de I’équation
différentielle) peuvent affecter le systéme. Suivant la nature de I’évolution temporelle de I'incer-
titude, deux cas de figure peuvent se présenter :

1. Le parameétre incertain a une évolution lente dans le temps. C’est le cas par exemple d'un
facteur de frottement visqueux mal connu d’'un moteur. On parle alors d’incertitude inva-
riante dans le temps.

2. Le paramétre incertain évolue au cours du fonctionnement du systéeme. C’est le cas par
exemple de la masse d’un avion en plein vol a cause de la consommation de carburant. On
parle alors d’incertitude variant dans le temps.

L’équation d’état non-linéaire d’un systéme incertain est donnée par :

&(t) = f(x(t),u
y(t) = g(z(t),u

ol z(t) € R™ est le vecteur d’état du systeme, u(t) € RP est le vecteur des entrées du systeme,
y(t) € RY est le vecteur des sorties mesurées et §(t) € R! est le vecteur des paramétres incer-
tains. Les parameétres et leurs dérivées temporelles sont généralement supposés appartenir a des
sous-ensemble bornés de R, autrement dit§ € © c Rl et § € O C RL.

£),0(t)) (2.1a)

(
(t),0(1)) (2.1b)

L’équation d’état (2.1a) rassemble les équations dynamiques du systéme, tandis que I'équa-
tion de sortie (ou de mesure) (2.1b) donne les variables mesurées du systéme.

2.1.2 Modele linéaire dépendant des parametres
2.1.2.1 Probléme standard

Afin de simplifier I'analyse, la commande, ou I'estimation d’état du modele incertain (2.7) et
par conséquent faciliter 'analyse et la synthése de correcteurs, il est courant de considérer un
modele linéaire dépendant des parametres au lieu d'un modele non-linéaire. Le vecteur de para-
metres incertains 0(¢) décrirait alors a la fois des incertitudes de modéle et des comportements
dynamiques négligés.
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Modele

FIGURE 2.1 — Modélisation d’'un systeme dynamique

i = A(0(t))z + B2(0(t))u(t) + B1(0(t))w(t)
P(s,0): ¢ y = C20(t))x + Daa(0(t))u(t) + Da1 (6())w(t) (2.2)
z = Ci(0(t)z + Di2(0(t))u(t) + D11 (0(t))w(t)

Cette représentation généralisée (ou augmentée) du systéme contient deux canaux d’entrées-
sorties :

— Le canal de commande, de vecteur d’entrées u(t) et de vecteur de sorties y(t) tel que définis
plus haut. Ce canal permet, grace a I'apport d’un correcteur K (s), de définir la commande
appropriée permettant d’atteindre le comportement désiré pour le systéme asservi.

— Le canal de performance, de vecteur d’entrée w(t) € R” appelées entrées extérieures et de
vecteur de sorties z(t) € R® appelées sorties controlées.

Une telle représentation généralisée, ainsi que les problemes d’analyse et de synthese as-
sociés, sont désignés sous le terme de probléme standard de la commande robuste, représenté
dans la Figure 2.2. Il est & noter qu'un correcteur robuste K (s) ne dépend pas explicitement
des parametres incertains, dont la mesure n’est généralement pas disponible. Ceci constitue une
différence notable entre les systemes a incertitudes paramétriques et les systémes linéaires a
parametres variants (LPV).

2.1.2.2 Dépendance paramétrique

Les matrices d’état du modele P(s,6) données dans (2.2) dépendent donc d’un vecteur de
parametres incertains 6(¢). Le type de cette dépendance paramétrique est important en vue de
I'analyse de stabilité et de performance ainsi que de la synthése de correcteurs. Les types de
dépendance paramétrique les plus couramment rencontrés sont les dépendances affine, polyto-
pique, polynomiale et rationnelle. Considérons la forme matricielle suivante de I’équation (2.2).
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w(t) ()
P(s,0)

u(t) y(t)

K(s)

FIGURE 2.2 — Probléme standard de la commande robuste

i(t) A(0)  Bi(0) B20) ] [=(t)
z(t)| = |C1(0) Du(0) Di2(8)| |w(t) (2.3)
y(t) C2(0) Dan(0) Da(6)] [u(t)

M(0)

Systeme incertain polytopique

Dans ce cas I'espace paramétrique est représenté par un polytope convexe, c’est a dire un
ensemble convexe délimité par un nombre fini de sommets §/ € ©”, i = 1..n,. La valeur
du parametre a l'instant ¢ est exprimée comme la combinaison convexe des sommets du po-
lytope : 0(t) = > 7, &(t)0Y, ou les coordonnées barycentriques &; vérifient : 0 < &(¢) < 1,Vi et
Yo, &i(t) = 1. Cela conduit a une représentation polytopique du modéle incertain :

Ny
MO() = 3 &(H)M(6Y) (2.4)

i=1
Dans le cas particulier ou les parametres scalaires sont indépendants les un des autres et
vérifient des conditions de bornes minimale et maximale 6, € [0,., 04], k = 1..I, 'ensemble para-
métrique est un hyperrectangle délimité par ces bornes. Le nombre de sommets est alors n,, = 2.

Systéme incertain affine

La dépendance des matrices d’état est linéaire en fonction des parameétres incertains :
l
M(O(t)) = Mo+ _ 05(t)M; (2.5)
k=1

ou les matrices My, k = 0..l sont constantes. Notons que dans le cas de 'hyperrectangle, les
représentations affine et polytopiques sont équivalentes et le passage de I'un a 'autre se fait de
maniere unique.
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Systeme incertain polynomial ou rationnel

Les matrices d’état sont des polyndmes ou des fractions rationnelles multivariées des para-
metres incertains :

0(t)) = Z b (01(1), .., 0,(t)) M; (2.6)

ou les matrices M;, k = 1..r sont constantes et les ¢; sont des fonctions scalaires polynomiales
ou rationnelles.

Représentation linéaire fractionnaire (LFR)

La représentation sous forme LFR (pour Linear Fractional Representation) utilise un outil
mathématique qu’on appelle produit de Redheffer. Cette représentation est caractérisée par la ré-
troaction d’un systeme linéaire et invariant dans le temps (LTI) X(s) avec un bloc dépendant des
parametres qu’on appelle matrice d’incertitude A(f). La représentation d’état généralisée d’un tel
systeme est donnée par :

T (t) A Bd B, By T (t)
24(t)| _ |Ca Dg Da Dga| |wa(t)
z2(t)|  |C1 Dig D11 Dia w(t) (2.7a)
y(t) Cy2 Dag Do Dy | u(t)
3(s)
wq(t) = A(0)2a(t) (2.7b)

Cette représentation est équivalente a la représentation d’état dépendant des parameétres
donnée dans (2.3), ou les matrices d’état sont données par les formules suivantes :

B1(0) = By + BgA(O)(I — DgA(#)) ' Dy
By(0) = By + BgA(0)(I — DgA(0)) ' Dygy
C1(0) = C1 + D1gA(0)(I — DyA(8))tCy
Co(0) = Cz + D2gA(0)(I — DgA(0)) ' Cy
D11(0) = D11 + D1gA(6)(I — DgA(0)) ' Dy
D15(#) = Dio 4+ D1gA(0)(I — DgA(8)) *Dyy
D31(0) = Dy + DogA(6)(I — DgA(#)) ™ Dy
Das(0) = Doy + DogA(0)(I — DaA(9)) ' Dyo

Le schéma-bloc de la représentation LFR d’un systéme incertain est donné dans la Figure
2.3. Cette forme est assez générale et permet de représenter de maniére compacte des systémes
incertains a dépendance paramétrique affine, polynomiale ou rationnelle. La représentation LFR
est dite bien posée si et seulement si (I — DyA())~! # 0,V0 € O.
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wq(t) z4(t)
A(8)
w(t) =(0)
S O ML
u(t
(t) 5 y(t) :

FIGURE 2.3 — Représentation LFR d’un systéme incertain

2.2 Systemes linéaires a parametres variants (LPV)

Les systémes linéaires a parametres variants (LPV) possedent une représentation similaire a
celle des systemes incertains dépendant des parametres, a la différence notable que, bien que les
trajectoires des parametres soient inconnues a priori, la mesure des parameétres est disponible a
chaque instant t. Afin de pouvoir distinguer les parameétres dans le cas incertain et dans le cas
LPV, nous adopterons par la suite la notation p(¢) au lieu de #(¢) dans le cas LPV. Du fait de la
disponibilité de sa mesure, la valeur du parametre p(t) peut étre utilisée dans le correcteur qui
devient donc lui-méme un systeme LPV, comme illustré dans la Figure 2.4.

w(t) z(t)
P(s, p)

K(s,p)

FIGURE 2.4 — Schéma de principe de la commande LPV

Historiquement, la commande LPV est apparue comme une généralisation de la commande
par séquencement de gain (gain scheduling) dont le principe est le suivant. Etant donné un
modele non-linéaire supposé refléter de maniere précise un systeme physique :



2.2. Systémes linéaires a paramétres variants (LPV) 35

(2.8)

f(t), u(t))
gla(t), u(t))
par séquencement de gain consistait a synthétiser un correcteur LTI K;(s) pour chaque systéeme
I'(x;,u;) correspondant au comportement linéaire local du systéme autour du point de fonction-
nement donné par la paire (z;, u;). Le correcteur final a appliquer résulte alors de I'interpolation
des différents correcteurs locaux entre deux points de fonctionnement consécutifs. Les systémes
LPV peuvent étre assimilés a des systémes a gain séquencé par un signal dérivable p(t).

En adoptant la notation I'(z(¢), u(t)) = { }, I'approche initiale de la commande

2.2.1 Eléments d’évolution historique

L’article de Rugh et Shamma [RughOO0] était I'un des premiers a faire un état de l'art étendu
sur les méthodes de modélisation, d’analyse et de commande des systémes a gain séquencé et
des systemes LPV, développés pour la plupart durant la décennie précédente. Un panorama his-
torique de I’évolution de ce domaine de recherche est tracé et les domaines d’application de la
commande par séquencement de gain (qui a évolué par la suite vers la commande LPV) y sont
exposés. Il y est mentionné que les premieres applications, datant de la décennie 1950, étaient
réservées au domaine militaire en raison du cofit élevé de la mise en ceuvre de ces lois de com-
mande, ainsi que de I'importance du respect des criteres de performance. Dans les applications
commerciales, la commande a séquencement de gain a été utilisée pour le controle des moteurs
de véhicules automobiles depuis 1970.

Sur le plan scientifique, les premiéres publications sur la commande par séquencement de
gain datent de la décennie 1980. L’évolution vers la commande LPV s’est produite dans la dé-
cennie 1990 et nous assistons depuis 2000 a une explosion du nombre de publications portant
sur des aspects théoriques et applicatifs des systémes LPV, de leur analyse et de leur commande.
Ce développement est dli a 'augmentation de la capacité de calcul des processeurs intégrés,
ainsi qu’aux avancées récentes de 'optimisation convexe, en particulier la programmation semi-
définie (SDP pour semidefinite programming) et les algorithmes numériques permettant la ré-
solution efficace de cette classe de problemes, telles que les méthodes du point intérieur, du
sous-gradient et de I'ellipsoide [Boyd04].

2.2.2 Modélisation LPV

Les lois de commande de type LPV sont destinées a étre implémentées sur le systémes phy-
sique (bien entendu non-linéaire) a asservir. Cependant, il est nécessaire dans I'étape de synthese
de correcteur de disposer d’'un modéle LPV du systéme car le modeéle non-linéaire n’est pas uti-
lisable dans I’état. Sous ’hypothése de mesurabilité du vecteur de parametres, un modéle LPV a
une structure similaire a celle d'un modéle incertain (2.2) :

i = A(p)z+ Ba(p)u(t) + Bi(p)w(t)
P(s,p):q v = Calp)z + Dazp)u(t) + Dar(p)w(t) 2.9)
z = Ci(p)z + Dia(p)u(t) + Dii(p)w(t)
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oup e S,etpe S, Les domaines paramétriques S, et S, sont des sous-ensembles bornés de
R

Deux grandes catégories d’approches sont possibles, selon le point de départ de la modélisation :

1. Une modélisation LPV basée sur une connaissance précise du modéle non-linéaire.

2. Une identification directe du modeéle LPV a partir des données expérimentales.

Chaque méthode posséde des avantages et des inconvénients et sera préférée dans un cas ou
un autre. Dans la premiere méthode, le modéle LPV obtenu est assez proche de la description
physique du systéme, et les phénomenes non-linéaires seront pris en compte de maniere plus
complete. Cependant, la connaissance approfondie du modele non-linéaire nécessite une étape
d’estimation des parameétres qui peut s’avérer longue et fastidieuse, surtout pour des systémes
complexes. La seconde méthode permet de pallier cet inconvénient en donnant lieu a un mo-
dele LPV a partir d'une seule (approches globales) ou plusieurs exécutions (approches locales)
successives de l'algorithme d’identification sur un jeu de données expérimentales. Le probléme
du choix de signaux d’entrée et de parametres suffisamment excitants est particuliérement im-
portant dans les approche globales. Le lecteur est invité a consulter [T6th10] pour une vue
d’ensemble récente concernant la modélisation et I'identification des systemes LPV.

2.2.2.1 Modélisation LPV basée sur la connaissance d’un modéle non-linéaire

Cette approche présente des similitudes avec la méthode de séquencement de gain. Elle
utilise des linéarisations locales des équations du systeme autour d’'une famille de points d’équi-
libre.

Linéarisation jacobienne

Cette méthode de modélisation repose sur un développement du premier ordre des équations
différentielles (2.8) décrivant le systéme autour d’une trajectoire d’équilibre paramétrée par le
couple (zg, up) des vecteurs d’état et de commande vérifiant : f(x,up) = 0. Le développement
est donné par les équations suivantes :

i) = flaou)+ T2 TED) )
10
0 0
w0 = gleoug)+ U] gy BBy

u=uq u=uq

En adoptant les notations : 0,(t) = x(t) — xo, 6,(t) = u(t) — ug et d,(t) = y(t) — g(xo, up), (2.10)
donne lieu au modele LPV suivant, avec p = [z} ul]7 :

(2.11)
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. Of (z,u) Of (x,u) 9g(x, u)
ouA(p) = S B = F o) = M eep(p) = L)
u=uq u=uq u=uq u=uq
La dépendance des matrices d’état résultantes en fonction du vecteur de parameétres p est
en général non-linéaire. Une approximation polynomiale ou rationnelle sera par conséquent né-
cessaire afin de se ramener a un type de dépendance paramétrique numériquement exploitable
pour l'analyse et la synthése de correcteurs. Notons enfin que dans le cas général ou (xzg, up)
n’est pas un point d’équilibre, la représentation d’état résultante d’une linéarisation jacobienne
est affine (contient le terme constant f(z, ug)) et ne suit donc pas la forme LPV habituelle des

équations (2.9), ce qui constitue une limitation de cette méthode de modélisation.
Linéarisation basée sur la vitesse

Cette approche, proposée dans [Leith98], a 'avantage de lever la limitation principale de
I'approche précédente, en permettant une linéarisation autour d’'un point de fonctionnement
quelconque (x1,u1), qui n’est pas nécessairement un point d’équilibre. Considérons la dérivation
temporelle des équations du systeme non-linéaire données en (2.8) :

W) = &)
i) = 0y 4 T g 212)
i) = 200y 4 29y

En notant z(t) la solution approchée locale de (2.12) au voisinage de (1, u1), nous avons :

i(t) = ()
w(t) = Www(twrw”lu(t) (2.13)
i = 28U gy BBy
Ceci donne lieu au modeéle LPV suivant :
{%(t) = AP)i(t) + Blp)i(t) 214
gty = Ci(1)

ot &(t) = [&7(t) #* (t) g* ()], a(t) = u(t), §(t) = y(t) et p = [a1 wi]".

Les matrices d’état sont données par :
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O In 0n><¢;( Onxp
A(,O) = On vl‘f(‘rlu ul) Oan > B(p) = vuf(xlaul) etC = [Opxn O10><n Ip]:
0q><n ng(l'l,Ul) Oq Vug(xl,m)
avec les notations suivantes :
of(x,u of(x,u dg(z,u
Vaf(z1,u1) = fgx) . Vuf(z1,u) = f(au) e Vag(z1,u1) g(ax ) —,
et Vyg(z,u1) = 89(52’ u) .

u=uy

Cette méthode s’accompagne cependant d'une augmentation de la taille du vecteur d’état du
systéme qui passe ainsi de n a 2n + ¢, ¢ étant le nombre de sorties mesurées.

Transformation d’état
Cette méthode est utilisée pour les systémes non-linéaires en fonction des états mesurés.
Elle a été proposée par Shamma et Cloutier dans [Shamma93] puis appliquée dans le domaine

aérospatial, notamment dans [Marcos01].

Soit le modele non-linéaire suivant, partitionné suivant les états mesurés z(¢) et les états non
mesurés w(t) : z(t) = [z7(t) wT (t)]*.

. o Z(t) o f1 (Z) A11 A12 Z
)=o) = (0] + [ 4 [a] * (3] @19
L’état d’équilibre & = 0 est caractérisé par des fonctions w.(z) et u.(z) de classe C! assurant :
0]  [fi(») An(z) Ai2(z) z Bi(2)
o) = [30)+ [ 42 Lonto) * L)) e @19
Le modeéle admet alors la représentation d’état LPV suivante, avec p = z :
{ i) = @f( )+ B(p)a(t) 217)
yt) = Cx(t)

o (1) = |, ) ] a0 = u(o) - w50 = <00

w — we(z

Les matrices d’état sont données par :

4 - 0 Alg(z) B - Bl(z) o
(0) = 0 Azz(z)—WA12(z) » Blo) = Bs(z) awgs >A12(z) et [70]

Substitution de fonctions
De méme que les modeles obtenus par transformation d’état, le vecteur d’état est partitionné

de la maniére suivante : z(t) = [27(t) w?(#)]7, ou les états composant le vecteur z(t) sont me-
surés. Les modeles non-linéaires considérés prennent alors la forme suivante :

(t) = A(z)x + B(2)u + f(2) (2.18)
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Prenons un point d’équilibre (z., u.) = (ze, we, ue) qui vérifie £ = 0. L’éloignement par rap-
port a ce point est donné par : Z = z — 2., W = w — w, €t U4 = u — u. En utilisant ces nouvelles
variables dans (2.18), nous aurons :

i =A(2)E+ B()u+ f(2) (2.19)

ott f(z) = A(2)ze+B(2)uc+ f(2). S'il est possible de reformuler f(z) sous la forme f(z) = F(p)2
ol p = z, le modele (2.19) admet la forme LPV suivante :

Sy
~ ‘=~
1
Nl —

A(p) + [F(p) 0)z(t) + B(p)u(t) (2.20)
(t)

Séquencement virtuel

Cette approche consiste a effectuer des changements de variables au niveau du modele non-
linéaire (2.8). Chaque non-linéarité lisse est reformulée en tant que parametre variant dont
l'utilisateur connait 'ensemble d’appartenance, ainsi que celui de sa dérivée temporelle. Par
exemple, le terme cos(z)x peut étre réécrit en tant que : px avec p = cos(x). Cette approche
est utilisable en pratique pour les systemes ayant un nombre limité de termes non-linéaires
différents. La méthode de séquencement virtuel a été adoptée dans la modélisation effectuée
dans notre travail pour I'asservissement de manipulateurs flexibles, car elle présente I'avantage
de conserver de maniere simple les non-linéarités du modele. Le choix des parametres variants
n’est pas unique en général. L'utilisateur peut veiller a avoir un nombre réduit de parameétres
dans le but de simplifier le traitement numérique.

2.2.2.2 Identification a partir de données expérimentales

L’identification expérimentale est une démarche qui consiste a utiliser des données issues
d’expériences pratiques et des connaissances que l'utilisateur possede a priori sur le compor-
tement du systeme afin de trouver un modele dynamique qui décrive son comportement avec
précision [Ljung99, T6th10]. En plus de la précision, la facilité d’utilisation du modeéle (détermi-
née par sa structure ou sa classe) et sa dimension modérée sont des critéres souvent privilégiés.
De ce fait, un élément important de la démarche consiste a bien choisir la structure du mo-
dele a identifier. Les types de modéles les plus couramment rencontrés sont les modeles LTI
(linéaires et invariants dans le temps), LTV (linéaires et variants dans le temps), LPV (linéaires a
parametres variants) et non-linéaires. Cette derniere catégorie est extrémement vaste, englobe
toutes les autres et contient comme classes particulieres a titre d’exemple les systemes affines
en l'entrée, les systemes a sortie non-linéaire, les systemes a retard, les systemes polynomiaux,
les systémes affines par morceaux, etc. La connaissance de propriétés de parcimonie (sparsity en
anglais) peut étre mise a profit afin de réduire le nombre de variables a identifier. Cette propriété
consiste a tenir compte des parametres du modele qui sont fixés par les lois de la physique et
dont la valeur est connue avec précision.

Un autre élément important est le choix pertinent du critére d’identification. Parmi les diffé-
rentes possibilités pour le choix de fonctions objectif & optimiser, les criteres a erreur de sortie
sont parmi les plus utilisés, en particulier le critére de cofit quadratique moyen de I'estimation.
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2.3 Optimisation convexe, inégalités matricielles linéaires (LMI)

2.3.1 Convexité
2.3.1.1 Ensemble convexe

Dans un espace vectoriel euclidien, un ensemble E est convexe si, chaque fois que I'on re-
lie deux points appartenant a cet ensemble par un segment de droite A, ce segment reste a
l'intérieur de 'ensemble E.

Définition 2.1. Un ensemble E est convexe si et seulement si :
Ve, € E,£ €0, 1] =&+ (1 —&ay e E (2.21)

Les polytopes sont des ensembles convexes délimités par un nombre fini de points appelés
sommets. Un type particulier de polytopes convexes est constitué par les hyperrectangles (géné-
ralisation du rectangle aux dimensions supérieures a 2).

(a) ensemble convexe (b) polytope convexe (c) hyperrectangle

FIGURE 2.5 — Exemples d’ensembles convexes dans le plan (dimension 2)

2.3.1.2 Fonction convexe

Définition 2.2. Une fonction f : E C R™ — R est convexe si £ est un ensemble convexe et de
plus,

Yoy, xg € B, 6 €0, 1] = f(§r1 + (1 = §ag) <Ef(x1) + (1 - ) f(22) (2.22)

La courbe f(z) entre deux points x; et xo Vérifiant x; < xo passe en dessous de la droite qui
relie ces deux poins. Par ailleurs, on dit que f est concave si —f est convexe.

2.3.1.3 Enveloppe convexe

Définition 2.3. L'enveloppe convexe Co(A) d’'un ensemble A de E est obtenu par l'intersection
de tous les sous-ensembles convexes de E qui incluent A. Autrement dit, c’est 'ensemble de
toutes les combinaisons convexes des éléments de A.
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2.3.2 Formulation des problemes d’optimisation convexe

La théorie de 'automatique moderne, en particulier la commande robuste des systémes mul-
tivariables, possede des liens étroits avec 'optimisation mathématique. Ces liens sont appelés
a se renforcer dans le futur a la lumiere des efforts de recherche actuels dans le domaine. Les
classes de problemes d’optimisation convexe les plus utilisés en automatique sont : 'optimisa-
tion linéaire (LP), quadratique (QP) et semi-définie (SDP). Cette classification est basée sur la
dépendance de la fonction objectif (aussi appelée fonction de coiit) et des contraintes de 'optimi-
sation en fonction des variables de décision qui constituent les inconnues du probleme [Boyd04].

Dans le cas général, un probleme d’optimisation mathématique est formulé de la maniére
suivante :

Minimiser fj(x) (2.23a)
sous  fi(r) <0, i=1,...,m (2.23b)
hj(xz) =0, ji=1,..p (2.23c)

ol x est le vecteur des variables de décision (vecteur colonne), fo(z) est une fonction objec-
tif (scalaire), les f;(x) sont les contraintes de type inégalité (scalaires) et les h;(x) sont les
contraintes de type égalité (scalaires). Dans le cas de 'optimisation convexe, les fonctions f;(x),
i = 0,...,m sont convexes et les contraintes de type égalité sont affines, c.a.d. h;(x) = a] = = b;
(a;j vecteur colonne et b; scalaire).

2.3.3 Programmation semi-définie (SDP)

La programmation semi-définie (SDP pour semidefinite programming) est une classe particu-
liere, toutefois relativement large, de problemes d’optimisation convexe. I’accroissement signifi-
catif de I'utilisation de la SDP en automatique provient du fait qu'un grand nombre de problemes
tels que I'analyse de stabilité, 'analyse de performance, de dissipativité, de robustesse ainsi que
de synthése de correcteurs peuvent étre posés en utilisant ce formalisme. Grace aux progres
formidables réalisés dans le domaine des algorithmes de résolution numérique, les SDP sont
résolues de maniere efficace pour des problémes de taille modérée (de 'ordre des dizaines de
variables d’état). Voici la structure générale d’un probléme SDP :

Minimiser fo(z) = e (2.24a)
sous F(x) =Fy+ax1 i+ ...+anyFny =<0 (2.24b)
Ax =b (2.24¢0)

oll ¢ = [r1 z2 ... on]|T est le vecteur des variables de décision, les F; € R™*" i = 0,....,m
sont des matrices symétriques indépendantes de x; b et ¢ sont des vecteurs colonne. La fonc-
tion objectif fy(z) est linéaire en z. La contrainte de type inégalité dans (2.24b) est appelée
inégalité matricielle linéaire ou affine (LMI pour linear matrix inequality). Cette contrainte in-
égalité consiste a imposer le caractere semi-défini négatif de la matrice F(z), qui dépend de
maniére affine des variables de décision. Le programme d’optimisation SDP donné dans (2.24)
admet l'interprétation géométrique suivante. Il faut trouver 'optimum z* qui minimise la droite
fo(z) = ¢’z dans l'intersection du céne convexe délimité par le domaine de faisabilité (ensemble
des valeurs de z qui satisfont la contrainte) de la contrainte LMI F'(x) < 0 et de I'hyperplan dé-
fini par la contrainte Az = b.
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2.3.4 Programmation semi-définie robuste

Dans le paragraphe précédent, les matrices symétriques F; intervenant dans la contrainte
LMI (2.24b) étaient supposées constantes. Ce type de formulation est utilisé en automatique
pour résoudre des problemes d’analyse de stabilité ou de performance nominale (au voisinage
d’un point de fonctionnement fixé), dans lesquels les données du probléme sont supposées
constantes et parfaitement connues. Dans un programme SDP robuste, par contre, les matrices
dépendent d’un vecteur de parametres §# € © C R!.

Minimiser fo(z) = ¢’ (2.25a)
sous F(x,0) = Fy(0) +x1F1(0)+...+xnFn(0) 0,0 €0 (2.25b)
Alz)=b (2.25¢)

La contrainte (2.25b) est appelée LMI dépendant des parameétres et abréviée PD-LMI (pour
parameter-dependent LMI). Son domaine de faisabilité est un cone convexe de dimension infinie
a cause du caractere compact de I'ensemble paramétrique (il est de cardinal infini, le para-
metre pouvant prendre une infinité de valeurs). Toutefois, si F'(x,0) dépend de maniére affine
des parametres 0; et si le domaine paramétrique © est un polytope convexe, nous avons alors
I’équivalence suivante :

F(z,0) 2 0,V eB® < F(z,0) X 0,V0ecO” (2.26)

Il est ainsi possible de réduire un probleme d’optimisation convexe de dimension infinie en
un probléeme d’optimisation convexe de dimension finie, obtenu en appliquant les contraintes
sur les sommets du domaine paramétrique. Nous verrons par la suite que la formulation SDP
robuste est extrémement utile pour la résolution de problemes d’analyse de stabilité robuste,
d’analyse de performance robuste, de synthése de correcteurs robustes et linéaires a parameétres
variants (LPV).

2.4 Représentations convexes et relaxations convexes

Un grand nombre d’ensembles convexes (et de maniére équivalente les contraintes défi-
nissant ces ensembles) peuvent étre représentés comme étant le domaine de faisabilité d'une
contrainte de type LMI. De plus, les ensembles convexes et non convexes admettent toujours
une représentation LMI liftée, de dimension infinie dans le cas général, qui délimite un en-
semble convexe dans un espace plus large que I'espace de départ. Des caractérisations convexes
de faible dimension du probleme original peuvent cependant étre obtenues a I'aide de relaxa-
tions convexes appropriées.

2.4.1 Domaine de faisabilité d’une LMI

Afin d’appréhender les questions liées a la convexité d'un ensemble, considérons la définition
suivante d’une contrainte LMI.

Définition 2.4. Etant donnée une matrice symétrique M () € R™™ qui dépend de maniere
affine des variables de décision x, les propositions suivantes sont équivalentes.
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1. M(z) = 0.

2. Tous les mineurs principaux de la matrice M (z) sont positifs ou nuls.

Les mineurs principaux de rang k sont les déterminants des sous-matrices M}, de M obtenues
en supprimant n — k lignes et les colonnes ayant les mémes indices dans la matrice M. Pour une
matrice symétrique de dimension n x n, le nombre total de mineurs principaux est de 2" — 1.
Cette définition permet de caractériser le domaine de faisabilité d'une LMI comme un ensemble
convexe de la forme :

E={xeR™: fi(x)>0,i=1,..2" -1} (2.27)

ol les f;(z) sont les mineurs principaux de la matrice M (x).

E est un ensemble semi-algébrique, c.a.d. un ensemble délimité par des contraintes scalaires
polynomiales. Considérons a titre d’illustration I'exemple suivant.

T 21‘1
21’1 T2
tions : x1 > 0, o > 0 (mineurs de rang 1) et z125 —41:% < 0 (mineur de rang 2 = déterminant de
M (z)). Le domaine de faisabilité est alors : E = {(x1,22) € R%: 11 > 0;22 > 0; 22 — 427 < 0}.
L’ensemble semi-algébrique convexe FE est représenté dans la Figure 2.6.

Exemple 2.1. Soit la matrice M (z) = [ ] . La condition M (x) > 0 équivaut aux condi-

T2

T

FIGURE 2.6 — Domaine de faisabilité de la LMI M (z) >~ 0

Il est intéressant de noter que les conditions LMI, bien que possédant le qualificatif linéaire,
introduisent en réalité des contraintes scalaires non-linéaires, plus précisément polynomiales.

2.4.2 Relaxations convexes

Le principe des relaxations convexes consiste a résoudre un probléme d’optimisation non-
convexe en résolvant un probléme convexe dont le domaine de faisabilité englobe celui du
probleme de départ. Cette démarche introduit un certain degré de conservatisme puisque la
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résolution du probléme issu de la relaxation convexe est une condition suffisante seulement a
la résolution du probléme non-convexe original. Dans le cas général il n’y a pas d’équivalence
entre les deux problémes, d’ot la présence d’un écart appelé saut de relaxation (relaxation gap)
entre les valeurs optimales des fonctions objectifs des problemes original et relaxé. Parmi les
méthodes de relaxations convexes proposées dans la littérature scientifique, nous exposerons
briévement ici quelques méthodes de relaxations LMI, c.a.d. des relaxations qui meénent a un
ensemble convexe pouvant étre décrit par des contraintes de type LMI.

2.4.2.1 Introduction de nouvelles variables de décision (levage ou lifting)

Cette méthode de relaxation consiste a augmenter la dimension de I'espace d’optimisation
original en introduisant de nouvelles variables de décision. Une telle opération est appelée le-
vage. Le probleme résultant est alors convexe dans le nouvel espace augmenté et peut donc étre
résolu. Le retour a 'espace original se fait par projection dans I'espace original, opération inverse
du levage. Nous illustrons ce principe dans ce qui suit a travers deux exemples.

Exemple 2.2. Linéarisation des inégalités matricielles bilinéaires (BMI)
Considérons la contrainte matricielle suivante, connue sous le terme de BMI (pour bilinear ma-
trix inequality) :

N N
F(z) = Fo + Zl‘ze + Z zixjFij 20 (2.28)
i=1 ij=1

Cette contrainte a une dépendance quadratique en fonction des variables de décision contenues
dans le vecteur z. Afin de linéariser cette dépendance fonctionnelle et de se ramener a une LMI,
il est possible d’utiliser des variables de décision supplémentaires liées aux variables originales
par un certain nombre de contraintes (généralement non convexes).

En introduisant les nouvelles variables de décision y;;, la contrainte (2.28) peut étre exprimée
sous la forme :

N N
F(z,y) =Fo+ szFz + Z yijFij =0 (2.29a)
i=1 ij=1

Yij = TiTj (2.29b)

Les contraintes de type égalité dans (2.29b) sont non convexes. Elles peuvent cependant étre
relachées en une contrainte LMI, ce qui donne lieu a la formulation suivante :

N N

F(z,y)=Fo+ > xziFi+ Y 4i;Fi; <0 (2.30a)
i=1 ij=1

G(z,y) = [xyT ﬂ <0 (2.30b)

y est la matrice symétrique de dimension N x N qui contient les variables de décision addition-
nelles y;; introduites lors le levage. Le retour a I'espace original en x (projection) est obtenu
en appliquant la contrainte : rang(G(z,y)) = 1. Cette relaxation est utile pour la résolution de
problemes de synthése de correcteurs d’ordre réduit incluant les correcteurs par retour de sortie
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FIGURE 2.7 — Interprétation géométrique de la relaxation par levage

statique [HenrionO1].

Exemple 2.3 (Interprétation géométrique du levage [Parrilo06]). Soit 'ensemble non convexe
défini par : E = {(z1,72) € R?: 1 < 22 4 22 < 4}. 1l $'agit en fait de I'intersection de 'ensemble
convexe Dy (disque centré de rayon 2) et de I'ensemble non convexe R? — D; (ol D; est le
disque centré de rayon 1). En introduisant la nouvelle variable de décision x3, nous pouvons
définir les contraintes convexes suivantes :

23 4 23 <x3 (2.31a)
1<y <4 (2.31b)

Ces contraintes convexes, définissant un paraboloide, constituent une relaxation par levage de
I'ensemble non convexe original F (bande circulaire de rayon compris entre 1 et 2), que I'on
peut retrouver par projection des contraintes (2.31) dans I'espace bidimensionnel original en
x1, xo (voir Figure 2.7).

2.4.2.2 Dualité lagrangienne

Afin d’étudier la relaxation basée sur la dualité lagrangienne, considérons le probleme d’op-
timisation suivant :

Minimiser fo(z) (2.32a)
sous  fi(w) <0, i=1,...,m (2.32b)
g;(x) <0, j=1,.,p (2.32¢0)

Le lagrangien étant défini : L(z, z) = fo(z) + >, 2;9;(z), ou les z; > 0 sont des multiplica-
teurs. Les contraintes f;(xz) < 0 sont des contraintes relativement faciles a traiter (par exemple
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convexes) et les g;(x) < 0 sont des fonctions difficiles a traiter (par exemple non convexes). La
fonction duale de Lagrange est alors : f(z) = inf L(z, z). Cette fonction est toujours concave
x

(—f(z) convexe) et donne lieu au probléme dual suivant.

Maximiser f(z) (2.33a)
sous z >0 (2.33b)

Si on note p* = inf fy(z) la solution du probléme primal (2.32) et d* = sup f(z) la solution
du probléme dual (2.33), on a généralement p* > d*. Cette relation est connue sous le nom de
dualité faible. La différence p* — d* est appelée écart de relaxation (relaxation gap). La dualité
stricte p* = d* peut étre obtenue si des conditions supplémentaires, appelées qualifications de
contraintes, sont satisfaites [Scherer06b].

2.4.2.3 Suppression de la contrainte de rang

Cette méthode de relaxation est utilisée pour des problemes d’optimisation ott une contrainte
de rang matriciel constitue la seule source de non convexité. Ces contraintes de rang sont sou-
vent rencontrées dans des problemes de synthése de correcteurs d’ordre réduit [Apkarian95].
La technique consiste a ignorer dans un premier temps la contrainte de rang et de résoudre le
probleme convexe restant. Le domaine de faisabilité résultant est ensuite restreint par l'intersec-
tion avec 'ensemble des solutions de la contrainte de rang. Cette méthode est parfois appelée
relaxation de Shor dans la littérature scientifique [Boyd97].

2.4.2.4 Multiconvexité

Cette méthode de relaxation est appropriée aux LMI introduites dans (2.25b) dépendant des
parametres de maniere polynomiale. Elle est valable si 'ensemble paramétrique © est un hyper-
rectangle délimité par les valeurs min et max de chaque parameétre. Le concept de multiconvexité
signifie la convexité de la dépendance fonctionnelle de F'(x, §) en chaque parameétre scalaire 6;,
les autres parametres étant supposés constants. Le lemme suivant, établi dans [Apkarian97],
introduit des conditions suffisantes de multiconvexité.

Lemme 2.1. Soit la matrice F(x,0) dépendant des parameétres de maniére polynomiale. On note
d; le degré partiel du parameétre scalaire 0; et d le degré total du polynéme. La contrainte F'(x,0) <
0,V0 € O est satisfaite si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. F(x,0)=<0,V0co (2.34a)
02mF (z,0)
2. (—1)"=——2"1 <0, VA € O 2.34b
(=) 007 .00~ (2.34D)
oul<lh<lb<..<Im<L1<m<}¥
Card{l; =k:je{l,...,m}} <dy k=1,2,..., L.

Ala différence des méthodes précédemment citées, la multiconvexité est donc une relaxation
du caractere infini du probleme PD-LMI, plus qu'une relaxation convexe a proprement parler.



2.4. Représentations convexes et relaxations convexes 47

2.4.2.5 Relaxation en somme de carrés (SOS)

Pour la résolution de problémes incluant des contraintes de type PD-LMI, la relaxation en
sommes de carrés (SOS pour sum of squares) est une alternative a la relaxation de multicon-
vexité. Pour les applications en automatique, la relaxation SOS a été largement explorée dans les
travaux de thése de P. Parrilo [ParriloO0] pour des polynémes scalaires multivariés. Elle a ensuite
été étendue au cas matriciel par les travaux de Scherer et de ses collaborateurs [Scherer06a].
Les relaxations SOS matricielles sont particuliérement appropriées a I'analyse et a la synthese
de systemes LPV. De plus, la combinaison de la relaxation SOS et de la dualité lagrangienne
permet de considérer des ensembles paramétriques non convexes, décrits par des contraintes
polynomiales, qu’on appelle ensembles semi-algébriques, ce qui constitue un avantage majeur par
rapport a la multiconvexité car cette derniere se limite au cas de I’hyperrectangle. Les relaxations
SOS sont a l'origine d’une partie des contributions de ce travail de thése concernant I'analyse et
la commande LPV/H ., des manipulateurs flexibles. Les résultats sont exposés dans le Chapitre 4.

Discutons maintenant le probleme de montrer la non négativité globale d'un polynome f(x).
Il est évident que cette condition est satisfaite si f(x) s’écrit comme la somme de termes élevés
au carré. Le méme principe s’applique aux matrices dépendant de maniere polynomiale des va-
riables de décision (ou des parameétres incertains). Dans ce dernier cas la non négativité d'une
matrice M(z) s’entend au sens de la semi-définie positivité matricielle, i.e. M (z) > 0. Toute
la difficulté de la relaxation consiste a montrer I'existence potentielle d'une décomposition en
sommes de carrés du polynéme considéré.

Décomposition scalaire

Une décomposition en sommes de carrés du polynéme scalaire multivarié f(x) = f(z1,...,xn),

x; € R est donnée par :
m

F@) = (fu(@))? (2.35)
k=1

ot les fx(x), k =1,...,m sont des polyndémes. Nous pouvons remarquer que si f(x) est de degré
d, alors les polynomes fi(x) de la décomposition SOS sont de degré inférieur ou égal a %. Si
I'existence d’'une décomposition en sommes de carrés est une condition suffisante de non néga-
tivité globale d'un polynome, cette condition n’est pas nécessaire dans le cas général. Autrement
dit, il existe des polyndémes globalement positifs qui n’admettent pas de décomposition SOS. Un

contre-exemple célebre est le polynéme de Motzkin [Parrilo00] [Motzkin67], défini par :

M (x1,x9,23) = xiad + 2325 + 25 — 332322 (2.36)

Un autre exemple de polyndome globalement non négatif mais n’admettant pas de décompo-
sition SOS est celui de Robinson [Robinson73] :

R(xy1,x9,x3,24) = x%(azl—x4)2+x%(x2—x4)2+x§(x3—$4)2+2x1x2x3(951+x2+x3—2x4) (2.37)

En effet, ces polynomes, bien qu’étant globalement non négatifs, n’admettent aucune dé-
composition en sommes de carrés. Toutefois, I’équivalence entre la non négativité globale et
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I'existence d’'une décomposition SOS est obtenue dans les trois cas suivants : les polynémes a
deux variables, les formes quadratiques (polynémes homogénes de degré 2), ainsi que les poly-
nomes de degré 4 en 3 variables.

Décomposition matricielle (factorisation spectrale)

La décomposition spectrale d'une matrice symétrique S(z) dépendant de maniere polyno-
miale des variables de décision z;,7 = 1, ..., N est donnée par :

S(x) = H(z)TQH(x) (2.38)

Le choix de la matrice a termes monomiaux H(x), qui a typiquement plus de lignes que de
colonnes, est effectué par l'utilisateur. Si d est le degré du polynéme matriciel S(z), alors H(x)
doit étre de degré 4. Pour une matrice H(z) donnée, la semi-définie positivité de la matrice
symétrique constante () implique la semi-définie positivité globale de la matrice polynomiale

S(z). Autrement dit :

Q>0=S(z) =0, Yz e RY (2.39)

Positivité sur une région spécifique

Au lieu d’essayer d’'imposer la positivité globale d'une matrice S(z), il est souvent intéressant
d’exiger la satisfaction de la contrainte de positivité sur un domaine spécifique £ ¢ RY unique-
ment. Ce type d’exigence apparait typiquement dans des problemes d’analyse et de synthese de
correcteurs pour les systémes LPV polynomiaux ou rationnels, donnant lieu a des contraintes de
type PD-LMI ayant le méme type de dépendance paramétrique.

Considérons la factorisation spectrale de la matrice F(z,0) = H? (0)Q(x)H(6) suivant la
variable 6. La contrainte PD-LMI F'(z, ) =< 0, telle que décrite dans (2.25b), doit étre satisfaite
sur 'ensemble paramétrique ©. On suppose que © est un ensemble semi-algébrique, c.a.d. qu’il
est le domaine de faisabilité d'une collection de contraintes polynomiales scalaires :

O={0cR :g;(0)<0,j=1,...n,} (2.40)

ou n, est le nombre de contraintes polynomiales. Suivant la S-procédure [Boyd94], qui peut
aussi étre vue comme une relaxation lagrangienne de la contrainte quadratique équivalente
2T F(x,0)z <0, Vz € R, nous avons le résultat suivant :

Tip
F'(2,0) = F(z,0) = > Zjg;(0) 20, V0 € R' = F(x,0) <0, V0 € © (2.41)
7j=1

ou les matrices symétriques semi-définies positives Z; € R™ %"/ sont appelées multiplicateurs.
En appliquant la relaxation SOS a I'équation (2.41), nous obtenons la relation suivante :

—F'(2,0) est SOS en § = F(z,0) 20, V0 € © (2.42)

Rappelons que —F’(x, #) est SOS en 6 veut dire qu’elle admet la factorisation en sommes de
carrés : —F'(z,0) = HT (0)Q'(x)H(0) avec Q'(x) = 0. La décomposition matricielle en sommes
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de carrés peut donc s’exprimer en tant que contrainte de type LMI.

Techniquement, pour des multiplicateurs Z; constants, il est possible d’adopter la démarche
de calcul suivante. Il faut d’abord décomposer chaque région G; délimitée par la contrainte
polynomiale g;(f) < 0 : g;(§) = H{ (0)G,;Hi(0), ot H(0) = Hy(0) ® In,, ® représente le
produit de Kronecker des matrices. Chacun des termes Z;g;(f) admet alors la décomposition
Z;g;(0) = HT(0)(G; @ Z;)H(6). Si F(x,0) est factorisée de la maniére suivante : F(z,0) =
HT(0)Q(x) H(6), nous obtenons la factorisation —F'(z, 6) = H”(0)(—Q(x)+>" (G;©Z;))H(6) =
HT(0)Q'(z)H(0), ot Q'(x) = —Q(x) + Z?”(éj ® Zj). Lhypothese dans (2.42) est vérifiée si la
LMI Q'(z) = 0 est satisfaite.

2.4.3 Problémes convexes équivalents

Nous présentons ci-aprés deux approches permettant de transformer un probleme convexe
en un autre problemes convexe équivalent. Le choix entre une formulation SDP et une autre peut
étre guidé par des considérations pratiques, telles que la facilité de la résolution numérique.

2.4.3.1 Suppression de contraintes égalité

Réécrivons le probléeme SDP (2.24) qui contient les contraintes de type égalité Ax = b.

Minimiser fo(z) =’ (2.43a)
sous F(z)=Fy+x1F1+...+axnyFy <0 (2.43b)
Ax =b (2.43¢)

RNXN

En introduisant la matrice symétrique G € et le vecteur de nouvelles variables de

décision z € R qui satisfont I'équivalence :
Ar =b<— 2 =Gz + x9 (2.44)

nous obtenons le nouveau probleme SDP suivant, qui ne contient pas de contraintes égalité.

Minimiser fo(Gz + xo) (2.45a)
sous F(Gz+xp) 20 (2.45b)

2.4.3.2 Introduction de variables faibles

L’introduction de variables de décision supplémentaires appelées variables faibles (slack va-
riables) permet de rajouter des degrés de liberté dans le but de faciliter la résolution numérique
du probleme d’optimisation. Une des applications de cette démarche avait pour but de reformu-
ler des contraintes de type inégalité dans I'espace original en des contraintes de types égalité et
inégalité dans un nouvel espace de plus grande dimension.

Ainsi, les deux programmes linéaires suivants sont équivalents :
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Programme linéaire original

Minimiser fo(z) = ¢’ = (2.46a)
sous a;Tx <b;, i=1,...m (2.46b)

Programme linéaire étendu

Minimiser fy(z) = ¢’z (2.47a)
sous s; >0, i=1,...m (2.47b)
aiTac +5; =0, i=1,...,m (2.47¢)

Les variables faibles ont été par la suite largement utilisées en commande robuste dans des
applications d’analyse et de commande et d’estimation. Les conditions LMI impliquant ces nou-
velles variables de décision sont appelées LMI étendues, augmentées, ou dilatées. Elles ont été
utilisées dans des conditions d’analyse de stabilité avec des fonctions de Lyapunov dépendant
des parametres (PDLF). Un découplage entre les matrices d’état et les matrices de Lyapuonv est
assuré, ce qui permet de réduire le conservatisme de ces conditions. Dans [deOliveira99], cette
réduction de conservatisme permet d’élargir 'ensemble paramétrique pour lequel la stabilité
robuste d'un systeme a temps discret est assurée. Pour les systémes a temps continu, diverses
conditions d’analyse et de synthese ont été établies dans [Apkarian01]. Dans [Sato07], les va-
riables faibles sont utilisées pour 'analyse de stabilité et de performance #, et H., de systémes
incertains a dépendance paramétrique polynomiale. Il a été établi que 'approche exposée dans
ce travail n’est pas plus conservative qu'une relaxation en sommes de carrés (SOS).

2.5 Analyse de systemes asservis, synthese de correcteurs

Dans cette section, nous présentons les problémes classiques d’analyse de stabilité, de per-
formance et de robustesse pour les systémes dynamiques. Un intérét particulier est porté a la
formulation de ces problémes sous forme de programmes SDP.

2.5.1 Normes matricielles
Nous commencerons cette partie en présentant des définitions de normes matricielles qui

nous serons utiles pour I'analyse de performance des systémes.

Norme euclidienne La norme euclidienne d’'un vecteur z(t) € R™ est la racine carrée de la
somme carrée de toutes ses composantes scalaires z; :

(2.48)
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Norme Lo Siz(t) est de carré intégrable sur R, alors sa norme L9 est définie par :

—+00 1
el = ( /O ()| de)? (2.49)

La norme L, peut étre considérée comme I'énergie du signal et admet a ce titre la définition
fréquentielle suivante :

1 +o0 . ) 1
lellz = (== / 1X ()| dw) (2.50)

27 J_ o

ol X (jw) est la transformée de Fourier bilatérale du signal =(t).

La définition donnée en (2.49) est généralisable a des normes £,,, p > 1 quelconques d’un signal
x(t) qui seront déterminées par :

n

+o00 1
lelly = ([ (X letyr) a? (2.51)

i=1
Norme L., Lanorme L., d’un signal z(¢) est définie par :

|z|loo = sup|zi(t)], i=1,...,n (2.52)
t>0

Norme #, Lanorme H; d’une fonction de transfert G(s) strictement propre est définie par :

N|=

+o0
Gl = (5. [ Tr (6 ()G lw)lde) (253)

—00

Norme #.,, Lanorme H., d’'une fonction de transfert G(s) stable est définie par :

|Glloo = sup T (G(jw)) (2.54)
weR

ol 7(A) désigne la valeur singuliére maximale de la matrice A.
Gain £, Cette norme est induite sur les systéemes par la norme L, sur les signaux. Pour un

systeme non-linéaire > d’entrées w(t) € R" et de sorties z(t) € R®, elle admet la définition
temporelle suivante :

IEQIIP

Y|, = sup (2.55)
H H : weR”, w#0 Hw(t)HQ
Le gain Lo d’'un systeme LTI de fonction de transfert G(s) est égal a sa norme H :
GW
Gz, = IEWla _ )., (2.56)

W |2 <00, w##0 W12 B
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2.5.2 Notions fondamentales d’analyse de systemes
2.5.2.1 Stabilité

Dans ce paragraphe, nous rappelons des définitions de base concernant la stabilité d'un
systéme non-linéaire [Slotine91]. A cette fin, commencons par introduire le systeme régi par
I’équation d’état non-linéaire suivante :

#(t) = f(2(t),u(t)) (2.57)

ot z(t) € R™ est le vecteur d’état et u(t) € RP et le vecteur d’entrées.

Stabilité au sens de Lyapunov

Définition 2.5 (stabilité). x = x. est un point d’équilibre stable au sens de Lyapunov du systéeme
(2.57) si, VR > 0, 3r > 0 tels que :

2(0) — ze|| < 7+ = |lz(t) —xze|| < R, Vt>0 (2.58)

Définition 2.6 (stabilité asymptotique). x = x. est un point d’équilibre asymptotiquement
stable au sens de Lyapunov du systeme (2.57) s’il est stable, et si de plus, Ir > 0 tel que :

|lz(0) —ze| < r = lim z(t) =z, (2.59)
t—o0
Définition 2.7 (stabilité exponentielle). x = z. est un point d’équilibre exponentiellement
stable au sens de Lyapunov du systeme (2.57) si 3o > 0, 3A > 0, 3r > 0 tels que :

|lz(0) —ze|| < = [|z(0) —zc|| < a|lx(t) — ze| exp(—At),Vt >0 (2.60)

Ces notions de stabilité sont dites locales car elles sont valables pour une condition initiale
x(0) située dans un voisinage du point d’équilibre x.. L’ensemble D, des conditions initiales
satisfaisant [|z(0) — z.|| < 7, r > 0, est appelé région d’attraction du point d’équilibre z.. Les
conditions de stabilité deviennent globales si elles sont valables quelle que soit la condition
initiale z(0). Dans ce cas, nous avons D, = R". Il est a noter que pour un systeme LTI, la
stabilité asymptotique est toujours globale et exponentielle.

Définition 2.8 (fonction de Lyapunov). Si une fonction V' (z) : R” — R, ol = est une solution
de (2.57), satisfait les conditions suivantes :

1) V(z)>0, Vz e R" (2.61)
2) V(x) <0, Vz € R™ (2.62)

alors V' (x) est une fonction de Lyapunov du systéme (2.57) qui est alors globalement asympto-
tiquement stable. Si x # x., I'inégalité devient stricte dans la premiere condition.

Remarque 2.1. La fonction de Lyapunov V (x) est souvent prise comme une fonction quadratique
des variables d’état : V(x) = (x — z.)" P(x — x.), ott P = PT = 0. Ce choix facilite la résolution
numeérique du probléme d’analyse de stabilité qui pourra s’exprimer comme une contrainte LMI. On
suppose dorénavant que le point d’équilibre se situe a l'origine, c.a.d. x. = 0, ce qui peut étre obtenu
a travers la transformation d’état linéaire z = x — xe.
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2.5.2.2 Performance

Une fois la stabilité interne d’un systéme dynamique assurée, une seconde exigence couram-
ment requise est celle de la performance. Dans le cas des systémes monovariables (SISO), les
propriétés de performance peuvent étre aisément visualisées dans le domaine temporel a I'aide
du tracé de la réponse indicielle. Si le systéme est linéaire, une analyse fréquentielle est aussi
possible a 'aide du diagramme de Bode.

Systéme monovariable (SISO)

L’analyse des systémes dynamiques dans le domaine temporel est possible pour tous les sys-
témes non-linéaires. Elle constitue de ce fait un outil puissant de la compréhension du compor-
tement et de la commande des systemes dans I'espace d’état. En particulier, la réponse indicielle
d’un systéme donne des indications sur les performances réalisées par ce systeme. La rapidité
est donnée par le temps de réponse des états ou de la sortie mesurée et la précision du systéme
est déduite de I’écart en régime permanent avec la sortie de référence. D’autres caractéristiques
importantes peuvent attirer I'attention telles que la présence d’oscillations et 'amplitude du dé-
passement.

Pour les systemes linéaires, 'analyse fréquentielle permet de visualiser de maniére simple
les propriétés du systémes dynamique. Le lieu des racines, par exemple, permet de voir la dis-
tribution des modes du systéme, afin de préparer potentiellement une compensation ou un
déplacement des pdles lents ou peu amortis. Le diagramme de Bode permet d’obtenir plusieurs
caractéristiques du systeme tels que sa bande passante, ses marges de stabilité et sa précision
statique.

Systéme multivariable (MIMO)

Pour les systemes a plusieurs entrées et plusieurs sorties, ’'analyse temporelle permet de
visualiser, en plus des caractéristiques citées précédemment pour un systeme SISO, des informa-
tions sur le couplage entre les différentes entrées et sorties.

Si une loi de commande découplante (ou diagonalisante) est appliquée, le systeme multiva-
riable est décomposé en plusieurs sous-systémes monovariables n’ayant pas d’interactions entre
eux. La qualité du découplage, a elle seule, peut étre considérée comme un critére de perfor-
mance d’'un systeme asservi multivariable. Pour un systeme non-linéaire, le découplage et la
linéarisation peuvent étre réalisés par une commande par inversion de modele (feedback linea-
rization en anglais), qui est aussi appelée en robotique commande par découplage non-linéaire.

Performance H-

Les spécifications de performance #, sont typiquement utilisés pour minimiser I'effet de
bruit additif affectant le systéme. Dans ce cas, un objectif primordial de I'analyse est de déter-
miner une borne supérieure de I’énergie du bruit. Une synthése de correcteur avec garantie de
performance H5 permet de respecter ce type de contrainte en amont au niveau de la synthese de
correcteur. Une analyse de la boucle fermée peut étre effectuée par la suite sur la boucle fermée,
permettant éventuellement de trouver une meilleure borne. Le niveau de performance peut étre
adapté suivant les différents signaux en jeu et les fréquences du systeme en utilisant des filtres
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de pondération.
Performance H.,

Une limitation importante de la performance Hs est qu’elle considere I'énergie totale des
signaux de perturbation et de mesure, sans s’intéresser aux valeurs maximales (domaine tem-
porel) ou aux résonances (domaines fréquentiel) a un instant ou une fréquence données. Cette
limitation est levée par la performance H,, qui est donc particulierement appropriée pour ca-
ractériser les systemes résonants tels que les structures flexibles et 'atténuation de leurs vibra-
tions. De méme que pour la performance s, des filtres de pondération peuvent étre utilisés
afin d’adapter le niveau de performance estimé (analyse) ou imposé (synthése) par rapport aux
amplitudes et fréquences des signaux d’intérét.

2.5.2.3 Robustesse

L’exigence de robustesse par rapport aux incertitudes paramétriques peut étre satisfaite par
une description adéquate du systeme sous une forme dépendant des parameétres. Pour les autres
types d’incertitudes, dites incertitudes non structurées, leur traitement est possible via une atté-
nuation du gain de boucle (généralisation de la fonction de transfert en boucle ouverte au cas
MIMO) dans les hautes fréquences. Comme une partie importante des dynamiques non modé-
lisées se situe dans ces plages de fréquences, le correcteur doit tenter de les atténuer le plus
possible pour ne pas en subir les effets indésirables (diminution des performances du systeme
voire instabilité).

En résumé, nous noterons qu'une bonne performance du systéme (rapidité, précision...) cor-
respond a un gain de boucle (donc du correcteur) élevé dans les basses fréquences, alors qu'une
bonne robustesse correspond a un gain de boucle faible dans les hautes fréquences. Ces deux
spécifications peuvent paraitre contradictoires entre les deux bandes de fréquence. On parle
pour cette raison de compromis performance-robustesse.

2.5.3 Formulation SDP des problemes d’analyse

Les problemes d’analyse de stabilité, de performance ou de robustesse d’un systéme dy-
namique peuvent souvent s’exprimer comme des problémes de résolution de SDP. Beaucoup
d’efforts de recherche ont été fait dans ce sens durant les deux derniéres décennies (voir par
exemple [Apkarian95, Scherer97]).

Dans les paragraphes suivants, nous exposerons des résultats d’analyse exprimés sous forme
SDP pour les systemes linéaires et invariants dans le temps (LTI), linéaires a parameétres variants
(LPV) et enfin pour certaines classes de systémes non-linéaires : les systémes linéaires a retard,
les systemes polynomiaux, les systemes hybrides et les systemes flous.

2.5.3.1 Systémes LTI

Soit un systéeme LTI autonome (sans entrée extérieure) régi par ’équation d’état linéaire
suivante :

T = Ax (2.63)

Ce systéme est dit linéaire et invariant dans le temps (LTI) si la matrice d’état A est constante.
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Critere d’Hurwitz Le systeme LTI (2.63) est stable si la matrice A est Hurwitz, c.a.d. si toutes
ces valeurs propres sont strictement négatives. I'ensemble des valeurs propres d'une matrice A
est appelé spectre de A et est noté Sp(A). Graphiquement, le spectre d'une matrice d’état d’'un
systéme stable se situe dans le demi-plan gauche.

Abscisse spectrale L’abscisse spectrale d'une matrice A est la plus grande partie réelle des
valeurs propres de A :

a(A) = max Re()) (2.64)
AESp(A)

Le systéme (2.63) est donc stable si et seulement si «(A) < 0.

Inégalité de Lyapunov Cette condition permet de formuler I'analyse de stabilité en tant que
probleme de faisabilité de contraintes LMI, comme indiqué dans le théoréme suivant :

Théoréme 2.1 (stabilité d’'un systéme LTI). Le systéme LTI (2.63) est stable si et seulement s’il

existe une matrice symétrique P € R™*", telle que :
P=0 (2.65)
ATP+PA<0O (2.66)

Preuve . En appliquant les critéres de stabilité de Lyapunov donnés dans la Définition 2.8 avec une

fonction de Lyapunov quadratique V (x) = 2 Pz avec P = P”, nous avons :

1. V(z) > 0,Vx # . <= P > 0.
av d av
di”“") = S (a"Px) = 2T (ATP + PA)z. Dot : dff) <0,Vz €R" < ATP 4+ PA <0,

Clairement, les conditions de stabilité de (2.65) et (2.66) sont des contraintes LMI. Les variables
de décision sont regroupées dans la matrice symétrique P.

2.

Considérons maintenant que le systéme LTI (2.63) n’est plus autonome mais qu’il est muni
d’'un canal de performance d’entrées w(t) € R" et de sorties z(t) € R®. Ce systeme admet la
représentation d’état G(s) = {A, B, C, D}, qui représente les équations :

(2.67)

t = Ax+ Bw
z = Czx+ Dw

Lemme de Kalman-Yakubovich-Popov (KYP)

Le lemme de KYP permet de transformer des conditions d’analyse de dimension infinie para-
métrées par la variable fréquentielle w en des conditions LMI de dimension finie.

Théoréme 2.2 (KYP [Rantzer96]). Soient les matrices A € R™™ B € R"" et M = MT ¢
ROH1)X(47) - gqyec det(jw — A) # 0,Vw € R. Si la paire (A, B) est commandable alors les proposi-
tions suivantes sont équivalentes :

5 [@w - ;1)—13] M [(jw - ;1)—13] < 0,%w € R U {oo} (2.682)

<0 (2.68b)

T
2. 3P = PT e R telle que : M + [A bt pA PB}

BTp 0
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Lemme borné réel (BRL)

Ce lemme constitue un cas particulier du lemme de KYP qui permet d’analyser la perfor-
mance H ., d’un systéme dynamique. Le lemme borné réel a été a 'origine de nombreuses contri-
butions théoriques, numériques et applicatives sur le theme de I'analyse de performance et de
la synthése de correcteurs avec garantie de performance .. Il est a la base de la méthode de
synthese utilisant des LMI de la fonction hinfsyn de MATLAB [Gahinet94]. Proposé a l'origine
pour l'analyse de performance des systémes LTI, il donné lieu a de nombreuses extensions pour
les systemes LTV, LPV et non-linéaires a temps continu et a temps discret.

Nous noterons RH ., est 'ensemble des fonctions de transfert réelles stables et rappellerons
qu'une fonction de transfert G(s) peut s’exprimer en fonction de sa réalisation dans l'espace
d’état de la maniere suivante :

G(s)=C(sI — A)"'B+D (2.69)

Théoreme 2.3 (BRL). Soient un nombre réel v > 0 et une fonction de transfert G(s) = {A, B,C, D}
€ RH . Les propositions suivantes sont équivalentes :

L G(s)lloo < (2.70a)
ATP+PA+CTC PB+C'D
_ pT nxn .
2. dP =P € R"" telle que : [ BTP 4 DTC DTD — 21, <0 (2.70b)
ATp+pPA PB COT
3. 3P = PT e R™" telle que : BTP —~I, DT | <0 (2.70¢)

C D —~lI

Preuve . L’équivalence entre 1. et 2. est obtenue en appliquant le lemme de KYP avec la matrice
crc cT

symétrique M = DTC DTD — 21,

}. En effet, la relation (2.68a) avec s = jw donne :

[(sT — A)'B]*CTC[(sI — A)™'B]+ DTC(sI — A)'B+[(sI — A)"'B]*CTD + D'D —~+*I < 0

Ceci équivaut a : G*(s)G(s) < ~2I, autrement dit toutes les valeurs propres de G*(s)G(s) sont
inférieures a 2. Cela est vérifié si et seulement si toutes les valeurs singuliéres o;(G) sont inférieurs

a v, ce qui, en retour, équivaut a ||G(s)|lcc = supa(G(jw)) < . L’équivalence entre 2. et 3. est
weR
obtenue en appliquant le lemme complément de Schur.

2.5.3.2 Systemes LPV

Soit un systeme LPV autonome régi par '’équation d’état linéaire suivante :
= A(p)x (2.71)

La matrice d’état A(p) dépend de parametres variant dans le temps, mesurables en temps réel
et bornés, regroupés dans le vecteur p satisfaisant p € S, et p € S;.

Pour un systeme LPV, le critere de stabilité de Lyapunov a deux variantes, suivant que la
fonction de Lyapunov V' (x) dépende des parametres ou pas. Ces deux variantes sont désignées
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sous les termes de stabilité dépendant des paramétres et de stabilité quadratique respectivement.
Stabilité quadratique

L’analyse de stabilité revient dans ce cas a chercher une fonction de Lyapunov V' (x) indépen-
dante du vecteur de parametres variants p. Si la fonction de Lyapunov est quadratique, I'objectif
est de trouver une matrice P constante vérifiant des LMI similaires a (2.65)-(2.66), ou cepen-
dant la matrice d’état A n’est plus constante mais dépend des parametres. De plus la condition
de stabilité du Théoreme 2.1 devient suffisante seulement pour un systéme LPV, du fait de la res-
triction de la recherche de fonction de Lyapunov aux seules fonctions quadratiques en fonction
de Iétat du type : V(x) = 2T Pz, ol P est une matrice constante.

Théoréme 2.4 (stabilité quadratique). Le systéme LPV (2.71) est stable s’il existe une matrice
symétrique P € R™*", telle que Vp € S, :

P~0 (2.72)
Ap)TP+PA(p) <0 (2.73)

Les conditions de stabilité quadratique d’un systeme LPV ne font pas apparaitre explicitement
la dérivée temporelle p des parametres. Ces conditions sont donc valables pour des dérivées pa-
ramétriques arbitraires. Cela induit un certain conservatisme de 'approche quadratique car pour
les systemes physiques, les dérivées des parametres sont généralement bornées.

Stabilité dépendant des parametres

Au lieu de chercher une fonction de Lyapunov fixée pour tout I'espace de travail défini par
I'ensemble paramétrique, dans cette approche la fonction de Lyapunov recherchée est quadra-
tique par rapport a I'état =, mais dépend en plus des paramétres variants : V(z,p) = z* P(p)z.

Théoréme 2.5 (stabilité quadratique dépendant des parameétres). Le systeme LPV (2.71) est
stable s’il existe une matrice symétrique P(p) € R™*", telle que V(p,p) € S, x S, :

P(p) =0 (2.74)
d

A(p)" P(p) + P(p)Alp) + . P(p) < 0 (2.75)

Théoréme du faible gain Ce théoreme permet d’analyser la stabilité d’'un systéme LPV a dé-
pendance paramétrique de type LFR, similaire a celle illustrée dans la figure 2.3 pour les sys-
témes incertains. Il utilise les normes H., de la matrice paramétrique potentiellement dyna-
mique A(s,p) et de la fonction de transfert G,4(s) entre les entrées wy(t) et sorties z4(t) du
systeme qui interagissent avec I'incertitude.

Théoreme 2.6 (faible gain [Zhou96]). Supposons que G4(s) € RH. Alors linterconnexion de
la figure 2.3 est bien posée et sa stabilité interne est garantie YA(s, p) € RHo. De plus :

1
1A(s, p)|[o < S = [|Ga(9)]lec < v (2.76)
1
- = |Gi(s)lle < v (2.77)

A(s,p)|lee <
[A(s, ) 5
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Grace au théoréme du faible gain, les outils d’analyse de performance ., admettant une
formulation SDP peuvent étre utilisés pour estimer la marge de stabilité robuste d’un systéme
LTI incertain ou I'espace paramétrique préservant la stabilité d’'un systeme LPV.

2.5.3.3 Systemes non-linéaires

L’analyse de systemes non-linéaires dans le cadre SDP peut s’effectuer au moyen d’une mo-
délisation LPV préalable. Cette démarche est désignée sous le terme d’approche quasi-LPV et est
particulierement adaptée aux systémes a non-linéarités différentiables. Elle a été adoptée pour
le cadre applicatif imparti a cette these.

Les techniques d’optimisation SDP ont été largement exploitées pour I'analyse de systemes
linéaires. Des résultats théoriques conséquents sont maintenant disponibles pour des classes
particulieres de systémes non-linéaires, notamment : les sommes pondérées de sous-systémes
linéaires (tels que les systémes flous), les systémes hybrides (en particulier les systemes a com-
mutation), les systémes polynomiaux et rationnels, ainsi que les systémes linéaires a retard.
Nous donnerons dans ce qui suit des conditions d’analyse sous forme SDP pour ces classes de
systéeme. Les développements présentés sont tirés pour I'essentiel de [Pettersson97, Daafouz02,
Prajna04b, Gu03].

2.5.3.3.1 Systémes linéaires a retard Considérons le systeme linéaire a retard suivant :

{a'c(t) = Ax(t) + Aga(t — 7(1))

2(0) = ¢(0),%0 € [~5,0],5 >0 (2.78)

ou z(t) € R™ est le vecteur d’état du systeme, 7(¢) est le retard du systéme qui vérifie :
0<7(t)<s,Vt>0. A, A; € R"™™ et ¢(#) une condition initiale.

Les conditions de stabilité suivantes découlent du théoréme de Lyapunov-Razoumikhine
[Gu03] avec la S-procédure :

Théoréme 2.7 (Stabilité indépendante du retard). Le systeme a retard (2.78) est asymptotique-
ment stable pour tout retard T > 0 si 3P = PT > 0 et un scalaire o > 0 tels que :

ATP + PA+aP PA,

A;_Lpp —aP <0 (2.79)

L’inégalité (2.79) est en réalité une contrainte de type BMI quasi-convexe (convexe pour «
fixé), mais elle est toutefois linéarisable par I'intermédiaire du changement de variable () = a.P.

Les conditions précédentes sont indépendantes du retard, et de ce fait, exigent la stabilité du
systéme pour n’importe quel retard positif 7 > 0, ce qui peut étre difficile a réaliser. Il serait donc
intéressant d’assurer la stabilité asymptotique connaissant une borne supérieure 7 pour le retard
temporel 7. Le théoreme suivant donnent des conditions suffisantes de stabilité dépendant du
retard.

Théoréme 2.8 (Stabilité dépendant du retard). Le systéme a retard (2.78) est asymptotiquement
stable pour tout retard 0 < 7 < T si une des conditions suivantes est satisfaite :
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a) 3X =0, f1 >0, B2 > 0 tels que :

Q  XAA XAgAg
ATATX  prlx 0 =0 (2.80)
ATATX 0 Byt X

ol = T (A+ Ag)" X + X(Ag+ A)] - (B + B 1) X.
b) AP =0, P, = 0, P, = 0O tels que :
H 7PAT 7pAY
TAP —7P 0 | <0 (2.81)
TAGP 0 —7P
ot H=P(A+ Ag)T + (Aa+ A)P +TAq(P + P2)AL.

)X =0,U >0,V >=0etW tels que :

0 ~WA; ATATV F(W +X)
_ AT _ T AT
ATw U ATATV 0 - (2.82)
VAA  VAAg -V 0
TWT + X) 0 0 -V

ot =(A+A)TX + X(Ag+A) + WA+ AAWT 1+ U.

Les conditions (2.81) et (2.82) sont des LMI. L'inégalité (2.80) est une BMI quasi-convexe
linéarisable par I'intermédiaire des changements de variables : Y1 = ;' X et Y2 = 3, X. Le
lecteur intéressé est invité a consulter [Zhang01] et les références citées dans cet article pour une
démonstration de ce théoreme. Cet article effectue aussi une analogie de I'analyse de stabilité
d’un systéme a retard avec I'analyse de stabilité robuste d’un systeme sans retard en faisant appel
a une version du théoreme du faible gain impliquant des variables de scaling.

2.5.3.3.2 Systémes polynomiaux Dans ce paragraphe, nous utiliserons les notations sui-
vantes : R,, désigne I'ensemble des polyndémes a n variables a coefficients réels, RY désigne
I'ensemble des vecteurs colonnes de longueur & dont les éléments appartiennent a R,, et ¥,, est
I'ensemble de éléments de R,, admettant une décomposition en sommes de carrés. Les éléments
de ¥, sont qualifiés de polynémes SOS.

Considérons la classe des systémes non-linéaires régis par des équations d’état polynomiales :

z = f(x(t)) (2.83)
ou f € R}

L’analyse de stabilité du systéme non-linéaire polynomial (2.83) peut s’effectuer a I'aide de
la relaxation en sommes de carrés (SOS) de contraintes polynomiales introduite précédemment.
Les résultats d’analyse et de commande utilisant les relaxations SOS sont principalement basées
sur un théoréme important en géométrie algébrique réelle connu sous le nom de Positivstel-
lensatz (voir [ParriloO4, Bochnak98]) et d'une de ces conséquences que constitue la version
généralisée de la S-procédure. Ce dernier résultat est particulierement intéressant pour 'analyse
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locale, notamment la caractérisation des régions d’attraction ainsi que la recherche de fonctions
de Lyapunov de commande (CLF pour Control Lyapunov function).
Stabilité globale

Le systéme (2.83) est (globalement asymptotiquement) stable au sens de Lyapunov s'il existe
une fonction réelle V'(z) satisfaisant les conditions :

1) V(z)>0, Ve e R" (2.84)
2) V(z)=VLivV(z)f(z) <0, Vr € R® (2.85)

oV (x) oV (x) 4
oxr1  Oxy,
point d’équilibre z. (qui est considéré nul sans perte de généralité).

ou V,V(z) = . Dans ces conditions I'égalité est obtenue seulement au

Dans le cas général, la recherche d’une fonction V' (z) vérifiant les conditions (2.84)-(2.85)
n’est pas numériquement traitable. Toutefois, la restriction de la recherche a I'ensemble ¥,, des
polynémes SOS permet de formuler le probleme d’analyse de stabilité sous la forme du SOSP
(SOS program) suivant :

1) Viz) € %, (2.86)
2) —V(z) € %, (2.87)

Le programme SOSP (2.86)-(2.87) est équivalent a un programme SDP défini de la maniére
suivante. Le nouvel objectif est de trouver des matrices symétriques P = 0 et ) > 0 indépen-
dantes de x vérifiant les décompositions :

V(z) = Hi (z)PH, () (2.88)
~V(z) = HI (2)QH,(z) (2.89)

ou Hy(z) et Ha(x) sont des vecteurs colonnes dont les éléments sont des fonctions monomiales
des variables d’état x;, i =1, ..., n.

Estimation du domaine d’attraction

Le domaine d’attraction A du systéme non-linéaire (2.83) vers le point d’équilibre . = 0 est
I'ensemble des valeurs possibles de la condition initiale du vecteur d’état x(0) qui convergent
asymptotiquement vers x..

A={zgeR":2(0) =20 = tli}m x(t) = xe} (2.90)

On voit bien que la solution de ’équation d’état non-linéaire (2.83) dépend de la valeur
initiale 2y du vecteur d’état. Cette solution pourra donc étre notée z(xg,t). Afin de caractériser
la "largeur" de I'ensemble A, assurant la convergence asymptotique locale du systéme (2.83),
considérons le lemme suivant [TopculO0, Vidyasagar93].
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Lemme 2.2. Soient un scalaire v > 0, une fonction V € C! : R® — R vérifiant V(0) = 0 et
V(x) >0, Va # 0, tels que :
1) Ay, ={z e R":V(zx) <~} est un ensemble borné. (2.91)
2) Ay, — {0} Cc{zeR": VIV (x)f(x) <0} (2.92)

Alors, la solution x(z, t) de (2.83) existe, appartient a Ay, et vérifie : 1tlim x(xo,t) = xe, Vt > 0.
—00

Les conditions d’analyse de stabilité locale données dans ce lemme peuvent étre exprimées
sous forme SDP par le biais du théoreme suivant, appelé S-procédure généralisée, suivi d'une
relaxation en sommes de carrés (SOS)[Tan08].

Théoreme 2.9 (S-procédure généralisée). Soit le vecteur x € R™. Considérons la contrainte sui-
vante :

go(x) > 0 pour tout x vérifiant : g1(z) > 0, ..., gm(z) >0 (2.93)
ot les g; sont des polynémes réels. Les contraintes (2.93) sont satisfaites s’il existe des polynémes

semi-définis positifs a valeurs réelles si(x), ..., sm(x), tels que :

m

go(z) = si(x)gi(z) >0, Vo € R (2.94)
i=1

La contrainte (2.93) peut étre exprimée en tant que contrainte d’inclusions d’ensembles :
Dy C Dy, ouD; ={zeR":g1(x) >0,....,9m(x) >0} et Dy = {z € R" : go(z) > 0} (2.95)

La S-procédure a été a l'origine proposée pour des multiplicateurs constants s;(x) = 7; et des
fonctions g;(x) quadratiques. Dans ce cas, la condition (2.94) conduit directement a une LMI
[Boyd94]. L’application de la S-procédure généralisée aux conditions du lemme 2.2 conduit aux
conditions du corollaire suivant.

Corollaire 2.1. La condition d’inclusion d’ensembles donnée dans (2.92) est satisfaite s’il existe des
polynémes semi-définis positifs [(x), s(x) : R — R vérifiant :

—(l(z) + VIV (2)f(2)) + s(z)(V(z) =) >0, Vz € R (2.96)

L’estimation de la région d’attraction consiste a trouver le plus grand scalaire v > 0 vérifiant
les conditions du lemme 2.2. La maximisation de 'objectif linéaire ~, associée a une relaxation
SOS de la contrainte (2.96) donne lieu au probléeme d’optimisation suivant :

Maximiser -~ (2.97a)
sous s(x),l(x) € Xy, (2.97b)
— () + VIV (@) f(2)) + s(2)(V () — ) € T, (2.970

Les polynémes s(z) et [(x) sont désignés sous le terme de multiplicateurs SOS. Au lieu de
considérer le polynéme [(z) comme parametre d’optimisation comme dans (2.97b), une autre
possibilité est de le fixer au préalable de maniére a garantir I'inégalité stricte dans (2.92). Il est
possible par exemple de prendre [ = ¢ > 0.
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Le probleme d’optimisation (2.97) appartient a la classe des probléemes SOSP. De tels pro-
blémes sont toujours transformables en des probléme SDP en utilisant des factorisations spec-
trales similaires a celles données dans (2.88)-(2.89). Bien que ce type de factorisation peut aisé-
ment se faire manuellement pour des systémes de taille modérée, il existe des outils numériques
permettant d’automatiser cette opération tels que la boite a outils SOSTOOLS [Prajna04a]. La
boite a outils GloptiPoly [Henrion04] permet de traiter une large classe de problémes d’optimi-
sation polynomiaux, incluant les SOSP, en se basant sur la théorie des moments [Lasserre01].
Notons également la disponibilité de la boite a outils SMRSOFT [Chesil1b] qui a été plus récem-
ment développée pour I'optimisation polynomiale et ’analyse de systemes dynamiques dans un
formalisme SOSP. Ces logiciels sont associés a MATLAB et utilisent le solveur numérique SeDumi
[Sturm99] de probléemes SDP.

Elargissement du domaine d’attraction

Une démarche similaire peut étre adoptée dans le but d’élargir le domaine d’attraction du
point d’équilibre x., ce qui permet d’assurer une plus grande robustesse en stabilité. Pour al-
ler dans cette direction, il est possible d’appliquer la commande par retour d’état non-linéaire
u(z) = k(x), k(0) = 0 au systeme non-linéaire, muni d’'une entrée de commande « :

= f(z(t)) + g(x)u (2.98)

Nous invitons le lecteur a consulter [Tan04, Jarvis-Wloszek05] pour une discussion détaillée
concernant I'élargissement des domaines d’attraction de systemes non-linéaires polynomiaux
en utilisant des fonction de Lyapunov de commande (CLF). Notons également la publication
de l'ouvrage récent [Chesilla] sur I'étude des domaines d’attraction de points d’équilibre de
systémes non-linéaires en utilisant la programmation SOS.

2.5.3.3.3 Systemes hybrides Les systemes dynamiques hybrides sont caractérisés par I'in-
teraction entre systemes a temps continu et systémes a événements discrets. Introduisons le
modele général suivant de systemes hybrides :

{ to= igg; (2.99)

x € R™ est I'état continu, m € M = {my, ..., my} état discret de cardinal NV potentiellement
infini.

f:R" x M — R" est un champ de vecteur décrivant la dynamique de I'état continu z(t).

¢ : R" x M — M est une fonction décrivant I'évolution de I'état discret m.

Chaque état discret m; € M correspond a un champ de vecteur différent f(z,m;), i € Iy =
{1,2,..., N}. Le systéme continu évolue alors suivant la loi & = f(x,m;). Le changement de

valeur de I'état discret m induit un changement du champ de vecteur f(z,m;) qui est appelé
commutation. Cette commutation est désignée sous le terme de saut si elle s’accompagne d’une
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discontinuité de I’état continu x.

Introduisons I'espace d’état hybride H = R™ x M et un sous-ensemble ) C H appelé région
hybride. Une approche possible pour I'analyse de stabilité consiste a diviser la région (2 en une
partition de sous-régions disjointes Qx, k = 1,...,1 :

Q=0 UQU..Q avec Q,NQ =0, Vg#Tr (2.100)

Dans [Pettersson02], des conditions d’analyse de stabilité exponentielle du vecteur d’état
continu z, pouvant s’exprimer sous forme LMI, ont été proposées. En considérant la partition
de I'espace d’état hybride introduite dans (2.100), ces conditions se basent sur l'utilisation de
fonctions de Lyapunov quadratiques par morceaux ayant pour expression :

V(x,m) € Q: Vy(z) = 2T Px + 2qu$ + aq (2.101)

oll Py = Pl e R"*", p, e R" et ag € R.

Ceci conduit a une formulation LMI des problemes d’analyse de stabilité pour des systémes
hybrides ot le champ de vecteur f n’est pas nécessairement linéaire. En plus des conditions
usuelles de stabilité au sens de Lyapunov a l'intérieur d’'une région (, la stabilité du systeme
hybride est assurée lorsque la transition entre une région et une autre ne s’accompagne pas d’une
croissance de la fonction de Lyapunov globale du systéme. Par ailleurs, les sous-régions peuvent
étre prises en compte de maniere analytique en utilisant la S-procédure généralisée introduite
précédemment. Ce théoréme permet aisément de décrire des régions locales définies par des
formes quadratiques, telles que des hyperplans et des ellipsoides, ainsi que des combinaisons
(intersection et réunion) de ces ensembles.

2.5.3.3.4 Somme pondérée de sous-systemes linéaires Les sommes pondérées de sous-
systéemes linéaires sont une classe particuliére relativement courante de systemes non-linéaires.
Les systemes flous et les combinaisons de systémes résultant de linéarisations locales d'un sys-
téme non-linéaire appartiennent a cette classe de systémes [Pettersson97].

Les systémes considérés obéissent a 'équation d’état suivante :

= f(x(t) = > wi(z(t))(Az(t) + B;) (2.102)
i=1

oules w; : R" — R*, 4 € I, = {1,...,r} sont des fonctions scalaires continues satisfaisant :
wi(z) > 0, i € I,. Elles pondeérent les systemes linéaires %; : & = A;x(t) + B;.

De méme que pour les systémes hybrides, ’analyse locale est possible grace a la partition de
I'espace d’état en régions. Ainsi, la région de support 2; d’'une fonction w; est définie comme
étant 'ensemble des valeurs du vecteur d’état x pour lesquels le sous-systeme linéaire ; contri-
bue au champ de vecteur f(z) :

Q, = {[L’ e R": wz(x) > 0} (2.103)

Toutefois, une différence majeure par rapport aux systemes hybrides réside dans le recouvre-
ment partiel des régions €;, un vecteur d’état 2 pouvant activer simultanément deux modeles
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linéaires ¥; dans des proportions différentes w;(z). La transition de ’état = entre deux régions
voisines 2, et (), se fait donc de maniere continue et n’induit pas de sauts.

Le systéeme (2.102) peut représenter un systeme d’inférence floue avec des r régles de type
SI...-ALORS... données par :

Reglei : SI «x(t) € ; ALORS & = A;z(t)+ B; (2.104)
ot les régions 2; sont des ensembles flous et w;(x) € [0, 1] est la fonction d’appartenance de I'état

Pour cette classe de systémes, I'analyse de stabilité peut également se faire par l'utilisation
de fonction de Lyapunov locales V,(x), qui sont valables sur des régions Qj, j=1,..,s Ce
partitionnement, qui est utilisé pour I'analyse de stabilité, est potentiellement différent du par-
titionnement en régions €2;,7 = 1, ..., r associées aux modeéles locaux ¥;. De méme que pour les
systéemes hybrides, le choix de fonctions de Lyapunov quadratiques par morceaux, avec l'utili-
sation de la S-procédure, permet d’exprimer le probleme d’analyse de stabilité sous forme de
contrainte LMI.

2.5.4 Synthese de correcteurs

Beaucoup de problemes de synthese de correcteurs pour les systémes linéaires admettent
des formulations convexes de type LMI-SDP. Nous présenterons ci-dessous quelques résultats
basiques pour trois types de problemes : la commande par retour d’état, la commande par retour
de sortie statique et la commande par retour de sortie dynamique.
2.5.4.1 Correcteur par retour d’état

Soit le systéme linéaire régi par '’équation :

i(t) = Ax(t) + Bu(t) (2.105)

La loi de commande u(t) = Kxz(t), ou K est une matrice de gain, est appelée commande par
retour d’état. Le systéme bouclé par cette commande a pour équation d’état :

z(t) = (A+ BK)x(t) (2.106)
La condition de stabilité au sens de Lyapunov du systéme (2.106) s’écrit :
P(A+BK)+ (A+BK)'P <0 (2.107)

ot P = PT » 0. La synthése d’un retour d’état stabilisant se fait en multipliant a droite et a
gauche l'inégalité (2.107) par l'inverse de la matrice de Lyapunov Q = P~!, puis en effectuant
le changement de variable linéarisant R = K(. Le systéme (2.105) est stabilisable par un
correcteur par retour d’état u(t) = Kz si 3R et 3Q = QT = 0 vérifiant la LMI suivante :

AQ +BR+ QAT + RTBT <0 (2.108)

Le gain du correcteur par retour d’état est alors obtenu par la formule K = RQ~'. Une approche
similaire peut étre utilisée si les matrices A et B dépendent des parametres.
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2.5.4.2 Correcteur par retour de sortie statique

Considérons maintenant le systéme linéaire, muni d’une sortie mesurée y(t) :

{a‘c(t) = Axz(t) + Bu(t) (2.109)

y(t) = Cul(t)

La loi de commande u(t) = Ky(t), ou K est une matrice de gain, est appelée commande par
retour de sortie. Le systéme bouclé par cette commande a pour équation d’état :

#(t) = (A+ BKC)x(t) (2.110)

Contrairement a la commande par retour d’état, il n’est pas possible de faire un changement
de variable linéarisant permettant d’obtenir la matrice de gain K, les matrices n’étant pas car-
rées. L'utilisation de la pseudo-inverse conduit a des solutions inexactes mais optimales au sens
des moindres carrés.

2.5.4.3 Correcteur par retour de sortie dynamique

Soit le modele LPV suivant muni d'un canal de performance de vecteur d’entrées w(t) et de
vecteur de sorties z(t) :

i(t) = A(p)z(t) + Bi(p)w(t) + Ba(p)u(t)
z(t) = Ci(p)x(t) + Di1(p)w(t) + Dia(p)u(t) (2.11D
y(t) = Ca(p)x(t) + Dar(p)w(?)

Le correcteur est recherché sous la forme d’'un systéeme LPV de représentation d’état suivante :

tr(t) = Ax(p)rx(t) + Br(p)y(t)

(2.112)
u(t) = Cr(p)rr(t) + Dr(p)y(t)

K(s,p) {
Caractérisation basique

Le théoreme suivant, proposé dans [Apkarian98], permet la synthése de correcteur par re-
tour de sortie avec garantie de performance en gain £, pour le systeme (2.111).

Théoreme 2.10. L’existence d’'un correcteur LPV de représentation d’état (2.112) stabilisant le
systeme bouclé et garantissant un indice de performance en gain Lo v > 0 est assurée s’il existe
des matrices symétriques X (p), Y (p) et des matrices A (p), Bx(p), Cx(p) et D (p), telles que,
V(p,p) €Sy xS,

A + A +ABQDK(;2 —Y + AY + B2Ck —|—T(>k) * Z0 (2113)
(XB1 + BrD2) (B1+ B2Dg Do) -1
Ci + DlgDKCQ) C1Y + D15Ck Dy1 4+ D19oDg Doy —~1
X T
[I Y] >0 (2.114)
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Toutes les matrices dans (2.113) et (2.114) dépendent potentiellement des paramétres. Cette dépen-
dance a été omise afin de simplifier la notation.

Si les PD-LMI (2.113)-(2.114) sont faisables pour les matrices X (p),Y (p), Ax(p), Bx (p), Cx (p)
et Dx(p), alors les matrices d’état du correcteur sont construites de la maniére suivante :

1. Trouver des matrices N(p), M(p), solutions du probléme de factorisation :
I—X(p)Y(p)=N(p)M"(p) (2.115)

2. Calculer les matrices d’état Ak (p), Br(p) et Cx(p) du correcteur suivant les formules :

Ag(p) = N"YXY + NMT + Ag — X(A — BoDgCy)Y — BgCoY — XByCp )M~ T

(2.116)
Bk (p) = NN (Bg — XByDg) (2.117)
Ck(p) = (Ckx — DgCY) (2.118)

Preuve . Ces conditions sont obtenues en appliquant directement le lemme borné réel (BRL) au sys-
téme en boucle fermée constitué par le bouclage du systéeme et du correcteur; suivi de transformations
de projection permettant de linéariser la BMI résultante [Chilali96].

Caractérisation projetée

Dans la méthode de synthese par LMI projetées [Wu06], les matrices du correcteur n’ap-
paraissent pas explicitement dans les conditions de synthese. Les hypotheses suivantes doivent
étre vérifiées :

1. Le triplet (A(p), B2(p), C2(p)) est stabilisable et détectable Vp € S,.
2. Les matrices [C2(p) Da1(p)] et [BI (p) DL,(p)] sont de plein rang colonnes sur S,..
Théoreme 2.11. L’existence d’un correcteur LPV ayant pour représentation d’état qui assure la

stabilité et un indice de performance en gain Lo du systéme bouclé en dessous d’un scalaire v > 0,
est garantie s’il existe des matrices R(p) et S(p) satisfaisant les contraintes matricielles suivantes :

. R(p) 0 AT (p)  Ci(p)
N£(p) m Rp) —Rlp) TR BITI(p) DIT?(p) Nr(p) <0 (2.119)
0 0 —I 0 I
+ 0 Sk 0 Alp)  Bilp)
Ng(p)” S(p)OS(p) v Blj(p) Dl?(p) Ns(p) <0 (2.120)
0 —~1 0 1
R(p) I
[ ] S(p)} >0 (2.121)

avec Ng(p) = ker[BI (p) DL, (p)] et Nr(p) = ker[Ca(p) Dia(p)], ot ker(M) désigne une base du
noyau de la matrice M.
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Preuve . Ces conditions sont obtenues par Uapplication du lemme borné réel au systéme en boucle
fermée, suivi de Uapplication du lemme de projection pour éliminer les matrices du correcteur. La
reconstruction des matrices d’état du correcteur est effectuée suivant la procédure donnée dans
[Wu06].

Il est a noter que d’autres descriptions projetées ont été proposées dans la littérature scienti-
fique, telles que celle donnée dans [Apkarian98].
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Chapitre 3

Commande basée sur un modele LPV
rationnel

Sommaire

3.1 Modéle dynamique de robot manipulateur . ... ........... 69
3.1.1 Cas des manipulateurs rigides . . . . . . . ... ... oL oL, 70
3.1.2 Cas des manipulateurs flexibles . . . . . . ... ... ... oo, 72
3.1.3 Représentation d’état non-linéaire . . . . ... .. ... ... ...... 75
3.2 Modéle LPV rationnel de robot manipulateur . . ........... 75
3.2.1 Modélisation quasi-LPV par séquencement virtuel . . . ... ... ... 75
322 Casdétude . . . . . . ... 76
3.2.3 Modélisation LFR . . . . . . ... .. o 79
3.2.4 Commande basée sur le modéle LPV rationnel . . . ... ... ... .. 81
3.3 Commande utilisant un modéle LPV singulier . . .. ... ... ... 82
3.3.1 Modélisation LPV singuliére (descripteur) . . . . . . ... ... .. ... 82
3.3.2 Commande avec garantie de performance en gain Lo . . . . . . . . ... 86
3.3.3 Résultats de simulation . . . . . .. ... ... oL 88
3.4 Commande basée sur des conditions LMI étendues . . .. ... ... 91
3.4.1 Commande par retour d’é¢tat LPV . . . . . .. .. ... ... ... .. 92
3.4.2 Retour d’état avec action intégrale . . . . . . . .. .. ... 96
3.4.3 Retour d’état avec taux de convergence exponentielle. . . . . . . . ... 97

3.4.4 Correcteur par retour de sortie dynamique avec garantie de performance
en gain Lo . . . . . oL e e e 98
3.4.5 Résultats de simulation . . . ... ... .. .. ... ... .. L. 101
3.5 Comparaison avec la méthode d’inversion de modéle dynamique . . 104
3.5.1 Inversion de modéle dynamique . . . . . . ... ... L. 104
3.5.2 Extension aux manipulateurs flexibles . . . . . .. .. ... .. 105
3.5.3 Résultats de tests comparatifs . . . . . .. ... ... L. 107
3.6 Conclusion . . ... . ... i ittt ittt 108

3.1 Modele dynamique de robot manipulateur

Pour des robots manipulateurs qui subissent I'action de forces extérieurs vérifiant le principe
des travaux virtuels, différentes approches sont possibles pour I'obtention d'un modéle dyna-
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mique. Parmi les plus utilisées nous pouvons mentionner la méthode des équations d’Euler-
Lagrange et la méthode du principe de moindre action de Hamilton. Une autre méthode qui a
été développée récemment, utilisant des éléments de la théorie des graphes linéaires, permet un
calcul systématique de modeéles dynamiques de systémes mécaniques multicorps flexibles. Cette
méthode est implémentée sous forme numérique dans le logiciel de calcul symbolique MAPLE
sous la forme de la boite a outils DynaFlex [Shi02b].

Dans la suite de ce chapitre, nous utiliserons essentiellement le formalisme de modélisation
par les équations d’Euler-Lagrange :

d oLr oL

&(?q) T o Te(t) 3.1

ou L = T — U est le Lagrangien du systeme, 7 est son énergie cinétique et / son énergie po-
tentielle ; ¢ est le vecteur des coordonnés généralisées et 7. le vecteur des couples extérieurs
appliqués au manipulateur, donnés par la somme des couples de commande 7 et de frottement
visqueux 7y.

Le développement de I’équation (3.1) conduit a 'obtention d’'un modele dynamique sous la
forme générique suivante, représentant un ensemble d’équations différentielles du second ordre
couplées :

M(q)§ + Clq,9)¢ + D(q)¢ + K(q)g + glg) = 7 (3.2)

ou M(q), D(q) et K(q) représentent les matrices d’inertie, d’amortissement et de raideur respec-
tivement. C(q, ¢) est la matrice des effets de Coriolis et centripetes et g(q) le vecteur des couples
gravitationnels.

3.1.1 Cas des manipulateurs rigides

Nous développerons dans ce qui suit les équations d’Euler-Lagrange dans le cas des manipu-
lateurs série a segments rigides. Les expressions présentées, largement utilisées pour la simula-
tion et la commande de robots manipulateurs, sont rapportées de I'ouvrage [Spong05].

L’énergie cinétique d’un manipulateur rigide a n segments est donnée par :

. 1 .. 1. .
T(a.9) = 5 > mij(@)did; = 50" M(a)q (3.3)
i

ou M(q) est une matrice symétrique définie positive pour tout ¢ et les coefficients m,; sont ses
éléments.

L’énergie potentielle U/ (q), qui peut contenir de termes élastiques et gravitationnels, dépend
des coordonnées généralisées g et pas de leurs dérivées . Les dérivées du Lagrangien par rapport
aux vitesses articulaires sont donc données par :

oL

Py ; mii(q)4; (3.9
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La dérivée temporelle de 'équation (3.5) donne :

d oL . mk] .
dt Oy, = zj: QJ + Z Qz% (3.5)

D’autre part, nous avons :

8£ o 67. 82/[ _ 1 (9mij(q) OL{

oL _ o/ _ did; — =
Oq,  Oqr  Oqy 2”, o 7 g

)

(3.6)

En calculant la différence (3.5)-(3.6), nous obtenons :

doc Omgi(q)  10my(q)\ .. U
dt 9 aqk Zm’” Q”Z( o2 dq )BT, (3.7)

En raison de la symétrie de la matrice d’inertie M (q), nous avons :

Omy; .1 Omy; O N
> <W;’Z@> Gidj =5 < ””gkqﬂf” T @) G (3.8)

0
0 i 4

Par substitution, le terme a coefficient entre parenthéses dans (3.7) devient :

Omi;(q) 13mij(fl)> . 1 <3mkj((J) omyi(q) 3mz‘j((1)> .
- = G = = + — iGi (3.9)
ZZJ: < dq 2 ag, )" ZZJ: 2 0 dq; og, ) 1Y
Les coefficients des termes ¢;¢; dans (3.9), sont notés c;;;. Ils sont appelés symboles de
Christoffel du premier type :

o L Omyg(g) | Omai(g)  Omij(q)
ka(Q)—2< 94 + 9, o0 ) (3.10)

IIs caractérisent les termes non-linéaires du modéle dynamique qui sont quadratiques en
fonction des vitesses articulaires. Les termes en ¢7 sont appelés termes centrifuges alors que
ceux en ¢;g;, i # j sont appelés termes de Coriolis.

Finalement, en notant ¢ (q) = 8U( ), pour chacune des articulations k, le modeéle dynamique
s’écrit :
> ki (@)d; + Y cijr(@)didy + Yr(q) = Tey (3.11)
J i,J

ou 7., = 7 + 7y, est le couple extérieur appliqué a l'articulation £, 7, étant le couple de com-
mande fourni par le moteur et 74, est le couple de frottement visqueux affectant I'articulation.

L’ensemble d’équations non-linéaires obtenues pour k& compris entre 1 et n peut étre mis sous
la forme matricielle (3.2). Pour un robot rigide, nous aurons généralement D(q) = K(q) = 0,
I'énergie potentielle étant supposée purement gravitationnelle (pas de terme élastique) et les
frottements visqueux supposés négligeables. Il est possible de remarquer, d’apres I'expression
des symboles de Christoffel donnée dans (3.10) que ces coefficients sont entiérement détermi-
nés par la matrice d’inertie M(q) du robot. Hormis la mesure des vitesses articulaires ¢, la
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connaissance des effets non-linéaires de Coriolis et centrifuges ne nécessite donc aucune infor-
mation supplémentaire sur le systéme.

Il est bien connu qu'un modele dynamique obtenu a l'aide des équations d’Euler-Lagrange
posséde plusieurs propriétés intéressantes, parmi lesquelles nous pouvons mentionner :

1. La matrice N(q,¢4) = M(q) — 2C(q,§) est anti-symétrique. Autrement dit, elle vérifie :
2. La matrice d’inertie M (q) est bornée. Pour chaque valeur des coordonnées généralisées ¢

(configuration), elle vérifie : A\pin(q) = M(q) = Amax(q), OU Amin(q) €t Amax(q) sont des
nombre réels positifs représentant les valeurs propres minimales et maximale.

3. Le modele dynamique est linéaire par rapport a ses parametres. Autrement dit : 3Y (¢, ¢, §) €
R™*! matrice d’expression connue appelée régresseur, et © € R/, vecteur de parameétres,
vérifiant :

M(q)i+C(¢:d)q+9(q) =Y(q,¢: )0 =7 (3.12)

Cette propriété permet de faciliter I'identification de parameétres inconnus du modele dy-
namique tels que les masses et les moments d’inertie des segments du robot.

3.1.2 Cas des manipulateurs flexibles

Les manipulateurs a segments flexibles, qui présentent des déformations mécaniques distri-
buées le long de leur structure mécanique, sont les systémes auxquels nous nous intéressons au
cours de ce travail. Contrairement aux manipulateurs rigides , ces manipulateurs sont caracté-
risés par une énergie potentielle élastique non nulle. Une modélisation précise des phénomenes
de déformations distribuées constitue en général un probleme difficile et peut conduire a des
modeéles de dimension infinie. Pour des applications de commande, un compromis doit étre
trouvé entre la précision du modéle et sa facilité d’utilisation (en vue du traitement numérique,
par exemple). Parmi les méthodes existantes de modélisation des déformations, nous utiliserons
en particulier la méthode des modes supposés car elle conduit naturellement a une représenta-
tion lagrangienne similaire a celle décrite dans le paragraphe précédent pour les manipulateurs
rigides. Les modeles dans 'espace d’état résultants peuvent étre utilisés par la suite en vue de
I'analyse des propriétés dynamiques du systeme et de la synthése de correcteurs.

3.1.2.1 Modélisation de la déformation transverse

Les hypotheéses suivantes sont généralement admises pour la modélisation des segments
flexibles :

1. Les segments flexibles sont des poutres d’Euler-Bernoulli fines caractérisées par un rapport
longueur/section élevé.

2. Les variables de déformations subissent une élasticité linéaire et un faible amortissement.

3. Le type de déformation est une pure flexion de faible amplitude dans le plan du mouve-
ment.

Sous ces hypotheses, les méthodes suivantes de modélisation des manipulateurs a plusieurs
segments flexibles ont été citées dans [De Luca08] :



3.1. Modeéle dynamique de robot manipulateur 73

1. La méthode des éléments localisés. Dans cette approche, chaque élément de I'ensemble
de la structure mécanique subit soit un effet d’inertie (s’il consiste en une masse ponctuelle
rigide), soit un effet d’élasticité (s’il s’agit d’'un élément déformable sans masse).

2. La méthode des éléments finis. Cette méthode s’appuie sur une décomposition de la
structure globale en plusieurs éléments. Apres I'obtention du modeéle de chaque élément
par une technique d’approximation, le modele global est obtenu par assemblage des mo-
déles élémentaires.

3. La méthode des modes supposés. Cette méthode effectue une approximation en modes
de vibration de la solution de I’équation aux dérivées partielles (EDP) gouvernant I’évolu-
tion temporelle de la déformation en tout point du segment. Chaque mode est représenté
par le produit d’une fonction temporelle et d’'une fonction spatiale, ce qui permet une des-
cription équivalente du modele sous la forme d’EDO (équations aux dérivées ordinaires).

4. La méthode de représentation par matrices de transfert.

Méthode des modes supposés

La déformation élastique wy(zy, t) dans un point de coordonnée x;, du segment k est donnée
par la solution de ’équation aux dérivées partielles suivante :

64wk(:ck, t) 62wk(xk, t)
ot o

(EQ)g =0, k=1,..,n (3.13)
ol (EI) est la rigidité en flexion du segment %, donnée par le produit du module de Young FEj,
et de la section I du segment et )\ est la densité de masse linéique uniforme du segment.

En tirant profit de la séparabilité des dépendances spatiales et temporelles, les solutions en
modes supposés de I'équation (3.13) sont données par :

we (T, t) = Y Ghi(r) i (t) (3.14)
i=1

ol ng est le nombre de modes flexibles considérés apres la troncature du modele théorique de
dimension infinie. Dans beaucoup d’applications pratiques, la description de la déformation avec
ng = 2 modes flexibles est suffisamment précise.

La variable dy;(¢) est 'amplitude instantanée et ¢y;(z)) est la fonction de forme spatiale
associée au mode flexible i du segment k. Ces fonctions sont des solutions d’équations différen-
tielles spatiale et temporelle [De Luca91]. Dans le cas d'un mouvement libre (couple d’excitation
nul), les amplitudes instantanées, aussi appelées variables de déformation, sont des sinusoides
entretenues :

Oki(t) = —wridki(t) = Ogi(t) = s sin(wg; )t + Bri cos(wpi )t (3.15)

ol wy; est la pulsation propre associée au mode flexible. Elle est obtenue a 'aide de la relation :
4

wi, = 5’”(,)%)’“, chaque parametre &;; étant la solution d’'une équation transcendantale impli-

quant des conditions aux limites de '’équation (3.13). Les coefficients ay; et 8;; sont obtenues
par les conditions initiales dy;(0) et dx;(0).
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Les fonctions de forme sont données par I'expression :
Gri(zr) = Apisin(Egivg) + Bri cos(§gizr) + Cri sinh(§gixr) + Dy cosh(Egizy) (3.16)

Les coefficients Ay;, By, Ck; et Dy; sont déterminés a 'aide des conditions aux limites : wy; (0, t),

wy(0,8), wil (1, 1) et wi(1, 1), ott wj, (v, t) = 2eslie

transverse.

est la dérivée spatiale de la déformation

3.1.2.2 Modele dynamique non-linéaire

Les variables de déformation, rassemblées dans le vecteur §(¢) = [611(t)...01n,(t)...0n1(2)...
Snny ()7, sont considérées comme de nouvelles coordonnées généralisées. Le vecteur ¢ admet
alors la partition ¢ = [#7 6]7, ou les positions articulaires @ sont désignées sous le terme de
variables rigides alors que les variables de déformation ¢ sont appelées variables flexibles. Dans
I'ensemble de ce travail, les variables flexibles sont supposées inaccessibles a la mesure. Sous
cette hypothese, les correcteurs par retour d’état, dont la synthese est relativement simple, ne
peuvent étre utilisés pour l'asservissement des robots flexibles étudiés.

Connaissant le modele géométrique du robot, le calcul des énergies cinétique et potentielle
est effectué de maniére récursive en exprimant les positions et vitesses de tout point du robot
dans le repére fixe lié a la base (voir [De Luca91]). Les équations d’Euler-Lagrange s’écrivent de
la maniere suivante par rapport aux nouvelles coordonnées généralisées :

d, oL oL .

ﬁ(?@) ~ 3 Te; (1) i=1,...,n (3.17a)
d, oL oL

dt(a(sw) 851 0 J yees a0 yeees TV (3.17b)

Le modele dynamique du robot flexible est obtenu sous la forme suivante, traduisant un com-
portement du second ordre :

M(q)i+ Cla,d)i+ Kq+ D+ g(q) = Gt (3.18)
ot q = [#7 6717 est le vecteur de coordonnées généralisées.

Les matrices d’inertie, de raideur et d’amortissement sont partitionnées suivant les variables
rigides et flexibles de la maniére suivante :

M(q) = [%izggi M]\"jy], K = [8 [gé} et D= [8 125] (3.19)

De la méme maniere, les vecteurs de couples de Coriolis et gravitationnels admettent le
partitionnement suivant :

o lea(ad) ~ ge(q)
Clq,9)q = [66(% q)] et g(q) = [96((1)] (3.20)

G est une matrice d’entrée qui distribue les couples d’entrée du vecteur  parmi les coor-
données généralisées. Les équations (3.17a)-(3.17b) donnent naturellement une matrice de la
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forme : G = [I O}T vu que les variables de déformation d;; ne sont pas actionnées. Cepen-
dant, afin de faciliter certains aspects liés a la commande, comme l'obtention d’une structure
simplifiée pour la matrice d’inertie, des changements de variables affectant les coordonnées
articulaires peuvent conduire a des expressions différentes de la matrice G.

3.1.3 Représentation d’état non-linéaire

Le vecteur de couples gravitationnels g(q) est considéré nul par la suite en raison de 'es-
pace de travail horizontal des robots manipulateurs considérés. En choisissant le vecteur d’état
z(t) = [¢7(t) ¢"(t)]" et en considérant les positions articulaires 6;, i = 1,...,n comme sorties
mesurées du systéme, une représentation d’état quasi-linéaire du systéme est obtenue sous la
forme descripteur suivante :

(3.21)

ott M (q) = [g M(zq)],Al(q,q) - [_%( Clai) _D],Bl - m etC = [I, 0].

La matrice d’inertie M(q) d’'un modéle dynamique obtenu a l'aide des équations d’Euler-
Lagrange étant toujours inversible, le modele descripteur (3.21), obtenu naturellement a partir
du modele dynamique non-linéaire (3.18), peut étre exprimé de maniere équivalente sous la
forme d’une représentation d’état habituelle :

{yb(t) = A(g, @)=(t) + B(q)u(t) (3.22)

y(t) = Cx(t)

ot A(q,q) = My *(q)A1(q,4), B(q,q) = Mi(q)"'By.

3.2 Modele LPV rationnel de robot manipulateur

3.2.1 Modélisation quasi-LPV par séquencement virtuel

Afin d’aboutir a une modélisation dynamique sous la forme d’un modéle LPV, les matrices de
la représentation quasi-linéaire donnée dans (3.22), ne doivent dépendre que des coordonnées
rigides mesurables constituant le vecteur 0 et leurs dérivées @ qui sont mesurées directement
a l'aide de capteurs appropriés ou estimées a partir des mesures de position disponibles. Cette
hypothése peut étre satisfaite moyennant des approximations si cela est nécessaire.

{i(t) = A(9,0)2(t) + BOu(t) {i:(t) = Alp)e(t) + Blp)u(t) 5 5a

y(t) = Cux(t) y(t) = Cux(t)

Les parametres variants sont définis par des fonctions non-linéaires des variables d’état me-
surables, conduisant a une modélisation LPV par séquencement virtuel :
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pi(t) = @i(0(t),0(t))  i=1,..,1 (3.24)

Le choix des parameétres variants n’est pas unique. Il est influencé par le nombre et le type
des termes non-linéaires dans les matrices A(0,6) et B(f). Pour des systémes robotiques, les
fonctions ¢; contiennent typiquement des fonctions trigonométriques des positions articulaires
0 ainsi que d’autres termes non-linéaires des vitesses articulaires ;. Le nombre de parameétres
ayant tendance a augmenter avec la complexité du systeme modélisé, cette méthode de modéli-
sation est appropriée aux systémes de taille et de nombre de non-linéarités modérées, qui seront
entiérement prises en compte dans le modele LPV car ce dernier est obtenu sans linéarisation.

3.2.2 Cas d’étude

Les méthodes de commande présentées dans ce chapitre ont été appliquées a deux cas
d’étude qui consistent en des modeéles dynamiques de bras manipulateurs pris dans la littéra-
ture scientifique.

3.2.2.1 Manipulateur rigide a deux segments (Cas d’étude 1)

Pour un manipulateur rigide a deux degrés de liberté (2 DDL) a articulations rotoides (éga-
lement appelé manipulateur coude), le modele dynamique issu des équations d’Euler-Lagrange
est donné par I'équation :

M(62)0 + C(0,0)0 + DO + K6(t) = 7(t) (3.25)

Les matrices de raideur et de dissipation ont une structure diagonale : K = diag(ki, k2)
et D = diag(d;, ds). Ces matrices sont généralement nulles pour un manipulateur rigide. La
matrice d’inertie M (#;) varie de maniere affine en fonction du cosinus de la seconde position
articulaire . Cette grandeur sera prise comme premier parametre variant p; = cos(f2). Nous
aurons alors :

M(63) = My + M,cos(6;) = My + Mepy avec My = |10 ") gp pp = |Mle M2
migp M22 mi2¢ 0

(3.26)
A T'aide de la formule (3.10), les symboles de Christoffel, caractérisant les non-linéarité de
Coriolis et centrifuges sont donnés par :

1 . o ,
cii1 = 0, c112 = gmaiesin(fa) = —h, c121 = ca11 = h (symétrie), ci122 = c212 = 0 (symé-
trie), co91 = h et enfin cg999 = 0.

Nous pouvons alors déduire I'équation de mouvement de chacune des articulations :

{m11(92)é1 + m12(02)02 — ma1esin(0a) (010 + 303) + di61 + k161 = (3.27)

M12(92)é1 + mQQéQ + %mnc Sin(ez)é% + dgéz + koby = 1

En supposant que le vecteur d’état du systeme z(t) = [0(¢t)T 67 (t)]” est mesurable, nous

pouvons définir les parametres variants supplémentaires : py = 65 sin(6y) et p3 = 0 sin(6y).
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Les trois parametres p; étant indépendants, 'ensemble paramétrique S, est un cube délimité
par les valeurs minimale et maximale de chaque paramétre. Ainsi, si la deuxiéme position an-
gulaire est autorisée a évoluer sur un large domaine de fonctionnement : 65 € [0, 27]rad, alors
le premier parametre p; = cos(f2) est borné par la relation : |p;| < 1. Les parameétres py et p3
sont borné par les vitesses articulaires maximales de chacune des articulations, soit |p| < 62 max
et |p3| < 01 max. Ces limitations de vitesses sont imposées par des considérations technologiques
telles que le type des moteurs articulaires utilisés. De la méme maniere, 'ensemble admissible
S, pour les dérivées paramétriques p est délimité par les vitesses et les accélérations maximales
des coordonnées articulaires.

On note également la présence d’'une relation algébrique entre le parametre p; et la dérivée
de pP1 -+

p1 = —p2 (3.28)

Cette relation peut étre exploitée pour réduire la dimension de I'espace paramétrique dans
les conditions d’analyse ou de synthése de correcteurs.

Le modele LPV du manipulateur a 2 DDL est alors obtenu sous la forme :

{i(t) = A(p(t)z(t) + B(p(t))ult) (3.29)

y(t) = Cx(t)
ou
A(p(t)) = M; (p1)Ai(p), B(p(t)) = M; (p1)Bi(p) et C = [Iy 0], Mi(p1) = diag(I2, M(p1)),
Ai(p) = _012(e Iy )}’ Bi(p) = [(E] et S(pa. ps) = [:mllcPQ —éﬂ’gmpz .

=D — S(p2,p3 5M11cP3

Notons la dépendance rationnelle des matrices d’état en fonction du vecteur de parameétres

T \ . s
p(t) = [pl 02 pg] . Pour les nombreux systémes mécaniques articulés dont le mouvement est
décrit par I'équation (3.2), ce caractére rationnel et structuré sous la forme (dénominateur) !
X (numérateur) provient de I'inversion de la matrice d’inertie M ().

3.2.2.2 Manipulateur a deux segments avec avant-bras flexible (Cas d’étude 2)

Le deuxieme exemple applicatif étudié dans ce chapitre est un manipulateur a deux seg-
ments dont seul le deuxiéme (avant-bras) est flexible, appelé FLEXARM, développé par I'équipe
d’Alessandro De Luca a I'université Roma La Sapienza [De Luca90].

Modele non-linéaire

Le modéle dynamique non-linéaire de ce systeme est donné par :

M(q)i+c(q,q) + Kq+ D¢ =Gt (3.30)

ou : q(t) = [61(t) O2(t) 01(t) 02(t)], 6; : @ = 1,2 sont les positions articulaires et ¢; : j = 1,2
sont les amplitudes des deux modes flexibles considérés pour le deuxiéme segment. M (q) est
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la matrice d’inertie, c(q, ¢) est le vecteur des couples de Coriolis et centripetes, K et D sont les
matrices de raideur et d’amortissement, 7 le vecteur des couples de commande et GG est une
matrice d’entrée qui distribue les couples d’entrée sur les coordonnées généralisées.

Les matrices du modele dynamique (3.30) ont les expressions suivantes.

mix Mmiz2 Mi3 Miqg
_|mi2 mo2 0 0
M(q) = ms 0 10 (3.31)

mig O 0 1

avec :
mi1 = Jit + Jor + 2hg cos Oy — 2(h1(51 + h2(52) sin 69
mig = Jor + hg cosfy — (h151 + h262) sin 69
mi3 = h1 COS 02
mi4 = ho cos Oy
Mmoo = Jot

Le vecteur c(q,q) = [c1 c2 c3 c4]T rassemble les couples de Coriolis et centrifuges, dont les
expressions sont obtenues a I'aide du calcul des symboles de Christoffel :

cl1 = —(29'19'2 + 9%)(h3 sin 69 + (h151 + h2(52) coSs 92)
—2(91 + 92)(h151 + hgég) sin 69

Cy = 0%(h5 sin 92 + (h161 + h252) COS 92)

c3 = é%hl sin 6o

cy = éfhg sin 6o

La matrice d’entrée G est donnée par ’expression suivante.

I 0 ¢
G = [G(s] avec Gg = [0 (b,;g] (3.32)

Ses deux dernieres lignes sont non nulles a cause de la structure simplifiée choisie pour la
matrice d’inertie.
Les matrices d’amortissement et de raideur ont des structures diagonales :

D = diag(0,0,dy,ds) et K = diag(0,0, k1, k2) (3.33)
De plus, la déformation (déflexion) de 'organe terminal est exprimée par :

w(®) = (2~ dho)a + (2

— ¢ing)02 = Cy(t) (3.34)

Les valeurs numériques des parametres physiques : Ji¢, Jot, hi, ha, hs, ¢1e, P2e, Pho> Do di,
ds, k1 et ko sont données dans [De Luca90].

Modele LPV

Un modele LPV décrivant le systeme (4.3) a été obtenu en négligeant les termes conte-
nant les variables de déformation J; dans la matrice d’inertie, et en reformulant certains termes
non-linéaires en tant que parameétres variants suivant 'approche de séquencement virtuel men-
tionnée précédemment :
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p1 = Qos(ﬁg), p2 = 0:2 gin(GQ), p3 = 0:1 sin(62), (3.35)
ps = 03 cos(6a), ps = 0102cos(02), pe = 03 cos(6s).

Les parametres dépendent des variables d’état mesurables uniquement, c.a.d. les positions 6
et vitesses angulaires 0. Par conséquent, les ensembles admissibles pour les paramétres et leurs
dérivées S, et S, sont déduits de la connaissance des domaines de variation des positions, vi-
tesses et accélérations angulaires.

En considérant que la sortie mesurée du systéme est constituée des positions angulaires des
articulations du robot, le modéle LPV est obtenu sous la forme suivante :

y(t) = Co(t) (5:30)

ot A(p(t)) = My '(p1)A1(p), B(p(t)) = M (p1)Bi(p) et C = [Io 0axe),

04 I, }
O4x2 S(p)

{w) = A(p(t)z(t) + B(p(t))u(t)

avec Mi (p1) = diag(Zs, M(p1)), Bi(p) = {Ogﬂ L Aup) = [

—h1(2p5 + pa) —ha(2p5 + pa) —2hzpa —hapa —2hi(p2 + p3) —2ha(p2 + p3)

_ h1pe hape hsps3 0 0 0
et Slp) = —ky 0 h1p3 0 —h 0
0 —ko haps3 0 0 —f2

A cause de I'inversion de la matrice d’inertie M (p;) dans les matrices d’état A(p) et B(p),
le systeme LPV (4.19) est rationnel avec une structure particuliere. Cette structure peut étre
prise en compte pour la synthese d’'un correcteur LPV pour le robot manipulateur. La méthode
de modélisation présentée est assez générique et peut s’appliquer a une large classe de robots
manipulateurs.

3.2.3 Modélisation LFR

Les modéles LPV de robots manipulateurs étant obtenus avec une dépendance paramétrique
rationnelle, ces modele peuvent se réécrire de maniere équivalente sous une forme de représen-
tation linéaire fractionnaire (LFR), caractérisée par un bouclage rétroactif d'une matrice para-
métrique A(p) et d’'une matrice indépendante des parametres potentiellement dynamique N(s).
Le modele LFR peut étre utilisé directement a des fins de simulation, d’analyse ou de synthese
de correcteur, ou encore servir de modéle intermédiaire vers 'obtention d’une autre modéle,
comme nous le verrons par la suite. La forme LFR est aussi appelée forme LPV/LFT dans la
littérature scientifique.

Le modeéle LFR peut étre obtenu par manipulation manuelle du modele LPV original pour
des systémes de complexité modérée, ou de maniére numérique a I'aide de la boite a outils LFRT
(LFR toolbox) pour des systemes plus complexes [MagniO6]. A titre d’exemple, nous détaillerons
la représentation LFR du modele de manipulateur rigide a deux degrés de liberté présenté dans
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le paragraphe 3.2.2.1, qui consiste en un systeme LPV a 3 parametres variants. La modele LFR
de ce systéme, représenté dans la Figure 3.1, se traduit analytiquement par les équations :

ZA, ~My*M, MMMyt Mg MMyt My MM |oa,
1 1 1o 1
ZA, —=I ~I,My 'S, ~I,M;'Ss ~LM;? VA,
_ i i iﬁ’ i (3.37a)
ZAq —<I ;IQMO—ISQ ;IQM(;ng ;IQM(;l VA,
1 1 1 1
—= I — LM S — LM 'S — LM;*
_y_ i 822 3220 2 3220 3 3220 __u_
N‘(rs)
va(t) = A(p)za(t) (3.37b)

ou
u(t) = 7(t), y(t) = 0(t), v(t) = [va, va, va,)h, 2(t) = [2a, 2a, 2a,)7, Alp) = diag(p11s, p2l2, psl2)
et les matrices S5 et S3 sont obtenues de la maniere suivante.

Le terme C/(6,0)0 qui représente les non-linéarités de Coriolis et centrifuges est réécrit en fonc-
tion des parametres p; et p3 de la maniere : C'(6,60)0 = S(p2, p3)0.

La matrice S(p2, p3) se décompose alors en tant que :

_ —p2 —3p2] _ -1 =3 A
S(p2,p3) = miice | 1 0 | =Ml g |P2tmuelL p3 = Sapa + Szps  (3.38)
203 2
ol Sy = -1 -3 et S5 = 00
2710 o0 ST o

L’inverse de la matrice d’inertie est traité de la maniére suivante. Définissons les signaux wu,,
et y, les entrée et sortie d’'un bloc statique qui consiste en l'inverse de la matrice d’inertie
M(p) = Mo + p1 M. :

Ym = M_l(pl)um = [MO + lec]_lum = [MO(I + leo_lMc)]_lum

f _ 3.39
= (I + p1 My M)~ Myt (3.39)

Le facteur (I + p1 M, 1MC)_1 dans (3.39) peu étre vu comme une fonction de sensibilité d'un
asservissement dont le transfert direct est donné par p; M, ' M... Cette expression apparait gra-
phiquement autour du comparateur central du schéma-bloc de la Figure 3.1.

Le transfert entre le couple de commande u(¢) = 7(¢) et la mesure en position articulaire y(t) =
0(t) est finalement donné par :

TT—>0(S) = lftu(N(S)v A(p)) (3.40)

ol l'indice u pour upper indique un bouclage LFT par le haut.
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Ap)
va, (t) 28, (1)
ml, 0 0
va, (1) 0 ol 0 2a,(t)
vay(t) 0 0 p3ls 284 (1)

N\ 0(t) f’T‘ (1)

FIGURE 3.1 — Modele LFR d’un manipulateur a 2 degrés de liberté

3.2.4 Commande basée sur le modele LPV rationnel

L’analyse et la commande des systémes LPV rationnels a fait 'objet de beaucoup de travaux
et de publications scientifiques (voir par exemple [Wang06] [BoualiO8] ). Un des principaux
obstacles rencontrés est la dimension infinie des conditions PD-LMI associées a ce type de pro-
bleémes.

Parmi les approches proposées dans la littérature scientifique dans le but de simplifier le
traitement numérique des probléemes d’analyse et de synthese, nous pouvons mentionner les
méthodes suivantes :

1. L'utilisation de la forme LPV/LFT [Apkarian95].
2. L’échantillonnage de I'espace paramétrique [Apkarian98].

3. Le calcul de 'enveloppe convexe d’un nouvelle paramétrisation affine potentiellement
conservative [Biannic96].

4. L'utilisation d’'une représentation LPV singuliere a dépendance paramétrique affine [MasubuchiO3].

5. L’exploitation directe de la structure particuliere du modéle.

Dans notre travail, nous avons en particulier exploré les deux dernieres approches. Nous
détaillerons dans les prochains paragraphes les méthodes proposées et les résultats obtenus
pour chacune d’elles. Nous présenterons ensuite une comparaison avec la méthode d’inversion
de modele dynamique, qui a été adaptée au cas des robots flexibles pour lesquels une partie des
coordonnées généralisée est inaccessible a une mesure directe.
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3.3 Commande utilisant un modele LPV singulier

3.3.1 Modélisation LPV singuliere (descripteur)
3.3.1.1 Modele singulier non-linéaire

Un systeme singulier non-linéaire, aussi appelé systéme descripteur, systeme implicite, ou
systéme admettant une représentation d’état généralisée, est un systeme gouverné par les équa-
tions :

Ei = F(z,w,u) (3.41a)
z=Z(x,w,u) (3.41b)
Yy = Y(.’L',’LU,U) (341C)

ol la matrice E est singuliere, F', Z et Y sont des fonctions vectorielles non-linéaires.

Le formalisme des systémes singuliers permet une représentation plus générale des sys-
témes physiques que les représentations d’état usuelles, caractérisées par une matrice F identité
(E = I) dans (3.41a), car ils contiennent a la fois des équations dynamiques (différentielles)
et des équations algébriques (statiques). Ils peuvent étre utilisés pour modéliser des systemes
rencontrés dans diverses applications, telles que les circuits électroniques, la robotique et les
réseaux de neurones. L'ouvrage [Wang06] donne trois exemples de modélisation de systémes
sous une forme singuliére non-linéaire : les problémes variationnels contraints rencontrés dans
I'étude des systemes mécaniques, les procédés économiques décrits par les modeéles de Leontieff
et les circuits électriques contenant un amplificateur opérationnel (AOP).

3.3.1.2 Modeéle singulier LTI

Un systéme singulier linéaire et invariant dans le temps (LTI) est modélisé par les équations :

Ei = Az + Biw(t) + Bau(t) (3.42a)
z=Cix + an(t) + Dlgu(t) (3.42b)
Yy = Cox + Dgl’w(t) + Dggu(t) (3.42¢)

L’équation d’état généralisée (3.42a) est souvent donnée avec la structure bloc-diagonale
suivante de la matrice F :

I 0
E = [O O] (3.43)

On dit dans ce cas que le modele descripteur est sous la forme canonique SVD. Cette forme
est caractérisée par le partitionnement suivant de ’équation d’état généralisée, suivant les états
dits dynamiques x;, dont la dérivée temporelle apparait explicitement et les autres états o,

appelés algébriques :
I 0f (21| _ |[An Aw| [ B Bs;
[0 0:| |:$2:| - |:A21 A22:| |:x2] + |:Bl2:| w+ [322] U (344)

Les matrices intervenant dans les équations de sortie controlée z(t) et de mesure y(t) (3.42b)-
(3.42c) peuvent également étre partitionnées suivants les états x; et xo.
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3.3.1.3 Modele singulier LPV

De méme que les systémes décrits sous forme de représentation d’état réguliere, les systémes
singuliers admettent des équations d’état dépendant des parameétres. Si ces parameétres sont
mesurables, un systeme LPV singulier est modélisé par les équations :

Ei = A(p)z + Bi(p)w(t) + Ba(p)ul(t)
Za(s,p) 1 ¢ 2= Cilp)z + Dulp)w(t) + Di2(p)u(t) (3.45)
y = Ca(p)z + Dar(p)w(t) + Daa(p)ult)

Le vecteur des parametres p et celui des dérivées temporelles p appartiennent a des ensembles
bornés: pc S,etp e S,.

Les systemes LPV singuliers peuvent également étre mis sous la forme canonique SVD, en
effectuant en cas de besoin des transformations d’état. I’équation d’état généralisée dans (3.45)
est partitionnée de la maniere suivante :

I 0] |a Anlp) Awp)| |z Bii(p) Bai(p)
= + w + u
0 0] |22 Aoi(p) Aaa(p)| |22 Bia(p) Baa(p)
T
z = |:011(p) Clg(p):| + Dyiw + Diou (3.46)
€2
T
Y = |:021(p) 022(,0)} + Dow + Dysu
T2
Admissibilité

La notion d’admissibilité des systemes singuliers généralise celle de stabilité des systemes
LPV réguliers. Le systéme LPV (3.46) est admissible si les conditions suivantes sont vérifiées :

— Le systeme est régulier et non impulsif : A»y(p) inversible Vp € S,,.

— Ses modes finis sont stables : la matrice de systeme dépendant des parametres A;;(p) —
A1a(p)Ass (p) A1 (p) est stable sur tout espace paramétrique S, x Sj.

Modeéle régulier équivalent

Si la matrice Ay (p) est inversible Vp € S,, le systéme descripteur (3.46) est équivalent du
point de vue entrée-sortie a un systéme LPV non singulier :
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T = f:l(p):m + 551 (p)w + Ba(p)u
X(s,p) 18z = Ci(p)x1 + Di1(p)w + Dia(p)u (3.47)
y = Ca(p)z1 + Dar(p)w + Daa(p)u

avec les formules de transformation suivantes, obtenues par élimination des contraintes algé-
briques impliquant les états x5 dans X4(s, p) :

Alp) = Aulp) — Ai2(p) Az (p) A21(p)

Bi(p) = —Aua(p)As (p)Br2(p)

By(p) = —Auz(p)Az (p)B22(p)

Ci(p) = Culp) — Cra(p)Az; (p) A1 (p)

Ca(p) = Cai(p) — Caa(p) Az (p) A2 (p) (3.48)

Du(p) = Dulp) — Ca(p)As; (p)Biz(p)
Dio(p) = Dialp) — Crolp) A5 (0) Bas()
Dai(p) = Dai(p) — Ca2(p) Ay (p) Bia(p)
Das(p) = Daalp) — Caz(p)Azy (p) Baa(p)

On remarque que le modele non singulier (s, p) est a dépendance paramétrique rationnelle,
méme si le modele descripteur X(s, p) est affine. Par I'intermédiaire de 'opération inverse, le for-
malisme descripteur apparait comme une approche de modélisation de systémes LPV permet-
tant de simplifier une dépendance paramétrique complexe telle que la dépendance rationnelle
en une dépendance paramétrique affine. Cependant, si le passage d’un modele LPV descripteur
a un modele LPV non singulier est obtenu de maniére unique par les formules de transforma-
tions (3.48), le passage inverse peut étre effectué de différentes maniéres, suivant le choix des
variables d’état algébriques z2 qui viennent augmenter le vecteur d’état x; dans (3.47). Si ce
choix peut toujours étre effectué via des manipulations manuelles (voir 'exemple donné dans
[MasubuchiO3], I'exploitation de la représentation LFR constitue une approche systématique
pour 'augmentation du modele, tel que cela a été remarqué dans [BoualiO6].

3.3.1.4 Lien entre modele LFR et modele LPV descripteur

A la différence de I'exemple de modélisation LFR décrit par les équations (3.37a)-(3.37b),
le modele LFR utilisé dans ce paragraphe utilise une matrice d’interconnexion N purement sta-
tique. Ceci est obtenu en considérant la dérivée du vecteur d’état dynamique () comme une
sortie bouclée par un intégrateur afin d’obtenir x4 (¢) (voir Figure 3.2).
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x1(t) -1 i1(t)

N

va(t) za(t)

Alp)

FIGURE 3.2 — Modéle LFR

Considérons les équations suivantes d’une représentation d’état paramétrique sous forme
LFR :

i1 (t) Nii Nz Nig Nug| | 21(t)

Z(t) Ngl NQQ N23 N24 w(t)
= (3.49a)

y(t) N31 Nsz Nsg Nag| | u(?)

_ZA(t)_ | Nt Naz Nag Naa| _UA(t)_
va(t) = A(p)za(t) (3.49b)
Cette représentation introduit 'équation algébrique suivante :

A(p)Narz1(t) + Alp) Nagw(t) + A(p) Nazu(t) + (A(p) Nag — Tva(t) = 0 (3.50)

En prenant un vecteur des états algébriques z2(t) = va(t), le vecteur d’état augmenté x(t) =
[z1(t) 22(¢)]” introduit le modeéle LPV descripteur suivant :

Bi=Ap)r + Bi(pw(t) + Ba(p)u(t)
Ya(s,p): z=Cix + Dnw(t) + Diau(t) (3.51)
y = Chzx + Dglw(t) + Dgzu(t)

ol les matrices d’état du modele descripteur ¥4(s, p) sont partitionnées suivant les états dyna-
miques z(t) et algébriques z2(t) de la facon suivante :
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. Ny Ny Ni2 Nis
E= dlag(la 0)’ A(p) = > Bl(p) = > Bz(p) = >
A(p)Nar A(p)Nas — I A(p)Naz A(p)Nas

C = [N21 N24], Co = {Ngl N34} D11 = Nag, D12 = Nag, Da1 = N3z et Dag = Nas.

Les équations d’état du modeéle LPV descripteur (3.51) sont affines en raison de la dépen-
dance paramétrique affine de la matrice A(p). Ce fait constitue une simplification de la dépen-
dance paramétrique rationnelle du modele LFR (3.49a)-(3.49b) vers une dépendance affine qui
facilite le traitement numérique des problemes d’analyse ou de synthése utilisant ce modéle.
Nous tenons enfin & remarquer que le choix alternatif z5(t) = [u(t) va(t)]” des états algébriques
permet d’obtenir un modeéle LPV descripteur ou seule la matrice A(p) dépend des parametres
(de maniére affine), les autres matrices d’état étant constantes ou nulles. Nous supposerons par
la suite que Dyy; = N33 = 0 (systeme strictement propre), cette condition étant toujours véri-
fiée pour les systemes étudiés dans le cadre de notre travail, comme dans beaucoup d’autres
systéemes physiques.

3.3.2 Commande avec garantie de performance en gain £,

3.3.2.1 Analyse de performance en gain £,

De méme que pour les systemes LPV non singuliers, la performance en gain £y d’un systéeme
LPV descripteur Y,(s, p) est le rapport des normes L, de la sortie z(¢) € R® et de l'entrée
w(t) € R" du canal de performance du systeme :

Eo
Y|, = sup (3.52)
1Xle: = sup o)z

Le lemme borné réel, qui constitue une formulation SDP dépendant des parametres du pro-
bleme d’analyse de performance en gain £, a été généralisé aux systémes sous forme descrip-
teur LTT dans [Masubuchi97] et généralisé au cas LPV dans [MasubuchiO3].

Théoréme 3.1 (Lemme borné réel généralisé dépendant des parametres). Le systéme 4(s, p)
est stable et a un indice de performance en gain Ly inférieur a un réel v > 0 si 3X(p) telle que
V(p,p) €Sy xS,

ETX(p)=XT(p)E =0 (3.53)

AT(p)X (p) + XT(p)A(p) + E"X(p) XT(p)Bir(p) CT(p)

B (p)X(p) —I  DY(p)| <0 (3.54)
Ci(p) Di1(p) —~T

Ce théoreme a été exploité dans le but d’obtenir des conditions PD-LMI de synthése de cor-
recteur LPV par retour de sortie dans [MasubuchiO3], qui ont été appliquées par la suite pour
la commande longitudinale d’'un drone dans [MasubuchiO4]. Dans [Halalchil0], nous avons
adopté une approche similaire pour la commande LPV d’un manipulateur rigide a deux degrés
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de liberté (voir la modélisation dans le paragraphe 3.2.2.1), en nous basant sur un modele dy-
namique partiellement linéarisé dans lequel les couples de Coriolis et centrifuges sont supposés
parfaitement compensés par la commande.

3.3.2.2 Synthese de correcteurs LPV avec garantie de performance en gain £»

Correcteur LPV singulier

L’application du lemme borné généralisé aux systémes LPV descripteur, conduit a des condi-
tions de synthése de correcteurs LPV avec garantie de performance en gain L5, qui peuvent
s’exprimer sous la forme de conditions LMI dépendant des paramétres.

Théoréme 3.2 (Synthése de correcteur LPV descripteur). Pour un scalaire positif -y, supposons
que les conditions PD-LMI suivantes admettent une solution ®(p) = {X(p), Y (p), F(p),G(p), H(p)} :

P(p) =P (p) » 0 (3.55)
. Y(p)CT By
Q(p) + Q" (p) + D(p)
cf X" (p) B
<0 (3.56)
* -1 D1y
* * —~I
ol :
E ol YT 1 AYT + ByFT A YET 0
P = , Q= et D= i
0o ET| |1 X HT XTA+GTCoy 0 -XTE

Alors un correcteur LPV noté C/(s) de représentation d’état généralisée { E., A.(p), Bc(p), Cce(p), 0},
qui stabilise le systeme bouclé par retour de sortie et garantit un gain Lo du canal de performance
inférieur a -y est donné par :

Ce(p) = F(p)S™ " (p)
Be(p) = =X ""(n)G"(p)

Ac(p) = {(A(p) + X T (p)GT () C2)Y T (p) = X~ T (p)H (p) + Ba(p)F" (p) + E%(X_l(p))}S_T(P)
E. =F

ott S(p) =Y (p) — X" (p).

d
Remarque 3.1. Le terme E%(X ~1(p)) nécessite la disponibilité en temps réel de la dérivée tempo-

relle des parameétres p. Or, cette condition de disponibilité peut étre contraignante, voire difficile a
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satisfaire en pratique (voir la discussion sur la validité pratique des correcteurs dans [Apkarian98]).
Cet obstacle peut étre levé, au prix d’'une augmentation du conservatisme, en considérant une ma-
trice X constante.

Les conditions de synthese de correcteur LPV sous forme descripteur données dans le Théo-
réme 3.2 résultent de I'application des conditions d’analyse du Théoréme 3.1 au systéme bouclé
sous forme descripteur :

{EBFwBF(t) = Apr(p)xBr(t) + Ber(p)w(t) (3.57)
2(t) Cpr(p)rpr(t) + Dprw(t)
avec :
_ A(p) B (p)Crk(p) Bi(p)
Epr = diag(E, E.), Apr(p) = , Bpr = )
Bk (p)C2(p) Ak (p) Bk (p) D2

Cpr = [(Jl ()] et Dpr = D11.

Des transformations linéarisantes sont ensuite utilisées afin de transformaer la BMI résultante en
LMI. Une preuve détaillée du Théoréme 3.2 est donnée dans [MasubuchiO3]. Dans [Masubuchi04],
le correcteur est obtenu directement dans 'espace d’état non singulier en s’appuyant sur un par-
titionnement des variables matricielles X, Y, F', G et H suivant les dimensions des états statiques
et algébriques. Cela permet une synthése directe de correcteur LPV dans l'espace d’état non
singulier pour des systémes LPV rationnels représentés sous forme descripteur.

3.3.3 Résultats de simulation
3.3.3.1 Utilisation de modéle rigide partiellement linéarisé

Dans le but de réaliser une premiere validation de la synthese de correcteur LPV par l'ap-
proche descripteur, nous avons utilisé un modéle rigide partiellement linéarisé de manipulateur
a 2 segments. Ce modele est obtenu a I'aide du cas d’étude 1 présenté dans le paragraphe 3.2.2.1
en négligeant les effets de Coriolis et centrifuges, ce qui conduit a un modeéle LPV a 1 parametre
p = cos(f2), ou O est la deuxieme coordonnée articulaire.

Le modeéle dynamique non-linéaire est donné par :
M(q2)§ + Dq + Kq(t) = 7(t) (3.58)

ou M (qz) est la matrice d’inertie, D et K sont des matrices diagonales de dissipation et de rai-
deur et 7(t) est le vecteur des couples de commande appliqués aux articulations. L’ensemble
paramétrique est un segment de droite délimité par p et p, les valeurs minimale et maximale du
parametre. Le vecteur d’état est constitué des positions et vitesses articulaires = = [#7 §7]7, ce
qui conduit a une représentation d’état LPV de la forme (3.29) ou la matrice S(p2, p3) est nulle.
En utilisant une représentation LFR du systéme, le modele LPV peut étre mis sous la forme des-
cripteur affine (3.51).

Des simulations numériques ont été effectuées en utilisant les valeurs physiques du robot
Flexarm [Adams96]. Une description compléte de ce manipulateur a été donnée dans [Chrétien89].
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Afin d’évaluer la réponse temporelle du systeme sur un large espace de travail, nous avons im-
posé a la seconde articulation 6, une trajectoire de référence 65(¢) sous forme de créneaux
progressifs balayant I'intervalle g2 € [0, 7] (on ne donne pas de référence négative pour raison
de symétrie). Afin d’évaluer le couplage entre les deux articulations, nous avons pris pour la pre-
miere articulation une référence 0% (t) en forme de signal rectangulaire en quadrature de phase
avec 05(t). Nous avons comparé les résultats de la commande LPV proposée avec ceux d’'une
commande proportionnelle et dérivée (PD) obtenue a l'aide d'un modele nominal caractérisé
par p = 0 (correspondant a ¢ = 7). Le correcteur PD est synthétisé de maniere a imposer pour
chacune des deux articulations un comportement du second ordre avec un amortissement £ = 1
et une pulsation naturelle w,, = 10 rad/sec nominaux. La Figure 3.5 montre les résultats de suivi
de trajectoire obtenus.

A cause de la simplicité relative du modeéle de synthese (double intégrateur a gain statique
variable) , le correcteur PD assure également un bon suivi de trajectoire. Cependant, les effets
de couplage sont beaucoup plus importants qu'avec l'utilisation du correcteur LPV. On remarque
que ces effets de couplage sont d’autant plus importants que la matrice d’inertie du systéme
diminue. Nous avons effectué cette simulation en tant que premier pas pour la validation de
I'approche de commande a base de modéles sous forme descripteur. Nous avons par la suite
appliqué cette méthode sur le cas d’étude 2, qui constitue un modele avec plus de non-linéarités
et dans lequel les effets de flexibilité d’articulation sont représentés (voir paragraphe suivant).

wit) o Wis) r(t) (1) = elt)
L5 Gls.) ylt |
e N
K (s, p) e(t)

FIGURE 3.3 — Schéma de synthese 7, a un bloc

3.3.3.2 Utilisation de modele flexible complet

Dans cette partie, nous présentons les résultats d'une commande LPV basée sur un modéle
descripteur affine. Nous utiliserons en particulier le modele flexible complet du robot FLEXARM
(Cas d’étude 2) détaillé dans le paragraphe 3.2.2.2. Nous avons adopté le schéma de synthése
H~ a 2 blocs, représenté sur la Figure 3.6.

Le systeme asservi augmenté a pour entrée externe le vecteur wi(t) = 6*(¢) constitué des
trajectoires articulaires de référence. La sortie contrdlée z(t) = [e} () yi(t)]” contient les si-
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FIGURE 3.5 — Suivi des trajectoires de référence pour (a) : le correcteur PD nominal et (b) : le
correcteur LPV descripteur

gnaux d’erreurs de suivi de trajectoire ey(t) = 6*(¢t) — 6(¢t) et la déflexion de l'organe terminal
yi(t) = Cyx(t). Le signal de déflexion n’est pas mesurable mais la matrice C; est connue a
partir de I'équation (3.34). Le bloc w;(t) — 21(¢) du canal de performance permet d’imposer
des contraintes sur la marge de module, la précision statique et la bande passante. Le transfert
w1 (t) — 22(t) permet de minimiser la déflexion de I'organe terminal par rapport aux excitations
extérieures. Des pondérations statiques ou dynamiques Wy(s), k = 1,2 peuvent étre utilisées de
maniere a adapter le niveau de performance souhaité par rapport aux amplitudes et aux fré-
quences des signaux mis en jeu.

Nous avons effectué quelques simulations numériques. L’ensemble admissible des parametres
est défini par les conditions suivantes : |p;| < 1 (par définition de la fonction cosinus), |p2|,
Ip3| < 0.3rad/s, et |p4l, |psl, |ps| < 0.045 (rad/s)2. La condition LMI de synthése est résolue sur
I'ensemble des sommets S;)’ a laide du solveur SeDuMi [Sturm99] associé a I'interface YALMIP
[Lofberg04]. La stabilité de la boucle fermée est assurée sur tout 'ensemble paramétrique, tandis
que le niveau de performance obtenu est garanti pour |p;| < 0.5. Les trajectoires de référence
07 (t) et 65(t) sont choisies de maniere a évaluer la précision du suivi de trajectoire ainsi que
la qualité du découplage des deux articulations sur 'ensemble du domaine de fonctionnement.

Des signaux de référence lisses ont été utilisés afin de respecter les limitations sur les parametres.
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wy(t)

FIGURE 3.6 — Schéma de commande H,

Nous présentons les résultats de synthese de correcteur LPV par retour de sortie basés sur
la méthode descripteur, en considérant des pondérations statiques Wi(s) = 1 et Wa(s) = 0.1.
En prenant le canal de performance complet, I'indice de performance en gain £, obtenu est
de l'ordre de 10. Ceci nous a amenés a relacher le second bloc du canal en ne contraignant
que le transfert w; — z;. Nous avons alors obtenu un indice de performance v = 2.57, ce
qui garantit une marge de stabilité en module M,, = 0.389. Méme si le second bloc w — 29
n’est pas contraint, nos avons tenu a afficher ses transferts pour avoir des éléments de compa-
raisons par rapport a la méthode de synthese par LMI étendues exposée dans la section suivante.

La Figure 3.7 affiche les transferts fréquentiels réalisés S;1(w) et Si2(w) dans chaque bloc
entrée-sortie du canal de performance w(t) — z(t). Chaque transfert est comparé au gabarit
fréquentiel correspondant v/Wi(s),k = 1,2. Il est intéressant de remarquer que, méme si les
fonctions de pondération sont constantes, la fonction de sensibilité S;; (w) présente naturelle-
ment une allure de filtre passe-haut adéquate a un asservissement performant. Les transferts
fréquentiels sont affichés pour quatre valeurs figées du vecteur de parametres, sélectionnées
parmi les 20 = 64 sommets de 'ensemble paramétrique : pgyy = [p, - p]", psay = [p, P1 - Pe]”
P33y = [P1py - BG]T et preay = [Py - p6)T, o p, €t pj, représentent les bornes minimale et maxi-
male du parametre pi. La Figure 3.8-(a) illustre les réponses temporelles du systéme asservi
obtenu par le bouclage rétroactif du modéle non-linéaire et du correcteur LPV synthétisé. La
Figure 3.8-(b) affiche les erreurs de suivi de trajectoires correspondantes. Les figures présentées
montrent |'efficacité de la méthodologie de commande proposée pour la stabilisation du systéme
et le maintient des performances (découplage des articulations, rapidité, précision) sur un large
espace de travail.

J

3.4 Commande basée sur des conditions LMI étendues

Un avantage de ces approches est 1'utilisation de fonctions de Lyapunov dépendant des pa-
rametres (PDLF), qui présentent une structure particuliere simplifiant le probleme de synthése.
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FIGURE 3.8 — Suivi des trajectoires de référence

3.4.1 Commande par retour d’état LPV

Comme cela a été souligné dans la modélisation présentée dans le paragraphe 3.1.1, le vec-
teur d’état d'un modele de manipulateur rigide est généralement constitué des positions et des



3.4. Commande basée sur des conditions LMI étendues 93

-1 ! I I I
0 20 40 60 80 100 120
(€Y
0 2 C T T T T T
0—_’\—/\—}&—1\_1u\_l\_/\_ /\-_/’2
-0.2p 1 I 1 1 1 |
0 20 40 60 80 100 120
1% (b)
% 02F T T T T T
= ' —_—P3
< 0
> -0.2p 1 I 1 1 1 |
8 0 20 40 60 80 100 120
= ©
D
e 0.05 T T T T T
o _005 Il Il Il Il Il
0 20 40 60 80 100 120
. )
x 10
5 T
0 —_—P5
5! I I I I I
0 20 40 60 80 100 120
(e)
0.05 T T T T T
.
-0.05 ! I I I I
0 20 40 60 80 100 120
®

temps (sec)

FIGURE 3.9 — Evolution des parametres variants

vitesses articulaires. Ces variables sont mesurables et les signaux position et vitesse sont souvent
donnés par le méme capteur. Le codeur incrémental, par exemple, permet de fournir une mesure
de la position angulaire et une estimation de la vitesse. Ceci rend possible un asservissement de
position en utilisant un correcteur par retour d’état pour ce type de manipulateurs.

En revanche, pour un manipulateur flexible, le vecteur d’état peut contenir des variables
de déformation inaccessibles a une mesure directe, ce qui empéche l'utilisation d’un correcteur
par retour d’état complet. Une commande par retour d’état partiel serait alors plus appropriée.
Nous étudierons dans les paragraphes suivants le probleme de la stabilisation de modeles LPV
de manipulateurs rigides tels que ceux donnés dans (3.29) (Cas d’étude 1) comme un premier
pas vers la synthése de correcteurs avec des garanties de performance. Ces problemes seront
traités dans le cas de la commande par retour de sortie dynamique.

Rappelons ici le modele LPV (3.29) utilisé pour la synthése de correcteur. Pour les besoins
de la stabilisation, il n’est pas nécessaire de munir le modeéle d’un canal de performance :

i) = Alp(H)2(t) + Blp(t))ult)

y(t) = Ca(t) (3:59)

N\

ou

A(p(t)) = M (p1)A1(p), B(p(t)) = My '(p1)Bi(p) et C = [12 02]>M1<p1) = diag(lz, M(p1)).

Le probleme de stabilisation par un correcteur par retour d’état de gain K (p) dépendant des
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parametres est alors le suivant.

Probléme : Trouver une matrice K(p) telle que le systeme asservi par le retour d’état u =
K (p)z soit stable. Un tel systéeme asservi a pour équations :

{a'c(t) = (Alp) + B(p)K(p)z(t) = Apr(p)z(t) (3.60)

y(t) = Cx(t)

Afin de traiter ce probléme de stabilisation par retour d’état dépendant des parameétres, nous
proposons dans ce qui suit des conditions de synthése sous forme LMI en suivant deux mé-
thodes : la caractérisation de la stabilité par une usage basique des inégalités de Lyapunov et
l'utlisation de conditions de stabilité étendues qui font appel a des variables matricielles supplé-
mentaires appelées variables faibles (slack variables).

3.4.1.1 Approche de synthese par inégalités de Lyapunov basiques

Afin de supprimer le caractere rationnel des matrices d’état du modele (3.29), 'approche
proposée consiste en l'utilisation de matrices de Lyapunov dépendant des parametres ayant une
structure paramétrique particuliere : P(p) = Pi(p)Mi(p). Rappelons d’abord la condition de
stabilité au sens de Lyapunov des systemes LPV.

Suivant les conditions données dans le théoréme 2.5, le systéme en boucle fermée représenté
par la matrice Apr(p) est stable au sens de Lyapunov s’il existe une matrice symétrique P(p)
telle que V(p,p) € S, x S, :

P(p) =0 (3.61a)
P(p)Agr(p) + Afr(p)P(p) + P(p) < 0 (3.61b)

Pour la classe de systémes considérée, nous avons : Agr(p) = A(p) + B(p)K(p) = M; ' (p)
(A1(p) + B1K(p)) = My '(p)A1pr(p). Linégalité (3.61b) est une BMI (inégalité matricielle bi-
linéaire) en fonction de P(p) et K(p). Afin d’effectuer un changement de variable linéarisant,
I'approche habituelle de la commande LPV par retour d’état fait intervenir une forme duale de
cette inégalité de Lyapunov qui est obtenue en multipliant a gauche et a droite (3.61b) par
P~!(p). Cependant, cette forme duale ne permet pas de compenser le terme rationnel M; ! (p)
qui se trouve a gauche de la matrice de systétme Apr(p). A travers les conditions de synthese
suivantes, nous proposons une solution a ce probléme.

Théoréme 3.3. (Stabilisation) Le systéme asservi de matrice d’état Apr(p) = M *(p)(A1(p) +
B1K (p)) est stable au sens de Lyapunov si 3Q(p) = Q7 (p) = 0, IR(p) tels que : V(p, p) € S, x S;,

He{A1(p)Q(p) + BiR" (p)} = Q(p)Mi(p) + Q(p)Mi(p) < 0 (3.62)
La matrice de gain du correcteur par retour d’état est alors donnée par : K (p) = R” (p)Q~*(p).

Preuve . Le critére de stabilité de Lyapunov se traduit par les conditions :
3P(p) = Pi(p)Mi(p) = PT(p) = 0 telle que :

Pi(p)Aipr(p) + ATpr(p)Pi(p) + Pi(p)Mi(p) + Pi(p)Mi(p) < 0 (3.63)
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Le développement du premier terme de la somme dans (3.63) donne : Pi(p)Ai1pr(p) = Pi(p)A1(p)+
Py(p)B1 K (p) ou les matrices inconnues sont P (p) et K(p). Vu que Py(p) est réguliére, en multi-
pliant l'inégalité (3.63) a droite par P (p) et a gauche par Py *(p), nous obtenons :

He{A1(p)P; " (p) + BiK (p) Py " (p)} + Py (p) Pr(p) Ma(p) Py " (p) + Mi(p) Py " (p) < 0 (3.64)

Le terme qui rend difficile un changement de variable linéarisant est celui contenant P (p). Si
on pose Q(p) = P;*(p), ona:

P () B0 M ()P () = Qo) Q7 ()M () Q" (o) (3.65)
B comme 407 (0) = 210 ()AL et 22107 0] =~ () QW)

k
le second membre de Uéquation (3.65) devient : —{Za(Z[Q(p)]p'k}Q—l(p)Ml (p)QT (p). Ceci vaut
k
k

—Q(p) M, (p) sous la condition de commutation de produit matriciel M,(p)Q(p) = Q(p)Mi(p), qui
est vérifiée si Q(p) = QT (p) = 0 (ou, de maniére équivalente, Pi(p) = P! (p) = 0). La condition de
stabilité devient alors :

He{A1(p)Q(p) + BiK (p)Q(p)} — Q(p)Mi(p) + Q(p)Mi(p) < 0 (3.66)

L’inégalité (3.66) est linéarisée a travers le changement de variables R(p) = Q(p)K ™ (p), ce qui
conduit aux conditions LMI dépendant des paramétres du Théoréme 3.3.

3.4.1.2 Approche de synthése par conditions LMI étendues

I a été montré dans [Apkarian01] qu’il est possible d’utiliser des conditions LMI étendues
pour I'analyse de stabilité et de performance et la synthése de correcteurs. Ces conditions per-
mettent de supprimer le couplage entre la matrice de systéme et la matrice de Lyapunov. L'uti-
lisation d’'une variable matricielle supplémentaire appelée variable faible (slack variable) offre
un degré de liberté supplémentaire qui peut étre utile a la résolution du probléme de synthése.
Nous rappellerons dans ce qui suit ce critere de stabilité puis nous I'appliquerons a la synthese
d’un correcteur par retour d’état stabilisant pour notre application.

Théoreme 3.4 (Stabilité). Le systéme en boucle fermée représenté par la matrice App(p) est stable
si : AP(p) = PT(p) (matrice de Lyapunov) et 3V (p) (variable faible) telles que :

—He{V(p)} VT(p)Apr(p) + P(p) VT(p)
ALp(p)V(p) + P(p) —P(p) + P(p) 0 | =0 (3.67)
I Vi(p) 0 ~P(p)|

Examinons le terme V (p)” Apr(p) = VT (p)M; *(p)(A18r(p)). Le choix de la structure parti-
culiere V(p) = M1 (p)Vi(p) pour la variable faible V'(p) permet de compenser le facteur rationnel
M L(p). Nous donnons dans ce qui suit les conditions de synthése d’un correcteur LPV stabili-
sant sous la forme d’'une LMI dépendant des paramétres.
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Théoréme 3.5 (Stabilisation). Le systéme asservi de matrice d’état Apr(p) = M *(p)(A1(p) +
B1K (p)) est stable si AT (p) =TT (p), IR(p) et IV; tels que : ¥(p,p) € S, x S,

—He{V," " Mi(p)} A(p)Vi 't + BiR(p) +T(p) Vi Mi(p)
Vi TAT(p) + RT(p) BT +T7(p) ~T(p) +T(p) 0 <0 (3.68)
i My(p)vy ! 0 ~T(p) |

La matrice de gain du correcteur est alors donnée par : K (p) = ViR(p).

Remarque 3.2. Contrairement a celle obtenue avec la condition de synthése (3.62), la structure
du correcteur obtenu par la condition (3.68) ne fait pas intervenir explicitement Uexpression de la
matrice de Lyapunov P(p).

Preuve . Etant donnée la structure particuliére de V (p), les conditions (3.67) deviennent : 3P(p) =
PT(p) et IVi(p) tels que :

~He{Mi(p)Vi(p)} VI (p)Aipr(p) + P(p) ViI'(p)Mi(p)

Alr(p)Vilp) + P(p) —P(p) + P(p) 0 <0 (3.69)

Mi(p)Vi(p) 0 —P(p)

Le terme V¥ (p) A1sr(p) = VT (p)(A1(p) + B1K (p)) est bi-linéaire par rapport aux matrices in-
connues Vi (p) et K(p). Afin d’effectuer un changement de variable linéarisant (permettant de trans-
former (3.69) en LMI), il est possible d’effectuer le pré-traitement suivant : en supposant la matrice
Vi(p) réguliére, pré-multiplier Uinégalité (3.69) par diag(Vl_T, Vl_T, Vl_T) et post-multiplier par
sa transposée. Si, de plus, la matrice V) est supposée constante, il est possible d’effectuer les change-
ments de variables linéarisants : R(p) = K(p)V; et T'(p) = —V; T P(p)V;"*. Nous obtenons alors
les conditions de synthése du Théoréme 3.5.

3.4.2 Retour d’état avec action intégrale

Afin de garantir une erreur statique de position nulle, il est courant d’ajouter une action inté-
grale appliquée uniquement sur I'erreur de position. La commande ainsi synthétisée est équiva-
lente a une correction PID (proportionnelle, intégrale et dérivée) sur la sortie du systeme consti-
tuée du vecteur de positions articulaires y(¢) = 6(t) et peut étre implantée sous cette forme sur
le systéme physique. Définissons la variable d’état supplémentaire : {(t) = fot O(1) — 0*(7))dr
ol 6* est la position de référence articulaire. Le vecteur d’état augmenté du systéme sera
Z(t) = [07(t) 6T (t) €T (t)]” et la nouvelle représentation d’état est donnée par :

(3.70)
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- A(p) Oaxa| Blp)| . O .
ou A(p) = , Bi(p) = , By = etC=[C 0.

C 02 02 IZ

En effectuant un asservissement de ce systeme par le retour d’état avec action intégrale
partielle u = K (p)[T 87 ¢7]7 = K(p)& + K(p)[—0*T 01x4]7, le systéme en boucle fermée aura
pour équation d’état :

z(t) = Apr(p)Z(t) + Bpr(p)0™(t) (3.71)

avec ABF(p) = A(p) + Bl(p)K(p) et BBF(p) = Bg - Bl(p)K(p)Oz, ol o= [IQ 02><4]T.

I’étude de stabilité du systéme asservi concerne la matrice Agr(p) = M, '(p)(A2(p) +

-1 \ . Al(P) O4x2 By
ByK(p)) = My (p)Az2pr ou Ma(p) = diag(Mi(p), I2), A2(p) = et By =

C 02 I2

Les conditions de synthese sont similaires a celles développées sans action intégrale (ap-
proche inégalités de Lyapunov et approche slack variables) mais en prenant maintenant une
matrice de Lyapunov dépendant des parametres du type P(p) = P2(p)Ma(p). La taille des LMIs
a optimiser sera également plus importante a cause de I'utilisation d’'un vecteur d’état augmenté.

3.4.3 Retour d’état avec taux de convergence exponentielle

Afin de rajouter, en plus de la stabilité, une condition sur la rapidité du systeme asservi, plu-
sieurs démarches sont possibles telles que le placement de poles et la maximisation du taux de
décroissance exponentielle de la fonction de Lyapunov du systeme. Nous présenterons dans ce
qui suit cette derniére approche comme une extension des conditions de synthese stabilisantes
discutées précédemment.

Le systeme en boucle fermée représenté par la matrice Apr(p) est stable au sens de Lyapunov
et présente un taux de convergence exponentielle scalaire (decay rate) A > 0 si : IP(p) =
PT(p) = 0 telle que :

P(p)Apr(p) + ABr(p)P(p) + P(p) + 2XP(p) < 0 (3.72)

Dans ce cas la fonction de Lyapunov quadratique en fonction de 'état V (z(t), p(t)) = 27 P(p)x
évolue a l'intérieur d’'une enveloppe exponentielle décroissante avec un taux de 2\, de méme
que la réponse temporelle du systeme x(¢) mais avec un taux de décroissance de \. Autrement
dit V(x(t), p(t)) < V(2(0), p(0))e2 et || z(t)|| < k||z(0)|[e=* (k réel positif), Vz(t). L’augmen-
tation de la valeur de \ correspond donc a une convergence plus rapide de la réponse temporelle
du systeme.

Si on se place dans le cadre d'une commande par retour d’état LPV : v = K(p)x(t), les
conditions de synthese de la matrice de gain K (p) données dans les équations (3.62) et (3.68),
associées a un critere de convergence exponentielle sont modifiées de la maniere suivante.

Théoréme 3.6. Le systéme asservi représenté par la matrice Agr(p) = M; ' (p)(A1(p) + B1K(p))
est stable au sens de Lyapunov et présente un taux de décroissance exponentielle A > 0 si 3Q(p) =
QT (p) = 0, IR(p) tels que : V(p, p) € S, x S,
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He{A1(p)Q(p) + B1R" (p)} — Q(p)Mi(p) + Q(p)Mi(p) + 22Q(p)Mi(p) = 0 (3.73)
Théoréme 3.7. Le systéme asservi représenté par la matrice Apr(p) = My *(p)(A1(p ) + B1K(p))
est stable et présente un taux de décroissance exponentielle A > 0 si 3I'(p ) I'T(p), 3R(p) et 3V}
tels que : V(p, p) € S, X S,

—He{V; "Mi(p)} Ai(p)Vi + BiR(p) +T(p) Vi " Mi(p)
* I(p) + (2X — 1)I(p) 0 <0 (3.74)
* * —I'(p)

Remarque 3.3. En raison du couplage entre les variables inconnues \ et Q(p) dans (3.73), ainsi
que \ et T'(p) dans (3.74), ces deux conditions sont des BMI de type particulier. En effet, ces
contraintes constituent des problémes quasi-convexes (contraintes LMI pour \ fixé). Pour résoudre
ces inégalités en maximisant la valeur de ), il est possible d’utiliser un solveur BMI en définissant la
maximisation de A comme un objectif d’optimisation ou d’utiliser un algorithme de maximisation
linéaire ou de type dichotomie.

3.4.4 Correcteur par retour de sortie dynamique avec garantie de performance
en gain L,

Dans cette partie, nous présentons des conditions de synthése de correcteurs par retour de
sortie en suivant 'approche des LMI étendues. Comme pour la synthése de correcteurs par re-
tour d’état, des contraintes de structure sont imposées aux variables matricielles additionnelles
intervenant dans les LMI de synthése.

Pour les besoins de I'asservissement par retour de sortie dynamique LPV, le modeéle (3.59)
est maintenant muni d'un canal de performance en gain L9 de signaux d’entrée w(t) € R" et de
signaux de sortie z(t) € R :

@(t) = A(p(t)z(t) + B (p(t))w(t) + B*(p(t))u(t)
Z(t) Cll'(t) + Duw(t) (3.75)
e(t) = ng(t) + DQl’w(t)

ou :
e(t) = y(t)—y*(t), y*(t) étant une valeur de référence pour la mesure, A(p(t)) = M *(p1)A1(p),

Bp(0) = M o) Ba(p) e C = 1 o, Ms(on) = ding( M(p0). La mateice 5(5(1) peut

aussi avoir une structure factorisée similaire (par exemple si w(¢) contient un bruit additif sur la
commande u(t)), mais cela n’est pas nécessairement le cas en général.

Le probleme de commande LPV par un correcteur par retour de sortie dynamique avec ga-
rantie de performance en gain £, est alors le suivant.
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Probléme : Trouver un correcteur LPV K (s, p) : {Ax(p), Bk (p), Cx(p),0} qui stabilise le sys-
teme asservi par retour de sortie et garantit un gain £, du canal de performance inférieur a un
scalaire positif ~.

Si le correcteur LPV K (s, p) admet la représentation d’état suivante :

ut) = Ck(p)rx(t)

alors, le systéme asservi aura pour représentation d’état :

{g'gK(t) = Ar(p)zk(t) + Br(p)e(t) (3.76)

tpr(t) = Apr(p)zpr(t) + Bpr(p)w(t) 3.77)
z(t) = Cpr(p)rBr(t) + Dprw(t)
ol zpr = [z! T} est le vecteur d’état de la boucle fermée, x ) est celui du correcteur. Les

matrices Agr, Bpr et Cgp sont partitionnées suivant les états du systeme et du correcteur :

A(p) B*(p)Ck(p) B'(p)
Apr(p) = , Bpr = ,Cpr = [Cl ()] et Dpp = D11.

Bk (p)C2(p)  Ak(p) Bk (p) D21

Le théoreme suivant permet la synthese d’'un correcteur stabilisant et garantissant un niveau
de performance en gain £, pour le systeme (3.75).

Théoréme 3.8. Le systéme asservi (3.77) est stable et le gain L, de son canal de performance est in-
ferleur d un scalaire posmfy si la PD-LMI suivante a une solution ® = {Vn, Via, WH, Ay, Bk, Ck,
Ulp), X(p)}, Vp € Sy :

—He{Ml(p)VH} * * * * *
—(U(p) + Mi(p)) —He{Mi(p)Wn}  « * ok *
[an az| .
+P(p)  —Plp) * x *
las oy
=<0 (3.78)
ChVih C (I+ ‘712) 0 —v1 * *
0 0 B DI 4T 0
Mi(p)Viy M (p) X
0 0 0 -—X(
- U W Mi(p) |

avec : a1 = Ai(p)Vi1 + BiCx Mi(p), az = A1(p), as = AgMi(p), au = Wi1A1(p) + Bk C, et
B=|B"(p)Mi(p) B7(p)Mi(p)Wn1 + D213K]‘
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Les matrices d’état du correcteur sont alors données par :

Br(p) = Wy L (p)Bx (3.79)
Cx(p) = CrVsr' (p) (3.80)
Arc(p) = Wyl [Ag — Wh A Viy MY — W BeCVi MY — W BiC Vo |V (3.81)

La dépendance paramétrique des matrices intervenant dans la formule (3.81) est omise pour
simplifier I'écriture.

Preuve . Introduisons la condition d’analyse de performance en gain Ly suivante, proposée dans
[BaraO1].

Le systeme (3.77) est stable et a un indice de performance en gain Ly inférieur a un scalaire
v > 0si:3P(p) = PT(p) (matrice de Lyapunov) et 3V (p) (variable faible) telles que, ¥(p, p) €
SY x SY:
P p

[ BV . s x|
Apr(p)V(p)+P(p) —P(p)+Plp) + *
CarV(p) 0 —~I * <0 (3.82)
0 By Dip —I 0
I Vi(p) 0 0 0 =P

Considérons maintenant le partitionnement suivant de la variable faible V(p) et de son inverse
W (p), suivant les états du systéme et du correcteur :

Des transformations linéarisantes peuvent alors étre définies en tant que :

Vip I I Wi
Iy, = et Iy =

V21 0 0 W21

Cela permet d’aboutir a la matrice de transformation T'(p), dans laquelle Ms(p) = diag(M;(p),I) :
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M (p)ILE, 0 0 0
0 My(p)IIE, 0 0
T(p) = (3.83)
0 0 I 0
0 0 0 Ms(p)IE,

En multipliant a gauche l'inégalité d’analyse (3.82) par T'(p) et a droite par sa transposée (trans-
formation de congruence), et en exploitant les relations W1l = Ily et VIIy, = Il nous obtenons
les conditions de synthése du Théoréme 3.8.

Remarque 3.4. Les matrices W1 (p) et Vai(p) utilisées dans le correcteur sont déterminées comme
suit. En fait U(p) = (W§Viy + W;"i(p)Vzl)Ml(p), Wi = My(p)Why et Vi1 = Vi1 My(p). Par
conséquent, Wy (p) Va1 (p) = My (p)U(p) — Wi, My (p)Vi1. Les matrices War (p) et Vay (p) peuvent
alors étre obtenues en effectuant une factorisation du second membre de Uéquation.

Remarque 3.5. Les variables matricielles Vi1, Vo1, Wiy et Way, qui résultent d’'une partition des
variables faibles, ne font pas partie des inconnues habituelles du probléme de commande que sont la
matrice de Lyapunov et les matrices du correcteur. Leur utilisation ici avec une structure particuliére
impliquant la matrice d’inertie permet de supprimer la dépendance rationnelle et par conséquent de
simplifier le probléme de synthése.

Remarque 3.6. Le terme Ma(p)Ill, P(p)Iy Ma(p) est négligé dans le bloc (2,2) de la LMI de
syntheése (3.78), ce qui constitue une approximation valable pour une évolution lente temporelle des
paramétres.

3.4.5 Résultats de simulation
3.4.5.1 Schéma de commande

Nous avons adopté le cadre de travail du probleme de sensibilité mixte de la commande
Hoo. De maniére similaire aux conditions de synthese et simulation présentées dans le para-
graphe 3.3.3.2, le schéma de synthéese a deux blocs que nous avons utilisé est présenté dans la
Figure 3.10 et les simulations présentées utilisent le modele du manipulateur flexible FLEXARM
(Cas d’étude 2) détaillé dans le paragraphe 3.2.2.2.

Le systeme asservi augmenté peut étre décrit par 'équation (3.77) ou le vecteur d’entrées
externes w(t) = 0*(t) est constitué des trajectoires articulaires de référence. La vecteur de sorties
contrdlées z(t) = [e?(t) y(t)]T contient les signaux d’erreurs de suivi de trajectoire e(t) =
0*(t) — 0(t) et la déflexion de 'organe terminal y(¢) = Cyz(t).

3.4.5.2 Simulations numériques

Afin d’évaluer le schéma de commande proposé, nous avons effectué des simulations nu-
mériques dans des conditions similaires a celles utilisées dans le paragraphe 3.3.3.2. L’ensemble
admissible des parameétres est défini par les conditions suivantes : |p1| < 1, |p2], |p3| < 0.3rad/s,
et |pal, |psl, |ps] < 0.045 (rad/s)?. La condition LMI dépendant des parameétres (3.78) est réso-
lue sur 'ensemble des sommets Sy a laide du solveur SeDuMi [Sturm99] associé a l'interface
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FIGURE 3.10 — Schéma de commande H,

YALMIP [Lofberg04]. La stabilité de la boucle fermée est assurée sur tout I’ensemble paramé-
trique, tandis que le niveau de performance obtenu est garanti pour |p;| < 0.5. Les trajectoires
de référence 07(t) et #5(t) sont choisies de maniere a évaluer la précision du suivi de trajectoire
ainsi que la qualité du découplage des deux articulations sur I'ensemble du domaine de fonc-
tionnement. Des signaux de référence lisses ont été choisis afin de respecter les limitations sur
les parametres.
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FIGURE 3.11 - Transferts fréquentiels réalisés

Les résultats présenté considerent des pondérations statiques Wi(s) = 1 et Wa(s) = 0.1.
L’indice de performance en gain L2 obtenu est de v = 2.10, ce qui garantit une marge de stabi-
lité en module M,, = 0.476. La Figure 3.11 affiche les transferts fréquentiels réalisés S;;(w) et
Si2(w) dans chaque bloc entrée-sortie du canal de performance w(t) — z(t). Chaque transfert
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FIGURE 3.12 - Suivi des trajectoires de référence

est comparé au gabarit fréquentiel correspondant v/Wy(s),k = 1,2. La fonction de sensibilité
S11(w) présente naturellement une allure de filtre passe-haut adéquate a un asservissement per-
formant. Les transferts fréquentiels sont affichés pour quatre valeurs figées du vecteur de para-
métres, sélectionnées parmi les 2° = 64 sommets de I'ensemble paramétrique : p(1y = [p, ... p,]”
pes2y = [p, P1Pel”s pgssy = [Prpy - pg)" et peay = [p1--pgl", ol p,_ et Py, représentent les
bornes minimale et maximale du parametre p,. La Figure 3.12-(a) illustre les réponses tem-
porelles du systéme asservi obtenu par le bouclage rétroactif du modele non-linéaire (3.30) et
du correcteur LPV de matrices d’état données dans (3.79)-(3.81). La Figure 3.12-(b) affiche les
erreurs de suivi de trajectoires correspondantes. Les figures présentées montrent I'efficacité de
la méthodologie de commande proposée pour la stabilisation du systéme et le maintient des
performances (découplage des articulations, rapidité, précision) sur un large espace de travail.

3

Remarque 3.7. Les résultats de simulation décrits ci-dessus sont proches de ceux de la méthode
descripteur, présentés dans la paragraphe 3.3.3.2, méme si pour cette derniére méthode, seul le
bloc (1,1) du canal de performance était contraint. Cela peut étre expliqué par le conservatisme de
la méthode descripteur, qui est probablement dii a sa généricité. En effet, une représentation sous
forme descripteur est possible pour tous les systémes LPV rationnels quel que soit leur structure. La
méthode des LMI étendues, en revanche, tient compte explicitement de la structure du modeéle.
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FIGURE 3.13 — Evolution des parameétres variants

3.5 Comparaison avec la méthode d’inversion de modéle dynamique

La méthode de commande par inversion de modele dynamique est trés populaire dans les
applications robotiques [Spong05], pour lesquelles elle est souvent désignée sous le terme de
méthode de découplage non-linéaire. Elle est fondée sur le principe de compensation des non-
linéarités du systéme en se basant sur une connaissance exacte du modele dynamique et une
mesure instantanée de ses variables d’état (positions et vitesses articulaires). Une loi de com-
mande décentralisée et linéaire externe peut ensuite étre appliquée dans le but d'imposer une
dynamique pour l'erreur de suivi de trajectoire.

3.5.1 Inversion de modeéle dynamique

Le principe de la méthode d’inversion de modéle est d’appliquer un retour d’état (statique
ou dynamique) 7 = v(q, ¢) au modéle dynamique non-linéaire (3.2), rappelé ci-apres :

M(q)§ + C(q,9)¢ + D(q)¢ + K(q)g + g(g) = 7 (3.84)

Le couple de commande est obtenu suivant 'expression :

T = M(q)v +c(q,q) + Kq+ Dg (3.85)

La commande auxiliaire v étre choisie en tant que :

v=_q+ Kpy(q" —q) + Kq(¢* — q) (3.86)
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ol ¢* est le vecteur des coordonnées généralisées de référence. En remplacant (3.85) dans
(3.86), I'équation différentielle qui régit I'erreur de suivi de trajectoire e, = ¢* — g est :

€q + Kpeqg+ Kqéqg =0 (3.87)

Une structure diagonale pour les matrices K, et K; induit un découplage des erreurs de suivi
de chacune des articulations. Si ces matrices sont définies positives, alors l'erreur de suivi e,
s’annule asymptotiquement. La commande par inversion de modéle, comme son nom l'indique,
est fortement basée sur une connaissance précise du modéle dynamique. De ce fait, elle souffre
quelque peu d’'un manque de robustesse par rapport aux dynamiques non modélisées ou aux
termes variables dans le temps et selon les conditions de fonctionnement. Toutefois, des efforts
de recherche ont été faits afin de remédier a cette faiblesse, puisque des lois de commande par
inversion de modele avec des exigences de robustesse par rapport aux incertitudes de modeéle
ont été proposées (voir par exemple [Spong05, BascettalO]).

3.5.2 Extension aux manipulateurs flexibles

L’approche d’inversion de modele dynamique décrite dans le paragraphe précédent est const-
ruite sur ’hypothese de mesurabilité du vecteur d’état dans son ensemble, qui est constitué des
coordonnées généralisées et leurs dérivées : z = [¢7 ¢7]7. Cependant, cela n’est pas toujours le
cas pour les manipulateurs flexibles, ot1 les variables de déformations § et leur dérivées & sont
supposées inaccessibles a une mesure directe dans notre travail.

Une solution pratique a ce probleme a été proposée dans [De Luca93], faisant appel a un
schéma de commande a deux degrés de liberté produisant un signal de commande avec un
terme d’action directe (feedforward) et un autre de rétroaction (feedback), par exemple de nature
proportionnelle et dérivée (PD) :

T =17TN + TPD (3.88)

Le terme d’action directe 7 est destiné a compenser de maniere nominale, c.a.d. pour un
suivi parfait des trajectoires de référence articulaires 6*(t), les effets non-linéaires dans le mo-
dele (3.84). Le terme de rétroaction 7pp, quant a lui, est destiné a stabiliser le systéeme ainsi
linéarisé et a assurer un bon suivi de la trajectoire de référence en faisant décroitre ’erreur de
suivi au cours du temps.

Décrivons de maniere plus détaillée cette loi de commande. Les équations présentées sont
essentiellement prises dans [De Luca93]. Le modele dynamique non-linéaire des manipula-
teurs flexibles (3.18), partitionné suivant les coordonnées généralisées rigides et flexibles ¢ =
(07 67T, est rappelé ci-apres :

M(q)i+C(q,q)i+ Kq+ Dg+g(q) =Gt (3.89)

Moo(q) Mps(q) . 0 0 0 0 L |eelard) 90(q)

Mso(q)  Mss 0 Ks 0 Ds cs(q,q) 95(q)
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et G = [IQ G?]T

Le fait de considérer des couples gravitationnels nuls g(¢) = 0 dans le modele non-linéaire
du manipulateur flexible (3.89) donne :

6 = GsT —ng — ML6 (3.90)
ollnsg =cs + Ks0 + D(;S.

Une commande par inversion de modele, impliquant les variables rigides 6 et 0, est appliquée
en remplacant ¢ dans (3.90) par :

v =0+ K,(t)(6* — 0) + K4(t)(6* — 0) (3.91)

La partie rigide de I'’équation (3.89) donne :

T = H Y[(Mgg — MysME)v + co — Mpgns) (3.92)

ouH=1— Mg(gG(s.

Un mouvement nominal étant caractérisé par : 6(t) = 0*(¢) Vt, la loi de commande (3.92)
est réécrite sous la forme composite donnée dans (3.88), avec :

TN = H_l[(Mgg — Mg(;Mg:;)é + cop — Mgen(;] (3.93)

0=0*%,0=0*
5=58n,8=8n

mpp = K,(t)(0* — 0) + K,(t)(6* — 6) (3.94)

Les trajectoires nominales dy(t) et dy(t) des variables de déformation sont obtenues par inté-
gration numérique de I'équation différentielle :

6 = W(0*,6,0%,8) —ns(6*, 6,0, 0) — ML(6%,8)6 (3.95)
ouW = G(;H_l[(Mgg — M%Mej:;)l/ + co — Mpgns).

Les gains proportionnel et dérivé ont alors les expressions :

Kp(t) = H™ (Mg — MpsMgs)|o=o+ K (3.96)

Kq(t) = H™(Mgg — MeaMeT(s)!g_:;* Ka (3.97)

ou K, et K4 sont des gains matriciels choisis de maniere a satisfaire des propriétés désirées pour
la boucle fermée. Des matrices K, et K; constantes peuvent étre utilisées pour simplifier la loi
de commande (3.94).

La méthode pratique d’inversion de modéle décrite ici est basée sur une modélisation dyna-
mique a l'aide des équations d’Euler-Lagrange. L'inversion de modele dynamique pour robots
rigides et flexibles peut également étre effectuée de maniére itérative si le modele est obtenu
par I'approche de modélisation dynamique de Newton-Euler [Jain11].
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FIGURE 3.14 — Evaluation de la robustesse de la méthode de commande LPV (a& d : bruit de

mesure de vitesse, b & e : entrées de haute-fréquence, c & : incertitude de modeéle)

3.5.3 Résultats de tests comparatifs

1l est difficile d’effectuer une comparaison équitable entre deux méthodes de commande de
nature assez différente. Dans les résultats et commentaires de comparaisons donnés ci-apres,
nous avons tenté d’obtenir les meilleures performances possibles avec la méthode d’inversion de
modele. Des gains constants K, et K, peuvent étre synthétisés pour le correcteur de la boucle
de rétroaction interne, afin de satisfaire des exigences de performance. Par exemple, par la mé-
thode de placement de poles, il est possible d’imposer un coefficient d’amortissement et une
pulsation naturelle a la dynamique de I'erreur de suivi de trajectoire. Cependant, en appliquant
cette méthode de synthése a notre exemple, nous avons constaté des performances trés dégra-
dées par rapport a la méthode de commande LPV basée sur les LMI étendues.

De meilleurs résultats ont été obtenus avec la méthode de synthése basée sur 'optimisation
non-lisse [Apkarian06]. En effet, des outils développés récemment en suivant cette approche
permettent la synthese de correcteurs structurés et d’ordre réduit pour les systémes linéaires. Ils
permettent une réduction importante du nombre de variables de décision du probleme d’opti-
misation en évitant 'utilisation de conditions de type inégalités de Lyapunov. Organisés autour
de la fonction hinfstruct de la Robust Control Toolbox de MATLAB [Gahinet11], ces outils
de synthése permettent de traiter les problémes d’optimisation H., de maniére simple et intui-
tive pour l'utilisateur. Pour notre application, nous avons effectué une synthése basée sur un
modele linéarisé du systeme autour de la valeur nominale z = 0 du vecteur d’état. En particu-
lier, nous imposons la minimisation de la fonction de sensibilité en sortie du systeme, pondérée
par un filtre qui impose les caractéristiques de performance suivantes : une marge de module de
M,, = 0.8, une bande passante de w. = 1rad/s et une erreur statique de position de 5%. L’indice
de performance obtenu est yng = 1.48 et les gains du correcteur sont : K, = diag(18.75,19.55)
et Ky = diag(3.70,4.60).

Tandis que les deux méthodes de synthése : LPV et par inversion de modele dynamique
montrent des résultats satisfaisants pour des conditions de fonctionnement nominales (telles
que décrites dans le paragraphe 3.4.5.2), le correcteur LPV s’est montré plus robuste dans des
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FIGURE 3.15 — Evaluation de la robustesse de la méthode de commande par inversion de modele

conditions de fonctionnement difficiles. Parmi les différents tests effectués, les suivants ont per-
mis de montrer un comportement différent des deux méthodes :

1. La présence d’un bruit de mesure pseudo-aléatoire dont 'amplitude est égale a +25% de
la valeur mesurée.

2. Des signaux de référence consistant en des créneaux plus rapides caractérisés par un temps
de réponse de 0.5 s au lieu de 3 s.

3. Une incertitude variant dans le temps d’'une amplitude de +15% sur les valeurs connues
des moments d’inertie du robot. Cette incertitude est implémentée en simulation sous la
forme d’un bruit pseudo-aléatoire.

Les colonnes des Figures 3.14-3.15 rassemblent les résultats obtenues dans ces trois condi-
tions de fonctionnement respectivement. Les lignes de chacune des deux figures représentent
des descriptions temporelles et fréquentielles (obtenues a I'aide de la transformée de Fourier
rapide FFT) du signal de commande u(t) = 7(t). Tandis qu'un suivi précis des trajectoires de
référence a été observé pour les deux méthodes, ces figures montrent que le signal de com-
mande délivré par le correcteur LPV est plus lisse dans tous les cas, alors qu'un comportement
oscillatoire important est observé avec le correcteur par inversion de modele. De plus, la Figure
3.15-e montre que I'application d’une entrée extérieure de haute fréquence excite les résonances
des modes flexibles, contrairement a la commande LPV (Fig. 3.14-e) qui les atténue de maniere
significative. L’ensemble des simulations numériques présentées ont été obtenues avec un pas
d’échantillonage constant de T, = 1 ms.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé des méthodes de modélisation et de commande li-
néaires a parametres variants (LPV) pour les robots manipulateurs flexibles. Partant des modeles
non-linéaires de ces systemes, des modéles de type quasi-LPV sont obtenus par la méthode de
séquencement virtuel. Ce type de modeles est avantageux car il maintient une bonne description
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d’un grand nombre de dynamiques non-linéaires du systéme. En nous basant sur les modeles ob-
tenus, nous avons proposé des conditions de synthese de correcteurs LPV par retour de sortie au
niveau articulaire qui assurent une garantie de performance en gain L5 du systéme asservi. Afin
de minimiser les vibrations liées a la flexibilité de la structure, la déflexion de I'organe terminal
est traitée comme une sortie du canal de performance dont on veut minimiser I'indice de per-
formance. Les résultats des comparaisons avec une approche plus usuelle d’inversion de modéle
dynamique montrent que le commande LPV s’avére étre plus robuste face aux bruits de mesure
des vitesses articulaires, aux excitations dans les hautes fréquence ainsi qu’aux incertitudes de
modele.
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Analyse et commande basées sur des
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Dans ce chapitre, nous présentons des résultats de commande et d’analyse de performance
robustes de I’asservissement en position de 'organe terminal d'un manipulateur flexible en utili-
sant des méthodes polynomiales. I’approche proposée repose en particulier sur des relaxations
convexes en sommes de carrés matricielles de problémes SDP dépendant des parameétres de
maniére polynomiale. L’analyse et la synthése de correcteurs robustes sur des régions spéci-
fiques de I'espace paramétrique est rendu possible par I'utilisation de la version matricielle de la
S-procédure introduite au chapitre 2 de ce mémoire.
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4.1 Description du manipulateur flexible considéré

Nous prendrons comme cas d’étude le modele d’un prototype de robot manipulateur uti-
lisé dans des applications chirurgicales [Ginhoux05]. Ce robot a été congu pour 'assistance aux
gestes chirurgicaux a cceur battant, en particulier la compensation du mouvement cardiaque du
patient. Les phénomenes de flexibilité apparaissent au niveau des 2¢ et 3° degrés de libertés
du robot, qui servent au positionnement de l'organe terminal qui porte l'aiguille dans I'espace
de travail assigné a 'opération (voir Figure 4.1). Les vibrations transitoires distribuées corres-
pondent a des déformations de la structure mécanique qui apparaissent lors de I'application
d’excitations d’amplitude élevée dans les hautes fréquences.

La déformation transverse en tout point d’abscisse x; d’'un segment flexible d’indice % est
modélisée par une somme de modes flexibles dont chacun est caractérisé par une fonction de
forme ¢y;(x) et une amplitude instantanée dy;(t) :

wi(Th,t) = Y brilwr)0ri(t), o € [0, ], k=1, 2 (4.1)
i=1

Nous faisons ici le choix de fonctions de forme monomiales ¢;(x) = x?jl de degré supé-
rieur ou égal a deux afin de garantir la continuité et la différentiabilité de la déformation. Les
résultats présentés utilisent n; = 1, un seul mode flexible par segment est ainsi considéré. Les
amplitudes instantanées non nulles sont donc d11(¢) et do1(t) et seront désormais désignées sous
le terme de variables de déformation.

4.1.1 Modele géométrique

position terminale

FIGURE 4.1 — Vue schématique du robot flexible

L’espace de travail du robot est horizontal. En effet, 'organe terminal qui porte 'outil évolue
dans un plan horizontal dont les coordonnées cartésiennes constituent le vecteur F' = [X Y7,
avec :
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X =cos (01) (1 —2/30%,13) —sin (61) 611 5
+cos (61 + 02 + 2611 11) (Ia — 2/363,13) (4.2)
—sin (91 + 69 + 20711 ll) 021 l%

Y =sin (61) (b — 2/363,13) + cos (61) 611 13
+sin (61 + 02 + 2611 1) (Ia — 2/365,13) (4.3)
+cos (01 + 62+ 2611 11) 621 l%.

ou /1 et 5 sont les longueurs des deux segments. La relation qui lie les coordonnées cartésiennes
F = [X YT aux coordonnées généralisées ¢ = [07 §7]T, ol 6 est le vecteur de positions articu-
laires (aussi appelées variables rigides) et ¢ le vecteur des variables de déformations, est appelée
modeéle géométrique en robotique.

Le modéle géométrique d’un robot est donc déterminé par la relation :

F=g(q) (4.4)

Cette relation fait apparaitre toutes les coordonnées généralisées ¢ du robot qui sont constituées
des variables rigides 6 et de déformation §. Il serait toutefois intéressant de simuler un com-
portement purement rigide du robot. Ce comportement est obtenu en annulant les variables
de déformation dans le modele géométrique (4.4). On parle alors de modéle géométrique rigide
go(0) qui est déterminé par :

F=g0(0) = 9(a)]5-0 (4.5)
Notons que le modele géométrique inverse, qui consiste a trouver les coordonnées géné-
ralisées ¢ a partir d'une position cartésienne donnée F = [X Y]T de l'organe terminal, est

généralement difficile a obtenir a cause du nombre important de termes non-linéaires dans l'ex-
pression de g(g). De plus, ce probleme a une infinité de solution des lors que ny > np, ng et np
étant les longueurs respectives des vecteurs g et F.

4.1.2 Modele cinématique

Le modele cinématique lie la vitesse cartésienne F' aux vitesses des coordonnées généralisées

q:
. d t . .
=) _ 9 5)0 = Ia)q +6)
T
La matrice J(q) = V49(q) = 6; (9) . 889 (2) est le jacobien du modele géométrique, qui
q1 Qng

est aussi simplement appelé en robotique, Jacobien du robot. En considérant que les coordonnées
cartésiennes sont obtenues a I'aide des variables rigides # uniquement, le modeéle cinématique
rigide du robot est obtenu par :

. dgo(0(1))

F = Vogo(0)0 = Jo(0)0 (4.7)
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T
La matrice Jo(0) = Vgo(0) = 990(0) . 990(0) | est 1e Jacobien rigide du robot.
00, 00,

Les équations (4.6) et (4.7) permettent de voir que la relation qui lie les vitesses cartésiennes
F aux vitesses des coordonnées généralisées ¢ est quasi-linéaire en fonction de la configuration
du robot, ce qui constitue une différence notable avec le modéle géométrique (4.4)-(4.5). Grace
a cette linéarité, le modeéle cinématique est plus simple a manipuler. En effet, I'inversion du
modele cinématique consiste simplement a calculer I'inverse du Jacobien J(g) si il correspond a
une matrice carrée, ou sa pseudo-inverse (de Moore-Penrose) dans le cas contraire.

4.2 Modele LPV polynomial obtenu par identification

La modélisation dynamique des robots manipulateurs est une opération difficile a réaliser
en général a cause du caractére fortement non-linéaire du comportement dynamique de ces sys-
témes. Le probléme est encore plus ardu si les flexibilités du robot doivent également étre iden-
tifiées. Deux grandes classes d’approches sont possibles pour I'obtention du modele dynamique.
La premiere est I'utilisation des lois de la physique, associées a une connaissance approfondie
des caractéristiques du systeme permettant d’identifier avec précision les coefficients des termes
non-linéaires. La seconde consiste en I'utilisation des techniques d’identification expérimentale,
conjointement avec le choix d’une structure adéquate pour le modéle a identifier.

En comparaison avec I'identification directe de modéles non-linéaires, I'identification de mo-
deles LPV offre 'avantage d'une moindre complexité, permise par la généralisation d’outils clas-
siques d’identification de systémes LTI. La disponibilité du modeéle LPV autorise I'utilisation du
grand nombre de résultats qui sont maintenant disponibles pour la commande des systemes LPV.
Le modeéle LPV utilisé est issu d’une identification dont la méthodologie compléte est exposée
dans [Larochel1] et [Mercérel2], que nous rappelons brievement ici.

4.2.1 Modeéle non-linéaire

Le modeéle non-linéaire d’'un manipulateur flexible peut étre obtenu par le principe des
travaux virtuels, associé a une description géométrique et cinématique adéquate du robot.
Les deux approches les plus couramment suivies en robotique flexible sont : 'obtention des
équations d’Euler-Lagrange [De Luca91], [Spong05] et l'utilisation de la théorie des graphes
linéaires,[Shi01],[Shi02a]. Dans [ShiO2a], 'implémentation de cette modélisation dans le lan-
gage symbolique MAPLE est détaillée. Cette implémentation a donné lieu a la boite a outils
DynaFlex, qui est maintenant intégrée dans le logiciel commercial MapleSim. La disponibilité
de cet outil logiciel permet d’automatiser 'obtention du modele dynamique non-linéaire, ce
qui peut induire un gain de temps important dans 1’étape de modélisation. Cependant, cette
modélisation ne préserve pas les propriétés structurelles habituelles des modéles de robots ma-
nipulateurs, telles que la symétrie de la matrice d’inertie et des termes non-linéaires de Coriolis
et centrifuges. Ceci a pour effet de limiter quelque peu l'utilité de ces modeles si les méthodes
d’analyse ou de commande se basent fortement sur ces propriétés structurelles.

Cette limitation n’est pas handicapante dans notre cas puisque nous utiliserons un modele
obtenu par 'approche de la théorie des graphes linéaires a des fins d’identification de modele
LPV et de simulation de systeme asservi. Le modéle non-linéaire n’est pas utilisé de maniére
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directe dans la synthése de correcteur, comme cela est le cas de la méthode proposée dans le
chapitre précédent.

Le modele dynamique est obtenu sous la forme suivante d’'un systéme du second ordre gé-
néralisé :

M(q(t))4(t) = F(q(t), 4(t)) + Boul(t) (4.8)

ol ¢(t) € R™ est le vecteur de coordonnées généralisées qui contient les positions articulaires
0(t) € R™ et les variables de déformation §(t) € R™ : q(t) = [07(t) 6T (¢)]T. M(q(t))R"™a*"a
est la matrice d’inertie qui dépend de la configuration ¢(¢). Le vecteur F(q(t), ¢(t)) € R™ est
donné par la somme des couples de Coriolis et centrifuges, des couples de raideur et des couples
de frottement visqueux. La matrice Bq distribue les couples d’entrée u(t) sur les coordonnées
généralisées ¢(t).

Le modéle considéré pour notre application correspond a un robot a deux segments flexibles
a une variable de déformation par segment (ny; = 1). Pour ce modeéle, nous avons donc ng = 2,
ns = ng.nqg = 2 et ng = ng+ns = 4. Les couples sont fournis par les moteurs au niveau des deux
articulations du robot et n’ont d’effet direct que sur les dynamiques rigides, ce qui se traduit par
la structure : Bg = [I2 02]7. Pour de faibles déformations, il est réaliste de négliger l'influence
des variables de déformation § dans la matrice d’inertie, qui sera uniquement fonction de la
deuxiéme position articulaire 6, c.a.d. M(q) = M(62).

4.2.2 Structure du modele LPV

Le modéle non-linéaire (4.8) peut s’écrire de maniére condensée comme :

ol ¢ est le champ de vecteur non-linéaire déterminé par le passage de la matrice d’inertie M (q)
au coté droit de I'’équation (4.8).

Une linéarisation de cette équation autour d’'un point d’équilibre caractérisé par ¢ = 0, asso-
ciée a une approximation en basses vitesses articulaires, permet de fixer une structure pour les
matrices d’état du modele LPV a identifier :

t(t) = A t B t
HO) = A0 + Bl “10)
y(t) = Cx(t)

ot z = [¢7 ¢']7 est le vecteur d’état du systéme, le paramétre variant est choisi comme

p = cos(f2), la matrice de mesure C est constante a cause du choix effectué pour la sortie
mesurée y(t) du systeme. En effet, ce signal est constitué des positions articulaires «(¢) d’'un ro-
bot rigide virtuel ayant la méme position terminale F' = [X Y]” que le robot flexible considéré.
Les positions rigides fictives ainsi définies seront appelées pseudo-positions.

La prise en compte de la structure suivante des matrices d’état du modeéle LPV (4.10) permet
de réduire le nombre de parametres a identifier :
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q Inq an Xng

Ap) = ; B(p) = 0 41(5) = (0,1, Al
A1(p) On, Bi(p)

La matrice de mesure est complétement déterminée par la connaissance des longueurs /; et
Iy des deux segments du robot. Elle a pour expression :

. 1 0164 O
C: |:Cl Ongan:|} ou Cl =
01 I I

Les parametres a identifier sont les composantes des matrices pleines Ay(p) € R™*"s et
Bi(p) € R™*™ Il'y adonc ng x ns + ng X ng = 16 éléments a identifier, dont chacun dépend
potentiellement du parameétre de séquencement p = cos(62).

Boucle interne de vitesse articulaire

Sur les robots utilisés dans les applications pratiques, un asservissement de la vitesse arti-
culaire 0 est réalisé au niveau des articulations. Si cet asservissement est effectué par l'inter-
médiaire d’un correcteur proportionnel de gain K, la vitesse de référence articulaire 6* peut
étre considérée comme la nouvelle entrée du systéme. En remplagant dans I'équation (4.10) la
commande en couple u(t) par :

u(t) = K(6*(t) — 6(t)) (4.11)

les matrices d’état du modele LPV (4.10) sont modifiées de la maniére suivante :

an Inq an Xng

Alp) = et B(p) = (4.12)
[Ongxng A2(p)]  —Bi(p) K1 Bi(p)K

ou Ky = [K 0Op,xn,]. Partant du constat que les modes associés aux variables d’état #; et 6, ne
sont ni commandables ni observables, il est possible de réduire le modele LPV en supprimant
ces variables du vecteur d’état x.

Le nouveau vecteur d’état réduit z = [67 67 §7]7 donne lieu a une nouvelle représentation
d’état sous la forme suivante :

- t(t) = A(p)z(t) + B(p)o*(t
(s, p) - ff( ) 7(_9)37( )+ B(p)0*(t) 4.13)
yt) = Cz(t
_ On Ongxn I, _ Onsxn _ 00 1014hL O
ou A(p) = ’ e ’ , B(p) = T et € = , avec
Ag(p) _BQ(p) anxn5 BZ(P) 00 0 1 I I

Bs(p) = Bi(p)K;. Cette matrice de mesure correspond au choix des pseudo-vitesses articulaires
comme la nouvelle sortie du systéme : y(t) = &(t), ou «(t) est le vecteur de pseudo-positions
rigides.
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4.2.3 Méthode d’identification

Le modele LPV (4.13) est obtenu par une interpolation polynomiale de modeéles LTI locaux
identifiés aux points de fonctionnement donnés par 7 valeurs de la seconde position angulaire

) T 2w T . \ ;o .
O, i = 1,..,7: TR g Les sorties de ces modeéles sont notées ij; respectivement. Ces

modeéles 3 identifier, notés 37 {flm, Bl ¢, 0}, correspondent a des valeurs figées du parametre
pi = cos(fa,) et leur sortie est notée y;. L'objectif de 'identification est de maximiser le critere
d’erreur de sortie suivant :

n; = 100 max 1—@,0 ci=1,..,7 (4.14)

1Y; — (Y3l
ol les matrices Y; € R"0*Na et ¥; € R™*Na sont obtenues par concaténation horizontale des
échantillons y;(k) et y;(k),k = 0, ..., Ny — 1 des entrées du modele analytique et du modéle iden-
tifié respectivement. (V;) est une matrice qui contient la valeur moyenne des échantillons de g,
sur toutes ces colonnes. 7; est donc un vecteur colonne de méme longueur que y; (2 dans notre
application). Une performance moyenne de toutes les sorties peut étre obtenue par la moyenne

arithmétique des lignes de 7;.

Une fois les coefficients des matrices All et Bl estimés pour les 7 modeles locaux, les ma-
trices A(p) et B(p) du modéle LPV sont obtenues par interpolation polynomiale des éléments
des matrices Al et Bl :

A(p) = AO + ,()Al + ...+ pdAd (4.15)
B(p) = Bo+ pB1 + ... + p®By (4.16)

ot A, € R@nstne)x(2nstno) ot B e R(nstne)xne . — (.. d. En remarquant que la matrice
Bs(p) intervient a la fois dans les matrices A(p) et B(p), la connaissance de A(p) suffit & déter-
miner le modele LPV ¥(s, p) dans son ensemble.

4.3 Commande dans ’espace opérationnel

Les taches assignées au robots manipulateurs sont généralement exprimées dans I'espace
opérationnel, c.a.d. dans 'espace de travail associé a 'organe terminal du robot, qui doit ef-
fectuer une tache donnée. Dans le contexte de la robotique médicale, la tache peut consister a
positionner une aiguille en vue de I'insertion dans 'organe d’un patient, ou a réaliser une com-
pensation de mouvements physiologiques.

Une premiere approche pour la commande opérationnelle consiste a traduire les trajectoires
de référence du robot de I'espace des taches (coordonnées cartésiennes) vers 'espace des confi-
gurations (coordonnées articulaires). Un correcteur de position articulaire est alors implémenté
afin de réaliser les trajectoires articulaires de référence ainsi obtenues. Ces correcteurs articu-
laires sont synthétisés par une des méthodes usuelles en robotique telles que la commande PID
simple (décentralisée) ou l'inversion de modéle dynamique. Cependant, cette approche com-
porte certaines limitations qui sont dues au fait que le modele géométrique/cinématique n’est
pas inclus dans la boucle d’asservissement. Le principal inconvénient est un manque de robus-
tesse de I'asservissement en présence d’incertitudes de modélisation ou en cas d’interaction avec
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un environnement extérieur incertain ou variant dans le temps.

Afin de pallier ces inconvénients, nous proposons un asservissement direct de la position de
I'organe terminal du robot flexible considéré comme cas d’étude. Des garanties de performances
et de robustesse sont offertes par 'adoption du cadre LPV/H ., pour I'analyse des systemes et la
synthése de correcteurs.

4.3.1 Modele augmenté pour I'asservissement opérationnel

Une fois le modéle LPV ¥(s, p) donné dans (4.13) convenablement identifié, il peut étre
augmenté pour la synthese directe d’un correcteur en position de 'organe terminal, comme le
montre la Figure 4.2. En introduisant le vecteur d’état augmenté 7 = [z7 FT]7 et les nouveaux
parametres variants py = cos(f;), ps = sin(f2) et p, = sin(6; ), qui viennent s’ajouter au premier
parameétre qui sera désormais noté p; = cos(f2), nous pouvons définir le modele LPV augmenté
suivant :

- i = A(p)i+ B(p)b*(t
E(s,m:{:f Ap)Z + Blp)6"(1) (4.17)
gy = Cx
~ A(p) 0(2n5+n9)><nf ~ B(p) ~
ou A(p) = i , B(p) = etC = Onf><(2n5+n9) ]nf 5
C<p) Onf OTLang

avec p = [p1 p2 p3 pal”.
Tandis que les matrices A(p) et B(p) sont identiques a celles données en (4.13), la ma-

trice C(p) est obtenue a l'aide du modeéle cinématique rigide du robot, qui donne la relation
F = Jo(p)a = Jo(p)Cz, avec :

—lips — la(p1pa + p2p3)  —la(p1ps + p2p3)
Jo(p) = (4.18)

lipa + l2(p1p2 — p3ps)  l2(p1p2 — p3pa)

L’ajout d’un intégrateur permet d’obtenir la position ' € R™ i partir de la vitesse F. Les
matrices d’état A(p) et B(p) sont a dépendance paramétrique polynomiale et la matrice C' est
constante. Ce modele peut étre utilisé pour I'analyse et la synthése de correcteurs assurant le
suivi d’'une trajectoire opérationnelle de référence F™*(t).

FIGURE 4.2 — Modéle LPV augmenté
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4.3.2 Modélisation de ’espace de travail

L’espace de travail du robot peut étre modélisé par les ensembles admissibles des parameétres
variants du systeme (s, p). Clairement, ces parametres sont interdépendants. Ils sont liés deux
a deux par des relations trigonométriques qui définissent les ensembles algébriques suivants :

G1={(p1,p3) €R*: g1(p) = p + p3 — 1 =0} (4.19)
G2 = {(p2,p1) €R? : g2(p) = p3 + pf — 1 = 0} (4.20)

Etant données les vitesses maximales V), et V), des moteurs articulaires, 'ensemble ad-
missible S; des dérivées temporelles des parametres peut étre modélisé par les ensembles semi-
algébriques suivants :

G = {(p1, p3) € R* : g3(p) = pi + p3 — Vi, <0} (4.21)
Gy = {(p2,p1) € R? : gu(p) = p3 + p5 — Vi, <0} (4.22)

En résumé, les ensembles admissibles des parametres et leurs dérivées sont donnés par
SpZGlUGQ etS, = G3UGy.

Les ensembles (4.19) et (4.20) peuvent étre modifiées afin de modéliser des propriétés de
robustesse. A titre d’exemple, il est possible de modéliser une mesure inexacte des parametres.
Pour ce faire, le cercle unité dans lequel évoluent les parameétres dans G et Gy est remplacé
par une bande circulaire de rayon moyen 1 et de largeur de bande ¢ € [0, 1]. Dans ce cas, les
ensembles admissibles sont donnés par l'intersection de nouveaux ensembles semi-algébriques.
G1=G11 NG et Gg = Go1 NGag, 0l &

Gu = {(p1,p3) € R?: g1 (p) = pi + p3 — R}, < 0} (4.23)
Gha = {(p1,p3) € R®: gia(p) = —p7 — p3 + Ry, < 0} (4.24)
Go1 = {(p2, pa) € R? : g1 (p) = p3 + pj — Riy < 0} (4.25)
Gas = {(p2,p1) € R?: gaa(p) = —p3 — p§ + Ry, <0}, (4.26)

R, = 1-5 et Ry = 1+ 5 sont les rayons minimal et maximal de la bande circulaire

respectivement.

4.3.3 Représentation factorisée de I’espace de travail

Afin de décrire de facon factorisée les ensembles semi-algébriques dans lesquels évoluent les
parametres, considérons le vecteur a composantes monomiales suivant :

T
H(p)=[1 p1 .. pl] (4.27)

[ étant le nombre de parametres variants du systeme.
Le but est de représenter les ensembles G, tel que ceux donnés dans (4.23)-(4.26) sous la forme
suivante :

Gr={p e R : gi(p) = H" (p)GrH (p) < 0} (4.28)
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ol G'k _ éz; e R(l+1)><(l+1).

Les éléments monomiaux sont de degré 1 dans le vecteur H(p) car les polynémes délimitant
les contraintes paramétriques dans (4.23)-(4.26) sont de degré 2. Dans le cas général, le vecteur

H(p) est de degré B si il est utilisé pour décrire des contraintes polynomiales de degré pair d.

Les ensembles admissibles pour les vitesses de parametres p, donnés dans (4.21)-(4.22), sont
modélisables suivant une démarche similaire, mais en considérant un vecteur de base mono-
miale constitué d’éléments p;,i =1, ...,1 :

T
H(p>={1 proe pl] (4.29)

Les contraintes sur les parametres et leur vitesses coexistent souvent dans les applications
d’analyse et de synthése, en particulier celles faisant appel a des fonctions de Lyapunov dépen-
dant des parametres (PDLF). Dans ce cas, il est possible de prendre le vecteur de base monomiale
suivant :

T

H(,O,p): 1 P1 - Pl /)1 pl (430)

Nous donnons dans ce qui suit des exemples d’ensembles semi-algébriques représentables
sous la forme (4.28).

4.3.3.1 Demi-espaces paramétriques

Dans l'espace euclidien R!, un demi-espace paramétrique (généralisation du demi-plan pour
des dimensions supérieures a 2) est délimité par un hyperplan dans ’espace des parametres. Il
peut étre modélisé par I'inégalité affine :

1 1
Dy(p) =1+ §C1P1 4+ ..+ iclpl <0 4.31)

ollcy,...,c; € R.

L’inégalité (4.31) peut étre factorisée de la maniére suivante :

— - T — - — -
1 1 i gl |1
p1 a1 0 01 |,
. : 32 0 . . . 01]].
Dp(p) = H" (p)QpH (p) = <0 (4.32)
Pl %Cl 0 Ce 0 Pl
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4.3.3.2 hyperrectangles paramétriques

Les hyperrectangles, appelée aussi boites paramétriques constituent une classe particuliere
importante de polytopes convexes. Cette représentation de I'espace paramétrique est tres cou-
ramment suivie dans les contributions théoriques et applicatives sur 'analyse de robustesse pa-
ramétrique et la synthese de lois de commande. Chaque parametre est délimité par des valeurs
min et max, indépendamment des autres parametres :

b <pi<a;, a,beR =1, .. (4.33)

Cas général

Pour des valeurs quelconques de a; et b;, les deux contraintes de type inégalité dans (4.33)
sont traitées séparément. Chacune de ces contraintes définit un demi-espace paramétrique.

i) Contrainte p; < a :

Afin d’illustrer 'approche de modélisation, commencons par le cas simple d’'un seul para-
métre variant p;. Le vecteur de base monomial est donné par : H(p;) = [1 p1]?. La condition
p1 < a est équivalente a :

—2a 1 1
[1 Pl] <0 (4.34)
L 0] |;m

Cette condition est généralisable au cas ou plusieurs parametres sont présents de la maniere
suivante. Introduisons la contrainte scalaire :

- - T - - - -
1 —20,,‘ T - . . q 1
p1 Q1 0 . . . 0] |p1
- . qQ2 o . . . 0 )
HT (p)G;H(p) = <0 (4.35)
pL a 0 . . . 0f|m;

Nous avons alors, pour chaque parametre p;, i = 1,...,1 :
pila; <= q=1 et szo, Vi=1,..,1, j#1i (4.36)
i1) Contrainte p; > b :

La contrainte de valeur minimale sur un parametre p; > b; peut étre modélisée de la méme
maniere que la contrainte de valeur maximale présentée ci-dessus. Introduisons pour ce faire la
contrainte scalaire suivante :
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— - T — - - —_
1 2b; ;1 p| |1
P1 P1 o . . . 0 P1
. . D2 o . . . 0 .
HT(p)F;H(p) = <0 (4.37)

Pour un parametre p;, ¢ = 1,...,[, nous avons :
pi>bi<—=p=—-1 et p;=0,Vj=1,..,1, j#1 (4.38)

On remarque la structure particuliére des matrices G; et F}, dont tous les éléments sont nuls,
sauf le premier élément de la diagonale principale, le (i + 1)*™¢ élément de la premiere ligne et
le (i + 1)*™€ élément de la premiére colonne. Cette structure permet la sélection du parametre
variant p; a contraindre.

Cas des contraintes centrées

Dans le paragraphe précédent, nous avons vu que les contraintes sur les bornes d’'un para-
meétre p; sont traitées séparément lorsque les bornes a; et b; prennent des valeurs quelconques.
Si les contraintes sont centrées : a; = —b; = M; > 0, une seule condition est suffisante pour
satisfaire les deux inégalités dans (4.33). En effet, pour chaque parametre p;, i = 1, ...,[, nous
avons :

Il est intéressant de remarquer que la derniere relation d’équivalence dans (4.39) décrit la
contrainte de borne comme un carré du parameétre, ce qui n’était pas possible dans la descrip-
tion précédente. Cela a pour conséquence de remplacer les matrices G; et F; par une matrice
diagonale D;. Considérons donc la contrainte scalaire :

- - T - - - -
1 -M? 0 . . . 0|1
P1 0 (&) . ... 0 P1
- . 0 0 ro .. 0 .
HY (p)E;H(p) = <0 (4.40)

Pl 0 0 . N Pl
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Pour chaque parameétre p;, i = 1,...,1, nous avons :

lpil < M; <= r;=1 et r; =0, Vi=1,..,1, j#1 (4.41)
4.3.3.3 Ellipsoides paramétriques
Cas centré

Dans l'espace euclidien R/, un ellipsoide paramétrique est un ensemble convexe défini par la
contrainte :

1 1
B(p) =1+ —pi+ ..+ —5p <0 (4.42)
al al
ou aq, ...,a; > 0 sont les longueurs des demi-axes suivant chaque direction.

Cette contrainte est factorisée de la maniére suivante :

- - T - — - -
1 -1 0 . . . 0 1
p1 0 = 0 [,
ay
3 . 0o o L . . 0 .
T _ a3
H" (p)BH(p) = <0 (4.43)
_pl_ I 0 0 . .o %_ _pl_

Dans le cas particulier ot a; = 1,Vi = 1,...,[, l'ellipsoide est une boule dans I'espace eucli-
dien de dimension /. Elle contient tous les points dont la distance euclidienne par rapport au
centre p¢ = 0 est inférieure a 1.

Cas non centré
Si le centre de lellipsoide est un point non nul quelconque p¢ = [p$ ... pf]T € R, alors
I’équation (4.42) de I'ellipsoide est modifiée de la maniere suivante :

B(p) = —H%(m —p§)2+...+aiz(m—p?)2 <0 (4.44)
1 l

Cette inégalité se factorise naturellement sous la forme B(p) = HX (p)BH.(p), ot B a I'ex-
pression donnée dans (4.43) et H (p) = [1 (p1 — p§) ... (p1— p})], ce qui constitue une différence
notable avec les hyperrectangles paramétriques pour lesquels le centrage des contraintes modifie
de maniére importante la structure des matrices de la décomposition. Cela provient du carac-
tere quadratique de la dépendance paramétrique des ellipsoides. Dans le cas ou l'on souhaite
garder la matrice de base monomiale H(p) au lieu de la nouvelle base centrée H.(p), ce qui se
produit lorsque des contraintes de différents types sont associées (hyperrectangles et ellipsoides
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par exemple), des termes non-diagonaux font leur apparition dans la matrice B.

Nous aimerions conclure cette partie en soulignant I'intérét des factorisations quadratiques
d’ensembles semi-algébriques que nous venons de présenter. Ce type de représentation est assez
générique car les ensembles considérés ainsi que leurs combinaisons sont capables de décrire ou
d’approximer de maniére précise I'’espace paramétrique d’un systéme. De plus, un grand intérét
de ce type de modélisation réside dans sa simplicité d’exploitation numérique, en particulier
lorsqu’elle est utilisée en association avec des relaxations en sommes de carrés (SOS) matricielles
et la S-procédure.

4.4 Analyse de robustesse avec les relaxations SOS matricielles

Une analyse de stabilité sur des hyperrectangles paramétriques définis par les valeurs min et
max de chaque paramétre peut introduire un certain degré de conservatisme. En effet, une telle
description sous-entend que les parametres variants seraient indépendants les uns des autres. Or,
cela n’est pas toujours le cas dans les applications pratiques. Dans notre systeme, par exemple,
les parametres sont liés deux a deux par des relations trigonométriques exactes.

Une meilleure approximation de I'espace de fonctionnement réel permet de réduire le conser-
vatisme lié a ’analyse de stabilité et de performance sur un domaine paramétrique plus large, car
ce dernier inclurait alors des zones jamais atteintes par les parameétres variants. La version ma-
tricielle de la S-procédure, dite de plein bloc, permet de restreindre 'analyse sur des ensembles
semi-algébriques définis par des contraintes polynomiales, voire rationnelles.

4.4.1 Limites de la scalarisation de contraintes matricielles

Tout probléme d’optimisation matricielle peut étre décrit de maniére équivalente par un en-
semble de problémes d’optimisation scalaires. Cependant, cette démarche, appelée sclarisation,
présente certaines limitations que nous voudrions souligner dans le présent paragraphe. Une
matrice M est semi-définie positive si et seulement si la forme quadratique associée est globa-
lement non négative. Autrement dit, pour une matrice symétrique M € R™*"™ potentiellement
dépendant des parametres :

M=0 <— 2TMz>0,VzeR™ (4.45)

L’introduction de variables de décision supplémentaires z a cependant pour effet d’augmen-
ter la complexité numérique. Cette approche a été utilisée dans [Wu05] a des fins d’analyse et
de synthése de correcteurs LPV.

Une autre maniere de scalariser un probléme matriciel se base sur la définition de la semi-
définie positivité d’'une matrice faisant appel aux mineurs principaux. En effet, une matrice
symétrique M(x) € R™*™ z € R™ est définie positive si et seulement si tous ses mineurs
principaux h;(x),i = 1,...,2™ — 1 sont globalement non négatifs.

M(@)= 0 < hi(z)>0,i=1,..,2" -1 (4.46)

Bien que la condition de semi-définie positivité est généralement entendue au sens global,
c.a.d. pour tout x € R", cette contrainte peut permettre de délimiter un sous-ensemble de I'es-
pace des variables de décision, constitué des variables z vérifiant la contrainte M(z) = 0 ou de
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maniére équivalente, des variables = vérifiant les contraintes scalaires h;(x).

Ainsi, pour des matrices symétriques F'(x,y) € RP*P et G(z) € R?*Y, le probleme SDP suivant :

Minimiser ¢’y (4.47a)
sous F(x,y) =0 (4.47b)
Vx € R" satisfaisant G(x) < 0 (4.47¢)

est équivalent au programme a contraintes scalaires suivant, impliquant des variables addition-
nelles contenues dans le vecteur v € R? :

Minimiser ¢!y (4.48a)
sous f(v,z,y) = vl F(z,y)v >0 (4.48b)
V(xz,v) € R" x R? satisfaisant h;(v,z) <0 i=1,..,7r+2 (4.48¢)

ol hi(v,z),i = 1,...,r = 2 — 1 sont les mineurs principaux de la matrice G(z), hy11(v,z) =
1—vTvet hyio(v,z) = vliv —2.

La contrainte (4.48b) résulte d'une scalarisation de (4.47b) par la forme quadratique asso-
ciée et la contrainte (4.48c) résulte d’une scalarisation de (4.47c) par les mineurs principaux.

Cependant, comme cela a été souligné dans [HolO5, SchererO6b], le degré des mineurs
hi(z),i = 1,...,r de la matrice G(z) est potentiellement beaucoup plus élevé que le degré des
composantes scalaires de G(x). Ceci a pour effet d’augmenter la longueur des bases monomiales
utilisées pour la factorisation SOS du probléme scalarisé (4.48a)-(4.48c) et par voie de consé-
quence, la taille de la LMI résultant de cette relaxation, ce qui peut engendrer des difficultés de
résolution numérique. Cet obstacle est levé par les relaxations SOS matricielles qui n’induisent
pas d’augmentation de degré des polynomes de contraintes.

4.4.2 Version matricielle de la S-procédure

Le théoreme de la S-procédure de plein bloc généralise la S-procédure au cas pleinement ma-
triciel [Scherer01]. Un avantage important introduit par ce théoréme a été la généralisation de
la description LFR de modeles dépendant des parameétres, obtenue en relachant les contraintes
de structure sur la matrice paramétrique A(p). Cette formulation présente des similitudes avec
la notion de séparation quadratique introduite dans [Iwasaki97] et [TwasakiO1].

Nous rappellerons ci-aprés ce théoreme avant de 'appliquer, dans un contexte de relaxations
SOS matricielles, a notre probléeme d’analyse et de commande des systemes LPV polynomiaux,
suivant 'approche proposée dans [Scherer06b] et [Dietz06].

Théoreme 4.1 (S-procédure de plein bloc). Soit B un sous espace de R™, U € RP*™, V € RI*"
et Q@ = QT € RP*P, Soit la famille de sous-espaces S(A) C R" dépendant de maniére continue
de A € V. Soit lensemble B(A) = {x € B : Vo € S(A)}. Les propositions suivantes sont alors
équivalentes :

1) UTQU < 0sur B(A), AcV (4.49)
2) 3P = PT = 0sur S(A) telle que : UTQU + VTPV < 0sur B (4.50)
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La preuve de ce théoréme est donnée dans [Scherer01].

Ce théoréme peut paraitre abstrait a premiere vue. Nous pouvons cependant donner I'ex-
plication simplifiée suivante, orientée vers notre application. Le but, exprimé par la condition
(4.49), est de satisfaire la contrainte locale 2" UTQUzxz < 0, Vx € B(A). Cela peut se faire a
travers la satisfaction de la contrainte 7 (UTQU + VT PV)z < 0, donnée dans (4.50), sur un
ensemble plus large 5. Pour I'application a I'analyse et la synthese de systémes LPV polynomiaux,
I'ensemble B(A) désigne typiquement les ensembles semi-algébriques dans lesquels évoluent les
parametres et 'ensemble B peut étre égal a R". Dans ce cas la condition (4.50) est globale et
peux se traduire par la contrainte LMI : UTQU + VTPV < 0. L'optimisation d’un objectif li-
néaire, représentant par exemple I'indice de performance ., du systeme, peut étre exigée sous
ces contraintes.

Implémentation avec les relaxations SOS matricielles
Nous utiliserons des ensembles semi-algébriques définis de la maniére suivante :

Gr={(p.p) e R' xR : gi(p, p) < 0} (4.51)

Les gix(p, p),k = 1,..., K sont des polyndmes multivariés des parameétres variants et leurs déri-
vées temporelles. Considérons l'intersection de ces ensembles :

G=G1N..NGg (4.52)

L’ensemble G peut étre caractérisé de la maniére suivante :

G ={(p,p) e R' x R": G4(p, p) < 0} (4.53)

ou la matrice G4(p, p) est obtenue par concaténation diagonale des polynomes de contraintes
scalaires g (p, p) :

g1(p, p) 0 o 0
0 g2(p, p) - - 0
Gd(pwo):
.0 - gk(pp)]

Définissons maintenant la contrainte LMI suivante, dépendant des parameétres sur un domaine
restreint :

M(p,p) = M (p,p) =0, Y(p,p)€G (4.54)
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Corollaire 4.1. La condition (4.54) est vérifiée si il existe des matrices Zj = ZkT =0, k=1,...,K
et un scalaire A > 0 tels que :

K

M (p,p) = M(p,p) + > Zgr(p, p) — M est SOS (4.55)
k=1

Ce corollaire est une conséquence directe de la S-procédure de plein bloc avec I'analogie infor-
melle suivante. La PD-LMI M(p, p) a vérifier sur G est I'analogue de la contrainte locale U7 QU a
satisfaire sur B(A). Les multiplicateurs symétriques Z;, € R"»*"» sont regroupés dans la matrice
P, le terme Zszl Zrgr(p, p) étant l'analogue de VT PV. L’équivalence entre les propositions
(4.49) et (4.50) est remplacée par une implication a cause de la relaxation SOS matricielle d'un
probléme de semi-définie positivité. Ce corollaire peut également étre vu comme une relaxation
lagrangienne matricielle du probléme (4.54), suivi d’'une relaxation SOS matricielle.

Dans le cas général, une matrice M (x) est SOS si elle admet une décomposition spectrale de
la forme M (z) = H' (z)QH(z), o Q@ = QT = 0. Cela sera détaillé dans le paragraphe suivant.
Le terme M/, destiné a assurer une inégalité stricte, peut étre remplacé par H” (x)\I H (x) pour
faciliter la résolution numérique. Les matrices symétriques Z;, sont appelées multiplicateurs SOS
matriciels, qui peuvent également dépendre des parametres.

Supposons maintenant qu'un objectif d’optimisation est associé a la contrainte LMI (4.54).
La convergence asymptotique de I'optimum du probleme relaxé (4.55) vers 'optimum du pro-
bléme original (4.54) est assurée lorsque le degré des multiplicateurs Z, croit, si la qualification
de contraintes suivante, impliquant la matrice G4(p, p), est satisfaite [Scherer06b] :

Qualification de contraintes : 3r > 0 et une matrice SOS R(¥) tels que :
r— ||9]|? + trace(R(9)G(0)) est SOS (4.56)

avec la notation 9 = [pT pT]7T.

Factorisation spectrale : passage d’un SOSP (programme SOS) a un SDP (programme semi-
défini)

Supposons qu’une matrice symétrique M (1) € R™>*™ V9 € R? (typiquement ¥ = [p? p7]7)
dépend des parametres et de leurs dérivées de maniére polynomiale. Cette matrice est une
somme de carrés si il existe une matrice 7'(¥) € R""*"» (avec typiquement n,, > n,) vérifiant :

M) =TT (9)T (V) (4.57)

La recherche d’'une matrice 7'(9) vérifiant (4.57) est toutefois difficile car cette contrainte est
non-convexe (BMI) et de dimension infinie (dépendance paramétrique). Une approche pratique
pour le calcul consiste a utiliser un vecteur de base monomiale H () = [h1(9) ... hun(9)]T, ol
les h;(¥), i = 1,...,n; sont typiquement des monomes scalaires, puis a chercher la matrice 7'(¢)
sous la forme factorisée :

T(9) = RH(Y) ® I,) (4.58)

ou R = [R; ... R,;] et ® symbolise le produit de Kronecker des matrices.
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En substituant (4.58) dans (4.57) et en posant le changement de variable Q = RT R, Iexis-
tence d'une décomposition SOS pour la matrice M (¥) équivaut a la condition suivante :

M@) = (HW) ® I,,)"QH(WY) ® I,,) avec Q=0 (4.59)

La matrice H () étant connue, cette condition est une LMI de la variable matricielle symé-
trique @), de dimension (ny.n,) X (np.np).

Revenons maintenant a la condition (4.55). Si la matrice M(p, p) admet la factorisation
M(p,p) = H  (p, p)QH (p, p) et les polynémes décrivant les contraintes admettent des factorisa-
tions de la forme gx(p, p) = H™ (p, p)GrH (p, p), alors cette contrainte est satisfaite si :

K
Q=Q+> (Gr®Zy) = My, = 0 (4.60)
k=1

Nous tenons a signaler, qu'a la différence d'une résolution aux sommets de I’espace para-
métrique dans le cas d'un domaine polytopique, pour laquelle le nombre de LMI est égal aux
nombre de sommets du polytope convexe (2!, ot I est le nombre de paramétres, dans le cas
de T'hyperrectangle min — max, voire un nombre potentiellement beaucoup plus grand avec
I'enveloppe convexe de I'ensemble paramétrique d'un ensemble non-convexe), la relaxation en
sommes de carrés matricielles conduit a une seule LMI quels que soient le nombre de parameétres
et le nombre de domaines paramétriques considérés. Ceci constitue a notre avis un avantage ma-
jeur de cette approche de résolution de LMI dépendant des paramétres.

Cependant, la méthode de résolution par les relaxations SOS matricielles souffre de quelques
inconvénients. Le plus important a nos yeux est la taille de la LMI finale a satisfaire qui est de
(np.np) X (np.np), ol ny, est la longueur du vecteur de la base monomiale choisie H(¥), contre
seulement n, x n, pour la résolution aux sommets. La maniere de choisir H (/) n’étant pas
unique, ce choix doit étre fait de facon a avoir une longueur n;, la plus faible possible afin de
réduire la taille de la matrice () et diminuer ainsi le nombre de variables de décision. Un autre
point faible est le conservatisme introduit par la relaxation SOS elle-méme, toutes les matrices
semi-définies positives n’admettant pas nécessairement de décomposition SOS. Il est possible
dans ce cas de jouer sur le degré des multiplicateurs 7, afin de trouver une telle décomposition.

4.4.3 Syntheése de correcteur nominal

Dans des applications pratiques ou ’espace de travail du robot est relativement étroit telles
que la robotique médicale, une approche courante consiste a synthétiser un correcteur linéaire
pour un point de fonctionnement nominal. Une analyse a posteriori de stabilité et de perfor-
mance sur un espace de travail plus large, permet ensuite de valider la loi de commande synthé-
tisée. Cette action peut étre vue comme une opération d’analyse de robustesse par rapport a des
incertitudes de modele représentant ’éloignement du point de fonctionnement réel par rapport
au point de fonctionnement nominal pour lequel le correcteur a été synthétisé.

Considérons donc un point de fonctionnement déterminé par une valeur nominale du vec-

teur de parametres p" = [p) p3’ pi’ p)’]" du modele (4.17). En nous basant sur le modele

linéaire correspondant Xy (s) : {An, By, Cn, 0}, nous pouvons synthétiser un correcteur LTI
(linéaire et invariant dans le temps) K (s) en utilisant une des méthodes classiques de synthese
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avec garantie de performance H ..

Nous utiliserons le modeéle de synthéese augmenté suivant, schématisé dans la Figure 4.3, qui
contient un canal de performance ., dont I'entrée est w(t) € R™ et la sortie est z(t) € R"=.
Le vecteur d’état augmenté est x1(t) = [Z7 (t) zL(¢)]7, ol z,(t) contient les états du filtre de
pondération multivariable W (s)l2 de réalisation { A, By, Cy, Dy, } dans 'espace d’état.

([ # Ay 0 [ & | | B 2l
. BywCo Ay T BywDa, 6*
Yi(s): ] o o (4.61)
‘ ] = |:D'waca Cwa} ’ + DwaDa s
W3 | T | _9 |
- Cu Dy,
olep(t) = F*(t)—F(t), B, = [0 BO],Ca: —Cy, Dy = [I 0},01”: et Dyoa =
0 I

Le réglage adéquat du filtre W (s) permet d’'imposer au systéme asservi : une marge de mo-
dule minimum M,,, une bande passante minimum w, et une erreur relative de position maxi-
mum £,

________

FIGURE 4.3 — Schéma de synthese ., nominale

4.4.4 Analyse de robustesse en performance H

Le correcteur LTI Kn(s) : {Aky, Bry, CKky, 0} est connecté avec le systéme LPV (s, p)

dans une boucle de rétroaction. Le systeme asservi pondéré résultant sera noté (s, p) :

{Aci(p), Bor, Ceoi, Dey}, ot le vecteur détat est @ Zcy(t) = [7(t) 2% (t)]” de dimension 7,

z1 (t) contenant les états du correcteur. Le schéma d’analyse de robustesse en performance Ho.

est obtenu en remplacant 3y (s) par (s, p) dans la Figure 4.3.
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L’approche proposée pour 'analyse de robustesse consiste a appliquer une relaxation SOS
matricielle, telle que définie dans le corollaire 4.1, au lemme borné réel rappelé ci-dessous.
L’analyse locale se fait sur 'ensemble paramétrique S, x S;, donné par la réunion des ensembles
semi-algébriques définis dans (4.23)-(4.26).

Lemme borné réel dépendant des parametres [Gahinet96] : Le systeme bouclé pondeéré
Yci(s, p) est stable et a un indice de performance en gain Lo inférieur a v > 0 si il existe
une matrice X (p) = X7 (p) = 0 satisfaisant la LMI dépendant des paramétres suivante, V(p, p) €
Sp X Sp :

He{ X (p)Acu(p)} + 2 S

M(p,p) = BL, X (p) AT % | <0 (4.62)

Cai Dep —I

Le probléme d’analyse de performance en gain £, peut donc étre résolu par le probleme
SDP de dimension infinie donné dans (4.62), dont la contrainte LMI est notée M(p,p) < 0,
(p,p) € S, x S;. Une relaxation SOS de la forme donnée dans (4.55) est effectuée afin de refor-
muler (4. 62) en un probléme SDP de dimension finie.

La condition M(p,p) < 0,¥(p,p) € S, x S, est alors satisfaite si il existe des matrices
Zy=ZI' =0,k =1,..,K et un scalaire A > 0 tels que : —M(p,p) + Zle Zrgk(p, p) — M
admet une décomposition en sommes de carrés matricielles.

4.4.5 Application au modele de robot flexible

4.4.5.1 Décomposition monomiale de la boucle fermée

Mise en ceuvre proposée : Afin de simplifier les calculs, nous considérerons une matrice de
Lyapunov constante X = X7 = 0. De plus, nous prendrons H(p) = diag(H1(p), I2, I2) pour la
factorisation spectrale, oit Hy(p) = Ha(p) ® Iz avec Ha(p) = [1 p1 pa p3 pa]’. Ceci donne :

M(p) =H"(p)QH (p)

Hi (p)QuHi(p) H{ (p)Q3, HI(p)Q%
= Q21Hi(p) Q22 QL

(4.63)

Q31H1(p) Q32 Q33
Des outils logiciels permettant d’effectuer la factorisation spectrale sont disponibles. La boite a
outils SOSTOOLS [Prajna04a], considére une scalarisation du probleme matriciel. Toutefois, la
décomposition est faite ici manuellement.

En examinant (4.62), une décomposition Enonorniale de chaque bloc M;;, i j =1,..3dela
matrice M(p) est donnée par : M3 = He{X Aci(p)} = He{ X A8+ X A p1 + X A po+ X A py+
X A, 024X AS p1 pot+ X ASY p1 pa+X ASh paps+X Ay pspa}, ot les matrices AE, Aﬁl, Ag, AG, A,
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AS,, A Agh et AZ, € R > résultent d’'une décomposition monomiale de A¢(p).

H f (p)Q11H1(p) est une factorisation spectrale de Mj; ol :

_He{XAﬁl — 013 — 0} X A¢ X AY 0 X Ad ]
* He{XA§, + o133 XAE 0 X A,
@u = . " He{oa} XA, 0 (4.64)
* * * He{o13} XAY,
i * * * * H6{0'24}_

Notons que des variables matricielles additionnelles o3 et ooy € R™*™ ont été utilisés afin
d’éviter I'apparition de termes diagonaux nuls dans ()11, ce qui rendrait la condition Q = 0
difficile a satisfaire. L'introduction de ces matrices n’a pas d’effet sur la valeur de M;; a cause
des relations algébriques liant les parameétres dans (4.19)-(4.20). Les autres matrices de la dé-

CompOSitiOH sont : QQl — [Bng 02><4T~L:|’ QQZ — _’anw, Q31 = |:éCl 02><4T~L:|’ Q32 = DCl et
Q33 = =1, .

Les enserpbles semi-algébriques Gj;,i,7 = 1,2 dans (4.23)-(4.26) admettent les factorisa-
tions HY (p)GijHa(p), ol :

G = diag(—R},,1,0,1,0)

G12 = diag(R2,,—1,0,—1,0)
(4.65)

Ga1 = diag(—R2,,0,1,0,1)
Goy = diag(R2,,—1,0,—1,0).

Les termes Zi;09:i(p) utilisés dans (3.85) pourront de ce fait se factogiser en tant que :
HT(p)(Gij ® Z;j)Hi(p). Finalement, la LMI implémentée est —Q + Z?,j:l(Gij ® Zij) — A = 0.

4.4.5.2 Résultats de simulation

Nous avons appliqué la méthodologie proposée a un modele identifié d’'un robot flexible de
la forme (4.17) ou la longueur des segments est [; = lo = 0.5 m. Un correcteur H, noté Ky (s)
est synthétisé pour le point de fonctionnement défini par p”¥ = @[1 11 1]7 qui correspond a la
configuration (61, 6,) = (45°,45°) et & la position terminale F' = [X Y]7 = [0.3536 m 0.8536 m]”.
Un schéma de synthese 1-bloc (Figure 4.3) est utilisé, dans lequel W;(s) assure les caractéris-
tiques suivantes : M,,,q = 0.65, w. = 20 rad.sec™! et E, = 1072,

En utilisant la méthode de synthése LMI disponible dans MATLAB (fonction hinfsyn), l'in-
dice de performance garanti est v, = 1.0581. Dans la Figure 4.4, la fonction de sensibilité
Sy(s) = Ty (s) est comparée au gabarit fréquentiel #(S) La Figure 4.5 illustre les résultats de
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simulations temporelles effectuées avec le systétme LPV (s, p) et le correcteur nominal K y(s).

Une analyse de performance du systeme bouclé est effectuée en utilisant la méthode dé-
taillée dans la partie 4.2 avec le filtre W (s) utilisé pour la synthese. La LMI @ > 0 qui résulte
de la relaxation SOS est résolue en utilisant le solveur numérique SeDuMi [Sturm99] associé
a l'interface YALMIP [Lofberg04]. En appliquant I'algorithme d’analyse a 'ensemble admissible
S, défini dans (4.23)-(4.26), la LMI résultante est infaisable. Cet échec n’est pas forcément di
au pessimisme de la méthode puisque des instabilités ont été observées en simulation pour ces
conditions infaisables. Ceci montre I'insuffisance du correcteur nominal pour la satisfaction des
performances requises sur une large plage de fonctionnement. Nous avons par conséquent res-
treint le domaine d’analyse S, a des arcs de cercle contenant le point de fonctionnement p? et
son voisinage. Autrement dit, nous ajoutons la contrainte p € [p p| dans les conditions d’ana-
lyse, ot p = pV(1 —v) et p = p¥(1 + v), v > 0. La Figure 4.6 illustre le domaine d’analyse
considéré. Par exemple, un choix de v = 0.1 correspond a l'espace de travail 6,6, € [39° 51°].
Les indices de performance ~,,, obtenus sont donnés dans le Tableau 1 pour des tolérances de
v = 0.01 et v = 0.04. On observe clairement une dégradation de I'indice de performance garanti
par la synthese, et ce a cause de I'analyse sur un ensemble plus large. Un autre test d’analyse est
effectuée au voisinage immédiat de p?', en prenant » = 0.0001. L’indice v,,, obtenu, reporté sur
la derniere ligne du Tableau 1 est légérement inférieur au ~,,, garanti par la synthése nominale.
La taille de la LMI est de 104 x 104.

v € Yana

0.1 0.01 | 1.4209

0.1 0.04 | 1.4232

0.0001 0 1.0012

Tableau 1 - Résultats d’analyse de performance

En conclusion, nous pensons que ces résultats préliminaires d’analyse de robustesse per-
mettent de valider 'approche proposée utilisant les relaxations en sommes de carrés matricielles.
Cependant, des difficultés de traitement numérique ont été observées pour des coefficients de
largeur des domaines d’analyse supérieures a v = 0.1. Afin de lever ces difficultés, nous avons
adopté, pour le probléme de synthése de correcteurs LPV, une représentation paramétrique al-
ternative qui implique un centrage et par conséquent une représentation factorisée diagonale
des hyperrectangles délimités par des contraintes min — max sur les parametres. La synthése de
correcteurs LPV est discutée dans la prochaine section.



4.5. Synthése de correcteurs LPV avec les relaxations SOS matricielles 133
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FIGURE 4.4 — Transferts fréquentiels réalisés

P35 P4

domaine local

bande circulaire

FIGURE 4.5 — Domaine d’analyse local

4.5 Synthese de correcteurs LPV avec les relaxations SOS matri-
cielles

Les relaxations en sommes de carrés matricielles peuvent également étre utilisées pour la
synthese de correcteurs LPV. Bien que les relaxations SOS scalaires aient été utilisées dans
diverses applications de synthese de correcteurs pour les systémes non-linéaires polynomiaux
[PrajnaO4c, Prajna04b, Tan06], relativement peu de publications ont été consacrées a la syn-
thése de correcteurs LPV en utilisant les relaxations SOS [Dietz06, Henrion06, Gilbert10].
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FIGURE 4.6 — Suivi des trajectoires de référence

4.5.1 Syntheése de correcteurs LPV

Pour notre application d’asservissement en position de ’'organe terminal d’un robot flexible,
le probleme de commande est un probléme de synthese de correcteur LPV par retour de sor-
tie. A la différence de la synthése nominale présentée dans le paragraphe 4.4.3, le modeéle LPV
(s, p) donné dans (4.17) est directement utilisé pour la synthése de correcteur LPV K(s, p) :
{Ak(p), Bk(p),Ck(p),0} sans aucune linéarisation locale. Cette démarche a le mérite de garan-
tir a priori, c.a.d. dés 'étape de synthese de correcteur, la stabilité et la performance du systeme

sur un large espace de travail.

D’'une maniére similaire a la synthése nominale, nous utiliserons le modele de synthése sui-
vant, muni d'un canal de performance ., qui comporte une entrée w(t) € R™ et une sortie

z(t) € R"™. Le vecteur d’état augmenté est z1(t) = [#7(¢) L (¢)]T, ol x,(t) contient les états
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du filtre de pondération multivariable W (s)I, de réalisation {A,,, By, Cy, Dy} dans 'espace

d’état.
([#] _ [Aw o] [z] | [B2] [F7]
Ty B,C, Ay Ty By D, 0*
Yi(s,p) : ) o o (4.66)
- I
Z] = [Dwaca Cwa} v +  DyaDy :
leF | Zw | _9*_
X 3 - Cuw
ob ex(t) = F*(t) = Fth Bulp) = |0 Bp)|» Co = ~C. D = |1 0 Cun = | |
0
Dy,
Dye = . Le filtre W (s) est réglé de maniere a imposer des exigences de performance au
1
systeme asservi.
w = F* E z

________

FIGURE 4.7 — Schéma de synthese LPV/H,

4.5.1.1 Synthese avec des conditions LMI projetées

Dans [Dietz06], la synthése LPV est faite en utilisant des relaxations SOS matricielles des
conditions exprimées sous la forme de LMI projetées, proposées dans [Wu06], qui permettent
d’éliminer les matrices du correcteur au niveau des conditions de synthese. Le correcteur LPV
est ensuite reconstruit a partir des solutions R(p) et S(p) de la LMI de synthése, qui représentent
une fonction de Lyapunov dépendant des parametres (PDLF), ainsi que des matrices d’état du
systéme a asservir. Afin de résumer de maniere breve cette méthode, introduisons la forme
condensée suivante du modele de synthése H :
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() A(p)  Bilp) Balp) | |=()

z(t) | = |Cilp) Dii(p) Dialp)| |w(?) (4.67)

ep(t) Ca(p) Dai(p) 0 0

pour (p,p) € S, x S,

De plus, les hypotheses suivantes doivent étre vérifiées :
1. Le triplet (A(p), B2(p), C2(p)) est stabilisable et détectable Vp € S,,.
2. Les matrices [C2(p) Da1(p)] et [BL(p) DLy(p)] sont de plein rang colonnes sur S,..

L’existence d’'un correcteur LPV ayant pour expression :

K(s,p):{ tr(t) = Ar(p)rx(t) + Br(pler(t) (4.68)

u(t) = Ck(p)ax(t) + Dk(p)er(t)
qui assure la stabilité et un indice de performance en gain £, du systéme bouclé en dessous

d’un scalaire v > 0, est garantie si il existe des matrices R(p) et S(p) satisfaisant les contraintes
matricielles suivantes :

0 R(p) AT(p)  Ci(p)
T 0
* R R I 0
NE(p) (°) (°) Ng(p) <0 (4.69)
* 0 v 0 Bl (p) Dii(p)
I 0 —~I 11 0 I |
0  S(p) A(p)  Bi(p)
T 0
% S S I 0
NE(p) ) 5t) Ns(p) <0 (4.70)
* . v Bi(p) Dui(p)
I 0 —I 1L 0 I |
R(p) I
=0 (4.71)
I S(p)

avec Ng(p) = ker[BI (p) DL,(p)] et Nr(p) = ker[Ca(p) D12(p)], ot ker(M) désigne une base du
noyau de la matrice M.
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Pour simplifier le traitement numérique, la recherche des matrices R(p) et S(p) est restreinte
aux matrices de la forme : R(p) = TE(p)PTr(p) et S(p) = TE(p)QTs(p), ot Tr(p) et Ts(p)
sont des matrices a composantes polynomiales et P, () des matrices symétriques constantes. De
plus les contraintes (4.69)-(4.70) sont linéarisées par rapport a v en appliquant le lemme du
complément de Schur afin d’obtenir des PD-LMI, auxquelles des relaxations SOS matricielles
sont finalement appliquées, ce qui permet de résoudre le probléme de synthese LPV en solvant
un programme SDP de dimension finie. Les matrices d’état Ax (p), Br(p), Ck(p) et Dk (p) du
correcteur sont ensuite reconstruites a partir des solutions des LMI suivant la procédure décrite
dans [Wu06].

Cette méthode de synthése, qui présente des similitudes avec la méthode proposée dans
[Apkarian98] utilisant le lemme de projection introduit dans [Gahinet94], a 'avantage de ré-
duire le nombre de variables de décision étant donné que les variables liées au correcteur n’ap-
paraissent pas explicitement. Cette approche souffre toutefois de quelques inconvénients dont
les plus importants a notre avis sont :

— Elle nécessite un pré-traitement considérable des variables matricielles, notamment I’écri-
ture des matrices R(p) et S(p) sous une forme particuliere factorisée.

— Elle exige le calcul de noyaux de matrices dépendant des parametres.

Il est utile de noter enfin que le calcul des noyaux des matrices dépendant des parameétres
(BT (p) DL,(p)] et [Ca(p) D12(p)] peut étre évité en utilisant le lemme de Finsler, tel qu’il a été
établi dans [Apkarian00].

4.5.1.2 Synthese avec une caractérisation basique

Cette partie est dédiée a la synthése de correcteurs assurant un indice de performance en
gain L, avec une caractérisation qualifiée de basique dans [Apkarian98], par opposition a I'ap-
proche par projection de contraintes décrite dans le paragraphe précédent. Cette méthode de
synthese, qui résulte d’'une simple application du lemme borné réel a la représentation d’état
de la boucle fermée, suivie de I'application de transformations de congruence qui linéarisent les
contraintes BMI, est dépourvue des limitations et de la complexité conceptuelle de la méthode
précédente.

Il a été établi dans [Apkarian98] que 'existence d’un correcteur LPV de représentation d’état
(4.68) stabilisant le systéeme bouclé et garantissant un indice de performance en gain L5 v > 0
est assurée si il existe des matrices symétriques X (p), Y (p) et des matrices Ax (p), Bx (p), Cx (p)
et Di(p), telles que, V(p,p) € S, x S; -

X + XA+ BgCa+ (%) % % *
AK+A+B2DKC2 —Y—{-AY—{-BzéK-F(*) * *
<0 4.72)
(XBi1 4 Bg Do) (B1 + B2Dg Do) -1 *
O+ D13DkCy) C1Y + D1xCx Diy+ DigDg Do =1 |
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X I
=0 (4.73)

1Y

Toutes les matrices dans (4.72) et (4.73) dépendent potentiellement des parametres. Cette dé-
pendance a été omise afin de simplifier la notation.

Si les PD-LMI (4.72)-(4.73) sont faisables pour les matrices X (p), Y (p), Ak (p), Bx (p), Cx (p)
et Dk (p), alors les matrices d’état du correcteur sont construites de la maniere suivante :

1. Trouver des matrices N(p), M(p), solutions du probleme de factorisation :
I-X(p)Y(p)=N(p)M"(p) (4.74)

2. Calculer les matrices d’état Ax (p), B (p) et Ck(p) du correcteur suivant les formules :

Ag(p) = N"UXY + NMT + Ag — X(A— BoDgCy)Y — BgCoY — XByCpr)M T

(4.75)
Bk (p) = NN (Bg — XByDk) (4.76)
Cx(p) = (Cx — DrCY) 4.77)

On remarque que les variables matricielles Ax (p), Bx (p), Cx (p) et Dg(p) associées au cor-
recteur apparaissent explicitement dans la LMI de synthese, contrairement a la méthode de
projection. Cette méthode de synthése utilise donc un nombre plus important de variables de
décision. Cependant, pour des systéemes de taille relativement modérée, avec un ordre de gran-
deur de la dizaine de variables d’état pour les applications traitées dans ce travail, cet accrois-
sement du nombre de variables de décision n’induit pas de probléme de résolution numérique a
l'aide des solveurs disponibles, dont SeDuMi est celui que nous avons le plus largement utilisé
[Sturm99].

4.5.2 Application au modele de robot flexible
4.5.2.1 Paramétrisation initiale

Dans le but de valider 'approche de commande proposée par des simulations numériques,
nous utiliserons un modeéle LPV identifié (s, p) du robot flexible considéré, tel que donné dans
(4.13), ou les matrices A(p) et B(p) sont polynomiales de degré 2 :

A(p) = zzlo -+ ,011211 + p%ﬁn (4.78)
B(p) = By + p1B1 + piB11 (4.79)
Une augmentation de ce modele en vue de I'asservissement opérationnel permet d’obtenir le

nouveau modéle LPV X(s, p) donné dans (4.17), dont les matrices d’état A(p) et B(p) admettent
la décomposition monomiale suivante :
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A(p) = Ao + p1A1 + p2As + paAs + pT A1 + p1p2diz + p1paAis + popsAas + p3psAss (4.80)
B(p) = By + p1B1 + piB11 (4.81)

Le modele ¥4 (s, p) : {A(p), B(p),C, D} utilisé pour la synthése de correcteurs LPV, qui est
muni d’un canal de performance H., et pondéré par un filtre W, (s), se décompose d’une facon
similaire au modéle 3(s, p). Le filtre de pondération W (s)1, étant indépendant des parametres,
les matrices d’état de cette pondération n’apparaissent que dans le terme constant de la décom-
position monomiale :

Alp) = Ao+ D piAi + Y pipjAij (4.82)
B(p) =Y piB; (4.83)
avec :
Ay 0 A 0 Ay 0
AO - 7A’L' = ,Azj = ,
0 By 0 B 0 Bn
Bo = B1 = B =
By Dq 0 0 0 0

Il est clair, d’apres (4.80), que les matrices A3z et A;;, (¢,7) € {(1,3),(2,4),(3,3),(4,4)} sont
nulles.

4.,5.2.2 Paramétrisation modifiée

Reprenons la discussion entamée au paragraphe 4.3.3.2 sur le centrage des contraintes de
bornes min et max sur les parameétres, qui sont désignées sous le terme de contraintes hyperrec-
tangulaires. Nous avons vu qu'un tel centrage, ou symétrisation, permet une description diago-
nale et compacte de ces contraintes, dont le traitement numérique s’en trouve ainsi simplifié. Cet
avantage peut étre exploité pour la résolution du probleme de synthése de correcteur LPV. Par
exemple, les hyperrectangles paramétriques dont le centre est une valeur nominale du vecteur
de parametres dans une paramétrisation originale (paramétrisation en p dans notre applica-
tion), sont translatés de maniére a ce que leur centre (la valeur nominale d’'un nouveau vecteur
de parametres, qu’on notera ) soit nul.

pi € |p;, Pi], p, etp; des scalaires quelconques vérifiant : p, < p;

1
J translation ©; = p; — m;, m; = 5(@ + BZ)

¥ € [—1y, Y] oty = 5(p; — p.)

{2




140 Chapitre 4. Analyse et commande basées sur des relaxations de problémes polynomiaux

Avec ce nouveau choix de parameétres, les matrices d’état données dans (4.82)-(4.83) ad-
mettent les factorisations :

A(Y) = Ao+ Z Vi + Z Vi Aij (4.84)
B(y) = Z¢iBi (4.85)

ou A;; = 0,V(¢,7) € {(1,3),(2,4),(3,3),(4,4)}. En appliquant le changement de variables pa-
ramétriques p; = ; + m;, i = 1,...,4, les autres matrices de la décomposition sont données
par :

Ao = Ay + miAr + mads + maAy + mimadis + mimaAis + mamsAsz + mamaAss +miAn
A = A +maAia + mgAiy + 2miAn

Ay = Ay +miAre +m3Aaz

Az = moAaz + maAsg

Ay = As+mi Ay +m3Asy

Ay = A
Ay = Ay
A=Ay
Aoz = Ass
Aszy = A3y

BU = B() + mlBl + m%l’)’ll
B, =By +2miB11
B = B

Les matrices C et D du modele de synthese 3 (s, p) étant constantes, elles ne sont pas affec-
tées par le changement de coordonnées paramétriques réalisé. Ce nouveau modele augmenté
peut étre utilisé pour la synthése d'un correcteur LPV K (s,v) : {Ax(¢), Bk (¢), Ck(¢),0} qui
dépend du nouveau vecteur de parametres ). Cette approche de synthese LPV par changement
de coordonnées paramétriques peut étre mise dans un cadre plus général pour lequel les pa-
rametres du correcteur ne sont pas directement les parametres du systéme mais des fonctions
non-linéaires de ces derniers. Autrement dit, pour un systéme LPV S(s, p) dépendant d’'un vec-
teur de parameétre p, il est possible de synthétiser un correcteur LPV K (s, ¢(p)), ¢ étant une
fonction non-linéaire multivariée.

4.5.2.3 Résultats de simulation

Démarche adoptée

Le modele augmenté ¥ (s, 1)) dépendant des nouveaux parametres centrés ¢ est utilisé pour
la synthese de correcteur LPV, en appliquant une relaxation SOS a la caractérisation basique de
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domaine local

FIGURE 4.8 — Domaine local de synthese, paramétré en p

problemes de synthese décrite dans le paragraphe (4.5.1.2).

Un correcteur LPV K (s, ) satisfaisant les exigences de stabilité et de performance requises
pour le systéme asservi, est synthétisé par la résolution de la LMI (4.60) résultant de I'appli-
cation de la relaxation SOS matricielle décrite dans le corollaire 4.1 a la PD-LMI de synthese
donnée dans (4.72). Afin de simplifier le probléme, en limitant la taille des bases monomiales
paramétriques, des matrices de Lyapunov X et Y et des multiplicateurs SOS Z; constants ont
été utilisées. Sil’ensemble de I'espace de travail, modélisé par les ensembles donnés dans (4.19)-
(4.20) est considéré, les conditions LMI de synthése sont infaisables. Cela montre la difficulté de
synthétiser un correcteur LPV qui maintient la stabilité et les performances pour tout le domaine
de fonctionnement du robot.

Afin de pallier cette limitation, nous proposons de restreindre le domaine paramétrique pour
lequel les exigences sur I'asservissement sont garanties a des arcs de cercle constituant des sous-
ensembles de I'espace paramétrique. Ces domaines locaux sont caractérisés par une distance
a un point de fonctionnement nominal p" (ou " de maniére équivalente) : p; € lp;, Pils
i=1,.,40up = pN(1—v;) et p; = pN (14 14), v; > 0. Les domaines ainsi obtenus sont donc
donnés par l'intersection de cercles de rayon 1 (bandes circulaires de largeur ¢ nulle, obtenues
en prenant R,, = Rj; = 1 dans (4.23)-(4.26)) et de l'intérieur de rectangles paramétriques min-
max. Afin de simplifier 'analyse des résultats, nous avons pris une méme valeur v > 0 pour les
coefficients v; des intervalles d’analyse des quatre parametres. Ceci permet d’écrire simplement :
p € [p, p|, ot p=pN(1—v)etp=p"(1+v). Lapproche proposée reste bien entendu valable si
cette hypothese est relachée. Les ensembles paramétriques considérés sont représentés dans la
Figure 4.8 dans la paramétrisation originale en p et dans la Figure 4.9 dans la paramétrisation
modifiée en 1), qui est utilisée ici pour la synthese.

Nous avons effectué des simulations numériques en prenant p’¥ = g, ce qui correspond a
la configuration (6, 62) = (45°,45°) du robot. Les coordonnées cartésiennes correspondantes de
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FIGURE 4.9 — Domaine local de synthese, paramétré en 1)

la position terminale sont : X = [; cos(61) + 2 cos(01 +62) et Y = [y sin(61) + l2 sin(0; + 62). Ceci
donne, pour I; = l; = 0.5m, des coordonnées nominales de X = 0.3536m et Y = 0.8536 m.
Nous avons utilisé un filtre de pondération du premier ordre de la forme :

_ls—i-a
ks+b

Wi(s) (4.86)

Cela nous permet d’imposer les contraintes de performance suivantes : une bande passante
we, une marge de module M, et une précision statique de position £, en prenant k = ﬁ’
m

2%2_1 E
a = we %etb:}%a, avec R = 2.

Performance réalisée

L’indice de performance en gain Ly 7, obtenu en considérant le domaine paramétrique
comme étant les rectangles min-max dans leur intégralité et les intersections de ces rectangles
avec les cercles trigonométriques, est tracé sur la Figure 4.10 en fonction du coefficient de
largeur v des intervalles paramétriques, pour les caractéristiques de performance suivantes :
we = 20rad/s, My, = 0.99 et £, = 104, Les résultats présentés nous permettent de faire les
commentaires suivants, qui constituent a nos yeux des éléments importants dans la validation
de la méthode de synthese par relaxations SOS :

— L’indice de performance + croit réguliérement avec la largeur de I'intervalle de synthese.
— La restriction de la synthése sur des arcs de cercles permet de diminuer I'indice de per-
formance ~ garanti. Cette diminution est plus importante lorsque I'intervalle d’analyse

s’élargit, la différence de surface entre le rectangle et ’arc de cercle devenant plus grande.

— La synthese sur les rectangles est infaisable pour v > 0.35 alors qu’elle est faisable au-dela
de v = 0.40 pour des arcs de cercle. La boucle fermée obtenue dans le second cas réalise
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FIGURE 4.10 — Performance réalisée en fonction de la largeur 'espace de travail

un bon suivi de trajectoire en simulation numérique, bien que ses performances (en parti-
culier la rapidité) soient relativement dégradées étant donné un indice ~ élevé (de I'ordre
de 30).

— A titre de comparaison, I'indice de performance obtenu par une synthese nominale a I'aide
de la méthode LMI de la fonction hinfsyn de MATLAB est de Yhintsyn = 1.2819 alors qu’il
est de vgos = 1.3817 avec la méthode de relaxation SOS sur un arc de cercle de coefficient
de largeur v = 0.

Ces observations permettent de conclure que la méthode de synthése par relaxations SOS
matricielles permet de réduire le conservatisme de la synthése en rendant possible une meilleure
approximation des conditions réelles de fonctionnement du systeme. La réduction de la surface
de l'espace paramétrique pour laquelle les exigences de stabilité et de performances sont ga-
ranties permet de diminuer I'indice de performance ~ obtenu. De plus la comparaison donnée
dans la derniere remarque fait apparaitre des indices de performance relativement proches, avec
cependant Yhinsyn < Ys0s. Ceci dénote I'introduction d’'un degré restreint de conservatisme par
la relaxation SOS matricielle.

Analyse fréquentielle

Afin d’évaluer les performances accomplies par le systéme asservi, il est utile de visualiser les
transferts fréquentiels réalisés au niveau du canal de performance. Comme nous avons effectué
une synthese 7, a un bloc, le transfert fréquentiel pertinent est celui de la fonction de sensibilité
en sortie :

Sy(s,p) = Tresep(s,p) = (I + (s, p) K (s5,p)) " (4.87)

Pour toute valeur figée du parametre p € S, la syntheése H, garantit : |IW;(s)25y(s, p)|lcc <
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7. Ceci équivaut a : 5(Sy(s, p)) < ﬁ(s),w > 0, ol & désigne la valeur singuliére max. La fonc-

tion de transfert #(S) représente le gabarit fréquentiel réalisé par la synthese H.

Les parties (a)-(b) de la figure 4.11 présentent les transferts fréquentiels réalisés, pour une
synthese sur les arcs de cercle et les rectangles paramétriques min-max pleins respectivement,
avec un coefficient de largeur nul v = 0. Les parties (c)-(d) et (e)-(f) sont obtenues de la méme
maniére pour des valeurs de v = 0.1 et v = 0.2. Dans chacune des figures présentées, la fonction
de sensibilité en sortie Sy (s, p) est comparée au gabarit fréquentiel pour trois valeurs effective-
ment atteintes par le vecteur de parametres : la valeur nominale p?¥, la valeur "basse" de I'arc de
cercle p™ = [py py p, p,]" etlavaleur "haute" de I'arc de cercle p" = [p, p, 73 74)". On remarque
par ailleurs que ces transferts varient trés peu d'un point de fonctionnement a un autre.

Analyse temporelle

Le prototype de robot médical Sinters, dont le modéle LPV examiné décrit le comportement
dynamique, est typiquement utilisé pour effectuer des déplacements de faible amplitude au ni-
veau des coordonnées cartésiennes X et Y de 'organe terminal, qui sont mesurées a ’'aide d’'une
caméra rapide. Ces déplacements sont effectués dans le but de compenser le mouvement car-
diaque du patient sur une petite surface de travail traitée par le chirurgien. Les résultats de
simulation et expérimentaux présentés dans le travail de thése de L. Cuvillon [Cuvillon06], ont
utilisé des correcteurs de type LTI/H, et prédictifs de type GPC (Generalized Predictive Control)
et ont considéré des espaces de travail d'une amplitude de l'ordre de 5 cm pour chacune des co-
ordonnées cartésiennes. L’apport de 'approche de synthése LPV/H, est de garantir la stabilité
et les performances sur un espace de travail plus large.

En adoptant une synthese LPV sur des domaines paramétriques de type arcs de cercle, les
réponses indicielles de la fonction de sensibilité en sortie S, (s, p), ol le vecteur de parametres
prend les valeurs figées p = pV, p = p™ et p = pM définies plus haut, sont affichées sur les
Figures 4.12, 4.13 et 4.14 pour les valeurs respectives v = 0, v = 0.1 et v = 0.2 du coefficient de
largeur de l'intervalle paramétrique. Les courbes situées sur la diagonale de ces figures montrent
un temps d’établissement de I'erreur de suivi de trajectoire ey de 'ordre de 0.2 s pour v = 0
et v = 0.1 et de 'ordre de 0.4 s pour v = 0.2. La diminution de la rapidité dans le dernier cas
correspond a un indice de performance v plus élevé. Les courbes non diagonales montrent un
découplage efficace des trajectoires dans les deux coordonnées cartésiennes. L'effet de couplage
augmente cependant avec la largeur du domaine paramétrique. La dégradation de la rapidité du
systéme et de l'efficacité du découplage lorsque le domaine de fonctionnement s’élargit, consti-
tue une illustration du compromis performance/robustesse, une propriété classique des systémes
asservis.

Par la suite, nous avons voulu tester l'efficacité de la loi de commande LPV pour une tache
typique effectuée par le robot au cours d'un fonctionnement réel. En nous inspirant des résultats
présentés dans [Cuvillon06], nous avons assigné a 'organe terminal une trajectoire de référence
opérationnelle de forme rectangulaire. Toutefois, des conditions de fonctionnement plus diffi-
ciles ont été imposés dans les résultats présentés ici : un espace de travail plus étendu, d’une
longueur de 10 cm dans les directions X, Y au lieu de 5 c¢cm et une vitesse de déplacement
dans le plan cartésien de 0.25 ms~! au lieu de 0.10 ms~!. La Figure 4.15 montre les résultats de
suivi d’une trajectoire cartésienne rectangulaire pour une synthese LPV avec v = 0 et v = 0.2,
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tandis que la Figure 4.16 affiche les domaines paramétriques effectivement atteints lors de cette
simulation. Le suivi temporel des trajectoires cartésiennes de référence est affiché dans la Figure
4.17 et I’évolution temporelle des parametres centrés 1;,¢ = 1,...4 est montrée dans la Figure
4.18.

Les résultats présentés ont permis d’améliorer les performances obtenues en utilisant des cor-
recteurs linéaires synthétisés dans [Cuvillon06] et permettent de valider I'approche de synthése
proposée.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exploré les potentialités offertes par les relaxations en sommes
de carrés matricielles pour I'analyse et la commande des systéemes LPV, dans le contexte applica-
tif des robots manipulateurs flexibles. En particulier, un modele LPV a dépendance paramétrique
polynomiale, permettant I'asservissement de la position terminale d’un robot flexible a été ex-
ploité. Un des avantages de la méthode d’analyse/synthése par relaxations SOS est la possibi-
lité de considérer des ensembles paramétriques semi-algébriques modélisés par des contraintes
polynomiales, voir rationnelles. En effet, comme cela a été souligné dans [Jibotean03], il est
également possible d’appliquer les relaxations en sommes de carrés a des contraintes de type
fractions rationnelles, aboutissant a des contraintes polynomiales de degré plus élevés que celui
des polynémes (numérateur et dénominateur) originaux.

Une large classe d’ensembles peut donc étre traité avec I'approche des relaxations, en ef-
fectuant si nécessaire une approximation rationnelle par la méthode de Padé par exemple, si
I'ensemble est délimité au départ par des contraintes analytiques plus complexes. L’analyse et
la syntheése en se basant sur une description étroite de I'espace paramétrique et par voie de
conséquence, de 'espace de travail réel du systéme, permet une réduction du conservatisme lié
a la garantie de stabilité et de performances sur des zones inatteignables par le systeme. Des
dépendances paramétriques irrationnelles des contraintes pourraient également étre gérées en
suivant une approche algorithmique similaire a celle développée dans [Papachristodoulou05]
pour les systémes non-linéaires irrationnels.
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FIGURE 4.11 — Transferts fréquentiels réalisés suivant la largeur et le type du domaine paramé-
trique : arcs de cercle a droite et rectangles pleins a gauche
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Conclusion générale

L'utilisation de matériaux légers et d’éléments de transmission élastiques constitue un des
axes d’évolution majeurs de la robotique de manipulation. Au niveau technologique, cette évo-
lution a permis la conception et I'intégration de capteurs et d’actionneurs dédiés peu encom-
brants qui permettent une mesure complete des variables décrivant ces systemes et la possibilité
d’une action extérieure directe sur ces variables. Au niveau logiciel, cette évolution a permis le
développement de stratégies d’estimation et de commande avancées, visant a améliorer la per-
formance, la robustesse et la sécurité du fonctionnement des robots déformables.

Les méthodes de commande non-linéaire de robots a segments flexibles disponibles dans la
littérature nécessitent souvent des calculs fastidieux dans I'étape de synthese et de calcul en
ligne de la loi de commande. De plus, 'analyse de stabilité, de performance et de robustesse
des systéemes non-linéaires est en général difficile et dépend fortement du type des fonctions
non-linéaires du modele. Parmi les différentes problématiques d’asservissement, celle du suivi
précis d’'une trajectoire opérationnelle demeure difficile et seules des solutions partielles y ont
été proposées. Soulignons enfin que la mesure entiere du vecteur d’état n’étant pas disponible,
seules des lois de commande par retour de sortie peuvent étre effectivement appliquées.

Dans le travail de thése exposé au sein de ce mémoire, nous avons approfondi les problémes
de modélisation dynamique et de commande avancée des systémes robotiques flexibles en adop-
tant le paradigme de la commande robuste, des systemes linéaires a parametres variants (LPV),
des relaxations convexes et de la programmation semi-définie (SDP).

Une partie importante du travail de recherche réalisé concerne la modélisation de ces sys-
témes sous forme de représentation d’état LPV, ainsi que la modélisation de I'espace de travail
sous forme d’ensembles semi-algébriques. Des résultats d’analyse de robustesse et de synthese
de correcteurs LPV avec garantie de performance en gain £, pour des robots a segments flexibles
ont été obtenus, aussi bien au niveau articulaire qu’opérationnel.

Pour réaliser un suivi de trajectoire dans I’espace articulaire, nous avons proposé des lois de
commande LPV par les méthodes suivantes :

— Dans le but de simplifier la dépendance paramétrique rationnelle, nous avons fait appel
a une modélisation LPV et une synthese de correcteur en utilisant le formalisme des sys-
temes singuliers.

— Afin de réduire le conservatisme et de pouvoir utiliser des fonctions de Lyapunov dé-
pendant des parametres (PDLF), nous avons utilisé des conditions LMI étendues qui im-

pliquent des variables matricielles structurées.
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En comparaison avec la méthode d’inversion de modele adaptée aux systemes flexibles, la
commande LPV s’est avérée plus robuste face aux incertitudes sur les parametres physiques, des
bruits de mesure sur les vitesses articulaires, ainsi que des couples d’excitation dans les hautes
fréquences.

Pour réaliser un suivi de trajectoire dans I'espace opérationnel, nous avons effectué une ana-
lyse robuste et une synthése LPV en utilisant des relaxations convexes en sommes de carrés ma-
tricielles de LMI dépendant des parameétres de maniére polynomiale. Un modele LPV identifié de
manipulateur flexible a été utilisé afin de valider 'approche proposée. Cette approche a 'avan-
tage de permettre une analyse et une synthese sur une diversité de domaines paramétriques
qui constituent des ensembles semi-algébriques décrits par des contraintes polynomiales. Nous
avons constaté qu'une approximation plus étroite de I'espace de travail effectif permet d’avoir
de meilleurs indices de performance, réduisant ainsi le conservatisme de I'analyse/synthese sur
des hyperrectangles paramétriques.

De nombreuses perspectives de recherche sont envisageables telles que :

— L’application de la méthodologie proposée a des systemes mécaniques plus complexes,
moyennant une obtention systématique de modéles LPV exploitables pour I'analyse et la
synthese de correcteurs.

— Une évaluation approfondie du conservatisme des méthodes proposées.

— La prise en compte des dynamiques des actionneurs et des capteurs de vision pour 'amé-
lioration des performances de suivi de trajectoire opérationnelle dans le cadre d’'un asser-
vissement visuel.

— La combinaison de la commande LPV avec d’autres méthodes de commande telles que
la commande prédictive MPC (Model Predictive Control) qui permet une gestion directe
des limitations sur les vecteurs de commande ou d’état, modélisant ainsi les contraintes
physiques du systeme.



Liste des publications

Chapitre d’ouvrage

[1] H. Halalchi, L. Cuvillon, G. Mercere, E. Laroche. Commande robuste des robots manipu-
lateurs a flexibilités structurelles. Dans M. Grossard, S. Régnier, N. Chaillet, "Structures
flexibles - Applications a la manipulation robotique multi-échelles", Hermes, Paris (a pa-
raitre).

Revue internationale avec comité de lecture

[2] H. Halalchi, E. Laroche, G.I. Bara. Flexible robot control using a Linear Parameter Varying
systems methodology. Soumis (2012).

Conférences internationales avec comité de lecture

[3] H. Halalchi, E. Laroche, G.I. Bara. A polynomial LPV appraoch for flexible robot end-effector
position controller analysis. IEEE Conference on Decision and Control and European Control
Conference, Orlando, FL, Etats-Unis, 2011.

[4] H. Halalchi, E. Laroche, G.I. Bara. Output-feedback LPV control strategies for flexible robot
arms. IFAC World Congress, Milan, Italie, 2011.

[5] H. Halalchi, G.I. Bara, E. Laroche. Observer-based controller synthesis for LPV descriptor sys-
tems using dilated LMI conditions. IEEE Multi-Conference on Systems and Control, Denver;
CO, Etats-Unis, 2011.

[6] H.Halalchi, G.I. Bara, E. Laroche. LPV controller design for robot manipulators based on aug-
mented LMI conditions with structural constraints. IFAC Symposium on System, Structure
and Control, Ancéne, Italie, 2010.

[7] H. Halalchi, E. Laroche, G.I. Bara. LPV modeling and control of a 2-dof robotic manipulator
based on descriptor representation. 11" Pan-American Congress of Applied Mechanics, Foz
do Iguagu, Brésil, 2010.

[8] H. Halalchi, G. Mahé, M. Jaidane. Revisiting quantization theorem through adiowatermar-
king. IEEE Conference on Acoustics, Speech and Signal Processing, Taipei, Taiwan, 2009.
(Hors theése).

153



154 Liste des publications

Conférences nationales avec comité de lecture

[9] H. Halalchi, E. Laroche, G.I. Bara. Analyse d’asservissement opérationnel pour manipulateurs
flexibles suivant une approche LPV polynomiale. Conférence Internationale Francophone
d’Automatique, Grenoble, France, 2012.

[10] H. Halalchi, E. Laroche, G.I. Bara. Contro6le LPV par retour de sortie pour les manipulateurs
flexibles. Journées doctorales du GAR MACS, Marseille, France, 2011.

[11] E. Laroche, G. Mercere, H. Halalchi. Modélisation et identification LPV d’un manipulateur
flexible. Journées Identification et Modélisation Expérimentale, Douai, France, 2011.

[12] H. Halalchi, G.I. Bara, E. Laroche. Commande LPV des robots manipulateurs avec matrice de
Lyapunov structurée. Conférence Internationale Francophone d’Automatique, Nancy, France,
2010.



Annexe A

Eléments d’algebre linéaire

A.1 Valeurs propres

Soit la matrice M € C™*". Un nombre A\ € C est appelé vecteur propre de M si il existe un
vecteur x € R™ vérifiant :

Mx =Mz (A.1)

Le vecteur x est alors appelé vecteur propre associé a la valeur propre .

Le calcul des valeurs propres se fait par 'intermédiaire de la résolution de I'équation caracté-
ristique suivante :

det(M — X) =0 (A.2)

A.2 Valeurs singulieres

Les valeurs singulieres o; d'une matrice M € C"*™ sont les racines carrées des valeurs
propres de la matrice M M, ott M est la matrice transposée conjuguée de M.

A.3 Rang et noyau d’une matrice

Le rang d’'une matrice M € C™*™, noté rang(M ), est son nombre maximal de lignes ou de
colonnes linéairement indépendantes.

— On dit que M est de plein rang en lignes si son nombre maximal de lignes linéairement
indépendantes est égal a sa dimension en lignes n.

— On dit que M est de plein rang en colonnes si son nombre maximal de colonnes linéaire-
ment indépendantes est égal a sa dimension en colonnes m.
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Annexe A. Eléments d’algébre linéaire

Le noyau d’'une matrice M € C™*™, noté ker(M ), est défini par 'ensemble des vecteurs dont
I'image par I'application linéaire associée a la matrice M est nulle.

ker(M)={X e C": MX =0}

A.4 Produit de Kronecker

(A4)

Le produit de Kronecker de deux matrices A € R"*™ et B € RP*?, noté A ® B, est une

opération définie de la maniére suivante :

anB algB

M=A®B=

anl B angB

almB

anm B

(A.5)

ou les a;;, i = 1..m, j = 1...m, sont les composantes de la matrice A. La matrice M est de

dimension n.p x m.q.



Annexe B

Lemmes usuels en commande robuste

B.1 Lemme du complément de Schur

Lemme B.1. Soit la matrice partitionnée M € R+ *("+m) syivante, ot A € R™ " est une ma-
trice inversible :

M = (B.1)

Le complément de Schur de la matrice M par rapport a A est alors défini par :

M/A=D—-CA™'B (B.2)

De méme, si la matrice D € R™*™ est inversible, le complément de Schur de la matrice M par
rapport a D est défini par :

M/D=A—-BD™'C (B.3)

B.2 Lemme de projection

Lemme B.2. Soit une matrice symétrique ¥ € R™*™ et deux matrices P et () de dimension en
colonne égale a m. Considérons le probléme de trouver une matrice © de dimension appropriée
satisfaisant :

¥+ PTeTQ +QTeP <0 (B.4)

Soient Wp et W des matrices dont les colonnes forment des bases des noyaux des matrices P
et Q. La matrice © est une solution de (B.4) si et seulement si :

{ngywp <0 ®5)

WEUWq <0
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B.3 Lemme de Finsler

Lemme B.3. Soit x € R”, Q = Q7 € R™", B € R™*" telle que rang(B) < n. Les propositions
suivantes sont équivalentes :

1. 27Qx < 0, pour tout x # 0 vérifiant Bx = 0.
2. NLQNg < 0.

3. 3peR:Q—uBTB <0.

4. 3X eR™™:Q+ XB+BTXT <.

olt Np est une base de ker(B), le noyau de la matrice B.
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Résumé

Titre : Commande linéaire a parameétres variants (LPV) des robots manipulateurs flexibles

Les robots flexibles sont de plus en plus utilisés dans les applications pratiques. Ces ro-
bots sont caractérisés par une conception mécanique légere, réduisant ainsi leur encombrement,
leur consommation d’énergie et améliorant leur sécurité. Cependant, la présence de vibrations
transitoires rend difficile un controle précis de la trajectoire de ces systémes. Cette theése est
précisément consacrée a l'asservissement en position des manipulateurs flexibles dans les es-
paces articulaire et opérationnel. Des méthodes de commande avancées, basées sur des outils
de la commande robuste et de l'optimisation convexe, ont été proposées. Ces méthodes font
en particulier appel a la théorie des systemes linéaires a parameétres variants (LPV) et aux in-
égalités matricielles linéaires (LMI). En comparaison avec des lois de commande non-linéaires
disponibles dans la littérature, les lois de commande LPV proposées permettent de considérer
des contraintes de performance et de robustesse de maniére simple et systématique. L’accent est
porté dans notre travail sur la gestion appropriée de la dépendance paramétrique du modele
LPV, en particulier les dépendances polynomiale et rationnelle. Des simulations numériques
effectuées dans des conditions réalistes, ont permis d’observer une meilleure robustesse de la
commande LPV par rapport a la commande non-linéaire par inversion de modele face aux bruits
de mesure, aux excitations de haute fréquence et aux incertitudes de modéle.

Mots-clés : Robots manipulateurs flexibles, commande robuste, systémes LPV, inégalités
matricielles linéaires (LMI), programmation semi-définie (SDP), commande H,,, optimisation
convexe.

Abstract

Title : Linear Parameter Varying (LPV) control of flexible robotic manipulators

Flexible robots are becoming more and more common in practical applications. This type
of robots is characterized by the use of lightweight materials, which allows reducing their size,
their power consumption and improves their safety. However, an accurate trajectory tracking of
these systems is difficult to achieve because of the transient vibrations they undergo. This PhD
thesis work is particularly devoted to the position control of flexible robotic manipulators at
the joint and end-effector levels. Advanced control methods, based on some tools of the robust
control theory and convex optimization, have been proposed. These methods are based on the
theory of Linear Parameter Varying (LPV) systems and Linear Matrix Inequalities (LMI). Compa-
red to some nonlinear control laws available in the literature that involve model inversion, the
proposed LPV control laws make it possible to consider performance and robustness constraints
in a simple and systematic manner. Our work particularly emphasizes on the appropriate mana-
gement of the parametric dependence of the LPV model, especially the polynomial and rational
dependences. Numerical simulations carried out in realistic operating conditions have shown
a better robustness of the LPV control compared to the inversion-based nonlinear control with
respect to measurement noise, high frequency inputs and model uncertainties.

Keywords : Flexible robots, robust control, LPV systems, Linear Matrix Inequalities (LMI),
semidefinite programming (SDP), H,, control, convex optimization.



