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Introduction

Dans ce travail de these nous étudions 'importance des effets relativistes induits par une impulsion
laser ultra-breve et intense dans le domaine de la matiére condensée. L’utilisation d’impulsions laser
femto-seconde (107'%s) permet d’étudier I'interaction rayonnement-matiere & des échelles de temps
ultra-courtes et d’énergies lumineuses élevées. On cherche a savoir, si dans de telles conditions, les
effets relativistes impliquant des champs externes dependant du temps, conduisent & une modifica-
tion conséquente des propriétés macroscopiques des phases solides, et en particulier des propriétés
magnétiques. On appelle effet relativiste en matiere condensée, les termes correctifs issus de la rela-
tivité restreinte qui comportent le facteur 1/c dans les opérateurs hamiltoniens. En faisant tendre ¢
vers l'infini on retrouve le hamiltonien usuel de Schrédinger-Pauli. La correction relativiste la plus
connue est 'interaction spin-orbite; elle joue un réle important dans les propriétés électroniques et
magnétiques des solides.

Des expériences récentes [8] ont mis en évidence une désaimantation cohérente de films ferromagnétiques
de Ni et de CoPt3 par une impulsion laser excitatrice de 48 fs. Les phénomeénes observés s’étendent
sur une dizaine de femto-seconde et ”suivent” I'impulsion laser : 'effet est dit cohérent avec le champ
électromagnétique. Ces observations sont a différencier de la désaimantation incohérente, observée
a des temps plus longs (de 'ordre de la centaine de fs). Les mécanismes physiques conduisant a
la perte d’aimantation d’un corps ferromagnétique font I'objet d’intenses recherches depuis une quin-
zaine d’années et ne sont toujours pas clairement compris & I’heure actuelle. Les phénomenes cohérents
observés constituent une approche nouvelle pour étudier la dynamique d’aimantation induite par I’im-
pulsion laser dans les toutes premieres femto-seconde. Le développement prochain de la spectroscopie
pompe-sonde atto-seconde (10718s) dans le domaine de la matiére condensée permettra une étude
beaucoup plus précise des processus d’interaction aux temps ultra-courts. Cette perspective suggere
de considérer la variation temporelle de la source excitatrice comme un parametre a part entiere.

Les études expérimentales de la dynamique d’aimantation reposent sur les effets Kerr et Faraday
magnéto-optiques résolus en temps. Ils permettent une étude indirecte de la dynamique d’aimanta-
tion par une mesure des grandeurs magnéto-optiques (rotation, ellipticité) du faisceau laser apres
interaction avec I’échantillon. Dans les ferromagnétiques, 1’origine microscopique de 'effet Faraday est
attribuée a l'interaction spin-orbite [61]. Les auteurs de la publication [8] ont proposé un mécanisme
d’interaction relativiste entre les spins et le champ électromagnétique du laser pour expliquer les ef-
fets cohérents observés. Ainsi, 'effet magnéto-optique observé pourrait étre attribué a une interaction
spin-orbite impliquant le champ électrique de I'impulsion laser. Cette experience constitue donc un
exemple concret pour juger de la pertinence des effets relativistes, induits par un champ externe
dépendant du temps.

Un des objectifs de ce travail est de développer des outils théoriques qui puissent décrire le com-
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portement de la matiere soumise a des impulsions électromagnétiques ultra-breves et intenses. Il est
important de comprendre quels sont les mécanismes physiques qui prédominent dans de telles condi-
tions. Une étape clé dans la compréhension de ces processus, passe par la mise en place d'un modele
théorique qui soit capable d’incorporer l'interaction spin-orbite. Le but final est de pouvoir compa-
rer 'importance du phénomene induit par le champ externe dépendant du temps, de celui créé par
I’ensemble des constituants du solide. Il nous parait également essentiel de replacer ces phénomeénes
dans leur contexte expérimental. Ainsi, ’étude menée dans cette these est développée selon deux
axes. Le premier concerne 1’étude fondamentale et exploratoire de I'aspect relativiste de 'interaction
rayonnement-matiere dans un cadre dépendant du temps. Le deuxieme axe, plus proche de la réalité
expérimentale, est consacré aux phénomeénes magnéto-optiques et de désaimantation ultra-rapide.

La théorie relativiste de ’électron de Dirac constitue I'outil le plus fondamental pour décrire le spin
et les aspects relativistes de l'interaction rayonnement-matiere. L’équation de Dirac dans sa forme
initiale, contient les degrés de liberté de 1’électron mais aussi de son anti-particule, le positron. La dia-
gonalisation du hamiltonien de Dirac (séparation de la matiere et de Panti-matiere) permet d’obtenir
les opérateurs hamiltoniens de ’équation habituelle de Schrédinger. Cette opération peut-étre réalisée a
laide de la transformation de Foldy-Wouthuysen (TFW). Ce développement est généralement réalisé
au second ordre en 1/m et permet de faire apparaitre l'interaction spin-orbite [3, 4]. Nous avons
découvert dans [12] une TFW du hamiltonien de Dirac réalisée au troisitme ordre en 1/m contenant
des élements impliquant un couplage entre le spin et la dérivée temporelle du champ électrique. Ce
résultat ne peut étre occulté dans une problématique ou ’aspect temporellement variable du champ
est un parametre a prendre en compte. Ainsi, dans le premier chapitre, on propose de diagonaliser le
hamiltonien de Dirac en présence d’un champ externe dépendant du temps jusqu’au cinquieme ordre
en 1/m. On cherche & voir si cette procédure permet d’obtenir d’autres couplages entre les degrés de
liberté de spin et le champ électromagnétique dépendant du temps.

Une fagon plus juste pour décrire la réalité est de considérer le probleme a deux électrons qui est
la premiere étape vers la description du solide. Le hamiltonien d’interaction doit étre du second ordre
en 1/m pour étre cohérent avec le hamiltonien monoélectronique contenant I'interaction spin-orbite.
Un tel hamiltonien existe, c’est le hamiltonien de Breit-Pauli. Il est obtenu en prenant la limite non re-
lativiste du hamiltonien d’interaction quantique relativiste de Breit [10]. C’est un outil trés performant
car il introduit naturellement le couplage spin-orbite, le couplage spin-autre-orbite et les interactions
dipolaires entre les charges et les spins. La séparation de la matiere et de I’antimatiere qui conduit au
hamiltonien de Breit-Pauli au second ordre en 1/m est généralement obtenu en ’abscence de champ
externe [19, 16, 17]. Nous proposons de regarder dans le second chapitre, si la diagonalisation du
hamiltonien d’interaction de Breit en présence d’un champ électromagnétique dépendant du temps
apporte des modifications sur le hamiltonien de Breit-Pauli. Compte tenu de I'influence apportée par
le champ externe dans le cas & un électron, on réalise la procédure jusqu’au troisieme ordre en 1/m.

Il faut ensuite étudier 'impact des corrections relativistes pour un grand nombre de particules. 11
est plutot difficile d’incorporer les effets relativistes a ’ensemble d’une phase condensée car il s’agit
d’un probleme de physique du solide. La théorie des bandes d’énergies permet d’expliquer la plupart
des propriétés macroscopiques des matériaux, mais on imagine la difficulté d’obtenir une structure de
bande a partir de 'ensemble des termes correctifs et d’en étudier la modification par un champ externe
dépendant du temps. Ainsi, pour décrire la matiere de la fagon la plus simple possible, on considere
par exemple un systeme de N électrons en interaction. Ce concept abstrait peut toujours étre utile
pour décrire un gaz d’électrons polarisés en spin dans les solides ou les plasmas. Dans le troisieme
chapitre, on cherche a développer une théorie de champ moyen incorporant tous les effets relativistes
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du second ordre en 1/m, qui soit auto-cohérente avec les équations macroscopiques de Maxwell. Un
tel modele permettrait de réaliser des simulations numériques pour comparer les effets induits par le
champ externe de ceux produits par les particules constituantes du solide.

Les interactions microscopiques que ’on cherche a décrire se rattachent macroscopiquement aux do-
maines de la magnéto-optique et de la désaimantation ultra-rapide. La désaimantation des systémes
ferromagnétiques par une impulsion laser femto-seconde a été découverte en 1996 par Jean-Yves Bi-
got et son équipe [34]. Elle représente aujourd’hui un domaine de recherche important, tant sur le
plan théorique qu’expérimental. L utilisation d’impulsions ultra-breves et intenses permet d’atteindre
les régimes de l'optique non-linéaire. L’énergie déposée est suffisamment importante pour pertur-
ber fortement les charges et les spins et induire une modification de I’aimantation. Les mécanismes
physiques responsables de cette perte d’aimantation n’ont pas été établis a ce jour. Les expériences
d’effets cohérents mises en oeuvre dans [8] apportent des renseignements intéressants sur les processus
d’interaction rayonnement-matieére aux temps ”ultra-courts”. Pour comprendre ’ensemble de cette
thématique, on essaye d’aborder ces sujets a partir du concept de base de la magnéto-optique : les
effets Kerr et Faraday. Ces derniers permettent une mesure de la composante anisotrope du tenseur
de succeptibilité d’un matériau, qui est une grandeur proportionnelle a ’aimantation. D’un point de
vue de la physique classique, cette anisotropie s’explique par la déviation des charges électroniques par
le champ moléculaire de Weiss du matériau ferromagnétique [57]. En mécanique quantique, la source
d’anisotropie est attribuée & l'interaction spin-orbite [60, 61, 66]. Il nous parait important de rappeler
ces points clés de magnéto-optique linéaire dans le quatrieme chapitre, afin de définir un cadre pour
discuter de deux expériences pertinentes présentées dans [8] qui s’inscrivent dans le domaine de la
magnéto-optique non-linéaire cohérente.

La premiere expérience est une expérience de Faraday dans des régimes non-linéaires. Elle présente
une évolution non-linéaire des grandeurs magnéto-optiques en fonction de I'intensité déposée par 'im-
pulsion laser sur des échantillons ferromagnétiques de nickel et de CoPt3. La réponse magnéto-optique
est décrite par la différence de phase entre les modes circulaires droit (+) et gauche (—) composant
le signal lumineux qui traverse la matiere. Cette théorie d’optique linéaire ne peut pas étre utilisée
dans le cadre de [8] car elle ne comporte aucune information sur I’aspect non-linéaire de Uinteraction.
Dans le cinquieme chapitre, on propose donc d’aborder ce phénomene en déterminant une expression
mathémathique pour décrire les indices optiques circulaires d’un milieu non-linéaire et anisotrope,
afin de modéliser I'expérience précédente pour ’échantillon de Ni (plus simple que CoPt3) & laide de
modeles classiques simples. Il est par exemple important de comprendre quelle est la part respective
de la contribution des charges et de 'aimantation dans le phénomeéne non-linéaire observé.

La seconde expérience exposée dans [8] présente un signal de réponse magnétique en cohérence tem-
porelle avec I'impulsion laser excitatrice (48 fs). C’est un résultat nouveau concernant le phénomene
de désaimantation ultra-rapide aux temps courts. Ce phénomene de controle de 'aimantation par la
lumiere constitue une problématique nouvelle dans le domaine du femtomagnétisme. La complexité
et la diversité des mécanismes physiques générant 1’ordre des matériaux ferromagnétiques permettent
d’envisager de nombreuses explications pour décrire la désaimantation cohérente. Les auteurs de [8]
ont proposé que l'origine microscopique de ce phénomene cohérent provienne de l'interaction rela-
tiviste entre les spins et le champ électromagnétique du laser. Dans le dernier chapitre on tente de
définir un cadre pour étudier la désaimantation cohérente. Les pistes sont multiples et le sujet ne sera
évidement pas épuisé dans ce travail. On essaye donc, dans une premiere approche, d’incorporer de
fagon cohérente les corrections relativistes a des modeles magnétiques simples et de regarder quelles
modifications elles peuvent apporter.
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Chapitre 1

Dynamique quantique relativiste a
une particule

Le premier chapitre traite de l'interaction entre les degrés de liberté du spin électronique et un
champ électromagnétique dépendant du temps. Cette étude fondamentale s’inscrit dans la thématique
de recherche sur la désaimantation ultra-rapide des systemes ferromagnétiques par des impulsions laser
femto-secondes. On présente en section (1.1) la théorie relativiste de 1’électron de Dirac. Le formalisme
employé y décrit le comportement du spin de fagon tres performante mais a condition d’accepter
I'existence d’une anti-particule. On montre comment la séparation de la matiere et de I'anti-matiere
permet de retrouver 1’équation de Schrodinger et de prédire l'existence de corrections relativistes.
Cette opération peut étre réalisée a l'aide de la Transformation de Foldy-Wouthuysen (TFW) qui est
Pobjet de la section (1.2). La TFW permet de développer le hamiltonien transformé en puissance
de l'inverse de la masse; on réalise cette procédure de calcul jusqu’au cinquiéme ordre en 1/m. La
section (1.3) est consacrée a une étude compléte du hamiltonien transformé au troisieme ordre en
1/m dans laquelle apparait une systématique mathématique gouvernant 'interaction du spin avec le
champ électromagnétique. On montre dans la section (1.4) que cette systématique se confirme pour
les opérateurs du quatrieme et cinquiéme ordre en (1/m) ce qui nous ameéne & postuler une équation
générale décrivant l'interaction directe entre le spin et un champ électromagnétique dépendant du
temps. Il apparait de cette étude que ces corrections relativistes impliquant le spin sont d’autant plus
importantes que la variation temporelle du champ électromagnétique est rapide. La section (1.5) est
consacrée aux équations du mouvement afin d’obtenir des informations sur la dynamique électronique
en présence d’une impulsion lumineuse ultra-rapide.

1.1 Equation de Dirac
« Dieu n’existe pas, et Dirac est son prophete. »
Wolfgang Pauli

L’équation de Dirac permet une description quantique et relativiste des fermions. Postulée en 1928 par
le britannique Paul Adrien Maurice Dirac, elle est invariante sous la transformation de Lorentz, admet
une interprétation probabiliste de la fonction d’onde, contient naturellement les degrés de liberté
de spin et parvint & prédire I'existence d’une anti-particule (le positron). On tente ici de présenter
les bases de la génese de la théorie relativiste de I’électron. Il existe de nombreux ouvrages traitant
du sujet dans tous ses détails [2], [19], [3], [4], [5], [12], [7]... Nous nous limiterons ici aux résultats
pertinents dans le cadre de ’étude en matiere condensée c’est a dire 'importance du couplage entre
le spin électronique et le champ électromagnétique dans la limite non-relativiste.
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1.1.1 Electron libre
Equation de Klein-Gordon

Une des premieres tentatives d’obtention d’une équation d’onde relativiste est résumée de la maniere
suivante. Les principes de correspondance de la mécanique quantique (définition des opérateurs im-
pulsion et énergie) sont utilisés dans l'expression de I’énergie d’une particule relativiste :

p — —ihV

0
B2 = p202 T om2c,

Cette substitution permet de construire une équation différentielle du second ordre régissant
I’évolution d’une fonction d’onde ¥(r,t), équation dite de Klein-Gordon :

1 02 m?2c?
(A — CQat2> \I](I'7t) = h2 \I/(r,t)

On peut montrer que cette équation est invariante sous la transformation de Lorentz et sa résolution
en termes d’ondes planes conduit a des solutions d’énergie positive et négative. Cependant elle est
inapropriée a 1’étude des fermions de spin demi-entier et n’admet pas une interprétation probabiliste
satisfaisante de la fonction d’onde. Pour plus de détails, on pourra regarder les références mentionnées
précédemment.

Equation de Dirac

L’idée de Dirac est de formuler une équation de type Schrodinger ne contenant que des opérateurs
différentiels du premier ordre. Il postule I'existence de deux operateurs « et (3, le premier lié a
I’énergie cinetique de la particule, le second a ’énergie de masse :

0
I{\I/(I'7 t) = Zha@(f, t)
H = ca-p+mcp. (1.1)

Les opérateurs a et 3 sont determinés en imposant que le carré du hamiltonien soit équivalent a
Iexpression du carré de ’énergie relativiste :

H? = (co-p+mc?B)(ca-p+mc®p)
= Capioupr +mc(qipiB + Bagpy) +m?ct B

2
C
= S {ow cnlpipk + me*{oy, BYpr, + m*c*B?
= p2c2 + m2ct.

Une identification membre & membre des termes des deux expressions impose que les opérateurs soient
anti-commutants et de carré egal a un :

{Oéi,Oék} = 2613
{aivﬁ} = 0
g2o=1

La solution mathématique de ce systeme donne des matrices complexes de dimensions 4k x 4k avec
k un entier. Une démonstration rigoureuse est realisée en annexe B de ouvrage [12]. Le cas k = 1
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donne les matrices contractées suivantes en bloc 2 x 2 :

a=(27) 5=(o %)

avec o 'opérateur matriciel 2x2 représentant les matrices spinorielles introduites pour la premiere
fois par Wolfgang Pauli. On note ici quelques formules et propriétés des matrices de Dirac et de
Pauli qui nous seront utiles par la suite :

(a@-A)(a-B)=(A-B)+iZ- (AAB)

(0-A)(oc-B)=(A-B)+ioc-(AAB) (o 0
oA , 2_(0 U). (12)
S=daAra

Particules et Anti-particules

La résolution de 1’équation de Dirac (1.1) fait également apparaitre deux types de solution, 1'une
d’énergie positive, 'autre d’énergie négative. Dirac attribua a 1’électron de charge élémentaire —e la
premiere solution et interpréta plus tard la deuxiéme comme étant associée a une particule de masse
identique a 1’électron mais de charge +e qu’il baptisa positron. Cette prédiction fut vérifiée en 1932
lorsque Carl Anderson découvrit dans des gerbes de rayons cosmiques une particule ayant les mémes
caractéristiques que 1’électron mais spiralant dans un sens opposé en présence d’un champ magnétique.
On peut lire dans la correspondance de Dirac & Bohr : It seems reasonable to assume that not all the
states of negative energy are occupied, but that there are a few vacanvies or “holes”. Such a hole, which
can be described by a wave function, like an X-ray orbit, would appear experimentally as a thing with
+E energy, since to make the hole disappear (i.e to fill it up) one would have to put —E energy into it. .

Les matrices du hamiltonien de Dirac étant de type 4x4, la fonction d’onde est un vecteur d’état a
quatre composantes ou bispineur. Les composantes représentent les états de spin up et down de
I’électron et du positron :

\Ijl(ra t) T e

_ | Ya(rt) | _ [ le

wir,t) = \Ilj(r,t) T 1et
\114(1‘, t)) l 6+

La structure non diagonale de la matrice v en bloc 2x2 suggere cependant de décrire la fonction
d’onde ¥(r,t) comme deux entités & deux composantes u(r,t) et v(r,?) :

_ [ ulx,?) _( Te _(1ef
qj(r’t)_<v(r,t) ) u(r,t)—(le ), U(r’t)_(le+
avec u(r,t) le spineur électronique dit des grandes composantes et v(r,t) le spineur positronique
dit des petites composantes.

Montrons comment obtenir les deux solutions bispinorielles W et W_ et leur liens avec les petites et
grandes composantes. La projection de Pequation (1.1) sur le sous-espace vectoriel de dimension deux
conduit & un systeme d’équations différentielles couplées pour les fonctions d’onde de ’électron et
du positron :

5 . Ou(r,1)
c(o-p)u(r,t) + mcu(r,t) = ik T
c(o - p)u(r,t) — mc?v(r,t) = ihav(r’t).

ot
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A travers cette description les deux particules apparaissent comme indisociables. Dans le cas stationnaire
d’une particule libre la regle de correspondance concernant 1’énergie (E — —ihd;) permet de sim-
plifier le systéme précédent et de former le déterminant séculaire pour les coordonnées u(r) et v(r)
notées ici u et v par soucis de simplification :
c(o - p)v+mc*u = Eu (mc? — E) c(o-p)
2 <~ 2 == 0
c(o-p)u —mc*v = Ev c(o-p) —(mc*+E)

En utilisant la relation (o - p)(o - p) = p-p = p? on aboutit aux deux solutions possibles pour
Iénergie :
E = ++/p2c® + m2ct.

Du systeme d’équations précédent on peut exprimer w en fonction de v et v en fonction de u selon :

w = —dop
(—=mc2 + E)
v MU (1.3)

Cette astuce permet d’obtenir les bispineurs d’énergies positive et négative en fonction exclusivement

des composantes u et v :
u u
v, = ( ) = c(o-p) E>0
v (ch-iI-)E)u

u clop)
v = ( ) = (=mc*+E) E <0. (1.4)
v v

On verra dans la section (1.1.3) comment ¥ (¥_) est associé & I'électron (positron) dans la limite
non relativiste.

Equation de conservation

En mécanique quantique non-relativiste, la définition de p = UTW comme étant la densité de proba-
bilité de présence de la particule permet, en utilisant 1’équation de Schrodinger de définir une densité
de courant de probabilité de présence j satisfaisant une équation de conservation (ou de continuité) :

9p o

Il existe un analogue dans la théorie relativiste de I’électron de Dirac qui maintient cette interprétation
probabiliste. Dérivant p par rapport au temps et utilisant ’équation de Dirac :

op 0w oul
a - Vet el
1 1
= —UHV - —(HD)w
ih m( )

= %\I/T(—ihca -V +mc?p)v — %[(—ihoa -V +mc?3) 0]
(3 (3

= —Ula VU - VI . al

= V- (cUal)

= -V
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On retrouve bien 1'équation de conservation (1.5) & condition de définir la densité de courant de
probabilité selon :
ji=cUiaU. (1.6)

Covariance relativiste

Un autre point important réside dans le fait que le formalisme de ’équation de Dirac est compatible
avec la relativité restreinte telle que mathématiquement décrite par la théorie de Lorentz, Poincaré et
Einstein. On propose ici de mettre en évidence la forme dite manifestement covariante de I’équation
de Dirac en introduisant un formalisme quadri-dimensionnel. Le point de départ est I’équation de
Dirac (1.1) que 'on multiplie & gauche par 3 et que l'on divise par ¢ puis on regroupe les dérivées
premieres par rapport a l’espace et au temps :

0
(—ihﬁa -V — zhga + mc) U(r,t) = 0.
On utilise ensuite la notation quadri-dimensionnelle 9, = (V,0.) = (94, 9y, 0, 0ct) avec les coor-
données spatio-temporelles (z,y, z,ct) qui deviennent (1,2,3,4). On définit également les matrices

gl
P =—ipa® k=1,2,3
yi=-2

qui permettent d’écrire ’équation de Dirac libre sous sa forme manisfestement covariante
me
(waﬂ + ?) U(r,t) = 0. (1.7)
Remarques

— La covariance relativiste n’est en réalité assurée que si lors d’'un changement de référentiel ga-
liléen R & un autre référentiel galiléen R’ I’équation (1.7) garde une forme identique du type :
(740, + ) W (x',t') = 0, ot 9, = LD, et W'(x',t') = S(A)U(r,t) avec A et S(A) les matrices
de Lorentz. Ce point important est discuté en détail dans [12].

— La forme covariante de I’équation (1.7) est un point de départ important en physique théorique
qui permit des avancées considérables en électrodynamique quantique et en physique des parti-
cules.

1.1.2 Electron en interaction avec un champ électromagnétique

On présente I'équation Dirac d’un électron en présence d’un champ électromagnétique exterieur
quelconque. Le champ est décrit de maniere classique. Il est représenté par les potentiels scalaire ®(r, t)
et vecteur A(r,t). La modification des opérateurs impulsion et énergie est décrite par les substitutions
suivantes (e < 0) :

P — P-—ecA(ri)
H — H+e®P(r,t)).
L’équation d’évolution d’un bi-spinneur en présence d’un champ externe s’écrit alors :

_ha\ll(r,t).

(co- (p — eA(r,t)) + me?B 4 e®(r, 1)) ¥(r,t) =i Y (1.8)

Couplage minimal et invariance de jauge
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On doit vérifier que ’équation (1.8) est invariante de jauge car le choix des potentiels scalaire
et vecteur n’est pas limité a un unique couple. Par ailleurs une transformation de jauge introduisant
d’autres potentiels A’ et ®’entraine une modification de la phase 6 de la fonction d’onde. Il existe
alors une condition qui lie ces trois grandeurs : le couplage minimal. Pour le montrer on réalise les
transformations de jauge suivantes :

A(r,t) — Al(r,t) = A(r,t) + Vf(r,t)
of(r,t)
ot

U(r,t) — W(r,t)=e?TDu(r,t).

O(r,t) > (r,1) =0(r,t) -

Ces grandeurs sont substituées dans ’équation (1.8) ce qui donne :

1 2 N,/ . o'
(ca- (p—eA’)+mc '+ D)V = zhat
) ) ié\p
co-(p—e(A+Vf)+m?B+e @—g O = ihg.
ot ot
On fait agir les opérateurs V a gauche et 0; a droite :
R4
(ca~ (p— eA — eV f) — ciha - Vi9+m62ﬁ+e<1>—eg{) e = ihe' (% gf)
(ca~(p—eA)—|—mczﬁ+e<I>+[—eca~Vf+cha~V9]+{ ])
On retrouve bien I’équation (1.8) & condition de poser chicx - VO = ecar - V f et 8f = h‘% conduisant

af= ';’9 L’équation de Dirac en présence d’un champ externe est donc 1nvar1ante sous l'action des
transformations de jauge :

A(r,t) — A'(r,t) = A(r,t) + Vg@(r,t)

(I)(I‘, t) — (I)’(nt)) — ‘I)(I',t) . Zagg;; t)

U(r,t) — W(r,t)=eCDU(r,t).

Covariance relativiste

On présente le cas en interaction sous sa forme manifestement covariante. L’équation (1.8) est multi-
pliée a gauche par 3 et divisée par hic :

% (ca - (—ihV — eA(r,t)) — ih% +me?B + e(I)(r,t)) U(r,t) =0
(—zﬁa A\ ZQ% - %(ﬁca A(r,t) — BP(r,t)) + n;c) U(r,t) =0 ,

ce qui permet d’introduire la notation quadri-dimensionnelle utilisée dans la section précédente =
(Oks 0ct) et v = (v*,7*) = (—ifa*, —L3) en y ajoutant celle des potentiels électromagnétiques
A, = (Ak, —%) pour obtenir I’équation sous sa forme covariante :

(w (au - i;_:A#> + ”;f) U(r, 1) = 0. (1.9)
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Remarque esthétique : on peut aussi présenter une forme alternative de I’équation (1.9) en la
portant au second ordre [4]. On donne ci-dessous quelques propriétés utiles :

,Y/L,yy _ g/LV — ot
1 0 0 o0
1 1 0 -1 0 0
wyo VR py _ v uy _
o - g 22 [7 )Y ] 2 (U g )a g 0 0 -1 0 (110)
0o 0 0 -1
Pour obtenir une équation différentielle du second ordre, on applique I’opérateur ('y“ (6 — g H) — %)

a I'équation (1.9) ce qui donne compte tenu des propriétés (1.10) :

v ie e m?2c?
(,Yu ( A#> (ayhAy> . >\1/0
e ) ie e m2c?
—i0 5' 7EA‘U' 3VfEAy 7? =0
2. .
ie T, » e
hAH) 5(0’“ — 'u) (3H — ﬁAu> ( > ) = 0
. 2. ) .
<<8u - Z;Au> - %aw [(au - Z;A#> : (au - Z;Au)] mhz ) v = 0. (1.11)

En utilisant les relations de commutation [4,, A,] = [0,, ] = 0, le commutateur de ’équation (1.11)
se réduit au tenseur électromagnétique £, = 9,A, — 0, A, et I'on obtient :
e > e uw m?2c?
au - %AM + 50’ FHV - ? v =0. (112)

Le terme d’interaction rayonnement-matiere o#* F},, peut aussi s’écrire dans une représentation com-
plexe impliquant les matrices de Dirac et les champs électromagnétiques :

0" F,, = (ia-E+ o - B).

Cette forme complexe (iE,B) peut se retrouver lorsqu’on écrit les équations de Maxwell dans un
formalisme de Dirac (voir Annexe Equations de Mazwell dans le formalisme de Dirac).

Equations dynamiques

On présente ici les équations d’évolution des opérateurs position et impulsion au cours du temps. Pour
une fonction d’onde ¥ dont ’évolution est régie par le hamiltonien H = ca - (p — eA) + mc?3 + e®,
la dérivée totale par rapport au temps de la valeur moyenne X =< U | X | ¥ > d’une observable
quelconque X est donnée par ’équation d’Ehrenfest :

dX ) aX
H X+ — 1.13
- h[ I+ (1.13)
Ainsi pour Pobservable position r, tenant compte du fait que [3,r] = [A,r] = [®,r] = 0, Papplication
de la relation d’Ehrenfest donne :
J . .
C= Ll + 5 = e o]

dat ~ h ot h
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On utilise ensuite la relation [AB, C] = [A, C]B + A[B, C|] pour calculer le commutateur
Z[Oéipnﬂﬁj]ej = Z (lois zj]piej + ilpi, z5le;)

v L
—ih E oziejéij = —ih E o e; = —ihao.
i i

[ p, ]

La dérivée au cours de temps de la valeur moyenne de la position permet d’obtenir une correspondance
pour la vitesse moyenne en formalisme de Dirac :

dr i

E:ﬁ[ca-p,r]:ca =<v> (1.14)
Remarque :
Comme les valeurs propres de a sont +1, les valeurs propres de 'opérateur vitesse sont +c.

Pour l'observable impulsion la relation (1.13) conduit a :

d i 0
G(P—eA) = Z[H (p—eA)+ 5 (p—cA)
) el 0A
= }TL[Hap] - E[Hv Al - o
eic el eic 0A
= —?[a -A,p]+ ﬁ[q%l)] - ?[Q'PaA] marrs
) ) A
= —% ihOzi ([A“ Vj]ej + [v“ Aj]ej) + %(—Zh)[(b, V] - 6%, (115)

ij
ou on a utilisé les relations suivantes :

[ p, Al =3 oipi, Ajes] = —ih } ;5 il Vi, Ajle;
[ A, p] =3l Ai pjes] = —ih y ;5 ailAi, Vjle;

Les commutateurs peuvent étre transformés par application sur une fonction d’onde ¢, par exemple
pour le premier :

[Ai, Vil = (AiV; = VAo = Ai(V;d) — V;(Aid)
= Ai(V;0) = (VjA)p — Ai(Vj¢) = =(V;A).

De la méme maniére on montre que [V;, A;l¢ = V;A4;¢ et que [®,V]p = —(VP)¢ ce qui permet
d’écrire (1.15) selon :

d 0A
T(p—cA) = ¢ <V<I> - 8t> +ec%:oz1: (VjAi = Vid;j)e;
= e(E4+acAB).

On reconnait la force de Lorentz et ’équation traduit le principe fondamental de la dynamique si on
applique la correspondance (1.14) < v >= ca :

%(p—eA)Ee(E+<v>/\B). (1.16)
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1.1.3 Limite non-relativiste

Définition et critére

La limite non-relativiste consiste a transformer les informations physiques sous la condi-
tion v << c¢. En multipliant les deux quantités par mc on peut former ’expression de la quantité
de mouvement classique de la particule et obtenir un rapport de comparaison énergétique. L’énergie
associée a la quantité de mouvement est alors faible devant I’énergie de masse. On parlera de limite
non relativiste pour des vitesses faibles devant la vitesse de la lumiére ou pour le régime
des faibles ou basses énergies, sous entendues faibles devant 1’énergie de masse :

v pc

e << 1. (1.17)

Il s’agit de voir comment est transformée la théorie de 1’électron de Dirac dans la limite non relativiste.
Transformation du bispineur

Partons des expressions des bispineurs ¥, et ¥_ données en (1.4) :

N u
+ = c(a-p)
(mc2fE) u
c(o-p)
\]:/7 = (7m62+E)U .
v

A la limite non relativiste, I’énergie cinétique est faible devant l’énergie de masse, la quantité de
mouvement est remplacée par son expression classique p = mv, les rapports entre les composantes
deviennent :

c(o-p)

_ _c(o-p)
2me? U

v= (mc?2+E)

— /D22 204 g o2 _ _c(op) ~ _clop)
F p?c? +m?c me & U= el R B &

u =~

~a.Vv
VR Cu<<u

~_Qo .V
U =5 Cv<<v

pr—mv

Ainsi pour le bispineur d’énergie positive ¥ (négative ¥_) la composante du positron (électron) est
négligeable devant celle de ’électron (positron)

v, = “ u
SN =2 T B

V<< ¢

c(o-p)
o= [ Cmermt ) (). (1.18)
v v

On voit bien que ¥4 se transforme en composante purement électronique u et W_ en composante

purement positronique v lors du passage a la limite non relativiste. Dans le monde de la matiere,

le positron n’existe pas & basse énergie. Cependant on voit dans (1.18) qu’il existe en quantité

infinitésimale ¢ mais non nulle. Ce couplage résiduel entre la particule et son anti-particule est

succeptible de modifier la dynamique électronique dans des régions de I’espace de l'ordre de grandeur
h

de la longeur d’onde Compton A, = - (voir Annexe Zitterbewegung). Néanmoins, le Zitterbewe-

gung (mouvement de tremblement) n’est pas observable. Toute tentative de déterminer la position
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de I’électron & mieux qu’une longueur d’onde Compton ne peut se faire que par la création de paires
électron-positron. De fagon plus formelle, on peut dire que 'opérateur position (cela s’applique aussi &
Popérateur de spin) dans la théorie de Dirac n’est pas une observable & une particule (opérateur a un
corps) dans le sens que si ¥ représente la fonction d’onde de 1’électron dans un état ayant une énergie
propre strictement positive ou négative, 'état X ¥ n’aura pas la méme propriété. Ainsi, la trajectoire
de I’électron ne pourra jamais étre tracée sur un trajet bien défini. Elle sera au mieux confinée dans
un tube ayant pour diametre la longueur d’onde de Compton.

Transformation du hamiltonien

Un autre point important est la transformation du hamiltonien relativiste. A basse énergie, seul
Iélectron existe et ’évolution de la fonction d’onde est régie par I’équation de Schrodinger. Or, pour
pouvoir étudier I’électron seul, il faut réaliser une transformation mathématique (transformation ca-
nonique) du hamiltonien qui découple I’évolution de la particule et de son anti-particule. Le passage
de I’équation de Dirac a sa version non relativiste doit alors respecter deux conditions :

1. Séparer les composantes de 1’électron et du positron. C’est une opération de diagonalisation
de la matrice hamiltonienne.

hi1  hi2 . H'(=¢) 0
ha1  haa 0 H'(+e)
2. Retrouver une équation de type Schrodinger régissant 1’évolution de 1’électron du type :

ou
H'-®y = ih—
U =1 5

mais qui satisfasse aux réalités des conditions physiques du probleme c’est-a-dire obtenir les
opérateurs corrects correspondant aux situations que I'on peut rencontrer en mécanique quan-
tique :

(a) cas d’une particule libre

(b) cas d’une particule en interaction avec un champ
— (bl) magnétique statique

— (b2) électrique statique

— (b3) électromagnétique dépendant du temps

Exemple : équation de Schrodinger-Pauli

Prenons le cas pertinent (bl) d’un électron en présence d’un champ magnétique statique en I’ab-
sence de champ électrique (A(r,t) = A(r) = A et ®(r,t) = 0). L’équation d’évolution (1.8) d’un
bispineur devient :

(ca-(p —eA) +mc*B)¥ = ih%—f.

s . __imc?t . . .
En écrivant ¥ sous la forme W/ = We™ " » on peut transformer la matrice hamiltonienne selon :

(eo-tomeny 0™ ) () =5 ()
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et obtenir une équation d’évolution temporelle pour w qui ne contient plus ’énergie de masse :

co-(p—eAy = ih%. (1.19)

Pour éliminer la composante indésirable v on utilise la proportionnalité entre les grandes et petites

composantes utilisée lors de la transformation du bispinneur mais en substituant (p —eA) a p ce qui
co-(p—eA)

donne v & Ty

u . On réinjecte alors cette expression dans (1.19) :

1 . O0u
%(a-(p—eA)a-(p—eA))u: zha.

11 faut alors utiliser les propriétés des matrices de Pauli définies en (1.2) :
o (p—cA)r-(p—cA) = (p—cA)?+io.((p—cA)A(p—cA))
= (p—eA)?—iecc.(pAA+AAD)
(p—eA)? —ehioc.(VAA+ANANV),

on transforme ensuite les opérateurs :

(VAA+AAV)) = VAAG+VOANA+AAVH
VAAG+VHAA—VoAA
= VAA¢

et 'on voit apparaitre le champ magnétique B = V A A. On retrouve ’équation de Schrodinger-Pauli :

1 eh ou
HCEO9y = —(p—eA2 - o -B)u=ih— 1.20
2m (P ) 2m ot ( )
avec l'opérateur d’énergie cinétique et celui du couplage Zeeman qui avait été ajouté a la main par
Pauli. En I'absence de champ magnétique (cas (a)) avec (A = B = 0) on retrouve naturellement dans
(1.20) I’équation de Schrodinger sous sa forme originelle. La puissance du formalisme de Dirac se situe
dans le fait qu’il contient intrinséquement l'information concernant le spin.

Développement en puissance de 1/m

L’équation (1.20) est une équation du premier ordre en (1/m). En présence d’un potentiel électrique
statique ® (cas (2b)) le développement non-relativiste de ’équation de Dirac permet d’ajouter le po-
tentiel électrique mais également de retrouver 'interaction spin-orbite si on réalise le développement
au second ordre en (1/m) :

1 1
Hl(fe) =ed + EH(U + WH@) +'l9 (m73) ’
—_——

Schrodinger—Pauli  spin—orbite

avec pour Ifn( z) I’expression suivante :
H® eh? eh ieh?

Les termes de (1.21) qui seront explicités dans la section (1.3.1) sont des corrections relativistes. Ils
contiennent tous le terme c? au dénominateur, leur contribution devient négligeable en physique clas-
sique lorsque ¢ — oo. Il est ainsi possible de transformer le hamiltonien de Dirac en un hamiltonien
développable en puissance de I'inverse de la masse 1/m ou en puissance de 1/c. Ces parametres sont &
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relier & la quantité mc? qui permet d’évaluer 'importance des opérateurs obtenus aux ordres supérieurs
en les comparant directement a I’énergie de masse. On évalue alors Pamplitude des corrections selon
le critere de la limite non relativiste (1.17).

Il existe plusieurs types de transformations ou méthodes, & des ordres de développement variés, qui
permettent d’obtenir des renseignements supplémentaires sur les opérateurs qui agissent sur 1’électron
dans le monde des basses énergies. Notons :

— Des methodes dites de réinjection ou de substitution qui utilisent la proportionnalité entre les
composantes u de Iélectron et v du positron (exemple du cas (bl) au premier ordre). On peut
trouver dans l'ouvrage Electrodynamique quantique [19] de L. Landau et E. Lifschitz un résultat
a Pordre deux (en puissance de 1/¢) qui retrouve des termes similaires & (1.21).

— La transformation de Douglass-Kroll-Hess utilisée par les chimistes quantiques dans le cadre de
la chimie quantique relativiste ou chimie des éléments lourds [16],[17].

— Une méthode de développement en puissance de 7 [18].

— La Transformation de Foldy-Wouthuysen [9].

Le contexte d’étude de ce travail de these est la recherche d’information concernant l'interaction entre
les degrés de liberté de spin et un champ électromagnétique dépendant du temps (cas(b3)). Il existe
dans 'ouvrage Electodynamique et Optique Quantiques [12] de F. Reuse une Transformation de Foldy-
Wouthuysen réalisée au troisiéme ordre en 1/m qui met en évidence 'existence d’un couplage entre
le spin et la dérivée temporelle du champ électrique :

1 1 1
H=—HY+ —H® + —H% (0,0,E)+ 9 (m™*).
m m2 m3

Cette notion de dépendance temporelle de la source externe ne peut étre négligée dans une problématique
de spectroscopie ultra-rapide.

1.2 Transformation de Foldy-Wouthuysen (TFW)

« 6 oeufs, 200g de farine, 150g de sucre
1 tablette de chocolat, 1 verre d’huile
1 verre de café, 1 sachet de levure »

Recette de Vibersviller

On présente ici les grandes lignes de la TFW sans entrer dans les détails. Il s’agit d’une opération
mathématique qui permet de diagonaliser le hamiltonien de Dirac et de séparer les composantes de
I’électron et du positron. Apres avoir introduit la transformation on précise les notions de parité qui
sont nécessaires pour comprendre le processus de diagonalisation. On réalise ensuite un état des lieux
de la TFW telle que présentée dans les ouvrages de référence [3], [4], [5], puis on explique l'interét
d’utiliser celle explicitée dans [12]. On réalise enfin la procédure de calcul jusqu’au cinquieéme ordre
en 1/m pour obtenir ce que nous appelerons le hamiltonien transformé de Foldy-Wouthuysen.

1.2.1 Intéréts et présentation

En 1950 Leslie. L. Foldy et Siegfried. A. Wouthuysen proposent une nouvelle représentation du
formalisme de Dirac qui sépare les états d’énergie positive et négative [9]. L’interét principal était
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d’utiliser cette transformation pour obtenir une représentation alternative des opérateurs position,
impulsion et de spin [30]. Ce point ne sera pas détaillé et on se contentera de la transformation re-
lative au hamiltonien. On peut développer le hamiltonien en puissance de 1/m ou en puissance de
1/c mais le parameétre d’expansion est en réalité un rapport entre echelle de variation spatiale (ou
temporelle) des potentiels d’interaction avec I’echelle de longueur d’onde (ou de peridode) Compton.
Ce point est précisé dans [9] : The expansion parameter may equally well be regarded as 1/c [...]. The
actual dimensionless expansion parameters are the operators (h/me)V and (h/mc?)(0/0t) .

Transformation canonique

Soit un bispinneur ¥(r,t) de Dirac dont 1’évolution est donnée par l’équation (1.22) ou H est le
hamiltonien de Dirac :

0
zhalll(r,t) = HU(r,t). (1.22)

Considérons une transformation de la fonction d’onde :

' (r,t) = e ¥OW(r, t) (1.23)

avec exp(¢S(t)) un opérateur unitaire et S(¢) un opérateur auto-adjoint dépendant du temps. On
cherche & obtenir une équation d’évolution pour ¥’(r,t). On dérive alors ¥'(r,t) par rapport au temps
comme le produit de fonctions donné par (1.23) et on utilise (1.22) :

ih%lll'(r,t) = ihd, (eiS@)) U(r,t) + ihe’ SO, (U(r, 1))
= ihd, (eis(t)>\Il(r,t)+ei5(t)H\Il(r,t). (1.24)

Pour continuer on utilise les deux relations suivantes : la premiére est issue de la transformation inverse
et la seconde de régles de dérivation élémentaires :

U(r,t) = e SOV (r, 1)
8, (¢9SWe M) =0 & 9, (¢15B) ¢SO = _SW g, (e=i5W)

Partant de (1.24) on développe jusqu’a obtenir la forme du hamiltonien transformé H' :

ihﬁ\II’(r, t)

r iho; (eis(t)> e SOW (1) + 5O He SO W/ (¢, )

— Sy, (ais(t)) U (r,t) + 5O HeSOW (v, 1)
(eiS(t)He—iS(t) — iS50, (e—iS(t))) T'(r,1)
H'U'(r,t).

Le hamiltonien transformé s’écrit aussi sous une forme plus condensée :
/ S(t) e —iS(t
H =e H—ih= ) e ¥, (1.25)
ot
Diagonalisation - Notion de parité

Dans le hamiltonien de Dirac :

H = ca-(p—eA)+mc®B+ed,
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c’est 'opérateur énergie cinétique ca- (p — eA) qui est responsable du couplage entre les composantes
u et v car c’est le seul opérateur qui s’exprime en fonction de la matrice & non diagonale. Un opérateur
de ce type est dit impair. Les autres termes mc?3 et e® sont diagonaux et découplent les grandes
et petites composantes. Un tel opérateur est un opérateur dit pair. Le hamiltonien de Dirac peut se
décomposer en une partie paire H,, et une partie impaire H; :

o H,=ca-(p—ecA)
H—H1+Hp {Hp:m02/8+e¢

De maniere générale, tout opérateur linéaire se décompose en la somme d’un opérateur impair A; et
d’un opérateur pair A, de telle sorte que I'opérateur impair anticommute avec 3 et I'opérateur pair
A, commute avec 3 :

A; = 5(A—pAB) {8, 4} =0

Ap = 5(A+BAB) 18, 4p] = 0

A=A+ A,

On voit bien, compte tenu des propriétés des matrices de Dirac, que les hamiltoniens pair et impair
respectent les définitions introduites :

{los=o  (fam)=ipca o ch) =
ﬁg =1 [ﬁ7HP] = [B,mc2ﬁ+eq>] =0

Le but est d’utiliser la transformation (1.25) et de déterminer 'opérateur S(t) de telle sorte que H’ soit
exclusivement pair c’est & dire satisfasse & la condition [3, H'] = 0. Par ailleurs nous allons supposer
que S est impair : {3, S}. On résume la procédure de transformation selon :

TFW

—

H=H,+H,
{ﬁ,S}ZO

H =H, .
[6,H'] =0

Régles de parité :

Soit I un opérateur impair tel que {3, I} = 0 et P un opérateur pair tel que [, P] = 0. Les régles de
parité concernant les produits d’opérateurs sont les mémes que pour les nombres entiers :

— le produit de deux opérateurs impairs est un opérateur pair :
(B, 1% = BI? — I’B = BI* + IBI = BI? — BI* = 0
— le produit d’un opérateur impair et d’un opérateur pair est un opérateur impair :
{B,IP}=pIP+IP3=pIP+ 18P =p(IP—(3IP=0
— le produit de deux opérateurs pairs est un opérateur pair :

(6, P*] = BP® — P°f = BP? — PGP = fP? - BP? =0

Développement itératif usuel de la TFW

On rencontre dans plusieurs ouvrages un développement itératif de la transformation de Foldy-
Wouthuysen qui permet d’éliminer les opérateurs impairs ordre apres ordre en choisissant judicieu-
sement l'opérateur S a chaque étape du processus itératif. On propose ici d’en faire un bref résumé.
On adopte les notations utilisées dans les ouvrages courants [3], [4], [5] . Dans le hamiltonien
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de Dirac, opérateur impair d’énergie cinétique est noté O = ca- (p—eA) (O pour odd) et 'opérateur
d’énergie potentielle pair est noté E = e® (E pour even). Il est proposé pour Popérateur S I'expression
(1.26) suivante :

H = mé®8+0+E

@)
= 2571(;2' (1.26)

Cette expression est justifié plus bas. Ainsi H est impair a l'ordre zéro en (1/m) et avec (1.26) S est un
opérateur impair a 'ordre un en (1/m). Généralement la transformation de FW se limite au premier
terme de I'équation (1.25) (l'aspect temporel est négligé), soit :

H = e He ™, (1.27)
Cette expression est transformée en utilisant le lemme d’Hadamard :

— si A et B sont des opérateurs linéaires on peut réaliser le développement :

e Be 4 = Zo %Qn(A,B) = ZO %[A, [A,[...[A, B]]..]

— avec comme propriétés pour 'opérateur Q,, (A, B) :

Q. (A, kB) = kQ,(A, B)
Q,(kA, B) = k"Q,, (A, B)
Q

{ Qnt1(4,B) = [A,Q,.(A, B)]
n(AvB + C) = Qn(Aa B) + Qn(Aac)

Qo(A,B) = B

et (1.27) devient :

% —1 — i"
I = ¢S feiS — z% — (S, H). (1.28)

Par exemple, si ’on souhaite obtenir tous les termes au deuxieme ordre en (1/m), il faut développer
la formule (1.28) jusqu’a n = 3. Cependant le terme Q3(S, H) se réduit & Q3(S, mc?3) car les deux
autres termes 3(S,0) et Q3(S, E) sont des termes du troisitme ordre au vu de la définition (1.26).
Ainsi

-2 -3
H = H—H’Ql(S,H)+%QQ(S,H)—k%Qg(s,mc%)—kﬁ(m_?’)
-2 -3

= H+i[S H]+ %[5, S, H] + %[S, (S, 1S, mc2 )] + 9 (m~*) . (1.29)

Utilisant I’expression proposée pour S = 257?62 et en tenant compte du fait que {8,0} = 0 le calcul
des commutateurs donne :

: B BO? 1

Z[S,H]— O+ ch +2m02[ﬁ07E]7

i BO? o3 1

E[Sv [87 HH - 72m02 - o2m2ch - Sm2ch [Ov [OvEHa

i 2 o?

g[sv [S,[S,me"Bl]] = 6m2ct
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On réinjecte ces expressions dans I’équation (1.29) ce qui donne :

H = H+i[S,H]+§[S, [S,H]]Jr%[& (S, [S,mc2B]]] + 9 (m~2)

2
= (mc2ﬁ+O+E)+<—O+602+
mc

. ( BO? 03 1

2mc? 2m2c¢t 8m?2ct

2mc? 150, E]>
03

6m?2ct

[0, [QE]]) + +9 (m™%). (1.30)

Avec les régles de parité du paragraphe précédent on peut regrouper les termes de (1.30) entre élements
pairs et impairs et définir un nouvel opérateur pair E’ contenant des termes de 1’ordre zéro & l’ordre

deux en (1/m) et un nouvel opérateur impair O’ contenant des termes du premier et deuxieme ordre
enl/m:

B = mp+ (B 2% - L i0.0.50) + (25100, 5) - 2% ) 40 (m?)
= mc - — — - — m
2me?  8m2ct T 2mc? ’ 3m2ct
B O'~gmtnz
= m®B+E +0 +9(m™?).
Plus précisemment on comprend a présent que c’est le choix judicieux de 'opérateur S = 5 meCQ défini
en (1.26) qui permet de supprimer le terme impair O provenant de H par le biais du commutateur
i[S,mc?3] = —O. Ainsi lors d’une transformation ’imparité du hamiltonien H' est re-

poussée a l’ordre supérieur. Si on réalise une seconde transformation en choisissant un nouvel
opérateur S’ capable d’éliminer I’opérateur O’ on pourra obtenir un hamiltonien H” dont I'imparité
représentée par O” apparait au second ordre en (1/m) :

po’
s =
2imc?
o iS p —iS 2 -3
H' = ¢ He ™ mmc®B+E"+ 0" +9(m™?).

~_1
m2

Pour avoir finalement un hamiltonien avec des termes exclusivement pairs au deuxiéme ordre,
on réalise alors une troisieme et derniere transformation :

[ - po"
2imc?

o = iS”H// —iS" 2 B "9 -3
e e me” 0 + + 0" + (m )

~—1
3

Dans la litterature
La transformation est généralement développée au troisieme ordre dans les ouvrages mais pas
exclusivement, c’est a dire que la transformation conduit a un hamiltonien du troisieme ordre

contenant une partie paire et impaire, la partie impaire est ensuite simplement négligée. Dans [3] et
[5] on peut trouver :

EL  g@ g0 0®
+ +

H = mdf+ed+ +— 3 - v (m74)
m m m m
——
négligée
~ 2 po 1 po? —4
~ mcf+ed+ omcE 82t (0,]0,ed]] — S0 +9 (m™*). (1.31)



Transformation de Foldy-Wouthuysen (TFW) 17

B

Le calcul des fonctions m; conduit a :
E® _ ﬂ(p—eA)Q _@E.B
m 2m 2m
E® eh? eh ieh?
—_— = - V- -E— Y. (EA(p—€eA)— —=X-(VAE
m2 8m?2c? 4m?2c? ( (p—eA)) 8m?2c? ( )
E®  B(p—eA)
m3 8m3ct

Par ailleurs il est important de rappeler que nous avons négligé la partie temporelle dans 1’équation
(1.25) et que la transformation totale est donnée par :

H = ¢ (H - z’ha> e 50,
ot

Dans I’ ouvrage [4] est réalisée une transformation prenant en compte 1’aspect temporel mais celle-ci
conduit aux méme résultats que ’équation (1.31). De la méme maniere la partie impaire du troisieme
ordre est négligée au lieu d’étre repoussée au quatrieme ordre. En revanche, dans [12] on peut trouver
un hamiltonien exclusivement pair au troisitme ordre qui contient le terme E®) mais également des
opérateurs qui présentent un couplage entre le spin o et la dérivée temporelle du champ électrique
O0:E. On résume l'inventaire des methodes de la maniere suivante :

e"SHe ™S [5],[3]
J EQD g2 gG 0B
— H =mdft+ed+—+—5+— = 0 (m™?)
eiS(H _ at)e—is’ [4] m m m m
négligée
} , ED p®@ 1 p
eS(H—8,)e ™ [12] — H =mc*f+ed+—+ —t+— E® + E® (g, §,E) | +0 (m™*).
m m m —_—

m

L’aspect temporellement variable des termes obtenus dans [12] (détaillés en section (1.3.1)) nous ameéne
naturellement a privilégier cette procédure devant les autres. Il faut cependant préciser que nous ne
sommes pas en mesure d’affirmer qu’'un développement exclusivement pair au troisieme ordre réalisé
selon les methodes employés dans [5],[3] et [4] ne conduit pas aux élements E ®) (o, 9,E). Ce travail n’a
pas été réalisé. Nous avons cependant privilégié la derniere procédure car elle présente un caractere
plus général que les autres, comme nous allons le voir dans la section suivante.

1.2.2 Procédure récursive de la TFW

La procédure présentée dans [12] possede aussi un caracteére itératif mais elle décompose au
préalable I’hamiltonien H en sa partie paire et impaire et permet d’obtenir une forme précise de
lopérateur S pour chaque ordre en 1/m du développement. On adopte les notations utilisées dans
[12]. Le hamiltonien de Dirac s’écrit :

H=T+V +mcj {‘T/;ceg(p—eA)

Développement en série entiere

On part de I'expression totale de la transformation canonique :

H = ¢’ (H - iha> e S,
ot
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Le premier terme est transformé comme précedemment en utilisant le lemme d’Hadammard :
e He ¥ = Z — (S, H). (1.32)

La partie temporelle est transformée en développant les exponentielles sous la forme d’une série entiere
. 2
e(FS) = 1448 — S— + .... L’action de l'opérateur 0; sur le membre de droite permet d’introduire
lopérateur 0;.S. On écrira par exemple 8,52 = 5.9,S + 9,5.5. Cette astuce permet d’obtenir :

in-&-l

. 4 0] —i .
—ihe Sae S:zh;an(S,&sS). (1.33)

La contribution des éléments (1.32) et (1.33) conduisent a I’équation (1.35). A l'aide de la définition :

$ = h[v S] + 8,8, (1.34)

on transforme (1.35) en (1.36). Cette opération délicate est expliquée en détail dans I’annexe Trans-
formation de FW.

e in n+1

H = Zn (S, H) +mz CEm 2,.(S,8,9) (1.35)
n=0
_ 2 L 9, Q\n L _ ho .
= V+me ﬁ;n!( 2i5) +n§n!§zn (S,T nHS). (1.36)

Séparation des hamiltoniens pair et impair

On peut a laide des régles de parité extraire les expressions completes des parties paire et impaire et
décomposer le hamiltonien transformé selon :

H'=H] + H].

L’opérateur S est défini comme impair. D’apres la définition (1.34) utilisée Popérateur dérivé S est
impair également (comme produit d'un opérateur pair V avec un opérateur impair S). La parité des
éléments de I’équation (1.36) dépend uniquement de la valeur de Pentier n c’est-a-dire :

L’opérateur S™ est un opérateur :

— pair si n est pair
— impair si n est impair.

L’opérateur Q,,(S,T — ) est un opérateur :
— impair si n est palr
— pair si n est impair.
On peut ainsi obtenir les expressions exactes de HI’) et de H| selon la valeur de lentier n :

) —2i8)" i hS
V4+meB Y 7+ > 0 (8T, (1.37)

n=0,2,4 n! n=1,3,5

y
S =L L i "0 ( n—i—51> (1.38)

n=1,3,5 n=0,2,4

H,
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Développement en puissance de 1’inverse de la masse - procédure de diagonalisation

On suppose ensuite que 'opérateur S et donc sa dérivée S sont des opérateurs développables en
puissance de I'inverse de la masse :

oo

S = Sm T+ Sm 4 Sam 4L =) SemF,
k=0

S’ = S’lm_l + S’gm_2 + ng_3 +...= Z Skm_k.
k=0

Par conséquent, les hamiltoniens pair (1.37) et impairs (1.38) le sont également et peuvent s’écrire
sous la forme :

oo
"(k —k
H, = V—i—chﬁ—i—ZHp( ‘m
k=1
= V4+me®B+HN (S, T)ym™ + H(Sy, 8, T)m™2 + ...
o0
H = Y B
k=0

= H S, Tym " + H,V(Sy, So, T)ym ™ + H,® (S, 8o, S5, T)m ™2 + ...

A ce stade de la procédure il s’agit de déterminer les opérateurs Sy qui permettent de diagonaliser le
hamiltonien de Dirac c¢’est-a-dire obtenir un hamiltonien H’ exclusivement pair. On impose donc que
le hamiltonien impair H] soit nul et ceci & chaque ordre du développement :

H® =0 Vk.

Par exemple, en imposant H;(O)(517T) = 0 on peut déterminer la forme de lopérateur S1(T) et
obtenir une expression pour la partie paire H;,(l)(Sl, T). De maniere générale H;(k_l) = 0 impose la
forme de l'opérateur Sy qui détermine alors Hl/)(k). L’hamiltonien pair Hl/)(k) est appelé hamiltonien
transformé de Foldy-Wouthuysen & l'ordre k en (1/m).

1.2.3 Exemple au troisiéme ordre en (1/m)

On explique dans cette section la procédure qui permet d’obtenir le hamiltonien transformé de FW
au troisieme ordre en 1/m. Il faut au préalable déterminer le hamiltonien impair & 'ordre deux en 1/m.

Determination du hamiltonien impair

Pour obtenir le hamiltonien impair & l'ordre deux, I’équation (1.38) est développée jusqu'a n = 3
en tenant compte du fait que :

S™=0(m™")
0, (S, T) = O(m™")
Q,.(S,8) = O(m=—""1)
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On obtient :
H, = md3 (—2@5 + gis?’) +Q(S, T — hS) — %QQ(S, T)+ 9 (m™®)
=m0 (<2088 +T) +m~" (~2ic*3S; — hS)
-2 ;2 dic® s ;1 -3
+m —2ic 553 + TﬂSl - hSQ - ng(Sl,T) +9 (m ) (139)

= H(8, T)m "+ H,(Sy, S5, T)m™* + H,P(Sy, S5, S5, T)m =2+ (m~3) . (1.40)

ou le détail des calculs est présenté dans 'annexe Transformation de FW. On identifie ensuite les

termes de chaque ordre de (1.39) & ceux du développement (1.40) et on impose HZI ®) _ .
H, (S, T) = —2ic*3S, + T = 0 (1.41)
H, VS, 8, T) = —2ic?3Ss — hSy =0 (1.42)

/ 4ic? . 1
H,®(S4, S5, 85,T) = —2ic*3Ss + %ﬁsi — hSy = 50(51,T) = 0. (1.43)
L’équation (6.41) donne directement en multipliant par 3 & gauche et avec 32 =1 :
6T

S1=—. 1.44
' 202 (1.44)

On reconnait alors la forme de I'opérateur S = 5= proposé dans la section précédente ol naturelle-
ment O joue le role de T'. L’équation (1.42) permet de determiner facilement :

BhiS) KT
—_ - _ 1.4
52 2ic? (2ic?)? (1.45)
Enfin on détermine S5 en réinjectant (1.44) et (1.45) dans (1.43) :
g (42 (pT\*® ., BT 1[ BT [BT
= —_— —_— —_— —_ - | —_— T
53 2\ 3 P\z) TP (2ic2)2 2|2 | 2ic®’
B (43 o5
= = _ (=T +rT). 1.4
@iy \31 (1.46)

Determination du hamiltonien pair

On cherche & obtenir le hamiltonien pair au troisieme ordre en (1/m). On développe alors I’équation

(1.37) jusqu’a n = 4 ce qui donne :

(—2i8)2  (—2i8)*
ST

SS) - %QS(S,T) 19 ()

H, = V+m02ﬁ<1+ )—H’Ql(S,T—

= V+meB+m™" (=2°BST +i (51, T)) +m™> (—2025{517 Sa} — %QI(SI» Sh)

. _ 1 ih . h .
i1 (S, T)) + m™3 <202,6’(522 +{S1.85} = 351 - %Ql(Sl, o) — %Ql(Sg,Sl)

+i (S5, T) — égg(sl,T)> +9 (m™*) (1.47)

V +mc26 4+ H D (S, Tym ™ + H, P (S, 8o, T)m™2 + H, P (S, S, S5, T)m > + 9 (m™).
(1.48)
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En identifiant & chaque ordre les termes de (1.47) avec le développement (1.48) on obtient en simplifiant
la notation H (S, ..., Sk, T) — H *)

H©O© =V +mc3 (1.49)
H® = 262852 +i01(51,T) (1.50)

/ ih .
H'® = 223{S,, 8} — %Ql(Sh S1) + i€ (Se, T) (1.51)
H'® = —2223(82 + {81, S5} — gs;l) _ %91(51,52) _ %91(52,51) i (S5, T) — %Qg(Sl,T).
(1.52)

On utilise les expressions de S7, Sy et S3 pour déterminer la forme du hamiltonien pair a chaque
ordre. En replacant (1.44) dans (1.50) on obtient :

2 2
‘W~ 92 (BTN | T | 28T
H 2¢%5 (2@a2> +i [22,02,T R (1.53)
Puis (1.44) et (1.45) dans (1.51) :
, T —hT ih | BT BT . RT
H® — g2l T e - T
Pl @ear (2 |z ue| T T @i
iho
= ——— [T, 1] 1.54
gl T (1.54)
Enfin (1.52) est calculée grace a (1.44), (1.45) et(1.46) :
N 4 ..
» —nT BT B (4. . 1/ BT ih | BT —hT
HG® = _9:2 - [l R iy o= BT /2y ol I G (talll A el
cp (2ic?)? * 2ic?’ (2ic?)3 \ 3 * 3\ 2ic? 2 | 2ic?’ (2ic?)?
ih | —hT BT I B 4 o o i [ BT [ BT [ BT
| = T3 RT )\ T| — = | 2=, | ==, | ==, T
2 | @2ic2)? 2ic2 +Z[(2i02)3 (3 + 7 6 | 2ic2’ |2ic2’ | 2ic2
- BT* 2B ..
= o g DT (1:55)

On obtient alors en sommant (1.49), (1.53), (1.54) et (1.55) 'expression compléte du hamiltonien
transformé de Foldy-wouthuysen au troisiéme ordre :

BT? ih . BT h23

_ T 7 — _
7,71 8m3ct  16m3cb

Hl — V 2
+mef+ 2mc?  8m2ct

(T, T} +9 (m™).  (1.56)

En comparant aux opérateurs de I’équation (1.31), qui négligeait simplement I'imparité du troisieme
ordre, on voit que la présente procédure permet de prendre en compte un terme supplémentaire au
troisieme ordre qui contient opérateur {7,7}! On remarquera que le terme [O, [0, e®]] du second
ordre de I'équation (1.31) est complétement équivalent & [T, 7] vu la définition (1.34) de S utilisée.

1.2.4 Extension au cinquiéme ordre en (1/m)

La méme procédure est appliquée mais en choisissant de déterminer le hamiltonien pair transformé

au cinquiéme ordre en (1/m). Il nécessite donc de déterminer auparavant le hamiltonien impair &

)

lordre quatre pour obtenir Hi(3 et HZ-(4) afin d’en déduire les fonctions Sy et S5 nécéssaires aux
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calculs de HZ/,(4) et H;,(s).

hamiltonien impair

Pour avoir tous les termes de m® & m™* il faut développer la formule (1.38) jusqu’a n = 5 ce qui
nous amene a ’expression suivante :

4 4 . . . 1
H = mdp (21‘5 + §i53 + 151‘5") + Qo(S, T — hS) + fQQ(S,T

1S
3

hS

—)+ 194(ST 5 —)+9(m”

= Hf(o)mo—i—H;(l)m_l—|—H;(2)m_2+H;(3)(Sl,..,54, )m_3+H (5’1,..,5’57T)m_4+19(m_5

K3

. - ~ . (0 (1 (2 .
On retrouve bien évidemment les mémes expressions pour Hi( ), HZ-( ) et H Z-( ) et on obtient pour les
expressions du troisieme et quatrieme ordre :

H®

—2ic*3S, 42 5(51 Sy 4 515581 + S957) — 1S3

+81TSs + SoT'S; — 5{5152 + 8551, T} + ggz(sl, S1) (1.57)
—2ic?3S5 + %ﬁ(sf& + 5183 + 925155 + S35 + 51535 + S357)

4zc 551 - 1{5'153 + 5351 + 5282, T} + S1T'S5 + S3T'S1 + S2T'So

h
—7{51,52}+{5152+5251,51}+ 5 (2515251 + 5151.5: + 526151).  (L58)

Ensuite, en imposant les condition H;(S) =0et H;(4) = 0, les équations (1.57) et (1.58) conduisent
aux expressions du quatrieme et cinquieme ordre de 'opérateur S :

h 2
= - T2 T TTT mT 1.
2 2
Sy = (252)5 (156T5 —{TQ T} + iTTTJr 13h (T, 7%} + 165° —TTT+mT ) (1.60)

hamiltonien pair

L’expression (1.37) est développée jusqu’a n =6 :

’

Hp

_9:Q)\2 _9:Q\4 _9:Q\6
V+mc2ﬁ<1+( 2;!5) +( 242!5) +( 262!S)>
+in(S,T—gS) 93(5T hf) i$Q5(S,T)+19(m*6)
Vamess o M ppgy T WD gy

2me2  8m2ct 8m3c6  16m3ch

H, (81, .., 84, T)m™* 4 +H, O (S1,.. 85, T)m™" + 0 (m~°)
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Apres de longues et douloureuses pages A3 de calculs (17 pour étre précis) on obtient les expressions
des opérateurs du quatrieme et cinquieme ordre :

' 2
H'® = 3¢ B({S1, 81} + S5, Sa}) + Z20({SE, Sa} + 525251 + 51535%)

FilSa,T) = 5 (181,851 + [52, 821+ [85,8)) — & (5352 + 51581 + S,8)T

—3(82T'Sy + S19:TS1 + S251TS1) + 3(S1T5251 4+ SoTS? + 51T5,55)

~T(S7S2 + S15251 + S257)) + %(S%Sl —3525,5, + 35,5152 — 5,53)

; (1.61)
H'® = —2¢8({S1, S5} + {Ss, S1} + S555) + §c2[3(sfsg + 52538 + S2S53 4 51525155

4
+519381 + 519357 + 995755 + S557 + 9357 + $251.9251) — Ec%s? +i[Ss5, T

_%([Sla 54] + [52,53} + [S3752] + [54751]) - % (([st;;,T] — 3S%T53 + 351T5153)

+([S193S1,T] — 35153TSy + 351TS351) + ([S155,T] — 351 52TSs + 35, TS3)
+([S25159, T] — 35251 T'S;y + 3S2T51S) + ([S2S1,T) — 3S2T'Sy + 352T'5551)
+([S3S%,T] — 38351 TS1 + 3S3TSE)) + % (([Sf, Sy] — 352558, + 35,5,52)
+([S28s, S1] — 3525185 + 351515151) + ([S25%,51] — 35551511 + 3525, S%)
([$15251, 1] — 351825151 + 3515'15251)) + 0550, T)

120
(1.62)

En reinjectant 'expression (1.59) de Sy dans (1.61) et celle (5.60) de Ss dans (1.62) on obtient
finalement :

. iho T, 5 . B2 ...
oW — @(—g[T,T?’]—gT[T,T]T—?[T,T]) (1.63)
2 2
e B 6 . 4A9n* . . 17Tk . 32 2
H 25,10 <2T + o (T T} + =TT YT + {12, 1%

Lo 1. .. . i
+g(TTTT +TTTT) + ZTT?T + %TTQT + ?{T, T }) . (1.64)
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1.3 Forme explicite du hamiltonien

« La hiérarchie c’est comme une étagere,
plus c’est haut et plus c’est inutile... »

On étudie en détail le hamiltonien transformé de FW au troisieme ordre en 1/m. A 1'aide du formalisme
de Dirac on le transforme sous sa forme dite explicite, en faisant apparaitre les opérateurs de quantité
de mouvement, de spin et du champ électromagnétique. On montre comment le passage a la limite
non-relativiste permet de retrouver la forme bien connue de ’équation de Schrodinger et on discute
de Vorigine physique de chaque opérateur. On s’interesse ensuite plus particulierement aux termes
d’interaction entre les degrés de liberté de spin et le champ électromagnétique et on montre qu’ils
semblent obéir a une systématique mathémathique.

1.3.1 Equation de Schrodinger-Pauli ordre par ordre

On rappelle 'expression du hamiltonien transformé de FW au troisiéme ordre en (1/m) que on
sépare en trois parties H *) (k =1,2,3) :

T ih . BT n23 .

H =V 2 pI" ik T,7T]— — T,T}.

+mef+ 2mec2  8m?2ct (7,71 8m3c6  16m3cb {r.1}
H' (1) H'(2) H'(3)

Premier ordre : ’équation de Schrodinger-Pauli

En ne conservant que les termes du premier ordre en (1/m) le hamiltonien du systéme se réduit
au terme H () qui contient opérateur 72. On transforme le produit 7" - T & 1’aide de la formule de
Dirac (a.A)(a.B) = A.B + iX.(A A B) donnée par (1.2) :

T? = ca-(p—eA)ca-(p—-eA)
= A(p—eA)? —iec?T - (pAA+AAD)
A(p —eA)? —ehc’S - B (1.65)

ou 'on rappelle que I'on utilise I’action des opérateurs sur une fonction d’onde ¢ pour transformer
(AAP+PAA) = (pPAA)Y = —ihV A Ag et la définition du champ d’induction magnétique
B = V A A. L’équation d’évolution pour un bispinneur ¥(r,t) s’écrit :

(V +mc*3 + b (p—eA)? —enx - B)) U(r,t) = ihglll(r,t).

2m ot
On sépare ensuite les grandes et petites composantes. Le hamiltonien transformé est composé d’opérateurs
exclusivement pairs & chaque ordre en (1/m), la projection sur les composantes de ’électron u(r,t) et
du positron v(r,t) modifie opérateur hamiltonien en utilisant les transpositions suivantes : ¥ — o
et B — 1 pour l'électron (8 — —1 pour le positron )

9 (p—eA)Q_eh . R,
(V +me’ + o T 5O B u(r,t) = zh—atu(r,t) (1.66)
5, (p—eA)? eh . 0
(V me” = o+ 5o B | v(r,t) = zh—atv(r, t). (1.67)

Le passage a la limite non relativiste se réalise en supposant que la quantité de mouvement est
faible devant la grandeur caractéristique mc et que ’énergie d’interaction coulombienne est faible de-
vant ’énergie de masse :
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)| p—eA ||« me
i) e® =V < mc?.

Compte tenu de ces deux criteres on voit qu’il suffit de négliger la quantité mc? dans 1’équation
(1.66) pour retrouver I’équation de Schréodinger-Pauli :

(p—eA)® eh _i 2
(V + m 5 B | u(r,t) = zhatu(r,t). (1.68)

Si on développe 'opérateur d’énergie cinétique on obtient trois termes :

_ A2 2 2A2
PocAl P € ArAp) S

2m T 2m 2m

Le premier représente 1’énergie cinétique d’une particule libre. Le second est un terme d’interaction
magnétique. En effet supposons que le potentiel vecteur A soit relié a un champ magnétique statique
uniforme B tel que A = B2 de maniére & vérifier I'identité VAA = VA (BLr) = B, avec la définition
du moment cinétique orbital 1 = r A p on écrit :

e

e
m 2m

(&
(B/\r):—%(I‘/\P)'BZ—A/I'BZ—MOM'B

ot (y = 5= < 0) est le facteur de Larmor et p,,, = 71 le moment magnétique orbital. Sous cette

forme le terme dipolaire décrit le paramagnétisme électronique du moment orbital. Le moment

cinétique décrit un mouvement de précession autour de B a la vitesse angulaire 2 = —B :
dl
—=-—1AB=1AQ.
at ~

Le dernier terme est associé au diamagnétisme, effet magnétique faible qui s’oppose au champ.

e?A? e? e
=—(B A= — A)-B =~L4i, - B.
2m Qm( M) 2m(r/\e ) T

Enfin le dernier terme de ’équation (1.68) est associé au couplage Zeeman entre le moment magnétique

de spin et le champ magnétique. Le vecteur S = %ﬁ effectue un mouvement de precession autour de

B a la vitesse angulaire {2 = —-=B, le phénomene décrit alors le paramagnétisme de spin.

2m m

S _SAQ

{ U=-%eg.B=-2S.B
dt

Second ordre : interaction de Darwin et couplage spin-orbite

Pour déterminer H'® il faut préalablement déterminer l'opérateur 7' qui découle de la définition
de (1.34) introduite dans la section précédente. Ainsi :
i

T = h[V, T+ 0T = % [e®@,ca- (p — eA)] + O(ca - (p — eA))
ec

= o [®,p] —eca - Ot A = eca- (VP — 0;A)

= eca-E.
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On peut ensuite calculer le commutateur i[T, 7] :

T, 7] = i[c(a- (p—eA)),ec(a-E)]
= e’ ((a- (p—eA))(a-E) — (a- E) (- (p — €A)))
= dec’((p—eA)-E+iZ - ((p —eA)/\E) E-(p—cA)—iZ-(EA(p—-ecA)))
= dec’([p—eA,E]+iX-((p—eA)AE) — (EA (p — eA))
= 602(hV'E+2'(E/\(p7€A)7(p7€A)/\E)). (1.69)

En projettant 'opérateur sur la partie électronique 3 — o et § — 1 on obtient le hamiltonien du

second ordre :
eh? eh

H® = ——— _V.E———0c-(EA(p—ecA)—(p—eA)AE). 1.70

8m262 8m202 ( (p ) (p ) ) ( )

Le premier terme est appelé interaction de Darwin et s’interpréte comme une correction a 1’énergie

potentielle due au phénomene de Zitterbewegung, littéralement ”mouvement de tremblement” (voir

Annexe Zitterbewegung). Le long de sa trajectoire, 1’électron subit un mouvement d’oscillation dans

une sphere dont I'amplitude est de I'ordre de la longueur d’onde Compton Ae C. Si on réalise un

développement limité de ’énergie potentielle autour de r & Ar = prés on a :

2mc

V(r+ Ar) = e®(r + Ar) = ed(r )+6Ara—®+ —(Ar )2222

5 13 + 9 (Ar?)

zoom  2me

F1G. 1.1 — Le mouvement de tremblement : Zitterbewegung

En moyenne les éléments impairs du dévelopement sont nuls. Le terme du second ordre peut s’identifier
au terme de Darwin avec E = -V ® :
eh? 0*® eh?
<V(r+Ar) >=e®(r)+ —5—5 =5 ~ed + ——-AD.
( ) (x) 8m2¢? Or? 8m2c?

Le second terme se présente comme un terme d’interaction entre le spin et un champ magnétique
effectif composé des opérateurs E, p et A. Il est appelé terme de couplage spin-orbite et peut étre
présenté sous plusieurs formes vectorielles. Transformons tout d’abord le champ effectif & ’aide d’une
fonction d’onde ¢ :

(EAN(p—eA)—(p—eA)ANE)¢p = (EAp—pAE—EAcA+eAANE)d
EApp—pPPANE-pAE¢— (EAeA)p+ (eANE)))

(
(
= (EApp+EADPY—PAES— (ENeA)p— (ENeA)p)
(
(

2EN(p—eA)-pAE)¢
2E A (p — eA) + ihV AE) ¢,
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on obtient alors deux termes :

N (BA(p—ecA))— i62220~(V/\E). (1.71)

g® - _ b
8m?c

soc 4m2 CQ

Le premier terme s’interpréte a ’aide d’arguments semi-classiques de composition de référentiels. Ima-
ginons le déplacement d’un électron a la vitesse v dans un référentiel R siége d’un champ électrique
E statique (A = 0; Fig 1.2a). Dans son référentiel propre R/, 1’électron en mouvement relatif par
rapport a R ressent un champ magnétique B’ = — A E. Il apparait un effet de type Zeeman entre
le moment magnétique de spin et le champ B’ :

eh eh v
—— 6-B' =-—— .(E/\f):
QmU 2ma c?

eh
2m2c?

et le vecteur S = %ﬁ décrit dans R’ un mouvement de précession autour de B’ & la vitesse angulaire
/ .

o-(EAp) (1.72)

dsS e
— =SAQ Q= E). 1.
() -sn (B (173)

a b. R/(t + At) c.

Rt

Fic. 1.2 -

L’explication physique du phénomeéne semble étre satisfaisante car I'opérateur (1.73) obtenu est iden-
tique au premier terme de (1.71) (avec A = 0) & un facteur 2 prés au dénominateur c’est a dire
que la vitesse angulaire de précession Qpyy prédite par le développement relativiste de FW pour le
premier terme de (1.71) vaut la moitié de celle obtenue par le raisonnement précédent :€2' = 2Qpyy .

Cette différence provient du fait que le référentiel de I’électron R’ n’est pas galiléen car il est uni-
formément accéléré par I'action du champ électrique E. L’électron ressent dans son référentiel propre
une vitesse angulaire supplémentaire €27 que 'on peut relier aux équations du mouvement de S dans
les référentiels R et R’ par la relation de composition des référentiels [76] :

ds) (B L0 AS—SAQ L QIAS=SAQ - Q). (1.74)
dt ), \dt ),

La prise en compte de cet effet relativiste supplémentaire fut étudié par Thomas (1927). Dans [3] on
donne a ’aide de la transformation lorentzienne des coordonnées une expression de ’angle A@ parcouru

par R’ entre ¢ et t + At par rapport a l'origine du référentiel R (Fig 1.2b). Une approximation au
deuxiéme ordre en 1/c conduit & Pexpression suivante :

1
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ou a représente 'accélération de la particule et v sa vitesse. On remplace ces deux grandeurs par
a = % et v = B et définissant le vecteur de vitesse angulaire selon Qr = (% on obtient

comime expression :

)At—)O

/

e
Qr=——pAE=—
T 2m2c2p 2

que l'on remplace dans (1.74) soit :

dSs Q
— = Q- = Qrw.
( t) S/\( 2) SAQp

Ainsi dans le référentiel du laboratoire le moment de spin précesse bien a la vitesse angulaire Q gy,
prédite par le développement de FW.

Ensuite quand a la dénomination de spin-orbite elle vient de I’explication suivante. Supposons
que le champ électrique soit un champ a symétrie sphérique de telle sorte que E = — V& = —“%(TT)

(Fig 1.2¢) le premier terme de (1.71) se transforme selon :

eh '<r8(I>(r)/\p> e 0D(r) <ha'

" 4m2c2 ror T om2r or 2

)'(r/\P)fsoS'l

et 'on voit apparaitre un couplage entre le moment cinétique orbital et le moment cinétique
de spin.

Le deuxiéme terme de (1.71) est particulier dans la mesure ou il dépend du nombre imaginaire ¢
et décrit alors un opérateur non-hermitique. Il décrit un couplage entre le moment cinétique de
spin et le rotationnel du champ électrique V A E qui traduirait en effet de non homogénéité spatiale
du champ électrique. Ce terme est nul pour un champ a symétrie sphérique. Cependant en utilisant
I’équation de Maxwell-Faraday on peut écrire :

0B ieh? ieh? 0B
VAE=—-— & ——=0 - (VAE)=—=0 -—
ot 8m2c? ( ) 8m2c? ot
et le terme s’interpréte comme un couplage Zeeman avec la dérivée temporelle du champ
magnétique.

On notera pour l'ensemble des termes du second ordre en (1/m) I'expression suivante :

eh? eh ieh? 0B
7U~(EA(p—€A))+WU'E.

o® - _ ‘E—
8m2c2 4m2¢c?

(1.75)

Troisiéeme ordre : correction de 1’énergie cinétique et dépendance temporelle explicite
du champ électrique

La correction relativiste du troisieme ordre en (1/m) contient deux termes :

pT* h*p

g6 - _ _
8m3cb  16m3ch

{T,T}. (1.76)

Le premier élement est fonction de I'opérateur 7#. On le détermine facilement comme produit 72 - T2

et tenant compte de la non commutativité des opérateurs on obtient :
T ((p — eA)? — ehc*T.B)(c*(p — eA)? — ehc?S.B)
c'(p—eA)t —enc' {(p — eA)*, X - B} + (eh)’c* (T - B)?). (1.77)
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Le second terme contient I'opérateur T que 'on détermine avec la formule :
T = ﬁ[V,T] + 0T = ecox - O4E.

On calcule ensuite 'anti-commutateur & 'aide de la formule de Dirac :

{T.7}

{ca- (p — eA),eca - 0;E}
= ec’((a- (p—eA))(a-HE) + (a- IE)(a- (p - eA)))
= e®(p—eA)-HE+iZ - ((p—ecA)ANKE) +HE- (p —eA) +iX- (EA (p — eA)))
e ({p— eA,0,E} +iX - ((p — eA) AOE) + (BE A (p — eA)). (1.78)
En remplacant (1.77) et (1.78) dans (1.76) et en projettant sur les composantes de I'électron (3 — o

, 8 — 1) on obtient une forme explicite pour H "3 que l'on divise en deux groupes de termes (1.79)
et (1.80) :

4 2 2 2
@ (p—eA) eh (p—eA) . [ eh B
" 8m3c2 + 4m?2c? om 7 B 2m ) 2mc? (1.79)
eh? 0 ieh? 0 0
M T p—eA), LrL Y o (R A(p—eA —eM A ZE). 1.
16m3ct {(p eA), ot } 16m3ct” (8t AP —ef)+(p—eA)A ot ) (1.80)

Le premier groupe (1.79) corrige ’énergie cinétique de 1’électron en présence d’un champ
magnétique statique et résulte du fait que 1’on réalise une approximation de I’expression relativiste
de I’énergie. Pour le montrer considérons tout d’abord un électron libre sans champ électromagnétique
(A =0et & =0). Les seuls opérateurs non nuls qui apparaissent dans le hamiltonien transformé sont :

2

(1) _ 2 p
H(A:O) = mc”+ Ime?
4
(3) _ _ P
H(A:O) = (180)(A:0) = —m,

et proviennent sans ambiguité du développement au troisiéme ordre en (1/m) de l'expression relativiste
de I'énergie E? = m2c* + p2c?. En effet :

2 4 2 2\1/2 2 p 1z 2 p’ p! 4
E = (m°c" 4+ p-c?)/* =mec (1+m202> R mc +2m02—m+19(m ) (1.81)

ol le terme p?c? est compatible avec I’expression du carré de 1’énergie cinétique d’une particule libre
dans le formalisme de Dirac : T2 = (ca - p) - (ca - p) = p2c?.

Considerons a présent le cas général d’un électron en présence d’un champ électromagnétique dépendant
du temps et écrivons I'expression totale du hamiltonien transformé au troisieme ordre en (1/m) en
regroupant les termes de la maniere suivante :

1?2 T! ih : n23 .
H = ’ s |V (1] - 7,7
ﬁ (mc + 2mc? 8m3c6) 8m?2cht [ ) ] 16m306{ s }
f(p,A) g9(®,p,A,0:A)

On voit bien que le regroupement f(p, A) est analogue au développement (1.81) si I’on substitue p%c?
par T? = c?(p — eA)? —ehc’E - B ot T est I'expression de I’énergie cinétique en présence d’un champ
magnétique dans le formalisme de Dirac (T' = ca-(p—eA)). Le regroupement g(®, p, A, 9;A) au vu des
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formules (1.75) et (1.80) n’admet qu’un seul et unique terme dépendant d’un champ magnétique sta-
tique qui est celui du couplage spin-orbite (o- (VP A (p—eA)) dans le cas précis ou le champ électrique
est décrit par un potentiel scalaire ® non uniforme. On peut donc affirmer que le groupe (1.79) corrige
bien I'énergie cinétique du I’électron, lorsque celui est en présence d’un champ magnétique statique
uniquement.

Examinons & présent les élements du groupe (1.80). Ils ont la particularité de dépendre explicitement
de la dérivée temporelle du champ électrique 0,E!! Ils représentent une correction éventuelle
a prendre en compte lorsque le champ électrique externe dépend du temps mais dont I'interprétation
physique n’est pas évidente et dont la pertinence reste encore a discuter.

Le premier se présente comme un anti-commutateur de l'opérateur quantité de mouvement et de
la dérivée temporelle du champ électrique dont la signification physique est difficile a cerner.

En revanche l'opérateur contenant le spin est plus abordable. Il est également non hermittique et
semble étre un couplage de type Zeeman avec un champ effectif contenant les opérateurs O;E, p et A.
On le transforme a ’aide d’une fonction d’onde ¢ :

(OEAN(Pp—€eA)+(p—ecA)ANOGE)p = (OEAP+PAIGE —OEANeA —eANOE)
(O E NP+ pp AOE +p AOE)

(O:EApp — OEApd+p A dE9)

= pAOEQ

—  —ihV A 9,Eo.

Le champ effectif obtenu ne contient pas de ”terme d’orbite” comme au second ordre mais un terme
d’inhomogénéité spatiale concernant la dérivée temporelle du champ électrique. On remarquera la dis-
parition de ’aspect non hermittique. Comme précédemment on utilise I’équation de Maxwell-Faraday

V AE = —0,B pour transformer I'opérateur rotationnel, ainsi :
—ﬂa QE/\( —eA) + ( —eA)/\gE = —ﬂa’ V/\a—E
16m3ct ot P P ot N 16m3c? ot
eh? 0°B

16m3ct 7 ot?

et le terme s’interpréte comme un couplage Zeeman avec la dérivée temporelle seconde du
champ magnétique.

On notera pour I'ensemble des termes du troisieme ordre en (1/m) Pexpression de H' ) suivante :

ge _ _oeAt  eh [(p-eAP? O\ (eh > B?
8m3c? 4m?2c? om 2m /) 2mc?
eh? 0 ehd 0°B
~Tead {(p —eA), atE} + Tomaa® a2 (1.82)

1.3.2 Couplage du spin avec le champ électromagnétique

Dans ce paragraphe on se consacre aux termes de couplage entre les degrés de libertés de spin et
le champ électromagnétique et on note ? H' le hamiltonien d’interaction. Ainsi d’apres (1.68), (1.80)
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et (1.82) on obtient :

eh eh ieh? 0B
B- — o.(E _eA e L 22
2m 4m2c2 o (EN(p—cA))+ 8m2¢2 7 ot

3 2 A2
eh 0°B el {(p eA) ,O"B}.

. 1.83
+ 16m3ct 7 ot? 4m2c2 2m ( )

On distingue ensuite dans I'équation (1.83) deux types d’opérateurs. On appelera termes de couplage
direct (notés °H 9)les termes qui s’écrivent sous la forme bien connue de 1’énergie d’interaction
dipolaire d’un moment magnétique de spin avec un champ magnétique effectif Beg :

h
_LU : Beﬁa
2m

et on appelera termes de couplage indirect (notés “H li)les élements représentant une interaction
dipolaire magnétique mais pondérée par le produit d’un opérateur quelconque X :

(O’ . Beﬂ‘)X.
On sépare (1.83) en deux groupes soit :

ﬁ B eh ieh? 0B eh3 9°B

ogd = _ - (EA(p—cA s il
2m am22? ( (p—c ))+8m2020 ot +16m3c4a ot?
. eh  [(p—eA)?
“H = Bt
4m2c? { om 7

Concernant les termes directs il existe un terme de couplage & chaque ordre en (1/m) :

/ eh eh 0B eh? 0’B
Hi = - 4g.B- (2EA (p—eA)—ih- = e
om,” sm2c2 7 ( (p—cA)—i ot ) 16m3c1 7 o
ordrel ordre2 ordre3

On voit d’apres les formules (1.65), (1.69) et (1.78) qu’ils proviennent chacun de la partie spinorielle
d’une formule de Dirac du type : (a.X)(a.Y) = X.Y +iX.(XAY). L’effet Zeeman qui est le premier
terme direct provient de :

BT? X =c(p—eA)
2mc? Y =c¢(p — eA)
Les termes du second ordre sont associés au couplage spin-orbite et au couplage avec la dérivée
temporelle premiere du champ magnétique. Ils proviennent du commutateur :

ih . - _

_ 7, 7] X =c(p—eA)
8m2ct Y = ecE

Au troisieme ordre le couplage opere uniquement avec la dérivée temporelle seconde du champ
magnétique issu de I'anticommutateur :

h2 . X = — eA
LR (p—cA)
16m3cb Y =ecE
Enfin, I'unique terme indirect :
' eh —eA)? eh —eA)?
o — (p )(U.B)+7(G.B)u
4m?2c2 2m 4m?2c? 2m
provient de la correction a I’énergie cinétique au troisieme ordre f%. Mathématiquement il résulte

du calcul de T2 -T2 ce qui en terme de formule de Dirac correspond aux termes croisés de la multipli-
cation entre elles d’identités de Dirac : (. X)(a.Y)(a.Z)(e.T) avecici X =Y =Z =T =c(p—eA).



32 Dynamique quantique relativiste a4 une particule

1.3.3 Analyses et perspectives

On met en évidence dans cette partie une éventuelle systématique mathématique qui apparait dans
les opérateurs transformés du développement de Foldy-Wouthuysen ainsi que pour l'expression des
termes de couplage direct.

Développement en série entiére des opérateurs transformés contenant les termes de cou-
plage direct :

On peut faire quelques remarques concernant la génese des opérateurs du développement de FW
qui contribuent & créer des termes de couplage direct. Parmi les opérateurs en puissance de T2 qui
proviendraient d’un développement du type :

T2
m2c?

BT? BT +
2mc2  8m3ct 7

1/2
H) = mc*p (1—|— ) ~mcf +

2
il n’y aurait que 'opérateur zﬁm% qui puisse donner un terme de couplage direct. Les termes d’ordre

supérieurs (T4, ...) sont tous des termes indirects. Cependant on peut remarquer que 1’on peut écrire
sT?

3 selon :

O _ B ep oy

2me2  4mc?

Cette forme est intéressante car les termes de couplage direct du deuxiéme et troisieme ordre en
(1/m) proviennent de la partie spiniorielle du commutateur [T, 7] ou de Panticommutateur {T,7}.
En mettant 7?2 sous la forme de 'anticommutateur {7, T} on remarque que les termes du premier et
troisieéme ordre prennent une forme similaire et pourraient représenter les deux premiers termes d’un
développement en série entiere d’anti-commutateurs de T' avec ses dérivées temporelles d’ordre pair :

p W*p _ " dr
4m02{T’T} 16m 36{ Ty = 4mc2 (2zmc) {T dt”T} (1.84)

Le terme du second ordre avec le commutateur ne permet pas a lui seul d’extrapoler un développement
en série entiere mais il pourrait étre le premier terme d’un développement analogue avec cette fois des
commutateurs de T' et de ses dérivées temporelles d’ordre impair :

ih . " dr
——F— 1,7 = —T]. 1.85
8m204[ 7] 4mc2 <2@mc> { T dtm } (1.85)

Ainsi le hamiltonien transformé de FW au troisieme ordre qui génere les élements de couplage direct
s’écrit :
1] Bh \" ar Bh \" ar
H) = T,—T T,—T] . 1.86
47 4me2 n; , \2ime T dtn + 7; 2imc Tt (1.86)

Forme explicite du champ effectif :

En factorisant par le magnéton de Bohr on peut écrire I’ensemble des termes directs sous une forme
plus compacte qui met en evidence une certaine régularité mathémathique dans le champ effectif
ressentit par le spin électronique :

.y ch 1 OB B2 9B
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On constate que le champ magnétique est présent & chaque ordre en (1/m) par 'intermédiaire de ses
dérivées temporelles dont 'ordre augmente avec 'ordre du développement en (1/m). En revanche le
champ électrique n’est présent qu’au second ordre. On schématise ’analyse de la maniere suivante :

Ordre en (1/m) | Champ magnétique | Champ électrique

1 B
3 0B

Présenté sous cet angle, le couplage direct entre le spin et le champ électromagnétique parait suivre
une logique pour le champ magnétique mais il est difficile d’extraire des informations concernant le
champ électrique. C’est pourquoi...

C’est quoi le projet ?
Au vu des systématiques et récurrences qui semblent apparaitre dans les points précédents on se-

rait tenté de développer le hamiltonien transformé de FW au quatriéme et cinquiéme ordre en
(1/m) pour répondre aux questions suivantes :

— Q1) Existe-t-il des opérateurs transformés qui vérifient I’équation (1.86) pour les ordres supérieurs
du développement 7

— Q2) Existe-t-il des termes de couplage direct qui apportent une contribution supplémentaire
du champ électrique et/ou une contribution de la dérivée temporelle d’ordre trois du champ

magnétique 7

— Q3) Existe-t-il d’autres termes de couplage indirect ?

La problématique est shématisée a ’aide du tableau suivant :
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Termes directs Termes indirects
Ordre en (1/m) Origine Champ magnétique | Champ électrique Origine
1 (T, T} B
2 [T, 7] ;B EAp
3 {T,T} 0B T4
4 ? ? ? ?
5 ? ? ? ?

C’est pour répondre a ces questions que nous avons étendu la procédure récursive de la transfor-
mation de Foldy-Wouthuysen au cinquieéme ordre en (1/m) dans la section (1.2.4).

1.4 Etude du couplage entre les degrés de liberté de spin et
le champ électromagnétique

« C’est loin mais c’est beau. »
Jacques Chirac

On utilise le développement de FW aux quatrieme et cinquiéme ordre en (1/m) obtenu dans la
section (1.2.4) pour répondre aux questions Q1, Q2 et Q3. On étudie le hamiltonien sous sa forme
transformée puis sous sa forme explicite. On met en évidence la possibilité de décrire les termes de
couplage direct sous la forme d’un développement en série entiere impliquant les variations temporelles
du champ électromagnétique. On tente également de proposer une idée quand a la génese des termes
de couplage indirect. On analyse a la fin la validité des expressions obtenues dans le régime des hautes
énergies.

1.4.1 Couplage direct

Etude du hamiltonien transformé

On rappelle les définitions du chapitre précédent. Les opérateurs conduisant & des élements de couplage
direct proviennent de la partie spinorielle d’une identité de Dirac :(a.X)(a.Y) = XY +iZ. (X AY).
Dans les formules (1.88) et (1.89) des opérateurs transformés de FW aux quatriéme et cinquiéme ordre
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enl/m:
. ih 7. 5 . K2 ...
gHw = — [, 1% = 2T T)T - [T 1.
(L) ey - g (1.89)
2 2
"5)  _ p 6 4 49h 3 17h 2 2
H ST <2T 5 (T + =TT YT+ 5 {T 7%}
5 .o, 1. o 85 .,
+5(TTTT + TTTT) + [TT°T + S TT°T + —{T ! (1.89)

les seuls opérateurs exprimés sous cette forme sont [7°,T] pour le quatrieme ordre et {T, 7'} pour le
cinquieme ordre. Tous les autres, exprimés comme produit d’identités de Dirac donnent des termes de
couplage indirect et sont étudiés dans le second paragraphe.

Ainsi au quatrieme ordre en (1/m) on découvre :

ih3 X =c¢(p—eA)
32mAc8 .7}, { Y = ecoE

qui est bien un commutateur de T avec une dérivée temporelle impair d’ordre trois s’inscrivant dans
le développement en série entiere (1.85) extrapolé précédemment :

an,] B Bh d B\’ &
4mc2 :Z (Qch) [ dtnT]  dme? ((2imc) {T dtT} <2imc) {TWWT])

ih . ih3
= —T, 7|+ ——=|T,T] 1.90
8m204[ 1+ 32m408[ T ( )
De le méme maniére au cinquiéme ordre en (1/m) :
8 X =c¢(p—eA)
32mdcl0 2 {T T} Y = ecoE

I'anticommutateur de T avec la dérivée temporelle pair d’ordre quatre respecte la forme du développement
(1.84) proposé :

g BhN\" [ dm B (BN &
4dmc? Z <2imc> {T’dt"T} © 4me? <(2imc> {T dtOT}

n=0,2,4
&? g\ [, d*
(2zmc) { dtQT} + (2imc) {T’ dt4T}>

h2ﬁ ﬁh4

- 4mc2 T.Th = g T )+ Gampan (L 1)

(1.91)

Cette premiere étude nous permet de répondre a la question Q1, le dévelopement de FW au cinquieme
ordre donne des opérateurs transformés contenant des termes de couplage direct dont I’ensemble vérifie
(1.86) et peut s’écrire sous la forme :

(5 () e 5 () [e]) o

n=0,2,4 n=1,3

Passage a la forme explicite



36 Dynamique quantique relativiste a4 une particule

On utilise les identités de Dirac pour faire apparaitre explicitement le champ électromagnétique.
Pour le terme du quatrieme ordre en (1/m) : [T, T] le calcul est identique & celui du commutateur
[T, T] a condition de remplacer T =eca-E par T' = eca - Oy E. Ainsi on peut écrire directement :

i1, 7] = e®(hV-0uE+ 3 (04EA (p—eA) — (p — eA) AOyE)),
pour transformer le champ effectif a I’aide de ’équation de Maxwell-Faraday :
OEN(p—€eA)— (p—eA)ANIyE = 204EA(p—eA)+ihV AN OyE
= 20uEA (p — eA) — ihduB.
En projetant sur la partie électronique 3 — o on obtient :

eht v O’E n eh? 82E A A)—i 9°B
. U . — PE— ’L
32ma4cS o0t2  32mAct 8162 P—€ ot3

(1.93)

Le terme contenant 'opérateur de spin, en comparaison avec les résultats a 'ordre deux semblent
représenter un couplage de type spin-orbite avec la dérivée temporelle seconde du champ
électrique. On retrouve également un couplage de type Zeeman avec la dérivée temporelle d’ordre
trois du champ magnétique.

Le premier terme n’est pas aisé a interpréter mais on peut risquer l'interprétation suivante : en
écrivant 832E = 2AE on transforme :

eh? v 0°E N eh? eh* 0'®

32mAct otz 7 32mAcS 32mAct ort’

Le terme (1.94) pourrait correspondre & la correction au quatrieme ordre de 1’énergie potentielle du

au Zitterbewegung (1.95) mais les coefficients numériques ne correspondent pas. Nous suggérons de
faire appel & un numérologue pour discuter de cet épineux probleme :

eh2 020 1 ert 0'® eh? efit 0'®

_— P AD —. (1.95
8m2c? Or2 = 4! 16mtct ort 7 ¢ +8m202 +32m406 or4 ( )

V - (2AE) = (1.94)

< V(r+Ar) >=e®(r)+

Enfin pour opérateur du cinqui¢me ordre en (1/m), le calcul est identique & celui de {7, T } & condi-
tion de remplacer 7' = eca - ,E par T = eca - 8mE Apres transformation du champ effectif et
utilisation de I’équation de Maxwell- Faraday7 la projection sur la partie électronique ¥ — o et § — 1
donne :

h5 3E hS 4B
e 0 } e 0 (1.96)

_ —eA — . )
64mPc® {(p eA), o3 64mscs ot
Comme pour l'opérateur du troisitme ordre, le premier terme de (1.96) est difficile & comprendre

physiquement. En revanche la partie de spin fait apparaitre un couplage Zeeman avec la dérivée
temporelle d’ordre quatre du champ magnétique.

Etude de ’ensemble des termes directs
En combinant I’ensemble des termes direct du troisieéme ordre en (1/m) (1.87) et ceux des formules

(1.93) et (1.96) on donne I'expression du hamiltonien “ H'® qui comprend 'ensemble des termes directs
au cinquieme ordre en (1/m) :

/ e 1 0B n? 9’B
gd = 5. (B QB A (p—eA) —ihe | — 7>
7 ( 4dme? < (p—eA)—i 8t> 8m?2ct 0t?

h? ( O0’E 83B) mt  9'B

__ (o _ -6
16m3cb 2 ot? Ap—eA) - o3 32micd Ot > +o(m™). (197)
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Sous cette forme la systématique préssentie dans la question Q2 prend une forme beaucoup plus
pertinente. Le champ magnétique est présent a chaque ordre du développement et le champ électrique

est présent aux ordres pairs. Si on regroupe les termes magnétiques de (1.97) on voit qu'’ils obéissent

a une systématique intéressante. En introduisant la longueur d’onde Compton A\, = % et la

pulsation Compton associée w. = % on transforme la contribution des termes magnétiques :

c

O'H/d

magnétique

eh o (B— ih 83 _ B2 9’°B n ik 9°B n r 9'B +19(m_6)
4mc? Ot 8m2ct Ot2 8m2ct Ot3 32micd Ot
eh i OB 1 0°B i O°B 1 ‘B
- 2o (B2 e 9(m =
7 ( do, OF  8w2 02 T 1602 O | 3208 O ) +9m™)

e 1 1 \"o"B e
= —2ma.<B+2 > <2MC> atn>+19(m ). (1.98)

n=1,2,3,4

On peut remarquer que les deux termes électriques de (1.97) suivent une logique similaire :

orr'd - _ﬁ ) 1 . . hQ (92E _ -6
Hélectrique - 2m0- (477162 (2E A (p eA)) 16m3c6 2 o2 N (p €A) + ﬂ(m )
eh 1 1 -1 (9’E
= ——o0- E —cA —— | == —cA -6
om?” (2m02 AP —eA)+ 2me? 4w? ( ot? Ap—e ))> +9m™)
eh 1 i \" O"E _6
= —5.0 <2m02 2 <2wc> B A(p— eA)) + Y (m™°). (1.99)

11 est tentant de supposer que les formules (1.98) et (1.99) sont valides & tous les ordres en 1/m. On
suppose alors que le couplage direct entre les degrés de liberté de spin et un champ electro-
magnétique dépendant du temps peut s’exprimer de maniére générale par la formule suivante :

opld — _ 1 L \'oB 1 i N'OE
= 2ma' <B + 2 n:; <2iwc) otn + 2mc? ni; 2w, otn Np—eA) .
(1.100)

L’effet Zeeman et 'interaction spin-orbite représenteraient les deux premiers termes d’une expansion
plus complexe. La formule (1.100) est étudiée plus en détail dans la section (1.4.3).

.....

1.4.2 Couplage indirect

Dans cette partie, on ne développe pas les expressions completes des élements de H @) et H'OG),
On se contente de présenter la contribution des opérateurs vectoriels en omettant les coefficients
numériques.

Eléments du quatriéme ordre

Le hamiltonien du quatrieme ordre (1.88) contient deux termes indirects représentés par les opérateurs
[T, T%] et T[T, T)T. En développant ces expressions on voit que I'on peut les écrire comme des pro-
duits des opérateurs TT" ou T'T par 'opérateur T2 & droite ou & gauche. Avec les expressions de
TT =ec®((p—eA)-E+iX- ((p— eA) AE)) et celle de T? = ¢%(p — eA)? — ehic®T - B la projection
sur la partie électronique 3 — o donnerait des expressions de couplage indirect du type :

(0.(EA (p—eA))(0.B); (0.B)(0.(EA (p - cA)))
(0.(EA(p—eA))(p—eA)®; (p—cA)(a.(EA (p—cA))) . (1.101)
(0B)((p— ¢A).E); ((p - cA)E)(0.B)
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Eléments du cinquiéme ordre

Au cinquiéme ordre en (1/m), ’équation (1.89) donne les termes de couplage indirect suivants que
I'on sépare en quatre groupes :

T ; ({T3»T} s T{T, T}T) AT, 7?} (TT'TT' TTTT ; TT?*T ;TT'2T) .

En effet, les deux termes {73, 7} et T{T,T}T sont en fait des produits des opérateurs TT et TT par
I'opérateur T2 & droite ou & gauche. Avec 'expression de TT = ec?((p—eA)-, E+iX-((p—eA)A)E))
ces deux termes contribuent aux couplages :

(c.(O:EN(p—eA)))(oc.B); (6.B)(c.(EA (p—-cA)))
(0.(OEA(p—eA)))(p—eA)?; (p—eA)*(0.(0;EAN(p—eA))) . (1.102)
(0.B)((p —eA).0.E), ((p—eA).0E)(c.B)

De la méme maniére, on remarque que les élements TTTT, TTTT, TT?T et TT?T sont des produits
de TT (ou TT) avec TT (ouTT) et conduisent & des expressions du type :

(0.(BA(p—cA))(p—cA); (p—cA)(o.(EA(p—cA)). (1.103)

Le terme {72,712} avec T? = (eca.E)(eca.E) = e2c*E? donne un terme de couplage non-linéaire par
rapport au champ électrique E :

(0.B)E? ; E*(0.B). (1.104)

Enfin, on constate que 'opérateur en T est en accord avec le développement de I’expression de I’énergie
relativiste en présence d’un champ magnétique. En développant au cinquieme ordre on obtient bien :

T2
m2ct

gt gr g1
2mc2  8m3c®  16mbclo

1/2
HY = Bmc® (1 - ) =mc*B + + 9 (m™%). (1.105)

nous avions déja montré que l'opérateur 7% = T2 - T? au troisieme ordre conduisait aux opérateurs :
(p—eA)?(c.B); (6.B)(p —cA)?. (1.106)
Au cinquieme ordre en écrivant 7¢ = T2 - T2 - T2 on obtient les termes de couplage indirect suivant :

(0.B)B?
(0.B)(p—eA)*; (p—eA)*(o.B) . (1.107)
(b~ ¢A)2(oB)(p— cA)?: (0B)(p — cA)*(c'B)

Remarques :

— Le cas d’un électron en interaction avec un champ magnétique statique homogene est un cas
particulier ou I’équation de Dirac peut étre résolue de maniére exacte (niveaux relativistes de
Landau). Dans la référence [4] un champ magnétique B orienté selon 1'axe z, d’amplitude B
et dérivant d’un potentiel vecteur A = B A r conduit & une expression exacte de 1’énergie
E? = m2c* + p? + ehc® B(2n + 1 — s) ol n est un entier, s = +1 sont les valeurs propres de o,
et p, est un nombre réel correspondant aux valeurs propres de 'opérateur p,. En développant
FE au cinquieme ordre on retrouve alors des termes en concordance parfaite avec les termes de
couplage indirect donnés par (1.106) et (1.107).
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— En mécanique quantique non relativiste les énergies des niveaux de Landau sont proportionnelles
au champ magnétique B tandis que dans le cas relativiste les énergies sont proportionelles a la
racine carrée du champ magnétique v/ B. Clest cette différence qui a permis de montrer que le
grapheéne peut étre modélisé par un hamiltonien de Dirac a deux dimensions pour des électrons
de masse nulle [31].

— Mise & part le terme en T° provenant du développement H. il était difficile de prévoir I'exis-
tence des opérateurs transformés obtenus dans les formules (1.88) et (1.89). On peut cependant
remarquer que ’ensemble des termes dépendants du spin obtenus par la TEFW semblent provenir
de deux axes principaux : i) ceux obtenus par expansion de I’expression de 1’énergie cinétique
relativiste (1.105); ii) ceux provenant des termes directs dépendant du temps (1.92). Tous les
autres proviennent d’un ”croisement” des éléments appartenant aux deux axes principaux. Pour
résumer, on peut écrire de fagon symbolique le hamiltonien au cinquieéme ordre en 1/m impli-
quant le spin sous la forme :

TH, opar = (1.87) + (1.106)"  + (1.93)% + (1.101)"

termes de m—1 a m—3 termes m—*%

4+ (1.96)% + (1.102)° 4 (1.103)° + (1.104)" + (1.106)" ,

termes m—%

ou les indices d(7) représentent les termes de couplage direct(indirect). On peut résumer la si-
tuation sous la forme d’un tableau :

Termes directs Termes indirects

Ordre en (1/m) Origine Champ magnétique | Champ électrique Origine

1 {T,T} B

2 [T,T) OB EAp

3 {T,T} 0B T4

4 [T, T OB OwEAD TT % T2

5 {T,T} OB TG, T.T * T2,

TT *TT, T? « T?

— On pourra remarquer que d’autres termes de couplage direct se ”cachent” parmi les termes
indirects. Dans les formules (1.101) et (1.102) on trouve respectivement les éléments (o.(E A
(p—eA)))(o.B) et (6.(:EA (p —eA)))(o.B). Par application de la formule de Pauli (1.2) :
(0-X)(o-Y)=X-Y+io  (XAY) ces deux termes donnent des couplages du type :

o-(EA(p—eA)AB), o-(OEAN(p—eA)AB).
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1.4.3 Importance des termes directs en spectroscopie ultra-rapide

On étudie Pimportance des corrections relativistes de la formule (1.100) représentant les termes de
couplage direct :

g e 1 1 \"oB 1 i \"9"E
== <B+2 2 (21'%) g T amE 2 2w.) o NPeA) |

n=1,2,... n=0,2,...

Le spin électronique ressent le champ magnétique effectif :

1 1 \"o"B 1 i \" O"E
B =B+ 5 Z <2iwc> ot + Ime? : Z (2%) o N (p — GA) (1108)

n=1,2,... =0,2,...

L’effet Zeeman et I'interaction spin-orbite (terme pour n = 0) existent pour des champs magnétiques et
électriques statiques mais en présence d’un champ électromagnétique dépendant du temps s’ajoutent
des termes nouveaux dépendant explicitement de la variation temporelle de la source excitatrice. Cette
particularité est intéressante pour les expériences de spectroscopies ultra-rapides impliquant des im-
pulsions laser ultra-bréves et intenses.

Pour évaluer I'importance de ces corrections, on propose de raisonner avec des ordres de grandeur.

On choisit de décrire le champ électromagnétique externe comme une onde plane caractérisée par le
triedre (k = 2k, E,B;E || A) et on choisit de décrire 'impulsion selon ||p|| = me. Ainsi :

(&

5t — W
|El| = c|B|
Ipll = me

Ces estimations permettent de réaliser les transformation suivantes :

1 \"o"B w \"
<2mc> atn (ch> B n=12.

1 i \" O"E w \"
— — — B =0,2,....
mc? <2wc) ot AP < QwC) n=02

On peut comparer les termes correctifs directement au champ magnétique B impliqué dans l'effet
Zeeman. Il apparait également qu’a I'ordre n, les contributions électrique et magnétique ont la méme

amplitude :
A, = ( v ) . (1.109)

2w,

Remarques

— Sous ces hypotheses, d’apres la formule (1.108), le terme d’interaction spin-orbite (n = 0) vaut
la moitié du terme d’interaction Zeeman.

— Concernant les termes pour n > 1, ’équation (1.109) met en évidence la compétition entre deux
échelles de temps : celle liée a la pulsation du champ électromagnétique excitateur w et celle
imposée par la pulsation Compton w.
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Sur la Fig 1.3, on peut voir 'amplitude en échelle logarithmique de la n?™¢ correction relativiste en

fonction de la pulsation du champ électromagnétique excitateur.

1 N 1 M 1 P
0 5 10 15 20
Log, y(e) [s"]

Fi1G. 1.3 — Amplitude des corrections en fonction de la pulsation du champ externe ; la droite verticale
en pointillées indique le régime attoseconde.

D’apres la formule (1.109), ordonnée log19(An—o) = 0 correspond & linteraction spin-orbite qui
ne dépend pas de la dérivée temporelle 9;. A amplitude de champ fixée, sa valeur reste constante
quelque soit la pulsation du champ externe. En revanche, les amplitudes des corrections pour n > 1,
deviennent de plus en plus importantes & mesure que la pulsation du champ augmente, mais tout
en restant toujours inférieures a la contribution du terme de spin-orbite. On peut donc affirmer que
vers les régimes ultra-rapides, apparaissent des couplages nouveaux impliquant le spin. La ligne en
pointillés représente le domaine du régime atto-seconde. Les amplitudes des corrections deviennent
égales précisément pour w = 2w,.

Remarques :

— 11 faut préciser que d’apres 'hypothese d’étude ||p|| = mc, méme vers des régimes ultra-rapides
et des amplitudes de champ élevées 'effet Zeeman associé a B sera toujours prépondérant de-
vant I'interaction spin-orbite et les corrections relativistes seront toujours inférieures & ces deux
termes. En revanche, pour des régimes ultra-relativistes ||p|| > 2mc, les termes électriques im-
pliquant I'impulsion p peuvent mofidier cette hiérarchie.

— Cette étude est réalisée avec un électron et un unique champ électromagnétique externe dépendant
du temps. Si on considere la matiere et un ensemble de N particules, il faut ajouter les champs
électrique et magnétique statiques du matériau ainsi que les champs de polarisation induits par
le champ externe.
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1.4.4 Domaine de validité de la TFW

Il nous reste a discuter des limites de l'utilisation de la transformation de FW. Imaginons la
possibilité d’exciter un électron & 'aide d’un champ externe & deux fois la pulsation Compton (w =
2w, a2 10?1 s71). Dans ce cas les corrections relativistes ont toutes la méme amplitude (cf Fig 1.3) et
le hamiltonien ° H ¢ diverge :

/ h 1
“H 42w, = LB (1 + 3

h 1 1
= —;ma.B(l—i—(1+1+...)+2(1+1+...)> — 400

Le hamiltonien de FW diverge car il n’est plus en mesure de décrire le systeme. En effet, la trans-
formation de FW brise la symétrie de charge entre 1’électron et le positron et sépare les hamiltoniens
respectifs. Le hamiltonien transformé de Foldy-Wouthuysen décrit le comportement de 1’électron
dans le régime des basses énergies ou le positron n’est pas matérialisé. En utilisant des champs
électromagnétiques ultra-rapides, ’énergie du systeme augmente par ’apport de photons d’énergie
hw. Au deld d’une énergie seuil de 2w, = 2mc?, le phénomene de création de paires électron-positron
peut se produire et la présence du positron devient possible.

\]M
./;r\/\%

/\/\/\/\_\I/
/\/\M'/'\\'_\»

L’hamiltonien électronique de FW n’est plus valide car il ne peut décrire le systéme en terme d’un
unique électron. Précisons également que dans cette étude le champ électromagnétique n’est pas quan-
tifié et que la création et ’annihilation de photons ne sont pas permises. On peut ausi poétiquement
et naivement voir cette divergence comme une transition de phase dans un espace de description
mathématique.

1.5 Equations du mouvement
« Oaohwhaaowahaoa.. »

Gus en s’étirant

A Taide des résultats de la section (1.4.3) on établit quel est le hamiltonien dont il faudrait tenir compte
pour étudier les phénomenes de désaimantation ultra-rapide exposés en sections (4.1.4) et (6.1.3). On
établit les équations du mouvement pour les observables de position, d’impulsion et de spin a partir du
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théoreme d’Erhenfest. L’équation du mouvement relative a la position permet de définir I'impulsion
généralisée. Les évolutions au cours du temps de I'impulsion et du spin sont associées respectivement
au principe fondamental de la dynamique et au théoréeme du moment cinétique utilisés en mécanique
classique.

1.5.1 Hamiltonien dans le régime femto-seconde

On cherche a obtenir des informations sur la dynamique électronique dans le contexte de la
désaimantation ultra-rapide cohérente de films ferromagnétiques, induite par une impulsion laser de
48 fs. Dans les sections (4.1.4) et (6.1.3) on explique que le hamiltonien de FW au deuxiéme ordre en
1/m est proposé pour étre a l'origine d’un tel phénomene [8] :

—eA)?  eh eh?
HW = megpepy PCAS e p W G
me et 2m om? 8m2c2
eh ieh _
n=0 n=1

11 est également proposé que le(s) couplage(s) entre le spin et le champ électromagnétique puisse(nt)
étre a Dorigine de la désaimantation observée. C’est pour comprendre 'importance de 'interaction
entre un champ électromagnétique dépendant du temps et les degrés de liberté de spin que nous avons
réalisé I’étude de ce premier chapitre. Nous avons mis en évidence que dans des régimes dépendant du
temps, 'interaction spin-champ donnait lieu & des couplages directs et indirects et que les amplitudes
de ces corrections dépendaient essentiellement de la pulsation du champ externe.

Les termes de (1.110) impliquant le spin ne sont que des termes directs. Il s’agit du terme d’in-
teraction Zeeman et des termes correspondant & n = 0 et n = 1 de la formule (1.100). D’apres les
résultats de la section (1.4.3), on peut dire que U'interaction Zeeman et U'interaction spin-orbite sont
prépondérants dans le régime femto-seconde et que le terme n = 1 peut étre négligé (cf Figl.3). On
travaillera avec le hamiltonien suivant dans la limite non relativiste :

—eA)? h h? h
(P—eA)” e U~B—67V'E—%O"(E/\(p—eA)),

H = e® o
vt 2m 2m 8m2c? 4m?2c

que l'on décompose en deux parties H = H) + H®) .

2m 2m 2m

H® = - V.E— 0. (EA(p—cA))

{ HO =ed+ B — = (p-A+A-p)+A— Lg. (VAA)

1.5.2 Observable position

On applique la relation d’Erhenfest a I’'observable position r et on utilise les régles de commutation
de fonctions d’opérateurs canoniquement conjugués :

dr i or i i . OH(p)
s+ 5 = ) - 1 (202, (1111)

ou H(p) est la partie du hamiltonien dépendant de 'impulsion :

(p —eA)? __eh
2m 4dm?2c?

H(p) = o-(EA(p—e€A)). (1.112)
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En remplacant (1.112) dans (1.111) on calcule :

dr 9 [(p—eA)? 0 eh
i ap<zm *op \amza2? (BAP)
1 eh

Cette quantité permet de définir I'impulsion généralisée qui tient compte du spin et de l'interaction
avec le champ électromagnétique au deuxiéme ordre en 1/m :

dr eh
P=m— =p—cA —
m dt p—e 4mc?

(e NE). (1.114)

La forme (1.114), établie depuis longtemps, est utilisée pour décrire les phénomenes magnéto-optiques
[66]. Nous en dirons quelques mots dans la section (4.2.2). Le terme contenant l'opérateur vectoriel
o N E est généralement interprété comme un potentiel vecteur jouant un role similaire a A et non pas
comme une impulsion proprement dite.

1.5.3 Observable impulsion

L’équation d’évolution de I'impulsion est plus difficile & obtenir car il faut tenir compte de I'im-
pulsion généralisée et résoudre I’équation :

aP i opP

Etant donné que P et H sont tous deux du second ordre en 1/m, le commutateur [H, P] donnera des
termes indésirables du troisiéme ordre en 1/m. On propose plutot de réaliser le travail ordre par ordre.

Equation d’évolution au premier ordre en 1/m

Dans ce cas il faut utiliser les quantités suivantes :

2m 2m

HO —ed+ 2 — < (p.A+A-p)+A2— Lo . (VAA)
P=p-cA ’

et ’équation d’évolution pour 'impulsion généralisée au premier ordre en 1/m s’écrit :

AR~ L H (b eA)] + (b~ cA)
[ el 0A
= ﬁ[hﬂp]—E[H,A]—@. (1.116)

1

On détaille le calcul des deux commutateurs qui donne différentes contributions :

%[H,p] = % [e<I>,p]—2;[(p-A+A~p),p]+;n[A2,p]—;Z[U-(VAA),IJ])
2 3 4 5
%[H,A] - f([;ﬂ,A}—Q[(p-AJrA p),Al— —[o-(VAA) A]).
—_———
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On s’intéresse tout d’abord aux termes (1) et (2) et on rappelle que 'on peut transformer le terme

(2) selon : [e®, p] = —€ih][P, V] = eih(V®). Ainsi en sommant (1) et (2) on peut retrouver la force
électrique :
i 0A
M+ = sle®pl-emr
0A
= ¢ - — ) =ecE 1.11
( v 615) e (1.117)

On consideére ensuite les quatres éléments (3), (4), (6) et (7). On se place en jauge de Coulomb
(V- A =0) et on utilise les propriétés de calcul suivantes introduites dans la section (1.1.2) :

p~A—|—A-p: 2Ap—|—VA: 2A'p [Ai,pj] = —Zﬁ[AZ,Vj] :zh(VjAz)
[AB,C] = [A,C]B + A[B,C] [pi, Aj] = —ih|[V;, Aj] = —ih(V;Aj)

Les quatre éléments sont transformés selon :

et el et e
() = -5 =2[2A-p,p|= —% [Aipi, pjle; = —% ([Ai,pj]pi +Ailpi ps]) = — > (VA
(1) = € (a2 A + A;]A ———ZVA
- 2mﬁ p 2 h Zap] 27pj
O = =gy 07 A] = = Dl il + il i) = =L 3 (Tuly
th b) 2mh Z] (3] i 7 K3 (3] i m — 1 ]
7 = o A—wZAA] + Ailpi Ay)) ZA ViA;)
- th p, - FL (2 Di (3]

On regroupe les termes de facteurs communs pour faire apparaitre une force de lorentz magnétique :

(3)+(6) = ——sz (Vid;) — (V;4;)) = —p/\(V/\A):%p/\B (1.118)
@)+ (1) = —ZA VA))):—G—T;A/\(V/\A):—gA/\B. (1.119)

Concernant les termes imphquants le spin, on réalise les mémes transformations :

el el eﬁ
(5) = —%[U.(V/\A),p]:—% ([oi,p;]1Bi + 0i[Bi, p;]) Zal (V;B;)
ij
ie2h ie2h
8) = o - (VAA),A]l= o ([oi, Aj]Bi + 03[ Bi, Aj]) = 0

ij
On remarque que tous les élements sont nuls & 1'exception du deuxiéme terme de (5) qui permet de
retrouver une force dérivant du potentiel d’interaction magnétique :

(5) = _2672. [0-(VAA),p| = ;—iZUi[Bi,pj] = —%0’ -(VB). (1.120)

m m

En sommant les contributions (1.117), (1.118), (1.119) et (1.120) I’équation du mouvement de I'im-
pulsion généralisée (1.116) au premier ordre en 1/m s’écrit :

o2 (o]« e
eh

= e (E + %(p —eA) A B) ~ 50" (VB). (1.121)
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On reconnait la force de Lorentz classique a condition de substituer p — eA a p ainsi que la force
dérivant du potentiel magnétique impliquant le spin.

Equation d’évolution au deuxiéme ordre en 1/m
Au deuxiéme ordre en 1/m il faut tenir compte de 'impulsion généralisée avec la correction du spin et

Péquation d’Erhenfest décrite par (1.115) qui peut contenir des éléments du troisieme ordre en 1/m.
Pour obtenir des termes exclusivement du deuxiéme ordre il faut écrire :

P i eh oP
@ _ Y [H® (p— n __ev or
=7 [H?.(p eA)} h{H 4ch( o AE)| + 5 +9 (m™%). (1.122)

L’ensemble des termes du premier ordre ont déja été calculés, il faut rajoutter ceux du second ordre
de contribution non nulle :

8m?2c2

9 10 11

o [ A] = (o A (- eA)) A

o 18] < 1 (s (V- Epl - 1 o (BAD) Bl — o - (B A (—eA) )

h 4m2c2
12
i eh OP i [p? eh i e eh eh OE
— |H® AE) |+ —=~-|——-—=(@AE)|++ |-—A -p———(AE)| - ——0 A —
* h [ T Ame? (@ )+ ot h|2m’ 4mc? (o )|+ Al m P, 4mc? (o ) 4mc? 7 ot
—_———
13 14 15

On calcule les commutateurs en utilisant les mémes regles que précédemment :

(10) = —4 510 (BAD).PI =~ 0+ (0 AB) ] = — 155 3 (uplor AB): +pil(o A B)ipy)
- 4m2c2zp’ i@ NE))

1) = —%%[m(m(—m»,p]:%m (0 AB).p)= CZZ Ao AB) + (e A B p)
Y (VAo B+ ALY, (o A E))

(12) = = BAD) A=~ b (0 AE).A WCQZ b Ao NE) + il AE),LA))

he?
= T2 Z(ViAj)(O' ANE);
]
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(13) = ;[i,—4222<aAE>]=—8n‘j§c2i2j<[pi,<aAE>j]pi+pi[pz-,<aAE>j1>
= o Y (Vi AR+ (Vi AE),))
= o Y n(Vie AB))
1) = i[-fap-team) - WCQZ Asy (o NE)lps + Ailpi, (0 AE),))
he?

= —55 > A(Vile AE))).

4m?2c? £
ij
On peut calculer directement la contribution provenant du terme de Darwin :

i eh? eih eh? OA
- " w.Epl=_-—" B)= — d+— ). 1.12
(9) e [V -E,p] szchV(v ) 8m262v<v (V + m)) (1.123)

En regroupant les termes (10) et (13) on obtient le terme (1.124) :

eh

10)+13) = 55 > (pi((Vj(o AE);) = (Vi(o AE);)))
- %p/\(VA(U/\E)), (1.124)

qui correspond a une force de Lorentz impliquant un champ magnétique dérivant du ” potentiel vecteur”
lié au spin. En regroupant ensuite les termes (11), (12) et (14) on découvre (1.125) :

() +(2+04) = 155 3 (0 AB(ViA) — (V;4)) + Al(Vilo AB)) = (V0 AB))
= %((UAE)/\(V/\A)+A/\(V/\(0'/\E)))
= %((UAE)/\B—FA/\(V/\(O’/\E))). (1.125)

Le deuxiéme terme de (1.125) correspond a la force de Lorentz de la formule (1.124) mais impliquant le
potentiel vecteur A. Le premier terme décrit également une force de Lorenz magnétique mais associée a
la correction de spin de 'impulsion. Ce dernier illustre que ce terme correctif peut s’interpréter comme
un potentiel vecteur mais visiblement aussi comme une impulsion au sens cinétique. En regroupant
les termes (1.123), (1.124) et (1.125) on peut compléter I’équation d’évolution (1.122) :

dP oP
= REPI G
P 1 eh eh
eh? eh OE _9
+WV(V'E)7W /\a+19(m ). (1.126)

Remarque :
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Les deux premiers termes de (1.126) semblent provenir d’un développement plus général impliquant
I'impulsion généralisée du type :
P
e<E+A(VAP)>
m

1.5.4 Observable de spin

L’équation d’évolution du spin est plus simple & obtenir car cet opérateur commute avec ’ensemble
des autres opérateurs. Il y a juste les composantes du spin qui ne commutent pas entre elles et dont
la relation de commutation est donnée par [0y, 0] = 2i€;;x0%. La relation d’Erhenfest donne :

do i do i

—=—|H — =—-|H . 1.127
Le hamiltonien H (o) est représenté par la quantité suivante, ou le spin ressent un champ magnétique
effectif H :

H(a’):fﬂa' <B+

o (EA (peA))> =—-——o-H

2mc? 2m

Le calcul de (1.127) devient :
do 1 eh et e
@k {‘m" | H"’} = “gm L Heni) = 5n 2 el

On obtient finalement 1’équation (1.128) qui est 1’équivalent du théoréme du moment cinétique, ou le
spin précesse autour du champ effectif H :

do e
-~ _ = B
7 mU/\< +

2771@2 (EA(p— eA))) . (1.128)



Chapitre 2

Dynamique quantique relativiste du
probleme a deux particules

Le second chapitre traite de la limite non-relativiste du probleme de deux électrons en interaction
coulombienne en présence d’un champ électromagnétique externe dépendant du temps. Cette étude est
nécessaire pour distinguer les interactions relatives aux champs ”internes”, produites par les sources
localisées, des interactions ”externes” induites par un champ électromagnétique variable dans le temps.
Dans la section (2.1) on présente les fonctions de Lagrange et de Hamilton qui décrivent 'interaction
retardée entre deux particules chargées. En mécanique quantique non-relativiste, le hamiltonien de
Breit-Pauli, développé au second ordre en 1/m permet une telle description. Il est généralement obtenu
en l'absence de champ externe et on cherche a savoir si la présence d’un champ électromagnétique
dépendant du temps apporte des modifications a 'interaction entre les deux particules. Pour répondre
a cette question on réalise dans la section (2.2) une TFW dépendante du temps sur un systéme de
deux électrons en interaction coulombienne en présence d’un champ électromagnétique variable dans le
temps. La procédure permet de construire un hamiltonien d’interaction transformé ; le développement
est réalisé jusqu’au troisieme ordre en 1/m. Dans la section (2.3) on montre que le champ externe n’agit
pas explicitement sur le hamiltonien d’interaction du second ordre en 1/m et on retrouve le hamiltonien
de Breit-Pauli. En revanche, on met en évidence en section (2.4), qu’a partir du troisiéme ordre en
1/m, le champ externe agit comme un ”troisieme corps” et permet des interactions impliquant le spin
des particules et I'interaction coulombienne. Pour finir, on pose en section (2.5) les bases nécéssaires
pour développer cette procédure jusqu’au quatrieme et cinquiéme ordre en 1/m.

2.1 Lagrangiens et hamiltoniens du systeme

« Plus le temps passe et
moins il y a de futur... »

On présente les fonctions lagrangiennes et hamiltoniennes développées & I'ordre 1/c¢? qui permettent
de corriger I'expression de ’énergie potentielle électromagnétique d’un systeme de deux particules
chargées. On montre comment le lagrangien de Darwin permet de construire le hamiltonien de Breit
a l'aide du formalisme de Dirac. En diagonalisant le hamiltonien de Breit (séparation de la matiere
et de 'anti-matiere) on obtient le hamiltonien de Breit-Pauli, dont la partie du second ordre en 1/m
introduit de facon naturelle les interactions spin-orbite, spin-autre-orbite et les interactions entre les
spins des deux particules. On s’interesse en fin de section sur la maniere la plus efficace de diagonaliser
un systeme relativiste de deux électrons en interaction coulombienne en présence d’un champ externe
dépendant du temps.

49
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2.1.1 Lagrangien de Darwin

Soit un systéme de deux particules chargées de charge ¢g; et g2 en interaction coulombienne.
L’énergie totale £ = T 4 U du systeme est la somme des énergies cinétique et potentielle des deux
particules. Elle s’écrit :

E = ZT+ ZZUW

i=1 'L;éj
_4iq5
= Z 3™+ ZZ
o ey dmegr;;
1 9, 1 2 q1492
o 2mv1+2mv2+4’ﬁ607"12.

Cette expression est vrai en mécanique classique mais pas en dynamique relativiste pour des vitesses
proches de celle la lumiere. En relativité il faut prendre en compte ’énergie de masse et le fait
que l'interaction électromagnétique ne soit pas instantanée. Les particules sont sensibles aux champs
électromagnétiques produits par les autres, qui transmettent I'information a vitesse finie ¢. Pour une
particule relativiste de charge ¢ en présence d’un champ électromagnétique décrit par le couple (A, @
), la fonction de Lagrange du systéme définie par L =T — U s’écrit [20] :

L—fmczw/lfvjqL v-A—qd
- C2 q q .

Pour des vitesses faibles devant la vitesse de la lumiere v < ¢, cette fonction devient :
1
L=T-U= §mv2—(q<1>—qv-A).

L’énergie potentielle électromagnétique U prend a présent en compte le mouvement de la particule
par rapport au champ et s’écrit :

U=qd—qv-A.
Pour un systéme de deux électrons en interaction, I’expression de l’énergie doit étre modifiée en
conséquence :

2
z; m? + 2 zzqz —givi- Ay).

i=1 i#j

Cette expression présentée de maniere générale doit étre précisée. La partie cinétique correspond
au développement de 1’énergie relativiste & lordre 0 en 1/c¢ et 'ordre de la partie potentielle n’est
pas mentionné. En développant & I'ordre 1/c? la totalité de la fonction de Lagrange, on obtient le
lagrangien de Darwin (1922) :

L= Z( mo? + mv4> _ D%, N (vl L 2 'r”)gvz -r12)> +9(1/c"). (2.1)

4dmegria  4megc? 2112 23,

Cette derniere formule permet de corriger 'expression de ’énergie électromagnétique U entre deux
particules chargées, en incorporant des termes "retardés” fonctions des vitesses vy et va. En no-
tant e? = B2 on appellera dorénavant lagrangien de Darwin (bien qu'il s’agisse d’une fonction
hamiltonienn % la partie électromagnétique de la formule (2.1) :

e e (Vl Va2 (v 'rlz)(Vz'r12)>

T12 262 3

_ 2 <T1 _ Viva (v1 ~r12)(‘3’2 : 1”12)) +9 (1/04) ) (2.2)

UELD =

12 2027“12 2627“12
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On présente deux méthodes qui permettent d’obtenir une telle expression. La premiere utilise I'ex-
pression des potentiels retardés et la seconde est développée a partir de la relativité restreinte. On
pourra également trouver une démonstration de (2.2) dans 'ouvrage Classical Electrodynamics de J.
D. Jackson [13].

Développement a ’ordre deux en (1/c) des potentiels de Liénard-Wiechert [20]
A partir des équations de Maxwell on peut écrire les équations de propagation des potentiels sca-

laire @, et vecteur Ay, dans la jauge de Lorentz (V- A + %%—‘f = 0). Les solutions correspondent aux
potentiels retardés de Liénard-Wiechert :

1 9°%, P 1 p(x',t — 1)
Ap, — 2 L __P & P (x,t) = dPx =
L™ 2 o €0 r(x1) 4meg / r
1 (92AL Ho j(xlvt - E)
AA; — = —= = —1oj RS A ) =22 | pByi e/
L 2 atQ Ho) L(X7 ) 4Ar / X r ’
avec r =|| X' — x ||. L’énergie électromagnétique d’une particule de charge ¢ et de vitesse v dans un

champ électromagnétique décrit par (@, Ar) s’écrit :

On réalise un développement de Taylor au deuxiéme ordre en 1/c des potentiels en supposant qu’ils
sont produits par une charge ponctuelle telle que p(x’,t) = ¢d(x’, t). Ainsi,

1 d3x/ , o1 d3x/ , 82 d3x/ 7,_2 ) \
(I)L(Xat) - 47‘(‘60 / r P(X ;t) - &E/ r TP(X t)"‘w/T@p(X ,t) + 9 (1/6 )
—_—
q

1 gd(x’,t 1 62 ) )
T dme </d3xl(r) T o2 o d*x'rqé(x ,t)> +9 (1/ch)
_ 1 q q 0%r 4
= T <T + 5.2 902 +9(1/c¢"). 23)

/

Le potentiel vecteur A (x,t) est déja & 'ordre 1/¢2. 1 suffit d’écrire j(x',t — L) = j(x/,t) = p(x/, t)v;
on obtient :

/ /
A t) = — /d?’x’p(x’t)v ! /d3x’q6(x’t)v A (2.4)

4mreqc? r 4meqc? r dmegc2r’

On choisit de se placer dans la jauge de Coulomb (V - A = 0), dans laquelle & = ﬁor, par le
changement de jauge suivant :

9
{ o= (25)

Ac=AL+Vf '
L’expression (2.3) dans (2.5) permet d’obtenir directement I’expression de f :

__ 4
Ameqr

(I)c(X, t)

2
:QL(x,t)fa—f* 1 <q q@r) N q or

ot~ dmeg \r | 2¢2 02 ~ (dmeg)2¢2 Ot
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On calcule esnuite V f :

B q or or q 0(Vr)
vio= (4meg)2c? v (8t) (47760)202V <8 > (4meg)2¢? Ot
e o ( ) 1or xor
 (4mep)2c? Ot (47760 )2¢2 Ot 47T€0 (4me)2c2 \r 0t 72 ot
q r rr
(47eq)2c2 (r a r2) ' 26)

Les dérivées t et 7 s’obtiennent en différenciant r2 = r2 et en définissant ¥ = —v :
rr=r-r r=-v
dr?l =d[r?] < { . = rr=-r-v & (2.7)
.

Les expressions (2.7) sont réinjectées dans (2.6) :

()t (1) s

Ainsi les équations (2.3) et (2.8) permettent d’obtenir les potentiels scalaire et vecteur en jauge de
Coulomb avec la condition de jauge (2.5) :

q
b =
c dmeqr
q v F(f-v)
Ac = )
¢ 4meq (2027‘ + 2¢2r )

En supposant que ®¢ et A sont produits par une charge g» de vitesse v 'expression de ’énergie U
en jauge de Coulomb permet bien de retrouver le lagrangien de Darwin :

U = Q1(I’g) —{¢1vi 'A(g)
_ e @ Va2 r12(F12 - va2)
4megria i 4meg \ 2¢2719 2¢2r19
q1492 q1492 Vi Va2 (vi-r12)(Vv2 - T12) 4
= — (1 .
dmegria  Amepc? ( 2r19 + 2r3, +9 (1/¢)

Développement a ’ordre deux en (1/c¢) des quadrivecteurs [17]

Soient deux référentiels galiléens R et R’ en mouvement relatif I’'un par rapport a l'autre a la vi-
tesse v = vex. Les composantes des quadrivecteurs 4 — A = (A4,,P) et 4 — A’ = (A, D’) sont reliées
par les transformations de Lorentz :

Ay = (A, + %) A =y(Ay —v5)
D =~(d' +vA,) D' =4(P —vA,)

On suppose que le potentiel vecteur A/ est nul dans R’ ce qui conduit & Pexpression suivante des
potentiels dans le référentiel R oli on pose u =v :

Ay = ’yucq;
(2.9)
D =~/
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On développe au deuxiéme ordre en 1/¢ I'expression du potentiel ® donné par (2.10) [17] :

al yu-ry2] 72
o = 1+( ) (2.10)
dmegr cr
_ _ —~1/2
— q 17“72 i 1+ 1,”72 1(“)2 /
 dweor c? c? cr
2
_ 4 w1 uerye ~4
~ dmer {1 * 2¢2 2 ( cr ) +9 (e )} ' (2.11)

L’expression du potentiel vecteur A au deuxiéme ordre en 1/c s’écrit d’apres (2.9) et (2.11) :

u® ud q u
A=A 0 {7 9 (1 3}. 9.12
v c? c? 4dmegr Lc? + ( /e ) ( )

Si on écrit ’énergie électromagnétique U pour deux charges ¢q; et g2 on obtient en remplacant u par
Vo !

U = 611‘13(2) —qivi FA®
2 2
q192 vy 1 (Vz -r) G2V2 3
- 14+ 2 _ = — . U (1 .
dmegr [ + 2¢2 2\ ecr @y 4dmegrc? + ( /e )

Cette derniere expression n’est pas symétrique. En effet, si on permutte le role des particules 1 et
2 Pexpression obtenue n’est pas identique. On réalise alors un changement de jauge en se placant dans
la jauge de Coulomb :

o =P — G (2.13)
Ac=A; + VA~ '
L’expression (2.11) permet de déterminer la fonction A :
JA g u? 7(u~r)2 e pA—_ T uwr
Ot Admey | 2rc? 2c2r3 T dweg 2621
et d’en calculer le gradient :
q u-r q u r(u-r)
A ( ) -1 g(Z_ . 2.14
v (4meg)2c? v T (4meg)2c? v ( T r3 > (2.14)

On obtient alors les potentiels vecteur et scalaire en jauge de Coulomb & partir de (2.14), (2.12) et
(2.13) :

(2) q2

b =
¢ dmegr

AR _ @ u | r(u-ry
¢ 4mreq 202r+ 2¢2p3

L’expression de I'énergie U est a présent symétrique et on retrouve bien I’expression du lagrangien de
Darwin pour u = vy :

v = Q1‘I)(02) —q1Vvi 'A(OQ)
9192 9192 vi-ve | (vi-ri2)(va-ri2) —4
_ _ 9 .
4megria 4megc? ( 2119 + 2r3, + (c )

Remarques :
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— On retiendra que le lagrangien de Darwin s’exprime en jauge de Coulomb. Il n’est pas co-
variant.

— On adoptera a présent la notation suivante :

e A (2.15)

Lo — 62 62 Vi -V + (Vl . I‘12>(V2 . I‘12)
b T12 262 T12 T2 ’

2.1.2 Hamiltonien de Breit

En dynamique quantique relativiste, le hamiltonien de deux particules en interaction coulombienne,
de méme masse et de charge ¢q; et ¢o, s’écrit dans le formalisme de Dirac :

2
H = Z (cal- Spi + ch&) + a2 (2.16)

471'607‘12 '

i=1

La partie d’interaction électromagnétique peut également étre complétée en s’inspirant du lagrangien
semi-relativiste de Darwin. Pour cela on utilise les résultats de la section (1.1.2) dans laquelle on donne
la définition de la vitesse moyenne dans le formalisme de Dirac :

V = Cco.

En substituant v; = cay; dans 'expression (2.15), on peut compléter (2.16) :

2

9142 q1q2 [ 1 - Q2 (ap.ri2)(ag -ri2)

H = i Pi 3, — .
; (ca p; +me’f3 ) + dmegria 4meg ( 2119 + 27’:1”2

On appelera hamiltonien de Breit Hp [10] le hamiltonien suivant :

62 g - 02 (al.l‘]_z)(az . 1‘12)
Hp = — —¢€° : 2.17
B T12 € ( 2?”12 + 2?”‘132 ) ( )
= V4+G+J

que ’on sépare en trois parties : V est l'interaction coulombienne instantanée, les termes retardés sont
appelés terme de Gaunt G et terme de Jauge J.

v = &
T12
G - _poro2
27‘12
J = _2(041'1'12)(012'1'12)
2r3, '

Remarques :

Cette forme aussi n’est pas covariante. Une expression covariante de l'interaction entre deux électrons
est donnée par I’équation de Bethe-Salpeter [6].

2.1.3 Hamiltonien de Breit-Pauli

Dans le premier chapitre nous avons montré que la diagonalisation du hamiltonien de Dirac condui-
sait au hamiltonien de Schrodinger dans la limite non relativiste. Si on diagonalise le hamiltonien de
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Breit et que l'on réalise un développement au second ordre en 1/m on obtient le hamiltonien de
Breit-Pauli :

e? mh?e? e? P1 - P2 riz - (1‘12 : pl)Pz
H = — ———=9 —
e e~ w2 ) T g ( e 50 )

L_fe (o2 +201) - 1g — (01 + 202) - 1)
———((o o1)- 13 — (o o2) -
4m202r?2 2 1) 1l2 1 2 1

62h2 g1 02 g1 02 (0’1'1‘12)(0'2'1‘12)

- -8 ) — 3 . 2.18

4m2c? ( 3 (ri2) 4 * 7o ) (219

Dans cette expression on voit apparaitre 'opérateur coulombien mais aussi des termes en 1/m? conte-

nant les opérateurs d’impulsion p; et pa, les opérateurs du moment cinétique orbital 1; et 1z et les

opérateurs du moment cinétique de spin sy = hgl et sg = m%

|2
P2
-7 82
F12
La premiere ligne de (2.18) contient les opérateurs suivants :
_7T52€2 §(r1s) — e P1 - P2 4 ri2 - (ri2 - pP1)P2
m2c2 T om22 oy 3, '

Le premier élément est un terme de contact et les deux autres, fonctions des impulsions, sont 1’équivalent
quantique des termes du lagrangien de Darwin avec p = mv. La seconde ligne de (2.18) représente
des interactions entre les moments cinétiques orbitaux et les moments cinétiques de spin :

he? he?
T (o2 la —01-11)+
12%/_/

Am2e2r (o1l —02-11).

2m2c2ry,
spin—orbite spin—autre—orbite

On doit distinguer les termes de couplage spin-orbite et les termes de couplage spin-autre-orbite. Enfin
la derniére ligne de (2.18) représente les couplages entre moments cinétiques de spin :

€2h2 g1 - 02 g1 02 (0'1‘1‘12)(0'2‘1‘12)
- -8 4] - 3 .
4m?2c? < 3 (r12) T3y + T3y )

Le premier élément est aussi un terme de contact et les deux autres représentent I'interaction dipolaire
entre les deux moments magnétiques de spin.

Intéréts
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Le hamiltonien de Breit-Pauli est un outil trés performant car il donne naturellement toutes
les interactions possibles entre les entités physiques présentes dans le probleme a deux électrons.
Il est important de rappeler que c’est la diagonalisation du hamiltonien de Breit, écrit dans le
formalisme de Dirac, qui permet de retrouver les termes d’interaction impliquant le spin. Une
simple substitution de I'impulsion par son opérateur quantique dans le lagrangien de Darwin n’aurait
pas permis de recueuillir toutes ces informations. On pourra retenir le schéma suivant :

vitesse

quantique relativiste relativiste

Hamiltonien de Breit — Lagrangien de Darwin

quantique | . classique

Hamiltonien de Breit-Pauli Energie de Coulomb

h action

Obtention du hamiltonien de Breit-Pauli

On peut aboutir & l'expression (2.18) de différentes manieres. G. Breit fut le premier & 'obtenir
en éliminant les petites composantes liées aux positrons [10]. On rencontre aussi dans la littérature
des approches différentes. Dans 1'ouvrage Quantum Mechanics of One and Two Electron Atoms de
H. A. Bethe et E. E. Salpeter [11] le hamiltonien de Breit est diagonalisé dans le plan de Fourier.
Une représentation alternative des opérateurs de Dirac est utilisée dans Introduction to Relativistic
Quantum Chemistry [17]. Deux autres methodes méritent attention :

— Dans l'ouvrage Relativistic Quantum Chemistry [16] le hamiltonien de Breit-Pauli est obtenu par
une transformation de Foldy-Wouthuysen non dépendante du temps du hamiltonien
suivant :

2
H = Y H+ & ooz (ear)(az-ri)
~ " 2r12 2r3,

= Hy+Hy+ Hp
ou H; = (ca,; - p;i + mc? ﬂi) est le hamiltonien de Dirac d’une particule libre. On détaille un peu

cette technique car on s’inspire de celle-ci dans la section suivante. La fonction d’onde totale du
systeme W est prise dans ’approximation de Hartree ¥ = W, ® ¥4 et la transformation unitaire
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de la fonction d’onde s’écrit e™W = e*51¥; ® ¢"2W, avec S; qui prend la forme usuelle (cf
chapitrel) :
BT Bicoy - pi

2mic? 2mic?

Si

Le hamiltonien transformé s’écrit :

eiS (H1 4 H2 4 HB) e*’b‘S — eislHlefisl 4 6iSzH1€7iS2 4 eislei52H167i31 672’5‘2 .

Hp

En développant e**1e*>2 au second ordre en 1/m selon :

153 =518+ (m™?%),

o 1 1 1
eS1etS2 = (1 + S, — 25%) <1 +1iSy — 253) =148, +iSy — 55% -3

le calcul du terme H permet de retrouver le hamiltonien de Breit-Pauli apres élimination des
composantes non diagonales. On s’inspire de cette méthode dans la section (2.2).

— On trouve aussi dans Physique Théorique, Electrodynamique Quantique de L. Landau et E.
Lifschitz [19] un développement du hamiltonien de Breit-Pauli obtenu & partir du diagramme
de Feynman de diffusion de deux électrons (Théorie quantique relativiste des champs) :

2.1.4 Problématique liée a la présence d’un champ externe

En l'absence de champ électromagnétique externe, le hamiltonien quantique non relativiste du
systéme de deux électrons en interaction s’écrit au second ordre en 1/m :

2 5
H=>"P"§ Hpp, (2.19)
=1

2m

ou Hpp est donné par (2.18). Dans ce systeme, le champ électromagnétique provient du potentiel cou-
lombien ® = €2/r15 entre les deux électrons. Or, la présence des termes en 1/m? du hamiltonien de
Breit-Pauli impose de prendre en compte 'existence d’'un potentiel vecteur A créé par le mouvement
des deux électrons. L’expression mathématique de ce potentiel vecteur n’est a priori pas explicitée
clairement dans I’expression (2.18) mais il existe. On choisit d’appeler champ électromagnétique
interne, le champ électromagnétique total du systeme de deux électrons en interaction, décrit par le
couple (®;n¢ , Ain¢) ol bien entendu @,y = €2 /715 .

On choisit d’ajouter a ce systéme un champ électromagnétique externe pouvant dépendre du temps
décrit par (Peyzt , Acye) €t on cherche & écrire de fagon exacte le hamiltonien au second ordre en 1/m.
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Dans le premier chapitre nous avons établit que le hamiltonien d’un électron en présence d’un champ
électromagnétique s’écrivait au second ordre en 1/m :

(P—qA)? gh o W _gh

2m 2m 8m2c? 4m2c?
Ainsi pour un systeme de deux électrons en interaction en présence d’un champ externe, on peut
supposer que chaque électron ressent individuellement les effets du champ externe et que la partie
cinétique de (2.19) doit étre remplacée par (2.20). On peut alors distinguer les effets du champ interne
décrit par (®;n: , Aint) et ceux du champ externe décrit par (Pept , Acst) :

HIW — ¢& + V-E U-(E/\(p—qA))+19(m_3). (2.20)

2
H= ZHiFW((Dezta Aezt) + HBP((I)inthint)~ (221)
i=1

Il faut prendre cependant quelques précautions car cette conclusion n’est peut-étre pas correcte et ceci
pour plusieurs raisons :

— Tout d’abord 'expression (2.18) du hamiltonien de Breit-Pauli est obtenue en I’absence de champ
électromagnétique externe. Nous ne sommes pas en mesure d’affirmer qu’en présence d’un tel
champ, 'expression est identique.

— Ensuite nous avons vu dans le premier chapitre que la diagonalisation du hamiltonien de Dirac
en présence d'un champ dépendant du temps conduisait a des termes d’interaction dépendant
explicitement de la dérivée temporelle du champ électomagnétique. Cette particularité se mani-
feste & partir du troisiéme ordre en 1/m et il est important de savoir si une telle propriété peut
se répercuter sur le hamiltonien d’interaction.

— Le hamiltonien de FW issu de la diagonalisation du hamiltonien de Dirac et le hamiltonien
de Breit-Pauli provenant de la diagonalisation du hamiltonien de Breit ont été déterminés
séparément.

Nous pensons qu’il serait judicieux de réaliser une transformation de Foldy-Wouthuysen du
hamiltonien total du systéme de deux électrons en interaction en présence d’un champ
électromagnétique externe dépendant du temps. Pour cela il faut partir du formalisme de
Dirac et développer une TFW dépendante du temps au moins jusqu’au troisieme ordre en 1/m. La
problématique est donc résumée de la maniere suivante :

& 2
H = Z (cas - (i — i) + mic®B; + ¢;®)  + :; B
i1 12

02 (0‘1 ‘oz (o -ria)(o - P12)>

27‘12 27“1?‘2

TFW

?7 07 ?+19(m_4).

Pour réaliser ce travail on va s’inspirer de la méthode développée dans [16] mais en y incorporant
laspect temporel de la TFW exposée dans [12].

2.2 TFW du hamiltonien de Breit

On rappelle brievement comment est construit la TEFW pour un électron en présence d’'un champ
externe dépendant du temps et on propose une extension au cas de deux électrons en interaction.
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Cette TFW ”bi-électronique” agit sur le hamiltonien de Breit et conduit a définir un hamiltonien
d’interaction transformé. Dans une premiere étape (section (2.2.2)) on développe son expression
au troisieme ordre en 1/m. La seconde étape (section (2.2.3)) consiste a discuter de la diagonalisation
qui sépare particule et anti-particule. Enfin, on discute en section (2.2.4) de I'impact du champ externe
dépendant du temps et de la pertinence de la procédure utilisée. La forme explicite du hamiltonien
ne sera pas abordée dans cette section.

2.2.1 Choix d’une procédure

On rappelle que pour un bispineur ¥ dont I’évolution est donnée par 1’équation de Dirac, la
transformation unitaire de la fonction d’onde conduit & un nouvel hamiltonien H' appelé hamiltonien
transformé de Foldy-Wouthuysen :

0w H =S (H—2)e s
! ! = ) ot
H'V =ih e { ' — ciSy

avec S un opérateur hermitique développable en puissance de l'inverse de la masse. On cherche
a réaliser une extension de cette transformation pour un systéme de deux électrons i et j
(m; = m; = m) en interaction coulombienne en présence d’un champ electromagnétique
externe variable dans le temps décrit par (®, A). Dans le formalisme quantique relativiste, le
hamiltonien d’une particule individuelle i en interaction avec un champ est le hamiltonien de Dirac H;.
L’interaction coulombienne entre les particules i et j est décrite a I'aide du hamiltonien de Breit Hp.
La fonction d’onde totale du systeme est donnée dans I'approximation de Hartree, comme produit de
fonctions d’onde monoélectroniques. L’équation d’évolution du systéme s’écrit :

=0, 0,
HVY = (H;+ H; + Hp)V = m%‘f H; = ca; - (pi — ¢iA) + mc®B; + ¢;®
2 ;.o i.Tij) (0 1y

Hp = :Tg —e? ( T + (a 21(5‘2 ))

Si on réalise une transformation unitaire du type ¥’ = ¢*W¥ = ¢ (¥, @ ¥;) le hamiltonien transformé
du systeme devient :

) 0 )
H' = ¢ (Hi +Hj+ Hp — 8t) e, (2.22)

Pour poursuivre le développement il faut définir un opérateur S qui puisse tenir compte des deux
électrons. En s’inspirant de [16] on définit :

mais ol 'opérateur S; est I'opérateur déterminé lors d’une TFW réalisée sur un systeme a un électron

i en interaction avec un champ externe (section (1.2.3)). La transformation unitaire de la fonction
d’onde totale se précise selon :

eiS\Il = (eisi ® eisj)(\:[ji ® \I/J) — (elSL\I/Z) ® (eisj \I/])
On adopte ici la notation du produit tensoriel pour préciser que I'opérateur €% agit uniquement sur

le hamiltonien et sur la fonction d’onde relatifs & 1’électron i et n’a aucune action sur le hamiltonien
ou la fonction d’onde de ’électron j. Partant de ces définitions le développement de 1’équation (2.22)
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donne :

j i 0 , )
H = 5 geSi (Hi +H;+Hp — at) e~i5i @ 1S

— GZSIH;@*ZSI ® (eisjeiisj) + (elsLeflSz) ® eiSjHjef’iSj + ezSL ® eiSjHBefiSi ® e*iSj

_eiSi ge—ZSrL ® (eiSje—iSj) _ (eiSie—iS}) ® eiSj ge—isj'

ot ot
— ¢SiHeiS _ eisige—isi + eiS,-Hje—iS,- _ eisjge—is,- + 65 @ % Hpe™iSi @ ¢S
ot ot
— eisi Hz _ g e—is»,', + eiSj HJ _ g e—iSj + eiSi ® eiSj HBe—iSi ® e—iSj
ot ot
= H/+H+e" e Hge " @e ™. (2.24)

Dans la formule (2.24) on voit apparaitre les TFW mono-électroniques H/ et H ]’ pour les particules i
et j prises individuellement, et un terme supplémentaire qui agit sur le hamiltonien d’interaction. On
peut donc affirmer qu’avec la définition (2.23), Paction de la TFW sur le systeme de deux électrons
en interaction restitue l'action de la transformation pour les deux particules isolées, et transforme le
hamilonien d’interaction par le biais de ’application suivante :

Hp v Hp = HEW = ¢ @ €% Hge ™ @ 755, (2.25)

Remarques :
— On peut remarquer que le choix de 'opérateur S = S; +.5; est cohérent dans la mesure ou si ’on
supprime 'une ou l'autre particule, et par la méme, leur interaction, la transformation redonne

la TFW du probleme a une particule.

— Le choix de l'opérateur S = S; + S; bien que cohérent est completement arbitraire. Nous au-
rons l'occasion d’en discuter dans la section (2.2.4) ou d’autres choix apparaitront plus judicieux.

— En choisissant pour l'opérateur S; (et S;) Pexpression au troisieme ordre en 1/m :

T 2mic? T m2(2ic?)? + m3(2ic?)3

g — BiT; hT; Bi (;lTZg n hQTZ) +0 (mY),

on incorpore les informations relatives a la dépendance temporelle qui ne sont pas prises en
compte dans [16] et on peut en étudier I'influence sur le hamiltonien d’interaction.

2.2.2 Etape 1 : Développement au troisiéme ordre en 1/m

On souhaite développer le hamiltonien d’interaction transformé au troisieme ordre en 1/m c’est-
a~dire obtenir une expression du type :

HgW — eiSi ® eiSjHBe—l'Sq, ® e—iSj

Hp+m 'HEY W 1 m2HEY® L= HEY® 19 (mY). (2.26)
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Cette possibilité d’expansion en puissance de I'inverse de la masse provient des opérateurs S; et .S;,
opérateurs de la TFW monoélectronique et définis selon :

S; = Sﬂm_l + Sigm_Q + Si3m_3 + 9 (m_4)
Sj = Sj1m71 + szmiz + Sjgmi?’ + 9 (m*4)

Le développement au troisieme ordre est réalisé en deux étapes :

— i) On détermine d’abord l'expression de HEW en fonction des opérateurs Sj, et S;, pour
k=1,2,3.

— ii) On remplace ensuite ces fonctions par leur expressions données par la TFW obtenues en
section (1.2.3).

i) Expression en fonctions des opérateurs S;; et Sj;

Pour obtenir la forme (2.26) il faut au préalable développer I'exponentielle au troisieme ordre; par
exemple pour le terme indicé 7 :

_ 2 3
e =1+1iS; + %512 + %513 + ﬂ(mizl)'

Nous rappelons les expressions des puissances de opérateur S; & 'ordre 3 en (1/m) qui sont alors
nécessaires :

Si = Sﬂm*l + Sigm72 + Sigmig + ﬂ(m74)
S? = SHmT?+ (Si1Si2 + Si2Si)m ™ +9(m ™)
S = SEmT+9(m™Y).

Pour obtenir I’expression du hamiltonien e*ie*%i Hge~*5ie =% il suffit de calculer en premier lieu le
produit des opérateurs & gauche e*:e*%i | le produit & droite étant le complexe conjugué. On commence
par déterminer e*%. Les expressions des puissances de S; sont remplacées dans le développement de
I’exponentielle :

€iSi 141 (Silmil + Sizm72 + 87;317173) —

(Si21m72 + (SilsiQ + SiQSil)mig) — %S?lmfg + ...

N | =

1 1 )
1+ (iS;)m™" + (iSiz - 25121) m~? + (i5i3 - 5(5@‘151‘2 + Si2Si1) — 255’1) m=?+ 9 (m™?)

1+ [Ti)ym ™" + [Tilam ™2 4 [Ti]sm ™ + 9 (m™1), (2.27)
ou les termes [T';]x représentent la contribution des opérateurs S; & lordre k (k =1,2,3) :
[Ti]1 = S
[Ti]2 = iSis — £53 : (2.28)
[Ti]s = iSi3 — £(Si1Si2 + Si2Si1) — 253
On aura de méme pour l'opérateur ¢**s & I’ordre 3 en 1/m en substituant 'indice j & l'indice 4 :

% =14 [Tslim™" + [[ylam ™2 + [Tjlsm ™ + 9 (m™*). (2.29)
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Le produit e™¥ie?% s’obtient en multipliant (2.27) et (2.29) :

eiS{, eiSj

(1+ [Ti)am ™" + [Tilam ™% + [Ti]sm ™) (14 [Tilam ™" + [Tjlam ™% + [Tj]lam™?)

1+ ([Ty)1 + [T]1) m™" + ([Ti)2 + [Tj]2 + [Ti]1[T]) m™>
+([Ti]s + [Ty)s + [Til1 [T5]2 + [Ti]2[T]a) m—° + 9 (m ™)

1+ Am '+ Bm2+Cm2+9 (m74) .

Avec les expressions de A, B et C' déterminées par (2.30) et (2.28) :

A
B

L’opérateur de droite e~

= [[il1 + Ll = i(Sin + Sj1)

= [Di]2 + [[y)2 + [Ti)2[Tj]1 = iSia — %Sfl +iSjo — %5]21 — SiSj1

= [[ils + [Tyls + [Ti]a[T]2 + [Ti]2(Tj]a

= iSi3— %(Sﬂs,»2 + 8i28i1) — és?l +iS;3 — %(Sﬂsj2 +5;25;1)
_éggl — 545 — %Silsfl — Si2Sj1 — %Sflsﬂ.

iS5 efiS

Ce qui permet d’écrire directement :

e e =14 A*m 4 B*'m 2+ C*m 3,

(2.30)

(2.31)

(2.32)
(2.33)

(2.34)

i n’est d’autre que le complexe conjugué de ce qui vient d’étre déterminé.

Il est important de préciser que 'on entend par complexe conjugué ’action de substituer i par
—i dans les expressions (2.32),(2.33) et(2.34), ce qui donne :

A*
B*
O*

= [Oilh" + [T3)° = —i(Sa + Sj)
[Ti]2” + [Tl2" + [Ti]1 " [Ts]1" = —iSi2 — 552-21 —iSj2 — 55?-1 — S S
= [Di]s" + [Dy)s™ 4 [Ti)1"[Ty]2” + [Ti]2 " [Tj]1°

. 1 7 ) 1
= —iS;3 — 5(511512 + Si2Sin) + 6559’1 — 153 — 5(51'15]‘2 +5;25;1)

+ES]31 — SiSj2 + 551'15]2-1 — 52551 + §S?1Sj1~

(2.35)
(2.36)

(2.37)

On développe ensuite (2.38) et on regroupe les termes en puissance de l'inverse de la masse pour
finalement obtenir l'expression du hamiltonien d’interaction transformé au troisiéme ordre en 1/m :

FW
HB

= (1 +Am~ '+ Bm™ 2+ C’me) Hp (1 + A'm '+ B'm? + C’*me)

= Hp+m '(AHp + HgA*)+m 2 (BHp + HgB* + AHpA")
m ™ (CHp + HpC* + AHpB* + BHpA*) +9 (m™*)

= Hp+ m_ngW(l) + m_Qng(Q) + m_3HgW(3) + 9 (m_4) .

(2.38)
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. FW(k) . .
Les opérateurs Hp *) écrivent :

HgW(l) = (AHgp+ HgA*) (2.39)
HEW® = (BHp + HpB* + AHgA*) (2.40)
H;W® = (CHp+HpC* + AHpB* + BHpA"). (2.41)

ii) Expression en des termes usuels de la TFW

On précise & présent les formules (2.39), (2.40) et (2.41) en calculant A, B, C et leurs complexes
conjugués, a l'aide des expressions des opérateurs S;; obtenues par la TFW monoélectronique :

BiT;
Si1 =
! 2ic?
—KT
S = -
2 (2ic?)?
B; 4 3 o
Siz = T3 4 12T
3 @iz \370 T
Pour le hamiltonien transformé au premier ordre en (1/m), il faut calculer A et A* :
. 1
A= i(Sa +8p) = 55 (BiTi + 5T})
* ) 1
AT = —i(Sn+Spn) = —TCQ(BiTi + 6;T}).
L’expression (2.39) devient :
1
ng(l) _ @[@‘Ti + 63;T;, Hp). (2.42)

La détermination du hamiltonien transformé au second ordre en 1/m passe par la détermination
préliminaire de B et B* :

B = iSip— %531 +iSj2 — %Sfl — Si1Sj1
— e (T~ T Ty — LBT — (BTG
B = ﬁ (th ~ MBT)? + indy - L(BT) - (ﬂm)(@n—)) |
On regroupe ensuite les termes BHp + HgB* et on détermine facilement AHg A* :
BHp + HoB" = oo (=il Hs] = 01T H] = KT+ (3T, Ha) — (T, )
AH A" = oz (BT + 5T (BT, + BT5).

Les deux expressions précédentes donnent pour (2.40) :
1 . it 1
HEY ) = oty (il Hal = T, Hal = JUBT) He) — ((T)(5T)). )

BT Ho) + (BT + BT HR(BT 4+ 6,T)) . (243)
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Pour le hamiltonien transformé au troisiéme ordre en (1/m) les expressions deviennent de plus
en plus lourdes. Nous ne développerons pas ici les calculs et laissons le soin au lecteur de les vérifier
par lui-méme. On rappelle la formule (2.41) :

HEW® — (AHpB* + BHRA* + CHp + HpC").
Le premier terme AHgB* vaut
At~ ol ((ﬂl T)Hy(~T2) — L () Hi (8T (8T7) + (5T3) Hy (1)
ST M3/ T))(5/T) ~ (AT s AT (AT) + (3T (-1
<ﬂj DHp(BT)(BT3) + (BTy) Hp (—hT)
TR T)6/T) — (BT GNET) ). (240

Le second terme BHpgA* s’écrit :
BHpA" = @((—hmﬂgwmwgm T)(WT) Hy (513 + () Hy (5,T)
#5 T GT, Hs(BT) + AT AT (AT + (AT Ha 5T
<@ T)(B.T) Hp (35T5) + (=hT5) Hp (8T))

[\3\@ l\D\

(BT (5T Hi(B,Ty) + (BT (BT Hp (5T >) (2.45)

Finalement, le troisieme terme CHg + HgC* vaut :

1 hB;

CHp + HgC* = <+762[ﬂiTi3aHB]

T BT ) Hi) + W18 Hp) + T 1T, H)
iy

[T;,T;), He} + R8Ty, Hp] + R{(B:1;)T;, Hp}
P, He - LT ) — L[, 1 ]).<2.46>

On peut donner a présent le hamiltonien d’interaction transformé dans le formalisme de Dirac au
troisiéme ordre en 1/m

HEY = Hot o[0T+ 5T, Hal + ‘m‘z@lic‘z)*z <_ih[Ti’HB] inlfy Hy] ~ (3" )
(BT (B/Ty), Ha) 1{( BTS2 Ha) + (AT, + BT Ha BT, + 5T5) )
+m ((2.44) + (2.45) + (2.46)) + 9 (m™*).. (2.47)

Cependant la formule (2.47) n’est pas diagonale car elle est toujours écrite en formalisme de Dirac.
Les termes du hamiltonien transformé sont des commutateurs et anticommutateurs des opérateurs
d’énergie cinétique 3;T; et 3;T; avec le hamiltonien d’interaction Hp. Ces trois termes sont exprimés en
fonction des matrices de Dirac a; et a; dont les propriétés non-commutatives imposent des équations
d’évolution couplées pour les grandes et petites composantes.
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2.2.3 Etape 2 : Diagonalisation

Pour recueillir les informations relatives aux deux électrons seuls il faut que H g W soit un opérateur
diagonal pour les vecteurs d’états des deux particules. A partir de maintenant, les indices i et j
deviennent 1 et 2 .

Notion de parité

Parmi les opérateurs obtenus & chaque ordre en (1/m) il faut déterminer les opérateurs diagonaux
et non diagonaux et évoquer la notion de parité. Pour cela rappelons les propriétés des matrices de
Dirac et leur structure mathématique. Pour chaque électron (1 ou 2) avec (i,k = z,y ou z) les axes
du repére cartésien on a :

{ {a1;, 00} = 205 { {vi, aor} = 28
{a1:,41} =0 {ag;, B2} =0 ’

avec les matrices :
0 o1 1 0 0 o2 1 0
Q1 = = oo = = .
! [o’l o] A {o 1] 2 [02 0 B2=109
Le couplage avec 'anti-matiére est mathématiquement du a la structure non diagonale des matrices
a. La diagonalisation consiste a obtenir des opérateurs mathématiquement diagonaux. On rappelle
qu’un opérateur représenté par une matrice non diagonale anticommute avec (3 : ¢’est un opérateur
dit impair noté A;. Un opérateur représenté par une matrice diagonale commute avec 3 : c’est un
opérateur dit pair noté A,. Ainsi, parmi les opérateurs du hamiltonien d’interaction transformé des

deux électrons, les opérateurs qui nous intéressent sont ceux qui commutent a la fois avec (31 et (3.
Ils doivent donc remplir la double condition :

[B1, Ap] =0 B2, Ap] = 0.

Remarques importantes :

— Nous allons tout d’abord déterminer la parité de chaque opérateurs de (2.47) par rapport & (;
et ﬁg.

— Nous ne conserverons parmi ces termes que les éléments qui remplissent la condition de double
parité en supposant que ce sont eux qui forment le hamiltonien bi-électronique. Ce choix est
criticable, nous en reparlerons en fin de section.

— Ainsi les termes que nous choisissons de conserver sont ceux qui remplissent la double condition :
ils sont pairs par rapport a (31 et pairs par rapport a (2. Pour cela il convient d’abord d’examiner
la structure matricielle du hamiltonien d’interaction Hp car il comprend des termes de parité
différentes. En effet :

62 9 (al.az (al.r12)(a2.r12)

Hp=——¢
12 2’]"12 27"?2

):V+B05

avec les quantités V et By que I'on exprime de manieére symbolique par :

{V=i5f(i)

BO — —62 (al.ag + (0611'12)(3042-1‘12)) = f (alag)

27112 217, T



66 Dynamique quantique relativiste du probleme a deux particules

V est le terme d’interaction coulombienne, il n’est fonction ni de a7, ni de as et par conséquent
commute avec (31 et F2 .C’est donc un opérateur pair par rapport a (3 et (s :

[B1,V]=0 [B2,V] = 0.

By est le terme retardé de Breit. Il est fonction du produit a; aip. Il anticommute avec 31 et G2, C'est
un opérateur impair par rapport a (1 et (s :

{B1,Bo} =0 {B2, Bo} = 0.
Ainsi il faut déterminer la parité de chaque élement de (2.47) en prenant soin de séparer V et By et
ne conserver exclusivement que les opérateurs pairs par rapport & 31 et (s.
Séparation des contributions paires et impaires
FW(0) _

* A l’ordre 0 en 1/m le hamiltonien transformé est le hamiltonien de Breit Hy Hp =V + By,
les résultats du paragraphe précédent donnent directement (en notant P pour pair et I pour impair) :

V| By
Br| P I
Ba | P | 1

Le terme de Breit n’est pas conservé, il ne subsiste que I'interaction coulombienne. On retrouve logi-
quement que le premier terme d’interaction entre les deux électrons est l'interaction électromagnétique
instantanée.

* Pour le premier ordre en 1/m la séparation de V et By dans (2.47) donne :

7 7
ng(l) ﬁ[@ﬂ + 62T, V] + ﬁ[ﬁﬂﬁ + (215, By

= #([51711, V] + (62T, V] + [6:1T1, Bo] + [62T2, Bo)).

Les résultats de parité sont exposés dans le tableau suivant :

BT, V] | [BoTo, V] | [51T1, Bo] | [$2T5, Bo)
B I P P I
B2 P I I P

On voit que la condition de double parité n’est remplie pour aucun des opérateurs. Nous
proposons de vérifier ce résultat pour 'un d’entre eux. Prenons par exemple le premier [$;T1,V] et
calculons les commutateurs de (3 et O avec cet opérateur . Notons par soucis de simplification V' = %
L’opérateur s’écrit avec les conventions adoptées :

[61Th, V] = [T, 1] = (51T11 - 151T1> .
r roor

Le premier commutateur par rapport a 3 vaut :

o 1] -

= 2 {Tl,i] £0.

1 1 1 1 1 1 1 1
BT — — =BTy — BiTh -+ =T B = BT — — BTy + i 5T - — - BB
T T T T T r roor
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L’opérateur [B1T1, %] est bien impair par rapport a ;. La parité par rapport a (32 se vérifie selon :

o 1] -

L’opérateur 3171, %] est bien pair par rapport a 2. Les résultats sont transposables & la particule 2
par permutation d’indices. On retiendra que le hamiltonien transformé au premier ordre en 1/m n’est
pas diagonal. C’est un résultat rassurant dans la mesure ou le hamiltonien de Breit-Pauli ne contient
aucun terme du premier ordre.

1 1 1 1
ﬁ251T1; - 52;51T1 - ﬂ1T1;52 + ;51T152

B2 (ﬁlTli - 51T171ﬁ) — B2 (iﬁlTl - iﬁlTl) = 0.

* Pour le second ordre en 1/m, il faut appliquer la méme procédure & tous les opérateurs de
la formule (2.43) :

HEY® = iz (it H]  ih{Es, Hs] = ST Ho) = (35272, )
_%{(52T2)2a Hp} + (5111 + B2T>)Hp (61 Ty + ﬁng)) ) (2.48)

En prenant soin de bien séparer V et By dans l'expression précédente on obtient les résultats suivants :

{(BT1)*V} {(B=T2)*,V} {(8.T1)?, Bo} {(B2T2)?, Bo}
B1 P P I I
B2 P P I I
{(B1T1)(B2T2), V} | {(B2T2)(81T1),V} | {(81T1)(B2T2), Bo} | {(B212)(B1711), Bo}

B1 I I P P
B2 I I P P

(B1T1)V (B2T5) (B2To)V (61 Th) (61T1)Bo(5215) (B2T5)Bo(61T1)
B1 I I P P
B2 1 1 P P

(B 1)V (BiTY) (B12)V (B2T3) (B1T1)Bo(B1T1) (B2T) Bo(B2T3)
B P P I I
B2 P P I I

(11, V] [T, V] [T, By (15, By)
B 1 P P I
B2 P I I P
Remarques :

— On ne doit conserver dans le tableau ci-dessus que les termes doublement pairs marqués (P
P). Dans la formule (2.48) les opérateurs [Ty, Hp] et [T%, Hp] sont des termes dépendant du
temps provenant de l’aspect temporellement variable de la TFW. Ils ne sont cependant pas pris
en compte car aucun ne remplit la condition de double parité. Il n’y a donc, a priori, pas de
modification notable du hamiltonien du second ordre en 1/m par la présence du champ externe.

— Parmi les termes (P P), certains peuvent étre regroupés. En tenant compte des facteurs numériques
on peut écrire :

—HBIP VY4 BTOVBT) = 5 (3T, (3.7, V],
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Cette transformation opere aussi pour la particule 2.

Ainsi on écrira le hamiltonien transformé diagonal du second ordre en 1/m selon :

FW(2) _ 1

W (; [(ﬁlTl)7 [(ﬁlTl), VH + (ﬁlTl)Bo(ﬁgTQ) —+ (ﬁ2T2)BO(ﬁ1T1)

+

[(5aT), [(BoT2), V] — (BT 2T2>,Bo}) | (2.49)

N =

* Enfin pour le troisitme ordre en 1/m on forme deux types de tableau. On rappelle que le

W(3)

. . F .
hamiltonien H g est donné par :

1
HgW(S) _

R ((2.44) +

(2.45) 4 (2.46)) .

Les formules (2.44) et (2.45) correspondent aux élements AHpB* et BHpA*. Ils sont rangés dans le
méme tableau car ils comprennent des termes constitués des méme opérateurs mais placés differem-
ment, par exemple (ﬁlTl)VTl et Ty V(B1T1). Les calculs de commutation avec (31 et (2 sont cependant
identiques pour les deux. Nous n’avons exposé que les élements de AHpB* dans le tableau suivant :

(61 T)VTy (B2T2) VT (61Th)BoTy (B2T2)BoT>
B1 P P I I
B2 P P I I

(51 Th) VT, (B2T) VT, (B1T1) BT (B2Ts)BoTy
B1 1 1 P P
165 I I P P

(B TV (61 Th)? (B2T2)V (5 T»)* (51T1)Bo(B1T1)? (B212) By (B213)

01 I P P I
B2 P I I P

(B T)VT3 (BoTo)VT? (51 T1)BoT? (B2T2)BoT?
B1 I P P I
B2 P I I P

(BLT)V(B1T1)(B2Ts) | (B2T2)V (B1T1)(B2T2) | (B171)Bo(B111)(B2T2) | (B212) Bo(B1T1)(B213)

B P T T P
B2 I P P I

Les éléments doublement pairs de (2.44) et (2.45) sont :

[(2.44) +

(2'45)]PP = W

~RTYV (B Ty) — WToV (BoTo) — hTsBo(BiTh) — thBo(ﬁ2T2)) .

1

(*h(ﬁlTl)VTl -

W(BoT2)V Ty — h(B1T1)BoTs — h(B2T2) BoT!

(2.50)
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Le deuxieéme tableau contient les éléments de (2.46) représentés par Vopérateur CHp + HgC* :

[6:(T1)%, V] [62(T2)%, V] [61(T1)?, B [62(T»)?, B
B1 I P P T
B2 P I I P
BT, Th], VY | Bo{lTe, T2, V} | Bu{[Th,T1), Bo} | BilT2, T3], Bo}
B1 P P I I
B2 P P I I
{6111, V} {615, V'} {6111, By} {8215, Bo}
B1 1 P P I
B2 P I I P
(BiT)V (B1Th)? | (BT2)V (B212)? | (B1T1)Bo(BiT1)? | (B2T%)Bo(82T5)?
B1 I P P T
B2 P I I P
{(Bi )T, VY | {Ti(B12),V} | {(B1T1)Ts, Bo} | {T1(B2T3), Bo}
B1 1 1 P P
B2 I I P P
[(51T0)T3,V] [TE(B2T%), V] [(51T1)T5, Bo] [TE(B2T5), Bo)
B1 I P P T
B2 P I I P

dont les seuls éléments doublement pairs sont :

[(246)] pp =

m3(2ic?)3

1

(=5 11 V) = §5a((Ta Bal. VY 4+ M(HT o Bo} + (T3 (aT2), Bo)

(2.51)

Ainsi en sommant (2.50) et (2.51) on forme le hamiltonien transformé au troisiéme ordre en 1/m :

1 : : . .
HEW(B) - m3(2ic?)3 <_h(ﬂ1T1)VT1 — WBoT2)VTy — (i T1) BoTz — h(B2T2) BoTh

—BT V(B Th) — KoV (B2Ts) — KT Bo(B1T1) — KTy Bo(BT2)

—gﬁl{[Tth], V}-— 252{[T2,T2]7 V} + h{(B1T1)Ts, Bo} + H{T1(B2T2), Bo}) .
(2.52)

On remarque que chaque élément de (2.52) est composé de Ty oude Ty clest & dire que le hamiltonien
transformé au troisiéme ordre ne peut s’obtenir qu’en considérant ’aspect temporel de
la TFW.

2.2.4 Analyse et critique de la procédure

On regarde a présent 'apport du champ externe dépendant du temps dans la procédure de trans-
formation. On rappelle qu'une telle particularité se traduit par la présence des dérivées temporelles
de I'énergie cinétique T et 1" dans I'expression des opérateurs transformés. Les différences entre une
TFW 7statique” et une TFW ”temporelle” se situent dans les points suivants :

T=ca: (p—ecA) T=ca-(p—qA(t))
T=0 Temporelle : T = qea - E(t)

T=0 T = qeo - E(t)

Statique :
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Il faut tenir compte de la substitution de 'impulsion p par 'impulsion généralisée p — gA et de la
présence explicite du champ externe E ou de sa dérivée temporelle E. Nous venons de démontrer que
les termes temporels de la TFW mono-électronique apporte une contribution a la transformation du
hamiltonien de Breit mais que la condition de double parité impose ’élimination de certains d’entre
eux. Ainsi au second ordre en 1/m la présence du terme [Ti, Hp| dans 'opérateur transformé n’est pas
pris en compte apres diagonalisation et la modification opere uniquement sur I'impulsion généralisée.
De la méme facon pour les termes du troisitme ordre qui contiennent 7" et T, la condition de diagona-
lisation élimine les termes contenant 7" et ne conserve que les termes en T. Ces résultats sont résumés
dans le tableau suivant :

Influence Types de
du champ externe modification
Ordre en (1/m) Opérateurs Apres Substitution | Présence explicite
transformés diagonalisation impulsion du champ F
1 Non
2 Oui Oui Oui Non
3 Oui Oui Oui Oui

Il faut aussi critiquer le type de procédure que nous avons utilisée. Dans la paragraphe ”"Dans la
littérature” de la section (1.2.1) nous avions expliqué que pour développer une TFW & un ordre
donné il était important d’obtenir un hamiltonien transformé exclusivement pair, c’est a dire
entierement diagonal, et c’est pour cette raison que nous avons choisi la procédure récursive de [12]
pour mener 1’étude a un électron.

En choisissant de réaliser une TFW temporelle d’un systéme de deux électrons en interaction & partir
des résultats connus du cas monoéléctronique nous avons obtenu un hamiltonien transformé conte-
nant des opérateurs pairs et impairs a chaque ordre du développement. Nous avons ensuite négligés
les termes qui n’étaient pas doublement pairs :

3

151 1S —iS1 ,—1S2 __ (k) (k) (k) (k)
eSS Hpe™S1em % = N — | () + B + H) + H)
F=0 négligés

Cette méthode n’est pas rigoureuse car nous avions établi au premier chapitre qu'une procédure
de diagonalisation qui ne respecte pas la condition exclusive de parité a un ordre donné est succeptible
de cacher 'existence d’autres opérateurs. Pour étre certain d’obtenir une expression exacte du hamil-
tonien d’interaction transformé au troisieme ordre en 1/m en présence d’un champ externe dépendant
du temps, il faut trouver une autre procédure de diagonalisation.

Le choix que nous avons fait en section (2.2.1) est cohérent mais peut-étre insuffisant. L’opérateur ¢
intervenant dans la transformation unitaire a €té choisi et non pas imposé par la condition de dia-
gonalisation. Il faudrait développer une TFW du systéme de deux électrons en interaction qui puisse
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séparer, au préalable et & chaque ordre en 1/m, les hamiltoniens pairs et impairs.
6iS(H1+H2—|—HB—8t)€_iS = H[+Hp.

En imposant la nullité de tous les opérateurs non doublement pairs on déterminerait la forme de
Popérateur S & chaque ordre en 1/m, ce qui permettrait de construire de fagon exacte le hamiltonien
doublement diagonal :

3
H = Zmi H((?)P) Sk)_g_H(I’z)I (Sk)+H(11(Sk) =0
k=0
I
Skp:k=0,1,2,3
U
3
Hp = kz PP) Sk)

= H{+H)+Hp+9(m™*).

Cette procédure semble ardue a réaliser car elle doit aussi permettre de retrouver les résultats ob-
tenus dans P'étude & un électron, c’est-a-dire obtenir des expressions identiques pour Hi et H) qui
correspondent a la TFW mono-électronique.

2.3 Forme explicite du hamiltonien au second ordre en 1/m
« Tada, Tadadada... »
Mangoozzz, Album de la maturité.

On se propose a présent de donner la forme explicite du hamiltonien transformé au second ordre en
1/m. L’obtention de cette expression nécessite de longs développements analytiques et on précise en
section (2.3.1) les régles et astuces de calculs que nous utilisons. En section (2.3.2) on développe la for-
mule (2.49) pour obtenir le hamiltonien de Breit-Pauli au second ordre en 1/m. Ce long développement
est utile pour comprendre, en section (2.4), comment est déterminée la forme explicite du hamiltonien
transformé du troisieme ordre en 1/m.

2.3.1 Regles de calcul et méthodologie

On utilisera au cours des deux prochaines sections les regles suivantes :

— R1 : La formule de Dirac telle que présentée dans la section (1.1.1) :
(c.A)(a.B) = AB+iX.(AAB).

— R2 : Les regles de commutation pour les opérateurs canoniquement conjugués :

[P1,r12] = Pp1-riz —riz-p1 = —3ih
[Pz,rm] =Pp2-riz2 —ri2-p2 = 3h

ol le vecteur ri2 est défini selon r12 = (z1 — z2)ex + (y1 — y2)ey + (21 — 22)e,.
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— R3: Les régles de commutations entre les impulsions et les fonctions f(r12) du module du rayon
vecteur 112 =|| r12 || :

{ [P1, f(r12)] = P1f(ri2) — f(ri2)p1 = —ihf'(r12) 22
P2, f(r12)] = p2f(ri2) — f(r12)p2 = ihf'(r12) 22

Par exemple on aura :

1 1 ., T12
P1— — —Pp1=tih—3
T2 T12 12
riz Tri2 . rio . 1 )
P15 — 5 -P1= _ZhvlT = thA— = —4mihd(r12).
12 T12 1o T12

— R4 : L’opérateur moment cinétique 13 = (r12 A p1) commute avec toute fonction f(ri2) au vu
de la regle R3 :

ris . 1
i f(r12) = r12 AP1f(r12) = r12 A f(r12)P1 —T12 A # ihf' (r?’> = f(riz)riz Ap1 = f(ri2)lh.
12 12
0
On utilisera souvent la relation llr% = r%ll.
12 12

— R5 : En présence d’un champ externe 'impulsion p; doit étre remplacée par 'impulsion généralisée
pPi — ¢;A. Ceci ne modifie pas les relations de commutation impliquant les impulsions py et ps.
En effet (g1 = g2 =¢q) :

(p1—qA)- (P2 —¢A) = Pp1-DP2—qp1-A—qA p2+q°A’
= P2-P1—¢A -p1+iigVA —qpz- A —ihgVA + ¢*A?
= (P2 —qA) - (p1—qA).

— R6 : Nous serons amené a utiliser les relations de commutation suivantes au cours du développement :

R61:  [(riz-pa), (riz-p1)] = ift12 - p1 +ifir1a - P2

R6 : (P2 -r12),(Z1 - )] =iA(X1 - 1) +ih(21 - 12)

R63:  [(riz - p1), (B2 -l2)] = —il(B2 - 12) —if(S2 - 1h)

R6s:  [(B1-h),(Z2-1p)] = —if(Z1 - 112) (B2 - p1) — iA(D2 - 112) (21 - p2)

+ih(X2 - X1)(r12 - p2 + r12 - P1)-
Méthodologie

— D’apres la regle R5, on choisit de développer ’ensemble des termes avec ’expression de p; seul
afin de ne pas alourdir les calculs. On remplacera a la fin du développement les impulsions p;
par les impulsions généralisées p; — gA.

— Le hamiltonien d’interaction Hp est scindé en trois parties Hg =V + By =V + G + J avec V
lopérateur coulombien, G I'opérateur de Gaunt et J l'opérateur de Jauge :

62

T2
G — _62a1~a2

_ _2(cariz)(azriz)
J=—e a3,
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La transformation de Foldy-Wouthuysen au second ordre en 1/m du hamiltonien de Breit est
donnée par I'expression suivante :

1

HEY = V- 2 (2i2)? (; [(B1T1), [(B1T1), V]| + (B1T1) Bo(B2T2) + (B2T%) Bo(B1T1)

JF% [(B2T3), [(B2T2), V]] = {(B1T1)(B2T2), BO}> + (m’?’) . (2.53)

A Tordre zéro on retrouve bien l'interaction coulombienne V. Les termes du second ordre en
1/m sont séparés en trois parties compte tenu des trois opérateurs présents dans le hamiltonien
de Breit. Leur calcul est mené en séparant les trois contributions notées VEW @) GFW(2) et
JEW(2) On les regroupera en section (2.3.4) pour obtenir le hamiltonien de Breit-Pauli.

2.3.2 Opérateur de Coulomb

La contribution d’ordre deux contenant I'opérateur de Coulomb VW) gécrit en remplacant T}
et Ty par leurs expressions respectives : :

vEWE©) m ([(BT), [(B:T1), V] + [(B2T2), [(B2T2), V]])

- 2m2(_21icQ)2 ([Bic(ea-p1), [Brc(@a.p1), V]| + [Bacaz.p2), [B2c(@z.p2), V]]) -
(2.54)

Le calcul du double commutateur est developpé en détail pour la particule 1. Pour la particule 2, le
raisonnement est similaire mis a part des changements de signe que nous preciserons. Evaluons en
premier lieu le commutateur [B1c(ey - p1), V] :

62 62 2 1 1 9., 01 " I'12
[Bic(er - p1), V] = Bicay - p1— — —Bicoy - p1 = fice”ay - | pr— — —Pp1 | = Biee”ih——7—.
T2 T2 T2 T2 1o

Il vient ensuite pour le calcul du double commutateur :

[(BiTh), [(BTh), V]| = {/310(011)1%6201'7151((};;12)}

12

= ihe?c? (ﬁ1(a1.P1)5l (a;,rlz) — B (aigrlz)ﬁl(al.l)lﬂ
12 12

= ihe*c (—5f(041~P1) (ajﬂ;‘m) + 7 (ai:gru) (al~P1)>
12 12

= 7ih6262 (((Xl.pl)((ll.l‘lg):l3 — i(al.rlz)(al.pl)) .

T2 T2

En utilisant la formule de Dirac R, I'opérateur moment cinétique l; = ri12 A p1 et les régles Rg et
R4, le double commutateur prend la forme donné par (2.55) :

. r . 1 r 7
(B Th), [(BTh),V]] = —ihec® (Pl : %2 =13y -l — % “pP1— 521 '11)
712 T2 Ti2 712
1 .
= —ih€2C2 (plIéz—Iézpl—Zzlllg)—lszlll)
12 12 T2 Ti2

2
= —’ih€262 <-47T’ih5(7"12) — TTZE]_ . 11> . (255)
12
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En tenant compte du facteur numérique dans (2.54), la contribution de la particule 1 & operateur

de Coulomb VlFW(2) au deuxiéme ordre en 1/m est alors :

Fw() _ (ihc’e?) 4mi _Ze __@5 _ng 1 2.56
Y - 2(2ic2m)? miho(ri2) 3, TN T am2e? (ri2) am2c2ed, Tt (2:56)

Pour la particule 2 les modifications de signe s’opérent aux niveaux suivants :

[Boc(a2.p2), V] = —ﬁQCeQih%
p2 - 32 — 82 . py = Awifid(r12)

12 12

(2.57)

En permutant les indices dans (2.56) et en tenant compte des changements de signe donnés par (2.57),
la contribution VQFW(Q) de la particule 2 vaut :
h2 2 h 2
yive o _rer SHEES , 50 % (2.58)

_ ey _ e
2 2m2c? (ri2) + 4m2c?ri,

En sommant (2.56) et (2.58) on obtient pour 'opérateur de Coulomb transformé au deuxiéme ordre
en (1/m) :

VFW(Q) _ h2€271' h62

= 1) —— (2 -1 — 37 - 11). 2.
m2c2 (r12)+4m202r‘%2( 272 1) (2.59)

2.3.3 Opérateur de Gaunt

La contribution du terme de Gaunt au deuxieéme ordre en 1/m est composé des quatre éléments
suivants :

G = m( —{(BiT1)(5:T2), G} + (51 T1)G (B Th) + (B2To) G(Bi Th))-
2.2
- m ((011-131)((12-1)2)&:052 + a;;xz (a1.p1)(a2.p2)
+(a1.p1) Rt (a2.p2) + (a2.p2) X -2 (al.p1)> . (2.60)
M2 T12

On transforme les quatre éléments a ’aide de la formule de Dirac. Le calcul est développé uniquement
pour la premiere expression :

a1 -« . 1
(a1 -p1)(oz - p2) 12 - (a1 p1) (p2- a1 +iXa.(p2 Aay)) —
712 T12
. 1
= ((a1-p1)(or-p2)+i(ar-p1)(or - (B2 A Pz)))a
. . 1
= (Pl ‘p2 +iX1 - (P1AP2) +iP1- (B2 AP2) — X1 - (P1 A (B2 A P2)))E
. 1
= (p1-P2+i(Z1 - 22)- (P1 ApP2) — (B1AP1) - (B2 A p2))a'
De facon identique on obtient pour les trois autres parties :
a1 o 1 .
171 2(041 -p1)(az-p2) = E(pl p2 — (X1 —X2) - (P1AP2) — (B1AP1) - (B2 Ap2))
12 1
a1 - o 1 . 1 1
(a1 -p1) ! 2(042'P2) = <P1'p2+2(21+22)' <P1/\p2)+ (21/\P1> '(22/\P2)>
T12 12 12 12

a1 - o 1 . 1 1
(a2 - p2) 174 2(al'P1) = <p2'P1+Z(21+22)'<p2m/\131)+(22/\p2r12>'(21/\P1)>-

12 12
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Dans les quatre dernieres expressions on peut distinguer trois groupes d’éléments différents :

— Le premier groupe est composé de produits scalaires impliquant les opérateurs impulsions dans
lequel le spin n’apparait pas. Nous 'appellerons groupe de Gaunt non-spin noté G,,;.

— Le second groupe contient les opérateurs 31 ou X5 et les opérateurs d’impulsion. Il correspond
aux éléments de couplage spin-autre-orbite comme nous le verrons plus tard. Nous ’appelerons
groupe de Gaunt spin-autre-orbite noté Gg,.

— Enfin le dernier groupe est composé d’élements contenant ¥; et 3o impliquant un couplage
entre les spins. Nous 'appelerons groupe de Gaunt spin-spin noté G;.

La suite du développement se réalise en calculant séparément G, s, Gsqo €t Ggs. Le premier groupe
G5 est composé des termes suivants :

1
“P2 +P2— - P1. (2.61)

1 1
Gns = —P1°P2+P1 -P2— +P1—
T12 T12 T12

12

On affine 'expression (2.61) en faisant apparaitre %pl - p2 pour chaque contribution. Par exemple
le deuxieéme terme de (2.61) se transforme & laide de la régle Ry :

1 1 T 1 N LT
P1-P2— =P1— P2 — Prihi—52 = —Pp1 - P2 +ih—s - p2 — ih—2 - p1 — 476 (r12).
T12 T12 e T12 T2 12

On réalise la méme opération pour le troisieme et quatrieme terme :

TiQ Ti2
3T
P25 P1 = ;P2 P1— il -y

T12

{ pli'pzzipl'p2+ih%-p2

T12

On obtient alors pour le premier groupe G, la formule (2.62) que nous utiliserons plus tard :

4 .
Gps = 2L P2 | zm% P2 — 2m% - p1 — h*4m6(r1s). (2.62)

T12 12 12

Le second groupe Ggq, est aussi composé de quatre termes :

. 1 1
Gsao = 1(Z1—3%2) - (P1AP2)— —i— (21 — X2) - (P1 A P2)
T12 T12
. 1 . 1
+Z(21 =+ 22) . (pl A pz) + Z(E]_ + 22) . (pz A p1> . (263)
T12 T12

Chacun des quatre termes de (2.63) est transformé & laide de la regle de calcul Ry :

. 1 ) 1 . . r
i(31 —Xa) - (Pl A P2m> i(X1 — X2)- <P1 A 7“12p2) +i(X1 — Xa) - (—ih) <P1 A ?)

12

1
—i— (31 — X2) - (P1 AP2)
T12

. 1
+i(21 + 32) - (Pl A P2>
T12

(B - B - <p1r1 A p2> (B — D) - (—ih) (rgz A pz)

12 712

, 1 . . r
Z(El + 22) . <T12p1 AN pz) + Z(E]_ + 22) . (’Lh) (]1;2 A\ p2>

12

) 1 ) 1 ) ) r
(31 +22) - (p2— Ap1) = i(Z1+32)- <P2 A pl) — (%1 4+ X2) - (ih) (22 A P1> .
T12 T12 T12
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On peut faire apparaitre les opérateurs moments cinétiques l; = (r12 A p;) et en sommant les quatre

dernieres équations, les éléments contenant les produits Vectorielb entre opérateurs d’impulsion s’an-

nulent. Il reste alors, tenant compte du fait que l; commute avec —- 1 (regle Ry), 'expression suivante :
2

iih 2%h
Goao = 5 ((B1-Z2)(h+12) + (B1 +Z2)(l2 ~ 1)) = 5 (To s~ Bala). (264)
12 12

Il s’agit bien du terme spin-autre-orbite ou il apparait un couplage entre le moment cinétique de spin
d’une particule avec le moment cinétique orbital de ’autre particule.

Interessons nous maintenant au troisieme et dernier groupe Ggss qui comprend les interactions entre
spins. Les quatre contributions sont rassemblées dans ’expression (2.65) et numérotées de (1) a (4) :

1 1
Gss = —(Z1APp1)  (B2Ap2)— — —(Z1Ap1) (B2 Ap2)
T12 T12
(1) (2)
1 1
+ (El A pl) . (22 A p2) + <22 A p2> . (21 A\ p1) . (265)
T12 T12

(3) 4)

On transforme chaque terme de (2.65) & I’aide de la relation vectorielle suivante :

(AAB)-(CAD)=(A-C)(B-D)-(A-D)C-B), (2.66)
ce qui donne :
(1) = ~(B1AP1): (B2 APz = —(S1-Za)(Pr-Pa) o + (Z1-pa)(E2 p)-m
(2) = (S AP (D2 AP2) = ———(S1 Da)(p1P2) + — (S1P2)(Sa - p1)
T12 12 T12

,\

w

N/
I

(21 /\plrl) (B2 Ap2) = (21 X2) (plri2 ~p2> - (Ez -p11> (21 p2)
4) = (22 /\Pzrl) (B1APp1) = (B2 3) (Pzi2 “P1 ) (1 Pz) - (32 - p1).

On voit que chaque terme donne deux contributions. La premieére contribution est appelée ”termes
de droite” car ils sont tous placés a I'extrémité droite de la ligne de calcul. La seconde impliquant

le couplage (Xo - 1) est appelée "termes de gauche”. En tenant compte que pzpla—plpz p—

regroupe tous les ”termes de gauche” notés (Zi:l( ))G que l'on transforme avec la régle Rg :

1 1 11 1
(Z(’ﬂ) = (2% )<P2 'P1—P2°P1 -~ —P1 P2HtP1 Pz)
G

< < : ) < : : ) )
*P1—P1— ) —| —P1—P1— | P2
T12 T12 T12 T12
. 1
= (22 <P2' (th1> - <ZHV1> 'P2>
T12 T12

= (3% th2th1) (2.67)
T12

= (-3
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On réalise la méme opération pour les termes de droite notés (Zi:l(k))

(20),

I :

1 1 1 1
(21 'pz) : (22 : (Pl - P1>> - (22 : <p1 - p1>> (21 'pz)
12 12 12 12

(31 p2) (22 ~ihV11> - <22 .mvll) (1 - p2)

12 12

1
(31 ihV2)(Ba - ihV1)-—. (2.68)
12

En sommant (2.67) et (2.68) on obtient G, la contribution du terme de Gaunt a I'interaction spin-spin.

1 1
Gos = (S2-31)(—ihiVaiiVi—) + (S - ihV3) (g - ihV1)—
T12 T12
1
= (22 El)hQAf—‘r(El Zth)(EQ thl)T (269)
12

2.3.4 Opérateur de Jauge

Le développement J¥W(2) de Popérateur transformé de jauge fournit les quatre termes suivants
numérotés de (1) a (4) :

JEWE)  — m( —{(BiT1)(BoT2), I} + (BiT1) T (B2T2) + (B2T2) J (/i Th))
s [ paan oy (02 T12) [ 120 W02

(&) (2)

+ (a1 - p1) Ch r1223(a2 ‘T12) (az - p2)+ (a2 - p2) (o -I'12r)3(az T12) (a1-p1)
12 12

(3 (4)

Comme pour les éléments de 'opérateur de Gaunt on utilise la relation de Dirac pour transformer les
quatre éléments. On s’interesse d’abord au terme (1). Pour parvenir & utiliser I'identité de Dirac, il
faut pouvoir permuter (az . pz) et (a1 -rlz). Ces deux termes ne commutent pas car pg ne commute
pas avec riz. La relation de commutation est la suivante :

(062 : p2)(0él : I‘12) = ih(0é1 : Otz) + (Oél : 1‘12)(0é2 : pz)-

Cette derniere a été prouvée en écrivant les produits scalaires composante par composante. On
développe alors :

(1) = ( P1)(az - p2)(ay - r12)(asz - r12)
= (Z (o1 - a2) + (a1 - r12) (02 - p2))(oz - ri2)
= (061 )Zh(Oq az)(az 1‘12) + (0¢1 : p1)(¢11 : 1‘12)(062 : pz)(Oéz : 1‘12) .

(la) (1b)
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Pour la premiére contribution (1a) il vient :

(la) = ih(ay-p1)(al - az)(az-ri2)
= Zh(Pl az +131 - (p1 A az))(az "T12)
= ih((az - p1)(az - r12) +i(az - (X1 Ap1))(az.ri2))
= Zh(P1 riz —i(B2+ 1) 11 — (B1 Ap1) - (r1z A X2)).

Pour la deuxiéme contribution (1b), on utilise 'idendité de Dirac pour 1 et 2 puis on distribue :

(1) = (o1 -p1)(ar-riz)(az - p2)(azriz)
= (p1-r12 +iX1 - (p1Ar12))(P2 - r12 +iX2.(P2 AT12))
= (Pl '1‘12)(P2 '1‘12) - (pl 'Plz)izz cly — i3y - 11(P2 '1‘12) - X (P1 A 1'12)22 : (pz A I‘12)~

En réunissant les deux contributions on obtient finalement pour le premier terme de 'opérateur de
Jauge :
1

(1) = (a1-p1)(az-p2)(oa '1‘12)(&21‘12)%

(ih(p1-r12 —i(B2 + 1) - 11 — (X1 Ap1) - (r12 A B2)) + (P1 - r12) (P2 - r12)

. . 1
_(pl . I'12)’622 . 12 — ’LE]_ . 11(p2 . I‘]_z) — 21 . (pl A I‘12)22 (pz A I'12)) 3 . (270)
T'12

Le second terme, avec 'opérateur r% placé devant, se développe de maniére similaire. On réalise
12
d’abord 'opération de commutation puis on développe en utilisant ’idendité de Dirac :

1
(2) = TT(al ‘r12)(a2 - r12)(er - p1)(az - p2)

12
1 .

= TT(Oll ‘r12)ih(ay - az)(az - p2) + TT(al ‘T12)(a1 - p1)(@z - riz)(az2.p2)
e 12
1 . .

RN (ih(r1z - p2 +i(T2 + 1) - 12 — (B1 Ar12) - (P2 A X2)) + (r12 - p1)(r12 - p2)
12

+(r12 - p1)iXa - lo + %1 - 11(r12 - p2) — 31 - (r12 Ap1)X2 - (riz Ap2)). (2.71)

Les troisieme et quatrieme termes peuvent étre développés directement sans utiliser les relations de
commutation :

(a1 : 1‘12)(012 : I‘12)

(3) = (al : pl) 3 (042 ‘pz)

12
1 1 )
= <p13 '1‘12> (riz - p2) + (p13 '1‘12> iXg 12
T2 12
. 1 1
—i¥, ~11TT(1‘12 ‘p2) — X1 (Pl A 1‘12> ¥ (r1i2 A p2), (2.72)
12 T
et aussi :
o1 -r12)(ag T

) (o @l )

12

1 1 )
= (P23 'flz) (I"12 “p1) + (P23 '1‘12> 13 -1y
12 12
. 1 1
—122 . IZTT(I‘lz . pl) — 22 . pz? N iz 21 . (1‘12 AN pl) (273)

12 12
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On retrouve parmi les formules (2.70), (2.71), (2.72) et (2.73) des éléments pouvant former les trois
groupes : non-spin, spin-autre-orbite et spin-spin. On regroupe entre eux les termes d’attributs com-
muns pour définir J,s, Jsqo €t Jss. Le groupe J,,s composé des éléments ne contenant pas d’opérateur
de spin contient les termes suivants :

. 1 1 1 .
Jns = ihp1-ri2—5 + (P1-r12)(P2 - r12) 5 + —-ihri2 - P2
T12 T2 T2
1 1 1
+—=-(r12 - p1)(riz - p2) + (P15 -r12 ) (r12-P2) + | P25 -T12 | (r12 - P1).
T2 T12 T2

(2.74)

On transforme les élements de (2.74) avec la regle R3 en faisant apparaitre T% devant les doubles
12
produits scalaires. Par exemple le deuxieme terme de (2.74) devient :

1 r
(P1-r12)(P2 - T12) 5 = (P1-ri2) (?32 'p2> +(P1 - r12)4mho(r12)
T12 T12

r r

= (3 -pl) (r12 - p2) — 4Thi(r12) (3 'P2> + (P1 - T12)47hd (r12)
1o T2
riz 1

= (3 -P1> (r12-p2) = T(flz -p1)(riz - p2)- (2.75)
7o T2

Les deux derniers termes disparaissent car la fonction delta impose r12 = 0. On applique le méme
raisonnement aux deux derniers termes de I’équation (2.74) pour obtenir :

1 r 1
(p13 'r12> (r12-p2) = (::5,2 'P1> (r12 - p2) = —~(r12 - P1)(r1z - p2) (2.76)

T2 19 T12

1 riz 1
P25 T2 ) (ri2-p1) = |5 P2 (r12-pP1) = 5 (ri2-p2)(riz - p1). (2.77)

3, 719 T2

Avec (2.75), (2.76) et en transformant (2.77) a ’aide de la régle de commutation R61 I’équation (2.74)
s’écrit :

1 . 1 ., T12 L T12
Jns = 4—-(r12-p1)(riz-p2) +ihp1 - riz2—5 +2ih —5~ -p2 +ih—5 -p1
T2 T2 T2 T2

1 . L T
= 47(1'12 . pl)(r12 . pg) + 2277,% - p2 + 215% “p1+ 47T'fl25(7“12).
T12 T12 T12

On transforme une derniére fois cette expression en remarquant que :(rip-p1)(riz - p2) +ihriz -p2 =
(r12 - (r12 - p1)p2). Ce qui donne finalement :

r r
Jns = 4(r12 - (r12 - P1)P2) — 2ih% ‘P2 + Qihf - p1 + 47h?5(r12). (2.78)
12 12
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Le groupe Jsq, des éléments spin-autre-orbite est composé des termes suivants numérotés de (1) a
(10) :

. . 1 ) 1 . 1
Jsao = —i(XBz+ Xq)ih- = - (P1 - r12)iX2 - lp— —i3y - 11(P2-I‘12)T
12 12 12

(1) (2) (3)

1. . 1 . 1. 1 .
+ 72(22 +3q)ih-1p+ T(I‘lz p1)iXg - la+ ——iXy - li(ri2 - p2) + <P13 : I‘12> 1Xa -1
712 12 12 712

(4) (5) (6) (7

. 1 1 . . 1
—i%y - li—5-(r12 - p2) + <P23 ' I‘12) 1%y -1y —i¥y - la—-(r12 - p1)-
T12 T12 T12

(®) 9) (10)

On voit tout d’abord que (7) et (2) se simplifient ainsi que (6) et (8) en vertu de la regle R3 et de la
commutation du moment cinétique 1; avec toute fonction f(ri2). On peut regrouper (3) et (9) a laide
de la regle de commutation R62 ainsi que (5) et (10) avec la régle R63 :

B)+(9) = (S -1a) + k(S - 12))%
5) 4+ (10) = i(—ih(Ds-1y) — ih(Ss - 12))%.

Le terme Jgq0 est déterminé avec (1), (4), ((3) 4+ (9)) et ((5) + (10)), ce qui donne :
Jsao = TT(Z(22+21) '12 7%(22+21) '11 72(22 11) 71(22 12))+Z(21 ‘11)+Z(21 12))
12
= gimy 420 1)
T12

2h
= (Tl -2 1) (2.79)

T'12

On remarque que la forme de Jgq, est identique a celle de G440 (2.64). Enfin on détermine I’expression
du groupe d’interaction spin-spin du terme de Jauge. Jss est composé des termes suivants numérotés
de (1) & (6) :

. 1 1 1
Jss = —zh(El/\pl)-(rlz/\EQ)T—TEyllEz-12—7211122-12
T2 T2 12

(1) (2) (3)

1 . 1 1
— Tzh(El A I'12) . (p2 A 22) + 21 . 1122 . IQT =+ TE2 . 1221 . 11 .
12 T2 T2

(4) (5) (6)

On remarque tout d’abord que (3) et (5) se simplifient. Ensuite on voit que (2) et (6) correspondent
a la relation de commutation R64. On les regroupe et on nomme A, B, C et D les termes obtenus :

@+6) = (S 1. (2 1)
= % —ih(21 - r12)(B2 - p1) — iA(B2 - 112) (1 - p2) + (B2 - B1)(r12 - P2 + r12 - P1)

A B C+D
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Les termes (1) et (4) sont transformés a 'aide de la relation vectorielle (2.66) pour obtenir E, F, G
et H :

. 1 ) r
(1) = —zh(El Ap1) - (I’12 A Ez)T = zh(El N p1> . (22 A :;2)
79 T12
. r ) 1
= Zh(zl : 22) <p1 : ?) —zh(Ez 'pl)(zl '1‘12)T
1o T2
E F
ih . ri2
4) = -5 (BaAriz)  (p2AX2) =ik (B A == |- (B2 Ap2)
T12 T12

. r ih
= ih(B; - Ba) (? ~p2> — 5 (82 r12)(81 - p2).
T12 T2

G H

Avec ces notations, on écrit Jgs = (A+ B+ C+ D+ E+ F+ G+ H). On peut remarquer que C et
G s’annulent ainsi que B et H :

T . 1
G+C = (T1-%y) (@hf-pz)—m(m-m)Bru.m:o

7o T12
1 ih

B+H = —il(32-112)(31-p2) — 5 (T2 -r12)(Z1-p2) = 0.
79 T12

On regroupe ensuite A et F' ainsi que E et D :

T12 T12
1
= —B*(B2-V1)(S1- Vz)E (2.80)
1
E+D = k(S X,) <p1 2 Tz .p1> = W(21 - Bp)hA < ) . (2.81)
T2 Ti2 r12
En regroupant les formules (2.80) et (2.81) on obtient 'expression de J; :
2 1 2 1
Jos = h° (21 - Vo) A— — h*(X2 - V1)(Z1 - Va)—. (2.82)
12 12

2.3.5 Contribution de ’ensemble des termes : le hamiltonien de Breit-Pauli

On peut a présent regrouper la totalité des éléments en tenant compte du facteur numérique de
(2.53) et des formules (2.59) provenant de 'opérateur de Coulomb, (2.62), (2.64), (2.69) issues de
Popérateur de Gaunt et (2.78), (2.79) et (2.82) calculées avec le terme de Jauge. On projette sur les
composantes électroniques pour chacun des opérateurs avec la substitution 3; — o3 et 3; — 1. On
rassemble les termes d’attributs communs. Ainsi dans la partie coulombienne on peut séparer la partie
”non-spin” V,,; de la partie ”spin-orbite” Vi, :

h2e?

FW
V §(T12)> +m(o’2 ~12—0'1 11)

e? h2erm
rig  m2c?

= Vns + ‘/so~
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On regroupe les termes "non spin” des opérateurs de Gaunt et de Jauge :

e2c?

Gps +Jns = —5—5-5((2.62 2.78
+ m2(2ic?)? (( )+ ( )
e’c? 4p1 - p2 ri2
2ih—= - p2 — 2i h— — h2476
m?(2ic?)? < r12 " s P2 s P i)

+4(r12 - (r12 - p1)p2) — 2ih 7}2 pa + m— p1+ 4777126(7"12))

12 iy

2 2

e“c ip:1 P2 | ,T12
= : 422 (ry5-

2m2(2w2)2< T12 3, (r12 - p1)pz

2

€ P1-P2  TIi2
= —_ + — - | . .

2m2c? ( 12 3y (r1z p1)p2>

Par ailleurs on peut y inclure les élements du terme de Coulomb V,,5 ou le spin n’apparait pas, ce qui
donne la quantité H gz’x 5

2 h2e? e’ P1-P2 | ri2
gEw e _mhie o e 12 s _ 2.83
B(ns) — L m2e2 (r12) 2m2c2 12 + 3y (r1z - p1)p2 ( )

On regroupe maintenant le terme du couplage spin-orbite de Coulomb Vj, et les termes de spin-autre-
orbite de Gaunt (2.64) et de Jauge (2.79) dans la quantité générale HEW B(so) POUr "spin-orbite”

e2c?
HB(so) = %O+W((2G4)+(279))
he? 2 2n
= —5 1y — -1 _ 1y — .1
4m2027,,1132 (0'2 2 o1 1)+ 2m2(2i02)2 32 (0'2 1 o1 2)
he? (024 201) -1z — (o1 + 202) - 11) (2.84)
= S 523 (02 1) 1l2 — (o1 2)-11). .
4m2c2r3,

On rassemble pour finir les contributions spin-spin provenant de (2.69) et (2.82) dans ’expression
HFW .
B(ss) -

e2c?

Hplly = W((mg) +(2.82))

2.2 1 1
= L <2h2(al~a'2)A—2h2(02~V1)(01-V2))

2m?2(2ic?)? r12 T12
e?h? 1 1
= —— cog)A— — . . — . 2.
A2 ((0’1 0'2) o (0’2 Vl)(O']_ V2)7’12> ( 85)

On peut préciser le terme dans la parenthese de (2.85). Le premier terme se transforme avec la fonction
§ et le second a 'aide de l'identité (a- V)(b- V)i = (%? - %gb(”)) :

T T

1
(01 02)A— = —(01 - 02)470(r12)
T12
1 o1 -0 3 o1°Tr O9 T
(02 -V1)(o1-Va)— = ( 13 2 3(o1 122)( 2 12)).
T12 719 0,

Il faut cependant faire attention dans la derniere formule au cas particulier r12 = 0. Dans ce cas précis
on obtient des singularités sur les trois composantes suivantes :

0 0 0 0 0

P
) 9,9 2.86
921 % 025 T " oy T 92, 7% 0 (2.86)

Olx
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On choisit d’utiliser la valeur moyenne avec < 01,02, >=< 01,02y >=< 01,02, >= 72 ce qui
donne pour la ligne précédente :
g1 02 1 gy -

(286) = T 2EA = 3“2 And(r12),

et le deuxiéme terme de (2.85) s’écrit :

(0 - V1)(or - Va)— = (“1 02 _ 301 T12) (02 'r12)> —47r5(7"12)0-1z;)0-2.

3 5
T12 19 T'12

On aura donc pour la partie d’interaction spin-spin :

2 2 . . . .
e“h <8 g1 025(1"12) . g1 02 + 3(0’1 I‘lz)(Uz I‘12)) ' (287)

HE
B(g )T T gm2e2 3 T3y 9y

En regroupant (2.83), (2.84) et (2.87) on retrouve bien le hamiltonien de Breit-Pauli présenté dans la
section (2.1.3) :

e2 The? e2 P1 - P2 rig
H = = 75 _
e ri2 mic? (ri2) 2m2c2( T12 +r‘132 1z pl)p)
he?
+ Tz, (02 +201) 12— (034 202) - o)
e2h? o103 0'1 o2  3(01-r12)(02  T12)
- ® o . 2.88

Pour terminer le travail et obtenir ’expression du hamiltonien de Breit-Pauli au second ordre en 1/m
en présence d’un champ externe, il faut réaliser la substitution dans (2.88) des impulsions p; et p2
par les impulsions généralisées (p1 — gA) et (p2 — gA). On obtient :

e? mh2e? P11 — qA (p2 —qA) 112
H - — 12 . —gA —gA
By rig m2c? 8(ri2) = ( + = (riz - (P1 —qA))(P2 — ¢ )>
he? rig
+‘4m202 (o2 +201) - 7% A(p2—qA) ) — (o1 + 202) - . A (p1 — qA)
e2h2 o102 o1-02 3(01-112)(02 - T12)
- -8 9(r12) — . 2.89
4m?2c? ( (r12) 3, + 5, ) ( )

2.4 Forme explicite du hamiltonien au troisieme ordre en 1/m :
influence du champ externe

« Soyons désinvoltes. N’ayons air de rien. »
Bertrand Cantat, Noir Désir.

Cette section est consacrée a la transformation du hamiltonien au troisieme ordre (2.52) en sa forme
explicite. On met en évidence I'impact du champ électromagnétique externe qui devient un
partenaire a part entiere et agit comme un ”troisiéme corps” dans les éléments d’interaction du
probléme & deux électrons. En section (2.4.1) on précise une nouvelle regle due & la présence du champ
externe utilisée dans les trois sections suivantes. On étudie en (2.4.5) la forme explicite du hamiltonien
perturbé par le champ externe et on évalue son importance par rapport aux éléments du second ordre
en 1/m.
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2.4.1 Prérequis

Le point de départ est le hamiltonien suivant :

1 . . . .
H"® = m( = B T)VTy — h(B2T2)VTy — W(B1T1) BoTo — h(B2T2) BoTy

—RTVV (61 Ty) — hToV (B2T) — KT Bo(61Th) — W11 Bo(BaT3)

5T ALY = §0al[T Tl V) + AT T, Bob + WTA(GRT2). Bo} ).
(2.90)

Tous ces termes sont fonctions de ’énergie cinétique T et de sa dérivée temporelle T. On rappelle
leurs expressions dans le formalisme de Dirac :

T; = ca; - p;
T, = qcoy; - E

C’est la dérivée temporelle T qui fait apparaitre explicitement le champ électrique E. Cest un terme
nouveau dans le développement analytique et il se peut que le champ électrique ne commute pas avec
Popérateur impulsion. La relation de commutation est la suivante :

P, E(r)] =p-E(r) - E(r) -p=—ih

(2.91)

Les expériences de désaimantation ultra-rapide [8] sont réalisées sur des échantillons de Nickel d’une
largeur de quelques nanometres (1072 m). Les impulsions laser utilisées sont des impulsions lumi-
neuses femtoseconde (1071 s) dont la longueur d’onde caractéristique est de 'ordre d’une centaine
de nanometre Ar; ~ 100 nm . Dans ce type d’expérience le champ électromagnétique externe est
uniforme pour l'ensemble de I’échantillon, on peut considérer que 1'équation (2.91) est nulle et que
les grandeurs E et p commutent. En revanche, si nous utilisions des impulsions atto-secondes (10~'®
s), la longueur d’onde caractéristique devient de l'ordre du dixieme de nanometre Agio ~ 0.1 nm=
1A inferieure & la taille de ’échantillon. La relation (2.91) n’est pas nulle et les grandeurs E et p ne
commutent pas!

L’expression du hamiltonien de Breit-Pauli au troisieme ordre que nous proposons en section (2.4.5)
a été obtenue en supposant que E et p commutaient. Cette expression n’est donc peut-étre pas va-
lable dans le régime atto-seconde. On précisera dans les sections (2.4.2), (2.4.3) et (2.4.4) ot dans les
développements la commutativité de E et p est utilisée pour faciliter les calculs. Ce changement sera
symbolisé par le signe suivant : | *.

[P, E(r)] #0
] *
[p,E(r)] = 0.

La détermination de (2.90) est réalisée en calculant séparément les contributions VWG GFWES) et
JEWE) qui seront regroupées dans la section (2.4.4).



Forme explicite du hamiltonien au troisiéme ordre en 1/m : influence du champ externe 85

2.4.2 Operateur de Coulomb

La partie coulombienne du hamiltonien transformé au trosieme ordre est :

VEWE = m <_h(51T1)VT1 — KW (B Th) — gﬂl{[TlaTl]v vV}

— (B To)V Ty — KTV (B2 Ts) — 252{[T2,T2]7 V}> . (2.92)

On traite en premier lieu les termes relatifs a 'opérateur coulombien V' pour la particule indicée 1, les
résultats étant transposables par permutation d’indices et de changements de signe que 1’on précisera.
On obtient :

. e2 1
—n(BT)VTE = —hfic(ay 'Pl)@qc(al -E) = —B1he*qc* (o 'Pl)a(al -E)
2 9 1 , 1

= —pihefqc | p1— - E+iX- (p1— ANE
T12 T12
. €2 9 o 1
-V (B T1) = —hge(on 'E)Eﬁlc(al -p1) = +P1he g (o 'E)@(al “Pp1)

1 1
+B1he?qc? (E - —p1 +i%y - (E A pl))
T12 T12

h . Bihe?qc? 1
—5A{ T VY = —=———l(e1-p1). (a1 E)], —
12
he2qc? . 1
= —512(]{Pl'E—E'p1+2221'(P1/\E),}
12
heZqc? 1 1 1 1
b (pl-E—E-p1+pl-E—E-pl
T12 T12 T12 T12

1 1
712 12

On sépare les résultats obtenus en deux groupes : les termes ou le spin n’intervient pas V,,s et ceux
ou apparailt un couplage de type spin-orbite Vj,. Pour la contribution "non-spin” on obtient :

1 1 1 1 1 1 1 1
Vaes = Pihe’qc (—pl "E+E-—pi—op1r-E—+ E-p1———pi E+—FE- p1)
T12 712 2 ri2 2 ri2 2712 2119
1 1 1 1 1 1
= Bihe*qc? (E (Pl +piz—+ Pl) + <—P1 —-Piz— — Pl) E)
T12 2r19 - 2rig T12 2ri9 2ri
1 *
1 1
e R OF (p1 — p1>
12 T12
1
= —[hhe’qc? [pl,} -E. (2.93)
T12
Et pour celle du spin orbite :
9 o . 1 . 1 . 1 . 1
Vo = prhe“qc” | —iX1- |p1— AE | +iX1- (EA—p1 | —i21-|—p1 AE) -3 - [p1— AE
T12 T12 T12 T12

R
: 2 .2 1
= 727,ﬂ1h6 qc 21 . <{p17 } A E> . (294)
12
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En sommant (2.93) et (2.94) la contribution VlFW(S) de la particule 1 a lopérateur transformé de
Coulomb au troisieme ordre en 1/m s’écrit :

he?qc? 1 1
! m3(2ic?)3 P e PL

(3)

La contribution VZFW(S) relative a la particule 2 est identique a VlFW a condition de substituer 2 &

1. On obtient au final pour 'opérateur de Coulomb :
he?qc? 1 1
VEWE) _ ~|.E- ,—|-E
m?3 (2i82)3 lBl P1, T12 52 b2 12
1 1
—2i313q - ({p1, } A E> — 23535 - ({pz, r} A E)> .(2.95)
T12 12

2.4.3 Opérateur de Gaunt

Le hamiltonien transformé au troisitme ordre en 1/m comprenant les termes de 'opérateur de
Gaunt est :

) | o
GO = iy (THATOGT: — MAET)GT, — KBG(AT)

—WT1G(BoTo) + W{(B1T1) T2, G} + W{T1 (B T2), G}) . (2.96)

Comme précédemment on calcule les opérateurs qui contiennent la partie cinétique T relative a la par-
ticule 1 et on réalise les transpositions pour la particule 2 avec les changements de signe qui s’imposent.
1l suffit de déterminer 'expression des quatre élements —hi((1T1)GTy, —hRTLG(G1Th), KB T1) TG et
hG(61 T 1)T 5. On détaille uniquement les calculs pour le premier terme :

—e2(ay - ap)

hpB1e?qc? a1«
‘ W0 o ) 022 (o, )
T12

~W(AT)GT, = —hBicloan-p1) 5 ;
12

hﬁle qc?

gc(as - E) =

1
P1— -z + i3y - ( 1/\az)>(a2~E)
T12

e o () )

hﬁle qc?

1
T12 12
hﬁle qc? 1

plr

(v
(e
_ hﬁle gc’ <p1
(

1 1
E+135 - ( 1/\E) + 13 - <p1/\E> + (21/\131
T12 12 12

On donne directement les résultats pour les trois suivants :

—e?(ay - ap)

2 2 )
) P oy ) L 22)
12

~h[,G(/T1) = —hge(az - E) 5 .
12

KB eqc?

518(041 'pl) = - aq 'pl)

1 1 1
-E+ i3, - <p1/\E) +1 (El /\p1> E+135 -7 (21/\})1) /\E)
T 12 12

) mam).

(2.97)

1 1 1 1
= —-—— (E —p1 +1Xs - (E/\ p1> + i3 - (E/\ p1> + (22 N E) . (El A\ p1)>
2 T12 r12 T12 r12

(2.98)
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: —%(ay - hB1e2qc? a) -«
(B T1) TG = hpBic(aq - p1)ge(az - E) 1 a2) __Fhheg (o1 p1)(az - E)M
27"12 2 T12

hBie?qc?

1 . 1 . 1 1
= —_— (pl . E—i—zEl . (pl /\E) —‘rlpli . (22 /\E) — (El /\pl) . (22 /\E))
2 712 712 T12 T12

(2.99)

h—e2(a1 . a2)

hBre®qc? (aq - ) (
27‘12

2 T12

hBie2qc® [ 1 1 1 1
= 7616 ac (Pl -E +1i3, - <p1 A E) — 127 - (Pl A E) - (21 A Pl) (B2 A E)) .
2 712 r12 T12 T12

(2.100)

hG(6iT)Ty = prc(ay - p1)ge(az - E) = + oy -p1)(az-E)

Comme dans le calcul de 'hamiltonien au second ordre on obtient, & travers les formules (2.97), (2.98),
(2.99) et (2.100) trois groupes différents : les termes de Gaunt non-spin Gy, les termes de Gaunt du
couplage spin-autre-orbite G4, et les termes de Gaunt couplage spin-spin G45. On regroupe I’ensemble
des termes de Gaunt “non spin” :

KB e2qc? 1 1 1 1
Gus = ﬂlzq<pl'EE~plpl~E+pl'E)
T12 T12 T12 T12
I

= 0.

La contribution ”non-spin” de 'opérateur de Gaunt G, est nulle. On s’intéresse a présent aux termes
de Gaunt de ”spin-autre-orbite” Ggq, :

h 2qc? 1 1 1 1
Gsao = M (122 . (pl A E> + 7,21 . <p1 A E) — 122 . <E N p1> — 121 . (E A\ p1>
2 T12 T12 T12 T12
. 1 o1 . 1 ) 1
—i3q - | p1— AE —Zplf'(Ez/\E)+222~ —p1 N NE ) -3 | —p1 ANE
T12 T12 T12 T12
1 %
hBie2qc? (. 1 1 1 1
= 712(] ¥ | |pPr—+ —pP1+pP1i—+—p1|AE
T12 T12 T12 T12
. 1 1 1 1
—iXy - ((pl +—pP1—pP1— — p1> A E))
712 T12 712 T12

hB1e2qc?isy - <{p1, :} A E) . (2.101)

12

On regroupe ensuite les termes de Gaunt G4 d’interaction spin-spin :
hB1e?qc? 1 1
Gs—s = % ((21 /\p1> (Z2AE) - (Z2ANE)- <21 A P1>
712 T12
1 1
+(22/\E) . 21/\1)17 — 21 /\7p1 . (22/\E)
T12 T12
1 *

2.2
= hﬁl% (2 (21 A (pl1 - 1p1>) (B2 A E)) = hpre?qc® (21 A {pl, T;D (22 NE)

T12 T12

= ih%Bie2qc (21 A ‘;}f) (32 AE). (2.102)
12
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Pour les élements relatifs a la particule (2) il suffit de permuter les indices (1) et (2) dans les formules
(2.101) et (2.102) mais en tenant compte du fait que [pq, i] = —[pa, i], on a une modification du
signe pour le terme de couplage spin-spin issu des élements cinétiques indicés 2. On peut alors donner
Iexpression du hamiltonien de Gaunt au troisieme ordre :

ihe%qc? 1 1
GFWE) - 37(123 (6221 . ({Pz, } /\E) + (5122 - ({pla } AE)
m?3(2ic?) T12 12

By <21 A ’?j) (B2 AE) — hf3s (22 A ’?j) (B A E)) L(2.103)

12 12

2.4.4 Opérateur de Jauge

Le hamiltonien transformé au troisieme ordre en 1/m comprenant les termes de l'opérateur de
Jauge est :

1 . . .
JIWE) =~ (—R(BTh) Ty — W(BoT2) JTy — KT J(6i T
3 (2ic2)? ( (51Th)J Ty — M(B2T2) I Ty »J(51Th)

—hTyJ(B2T2) + W{(BiTh) T, T} + W{Th (B2To), J}) : (2.104)
De la méme maniere que pour 'opérateur de Gaunt, il suffit de déterminer I'expression des quatre

dlements —h(B111)J Ty, —hT2J (A1 Th), K(BiT1)ToJ et hJ(B1T1)Ts. Le calcul est détaillé uniquement
pour le premier élément :

RGBTy = —hBle(an - p1)(—e?) (o '“;7{5,“2 ’r”)qc(om ‘E)
12
hBie?qc?

= T(al -p1)(oa 'r12)%(012 ‘r12)(az - E)
12

h 2. .2 r r
e <p1 5 S (plA?D (riz - E+i3 - (r1z A E))
2 Ty T2

h8: e2ac? r riz) .
= ﬁ12q<(p1' 12)(1'12'E)+<p1'?)ZET(“Z/\E)

3
712 12

- r r
+i3q - (pl AN T'::L)’z) (1‘12 . E) -3 (pl A r?))z) 3g- (I’12 A E))
2

1 12

(2.105)

—hIbJ(BTy) = —hgcosg - E(—e?) (o rl;zgaz : rn)ﬂlcal.pl
12

hB1e2qc? 1

= - 512 . -(a2 - E)(az - r12) 5 (a1 - r12)(a1 - p1)
12

KB e2qc? r . r

— ,ﬁliq ((E . I‘12) <§2 . pl) + (E . rlz)lzl . <§2 A pl)
2 19 12

. r r
+iX2 - (EAT12) (? 'pl) — 33  (EAT12)3; - (;2 A P1>)
T2 12

(2.106)
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(Ot1 'rlz)(az “T12)

WBiT)Ted = hBic(as - p1)gc(az - E)(—e?)

2r3,
hBie?qc? 1
= _ﬁl%(al 'Dl)(al -I‘lz)T(az E)(a2 '1‘12)
T2
kB e2qc? r r .
= —ﬁliq <(p1§2) (E-r12)+ <p1]?;2) 222'<E/\I'12)
2 12 12
. r r
s, (m A §2> (B-113) — 51 - (pl A §2> S (B A r12)>
12 T12
(2.107)
. g\ (€1 -r12) (2 - T12)
RI(BT)T, = h(—e?) 53 Bic(eu - p1)ge(az - E)
12
1 *
BB e?qc? 1
+51Tq(a2 ‘r12)(az2 - E) (o - r12)(0 - p1)
712
BB e?qc? r . r
= +51Tq <(1“12 -E) (;2 'P1> + (r1z - E)i%y - (? A pl)
12 T12
. r r
122 . (I‘12 A E) (22 . p1> — 22 . (1'12 A E)El . (;2 A p1>> .
12 12
(2.108)

On regroupe ensuite parmi (2.105), (2.106), (2.107) et (2.108) les termes de Jauge "non spin” Jy, les
termes de Jauge spin-autre-orbite Jg,, et les terme de Jauge spin-spin Jgs. La contribution J,s est
composé des opérateurs suivants :

d = P (5122 Y e ) = (B waa) (552 ) = (01 22) (B oria) + (a2 B) (22 ) )

T2 T2 T2 T2
| *
= 0.
La contribution J,_, est donc nulle. L’ensemble des termes Jg,, est :
KB eqc? r . . r
Jsao = LA P1- % Xy (rig AE)+i%; - [ p1 A % (riz - E)
2 712 T'12

r r
—(E~r12)i21 . %/\pl —i22 . (E/\I‘12) % ‘Pa
12 12

r . , r
- (pl : ;,2) i¥2 - (EAT12) — i1 - (pl A ;,2) (E-r12)
12 12

T12 12

On regroupe tous les éléments de (2.109) qui contiennent l'opérateur ¥y :

hB1e%qc? (. r . r
Faoo(®2) = "I (im0 (020222 ) (112 B) - (Beran)ih - (B2
T12 T12

1) (2

—iEl . <p1 A r':l,)z) (E . I‘12) + (1‘12 . E)zEl . <I‘L];)2 A p1>) = 0
12 T2

(3) (4)
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Leurs contribution est nulle car on voit que (1) et (3) s’annulent, ainsi que (2) et (4). on regroupe
ensuite tous les éléments formés de 'opérateur X :

hpB1e2qc? r ) . r
Jsao(B2) 1 = &Tq ((Pl : r132> ¥z (riz2 AE) —i¥z - (EAr12) (; ’p1>

12 12

r _ _ r
- (p1 : ?) i%2 - (EAT12) 4132 - (r12 AE) (;,2 ~p1>>
79 T12
hG e2ac? r ) . r
— ﬂl% (2 <p1 . 7"1’2) iXg - (ri2 ANE) 4+ 2i35 - (ri2 AE) (7”1’2 'Pl)) (2.110)

12 12

On transforme ensuite les deux termes de (2.110) & I’aide de la relation vectorielle (2.111) :
(A-C)(B-D)=(AAB)-(CAD)+(A-D)(C-B). (2.111)

On obtient :

(Pl : 22) (B2 (r1z AE)) = <P1 : 1;132) (r1z - (EA X2))

12 12

= (P1ArT12)" <(E AZg) A 1"132> + (p1- (EAX3)) <r12 . r?)
T2 T2

| *

= (pl A\ I'12) . ((E A\ 22) N I§2> + 22 . (pll A\ E) (2112)
12 T12

(B2 (rizAE)) (:3),2 'P1> = ((EAXg)-ri2) <I7:;132 ‘ pl)
12 12
= <(E/\22)/\r:1,)2) . (1‘12/\1:)1)—|— (I‘lz . r?f) ((E/\Ez) pl)
T12 L&D
1=
= —(P1Ar12): ((E AZ2) A rlﬁ) + 3, (1p1 A E) . (2.113)
12 T12

En sommant (2.112) et (2.113) on obtient la contribution Jq, des termes de Jauge ”spin-autre-orbite” :

KB e2qc? 1 1
Juy = DMHieTac (mzz- (pl /\E) 423, - (pl /\E))
2 712 12

hpre2qc? <i22 : <{p1, rl} A E>> . (2.114)

La contribution Jss des termes de Jauge a l'interaction ”spin-spin” comprend quatre termes :

hpBe%qc? r r
Jss = M <_El (pl/\::l))2> 22'<I'12/\E) +22‘(E/\I‘12)21' (::L,)z/\p]_)
2 T12 T12

1) (2)

r r
+21 . (pl/\réz> 22'(E/\I‘12)— Eg'(flz/\E)El' <T‘:132/\p1)> .
12

(3) (4)
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On remarque que (1) et (3) sont identiques. On peut transformer ce terme avec la formule vectorielle
(2.111) :

1)+ (3) = 25, <p1 A 232) 3o (EAr12) = 2((21 Ap1) - r12) <’:32 (B A E)>
= 2 <(z:1 A1) A E’j) (r12 A (B2 AE)) +2(31 Apy) - (Z2 AE) (m : E’j)

= 2((21/\[)1)/\[‘12)' (EA(EZAE)) +2 (21/\1:)17‘]1-2) . (22/\E). (2115)

De fagon similaire (2) et (4) sont identiques et se transforment :

(2) + (4) 285 - (E Ar12)%y - (:}f A pl) =2(r12 - (22 A\E)) ((m AZq)- Z?)

12 12

2(r12 A (p1 A 1)) - ((22 AE) A rf) 42 (rlz : rf) (B2 AE) - (p1 AZ1))

12 T'12

1 %

= —2((Z1 Ap1)Ari2)- (”32 A(Sg A E)) —9 (21 A ;p1> (Z2AE). (2.116)

12

En sommant (2.115) et (2.116) on reconstitue Js; :

hBie%qc? 1 1
2 T12 T12
9 9 1 1
= hpre“qe” | By A (p1— — —p1) ) (Z2AE)
12 T12
= ih2Bie%qc? <21 A r?f) (32 AE). (2.117)
12

On peut maintenant donner 'expression du terme de Jauge au troisieme ordre en 1/m. On ajoute
les élements relatifs & la particule (2) en permuttant les indices (1) et (2) dans les formules (2.114)
et (2.117) et en rappelant que [p1, i] = —[p2, %} pour la modification du signe dans le terme de
couplage spin-spin issu des élements cinétiques indicés 2. On remarque que la contribution du terme

de Jauge est identique & celle du terme de Gaunt (2.103). Ainsi,

ihe?qc? 1 1
JEWE) 37(123 (5221' ({pz,} /\E) + 132 ({plv} AE)
m3(2ic?) 712 12

+h (21 A ’:;2) (S AE) — hfs (22 A ‘?j) (21 A E)) L (2.118)
12 12

2.4.5 Résultats et analyse

On regroupe a présent les expressions (2.95), (2.103) et (2.118). On opere la substitution 3; — o

et B; — 1. Dans (2.95) les termes "non-spin” disparaissent puisque [p1, é] = —|[pa, é] On obtient
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au final I’expression suivante :

2
rwE) _ he'q 1 L
HB = A3l (0’1({plam}/\E>+0’2<{p27m}/\E)
1 1
“or ({pe - baB) —on ({pr 2 1E)
T12 T12

- h<alAr;2) -(azAE)m(azArgz) -(al/\E)>. (2.119)

12 12

On peut préciser dans (2.119) les expressions des termes de couplage spin-orbite et spin-autre-orbite :
he?q 1 1
o1 - — - — ANE
I3t 1 (({p17r12} {Pz,r12 }) )
he%q 1 1
——02 - — = — ANE|.
Am3ch 2 <({p2a T12} {plarl2 }) >
Il s’agit de préciser les opérateurs impliquant les commutateurs et anticommutateurs :
1 1 1 1 1 1
Pi,—¢—\P2,—¢ = (P1—+—P1 |~ |P2—+ —P2
12 12 12 12 12 T12
1 2 1 2
= P, —|+—P1)— | |P2;— |+ —P2
r12 r12 r12 712

r 2 r 2
= (2 2o ) - (-t 4 )

T2 T2 12 12
. T12 2
= QZHT —+ 7(131 — pz)
T2 T12

On aura de la méme maniere :
1 1 L T12 2
{va } - {pla } = —2ih—~ + —(p2 — P1)-
r12 712 s  T12

En réinjectant ces deux dernieres expressions dans (2.119), et en tenant compte de la substitution par
les impulsions généralisées, le hamiltonien de Breit-Pauli au troisieéme ordre en 1/m s’écrit

HFW®E) _he*q %ihoy - [ 22 AE) + 204 - i((plqu)f(pz—qA))/\E
Am3ct 3y T12
. ris 1
722710’2 . <3 A E) + 20’2 . (((pg — qA) — (pl — qA)) A E)
T2 T12
h<alAr132) .(azAE)+h(a2Ar132> -(0'1/\E)). (2.120)
12 T2

Nature de ’interaction

Regardons a présent en détail certains termes de (2.120). Chaque spin réalise un effet de type Zeeman
avec un champ magnétique effectif assez particulier. Ainsi, on peut écrire :

he’q iz qih ihg q2r12
D ipey (P2 AE) = By (M (g P12
AmBcd < <r:1”2 om 7t \m2c (4eo)r3y
h
= 7qLO'1'B/.
2m
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q2riz
(4me0) T3y

coulombien produit par la particule 2 sur la particule 1. Le champ magnétique effectif B’ prend la

forme suivante :
ihq GaT12
B = EA
m2ct ( (471'60)7”%2)

=~ (Bext ABiny). (2.121)

On rappelle que E = E.;; est le champ externe associé au laser et = E;n; est le champ

D’apres (2.121) il apparait que les deux champs électriques, coulombien et celui du champ externe se
comportent vectoriellement comme un champ magnétique. L’analyse dimensionelle de (2.121) donne
bien des Teslas. On notera que I'opérateur est non hermitique & cause de la présence du facteur i.
Comparons son importance avec le champ magnétique effectif induit par l'interaction spin-orbite du
second ordre en 1/m :

qih 1 qari2
HSO 1/m2 = ———O071" < /\pz)
( ) 2m 2me? \ 13,
qh 1
= o (B A
2mU1 QmCQ( ¢t A\ P2)
h
- I, By
2m

En supposant que || p2 ||~ mc/137, le rapport entre les deux termes conduit & une expression fonction

de I'amplitude du champ externe :
3 N 10*¢(V/m)
- Eext

| Bso || _ ’ (Eins-me).(m?c?) ) (2.122)

|| B || (2mc?.137)(hq1.Eext-Eint)

o m2c
|2hq137. By

Dans les expériences de désaimantation ultra-rapide [8] pour lesquelles E ~ 10%® V/m (voir section
(5.3.1)) le rapport précédent (2.122) est évalué a 108. Le terme perturbé par le champ externe est donc
tres faible par rapport a l'interaction spin-orbite. Les interactions entre spins sont aussi perturbées
par la présence du champ externe au troisieme ordre. On note HSFSW(?’)(E) :

h2€2q ry2 h2q2 qari2
HEWG)(E) = AN—=2) (62 AE) = ! AN—22_ ). (62 NE
58 (B) am3ct \ 7t 3y (o2 ) am3cA \ 7t (4meg)r3y (o2 )
h2 2
= i1 (01 A Bing) (02 A Bear)
~ hQQ%-Ein#Eezt
4m3ct
Cet effet est & comparer aux termes d’interactions spin-spin du second ordre en 1/m notés H (1: 3(2) :
252
FW(2) o e“h 0102 0102 3(0'1'1‘12)(0'2'1‘12)
Hiy " (r2) =  4m2c2 <_8 o(rz) = e - 9
a1 q2l? @17 Einy

’ 4.(4meg)m2c2r, 4m2c2ryy

Le rapport entre les deux termes ci-dessus devient fonction de la distance entre les particules et de
I'amplitude du champ externe :
FW (2 .

Hiy @ (i) | | (@2 By (dmet)
HEWEG) (E) (4m2c2r19)(h2q3 . Eint-FEext)

SS

me . 105(V)

Ee:pt-’r12

(2.123)

‘ 2

quxt~r12
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En prenant une distance de I’ordre de I’Angstrom 715 ~ 107'° m et une amplitude du champ électrique
E =~ 10% V/m le rapport entre ces deux contributions est aussi évalué & 10%. On peut donc conclure
que ces termes sont négligeables dans le régime femtoseconde.

Remarque :

Dans les expériences d’ionisation de la matiére par des impulsions laser (Physique des Plas-
mas Chauds), les impulsions lumineuses utilisées ont une durée de 500 fs pour une énergie de 6 J.
L’énergie u, associée a une telle impulsion de durée 7 et de section S = 0.001 mm?, est reliée & I’am-
plitude du champ électrique E par la relation u = (%GoE) ctS. L’amplitude du champ électrique est
alors de 'ordre de E ~ 10'? V/m. Les rapports (2.122) et (2.123) gagnent quatre ordres de grandeurs
et s’évaluent & 104

Champ électrique Compton

On peut déduire des deux rapports précédents un ordre de grandeur caractéristique du champ électrique
nécessaire pour que les deux contributions soient égales. D’apres (2.122) le champ électrique critique
vaut en introduisant la longueur d’onde Compton A¢ = % et @ = 1/137 la constante de structure

fine :

« m2 03 mc2

E=— N 2.124
2 qh el ( )

En utilisant (2.123) on obtient la relation suivante :

m02

Eryg = —,
q

qui conduit presque au méme ordre de grandeur si on pose 112 = A¢. Comme dans ’étude a un électron
les longueurs d’onde et périodes caractéristiques de la fréquence Compton associée au phénomene de
création et d’annihilation de paires semblent étre une limite ou les corrections relativistes sont toutes
de méme amplitude. Ce que nous appelons champ électrique Compton est le champ électrique associé
au potentiel électrique entre deux points distants de Ac qui permet d’obtenir une énergie potentielle
égale a ’énergie de masse :

mc2

Eo~— =23%10"V/m.
R /

C’est une valeur considérable.
Unités atomiques

On peut exprimer le champ électrique Compton F¢ en fonction de la constante de structure fine
= 2.529

pm, B, = a—; = 5.14 % 10'? V/m (ordre de grandeur caractéristique du champ electrlque nécessaire
B

a = ;- et de la valeur du champ électrique a une distance égale au rayon de Bohr ap =

pour ioniser la matiére). On introduit le rayon Compton ac tel que a, = % Ainsi :

h 2 €2
ac = — = —— — = apa.
me  me? ch

En définissant plutét Eo = 5—22 on obtient alors :
C

[ V)

E*e—* €2 7EaB
CT W2 aza? o2
C B
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2.5 Intéréts et bases d’un développement au quatriéme ordre
en 1/m

« Breit-Pauli au cinquieme ordre.
Vous en avez marre ? Nous aussi. »

Pour finir ce chapitre on explique l'intérét de poursuivre la procédure de la TFW a des ordres
supérieurs. On propose de développer le hamiltonien transformé de Breit au quatrieme et cinquieme
ordre en 1/m ce qui nécessite de définir au préalable un lagrangien relativiste non quantique de
I'interaction électromagnétique entre deux particules.

2.5.1 Problématique

Les résultats de la TFW au troisiéme ordre en 1/m ont montré que le champ coulombien et le
champ externe pouvaient se coupler et agir comme un champ magnétique. L’aspect temporel de la
TFW utilisée dans 1’étude a un électron a mis en évidence 'existence de couplage entre les degrés
de libertés de spin et les dérivées temporelles du champ électromagnétique (formule (1.100)). Ces
effets sont d’autant plus importants que la pulsation du champ externe est élevée. Il parait natu-
rel de suspecter qu'une TFW temporelle du hamiltonien de Breit réalisée a des ordres plus élevées
dévoile des couplages entres les spins, 'interaction coulombienne et les dérivées temporelles du champ
électromagnétique.

En extrapolant un peu plus, on peut envisager 'existence d’une systématique mathémathique, simi-
laire au cas mono-électronique, mais régissant 'interaction entre les particules perturbées par le champ
électromagnétique et ses dérivées temporelles. Bien que ces effets soient négligeables au troisieme
ordre en 1/m dans un régime femtoseconde, il est impossible de prédire qu'ils le deviennent dans des
régimes attosecondes ou sub-attosecondes pour lesquels les valeurs de champs électriques associés aux
impulsions laser sont plus élevées, et pour lesquels les corrections relativistes dépendantes du temps
possedent des amplitudes plus élevées.

Etant donné que 'on ne peut deviner 'allure mathémathique de cette hypothétique systématique,
il faudrait développer la TFW du hamiltonien de Breit au quatriéme et cinquiéme ordre en 1/m et
vérifier, tout d’abord si 'impact du champ électrique externe se traduit par ’apparition de dérivées
temporelles d’ordres plus élevés. On peut présentir le comportement suivant :

Ordreen (1/m) | 2 | 3 | 4 5

1 particule E| E| E E

2 particules E|E?|E?

Pour réaliser une telle étude au cinquiéme ordre en 1/m la diagonalisation du hamiltonien Breit
n’est pas suffisante. Le hamiltonien de Breit est construit a partir du lagrangien de Darwin qui
représente un développement & l'ordre 1/c¢? de linteraction électromagnétique. Pour obtenir I’en-
semble des termes aux ordres supérieurs il faut partir d’'un développement & I'ordre 1/c* de I’énergie
potentielle électromagnétique et construire le hamiltonien de Breit correspondant.
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2.5.2 Lagrangien de Darwin au quatriéme ordre en 1/¢

On trouve dans la littérature des développements du lagrangien de Darwin & I'ordre 1/c*. Golu-
benkov et Smorodinskii semblent avoir été les premiers & obtenir une telle expression [20], [21], [23].
Molina, Llosa et Jaen [24] ont proposé un développement polynomial du lagrangien et obtiennent
au quatrieme ordre en 1/c une expresion différente. D’aprés Damour et Schéfer [25], leur papier [24]
présente des erreurs et ils donnent une expression du Hamiltonien qui correspond a la transformation
de Legendre du lagrangien proposé par par Golubenkov et Smorodinskii. On donne ici I'expression de
H proposée dans [25] :

1 1
H:H0+?H2+ch4+ﬁ(l/C6),

avec :
2
Hy = Pi q192
- 2m 47‘(60’/‘12
=1
2
pi4 q192 ( P1 - P2 (p1-r12)(P2 - ri2)
Hy = 3 + 3
1 8m 471'6() 27’12 27"12
2
. - pi’ q192 1 (pi’p2®  (P1-P2)? n 3 (p1-r12)°(P2 - 1r12)°
4 — 16m® = 4m2(dmeg) |m? \ 2712 T12 2 2rf,

2 2 2
pi° (Pi-Pj | (Pi-Ty)(Pj-riy) (P Tyy) %ids pi’ aiq3
+ZZ m < m + mr2 2m + 4m2(4meg)?ri, Z 4m2 (47eg)3r3,

i=1 i#j j

Pour obtenir le hamiltonien de Breit-Pauli au cinquiéme ordre en 1/m il faut construire le hamilto-
nien de Breit au quatriéme ordre en remplacant 2! par ca; dans la formule (2.125). Cependant pour
réaliser une diagonalisation exacte il faudra tenir compte des deux points suivants :

— Déterminer une procédure de transformation de Foldy-Wouthuysen qui permette de construire
un hamiltonien d’interaction transformé exclusivement doublement pair.

— Tenir compte de la non commutativité des opérateurs impulsions p; avec le champ électrique
TL
externe E et ses dérivées temporelles 2 W' Ce dernier point est essentiel pour décrire correcte-
ment 'interaction rayonnement-matiere au dela de la limite femtoseconde.

(2.125)



Chapitre 3

Dynamique quantique relativiste
d’un systeme de N particules en
interaction mutuelle

Dans ce troisieme chapitre on cherche a établir une théorie de champ moyen qui integre ’ensemble
des effets relativistes du second ordre en 1/m, et qui soit auto-cohérente avec les équations de Maxwell.
On cherche essentiellement a inclure I'information relative a I'interaction spin-orbite pour un systéme
composé d’un grand nombre de particules en interaction mutuelle, et de pouvoir comparer les effets
induits par un champ externe dépendant du temps, a ceux produits par les particules du systeme.
La section (3.1) présente la problématique de la formulation mathématique des équations de Maxwell
avec sources, qui permet de batir une théorie auto-cohérente avec le hamiltonien électronique utilisé.
On se concentre sur la description des champs internes, et les choix réalisés font échos aux résultats
du deuxieéme chapitre sur la fagon de décrire I'interaction entres particules chargées. La section (3.1.4)
présente des analogies intéressantes et conditionne le développement de 1’ensemble du troisieme cha-
pitre. Ainsi, la section (3.2) est consacrée aux dévelopements en puissance de 1/m des sources des
champs électromagnétiques dues aux charges et aux courants. Elle présente également la difficulté de
définir correctement les notions de densité de probabilité lorsqu’on travaille avec des fonctions d’onde
issues d’une transformation unitaire. On présente ensuite deux théories de champ moyen. La premiere
est réalisée en couplant le hamiltonien électronique de fagon auto-cohérente avec les équations de
Maxwell dans la jauge de Coulomb et dans I’approximation quasistatique. La seconde est obtenue a
partir du principe variationnel utilisé pour dériver les équations de Hartree. On compare ensuite les
deux méthodes. Ces travaux sont réalisés dans un formalisme de Dirac (quantique relativiste) dans la
section (3.3) puis dans le cadre de la mécanique quantique non-relativiste a partir du hamiltonien de
Foldy-Wouthuysen au deuxiéme ordre en 1/m dans la section (3.4). La section (3.5) est consacrée aux
modifications a apporter aux modeles si I’on souhaite ajouter un champ externe dépendant du temps.
Les termes d’échanges et de corrélations ne sont pas pris en compte.

3.1 Position du probleme

« Quand il ya un électron ca va...il en faut toujours un...c’est
quand il y en a plusieurs que ¢a pose des problemes... »

Physicien Auvergnat

La section (3.1.1) rappelle une théorie de champ moyen permettant de décrire un systéme de N
particules en interaction coulombienne de fagon auto-cohérente avec I’équation de Poisson. On cherche

97
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dans la section (3.1.2) & compléter ce modele avec le hamiltonien de Foldy-Wouthuysen au deuxieme
ordre en 1/m qui présente des termes comportant 'opérateur de spin. Il se pose la problématique de la
formulation mathémathique des équations de Maxwell impliquant les potentiels vecteur A et scalaire
®. On montre dans la section (3.1.3) que dans la jauge de Coulomb et dans le cadre de I’approximation
quasistatique, on peut obtenir des potentiels électromagnétiques moyens permettant de constituer un
analogue du lagrangien de Darwin. Ce fait nous invite a rappeler des éléments importants rencontrés
dans le deuxieme chapitre et qui nous permettent de constituer une problématique plus approfondie
dans la section (3.1.4). On présentera 1’axe de recherche de I’ensemble du troisieme chapitre.

3.1.1 Potentiel électrostatique auto-cohérent

Soit un systeme de N électrons de charge ¢ en interaction coulombienne. L’équation de Schréodinger
stationnaire exacte du probleme est la suivante :

N N

2
pi 1 445 1
Dioq — = |v=Ey, 3.1
" 2m+22 ‘47T€0|I‘1'—I'j| ( )
i=1 =1 i#£j

ou U est la fonction d’onde totale du systeme. On ne sait pas résoudre ce systéeme de maniere exacte et
il faut avoir recours a des solutions approchées. Une des solutions est ’opération de réduction en champ
moyen. On suppose que le potentiel électrostatique créé par I’ensemble des charges est équivalent a
un potentiel électrostatique moyen ®(x,t). Ainsi, chaque particule est décrite de fagon indépendante
et obéit a I’équation de Schrodinger suivante :

2
(;;n T gd(x, t)) B(x, 1) = ed(x, 1), (3.2)

ou ¢(x,t) est la fonction d’onde de la particule et € son énergie propre. Le potentiel électrostatique
moyen ®(x,t) est décrit par I’équation macroscopique de Poisson :

AD(x,t) = —M, (3.3)
€0

ou p(x,t) est la densité volumique de charge de ’ensemble du systeéme. La solution de (3.3) est donnée
sous forme intégrale par :

B(x, ) = — / dx'pxt). (3.4)

4deq T

ol 7 = ||x — x'||. Pour coupler de fagon auto-cohérente les équations (3.2) et (3.3) on suppose que la
densité de charge p(x,t) s’exprime a 'aide de la densité de probabilité de présence relative a chaque
particule :

N N N
pxt) = 4D pilxit) = a ) ol(x)6i(x) = a ) _loi(x) (3.5)

Ainsi le potentiel ®(x,t), solution de I’équation de Poisson s’écrit :

1 N iX/ Z
d(x,t) = m/dx'zw. (3.6)
=1

L’expression (3.6) est complétement équivalente au potentiel moyen de Hartree. Dans ’approximation
de Hartree, la fonction d’onde totale du systeéme est décrite comme produit des N fonctions d’onde
monoélectroniques :

v = ‘I/(I‘l,...I‘N):¢1(I‘1)¢2(I‘2)...¢N(I‘N). (37)
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En utilisant cette hypothese on peut transformer I’équation d’évolution (3.1) en N équations indépendantes
(voir Annexe Equations de Hartree) :

N

Z 47760 Z/drﬂ qjm_ ) || —€ | ¢i(ri) =0, (3.8)

=1

qui permettent de décrire chaque particule selon ’équation de Schrodinger suivante :

2
Z/d Jﬁjssj_rijn ¢i(r:) = €idi(ri), (3.9)

471'60

ou le potentiel électrostatique ressenti par une particule s’apparente & un potentiel moyen. Dans la
formule précédente, le vecteur position r; de ’électron i est équivalent au vecteur position x de la
formule (3.6) et les vecteurs positions r; des autres électrons j aux vecteurs positions x’.

Q|¢z QJ|¢J ry ‘
O(x.1) = Areo / Z r 471'60 Z/d T |r;—r; |

3.1.2 Prise en compte des interactions magnétiques

On aimerait ajouter a la description précédente, des éléments d’interaction rayonnement-matiere
supplémentaires ainsi que les opérateurs impliquant le moment magnétique de spin. L’interét principal
est d’incorporer dans une théorie de champ moyen les informations relatives au couplage spin-orbite
présent au second ordre en 1/m, et de pouvoir comparer I'importance des interactions induites par
le champ externe de celles produites par I’ensemble des particules en interaction mutuelle. Ainsi, en
considérant un systeme de N électrons en interaction et en présence d'un champ électromagnétique
externe, on souhaiterait que chaque électron puisse étre décrit par le hamiltonien transformé de Foldy-
Wouthuysen du second ordre en 1/m :

—gA)? h 12 h
g PoA) g g A G g 4

o o Sm2e2 WU'(E/\(I)_QA) - (P—¢A)NE). (3.10)

Dans l'équation (3.10), les champs électrique E et magnétique B dérivent de potentiels vecteur A
et scalaire ®, et représentent la superposition des champs externes et internes. On écrit de facon
générale :

D =Dy (X7 t) + Peut (X7 t)
A = Aint(xy t) + Aewt(xa t)

Le couple (Pept(x,t), Aczt(X, 1)) correspond aux potentiels vecteur et scalaire du champ électromagnétique
externe. Dans le cas qui nous interesse, il s’agit d’'un champ électromagnétique associé a une impul-
sion laser ultra-bréve, dont on peut considérer que les sources sont localisées & l'infini. Au second
ordre en 1/m, la prise en compte d’un champ électromagnétique dépendant du temps ne pose a priori
pas de difficultés particulieres car chaque particule interagit de fagon identique avec le champ selon
les élements de couplage de I'équation (3.10). Dans la perspective d’un calcul numérique, il suffit de
choisir une fonction mathémathique pour décrire le champ externe. On choisit donc de négliger pour
Pinstant la contribution du champ externe, nous en reparlerons dans la section (5.3).

On concentre notre attention sur le couple (®;,:(x,t), Aint(X,t)) en supposant qu’il correspond & un
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potentiel scalaire moyen ®;,,:(x,t) ainsi qu’a un potentiel vecteur moyen A,,+(x,t) produits par 1’en-
semble des charges électriques constituant le systeme. Ces potentiels produisent les champs électrique
moyen E;,;(x,t) et magnétique moyen B, (x, ) selon :

(I)int (Xa t) — Eint (Xa t) = _V(I)lnt (X7 t)
Aint (X, t) B'int (X7 t) =VA Aint (X7 t)

En négligeant pour 'instant ’aspect 1ié au champ externe, on cherche a étudier le comportement d’un
électron, décrit par une fonction d’onde ¢(x,t) = ¢, qui évoluerait selon ’équation de Schrédinger
suivante :

( (p B qunt (X7 t))2

2m

h K2
+ qPini(x,t) — ;—ma' “Bin(x,t) — &ZZTCQV - Eine(x,1)

qh
8m2¢2

7 (Bt (3,0) A (P = Gt (5:0) — (P~ A (x,0) A Bie(x,0) ) &= in.

Pour que la théorie de champ moyen soit auto-cohérente avec les équations de Maxwell, il faut que :

— les potentiels internes scalaire ®;,:(x,t) et vecteur A;,.(x,t) soient reliés respectivement a la
densité de charge p(x,t) et de courant j(x,t) selon des équations dérivant des équations de Max-
well,

— la densité de charge p(x,t) et de courant j(x,t) doivent s’exprimer & 'aide de fonctions d’onde
d(x,t) = ¢ associée aux électrons du systeme.

— la densité de charge p(x,t) et la densité de courant j(x,t) doivent satisfaire une équation de
continuité :

dp(x,t) ) B
o +V-jx,t)=0.

Concernant le premier point, on peut s’inspirer de ce qui est réalisé dans la section (3.1.1) et dire que
le potentiel scalaire ®(x,t) est relié a la densité de charge p(x,t) selon 1’équation de Poisson :

p(x,t)
€0

N
Ay (x,1) = — . avee  p(x,t) =gy i)
i=1

On cherche alors une équation similaire permettant de relier le potentiel vecteur A;,:(x,t) a la densité
de courant j(x,t) produite par 'ensemble des charges. On choisit de se placer dans la jauge de
Coulomb dans le cadre de P’approximation quasistatique. Sous ces hypotheses, le potentiel
vecteur Agni(x,t) est relié a la densité de courant transverse jr(x,t) selon une équation de type

Poisson suivante :

On justifie I’équation (3.11) dans la section (3.1.3) et on montre comment le courant transverse jr(x, t)
est relié au courant total j(x,t). A propos du second et du troisieme point, il faut pouvoir associer la
densité de courant a la densité de courant de probabilité quantique exprimée en fonction des
fonctions d’onde ¢; :

N
i) =0 f (olx ), 0ilx,0))
i=1

Cette expression dépend du hamiltonien électronique utilisé. L’expression de la densité de courant de
probabilité quantique obtenue & partir du hamiltonien de FW au deuxieéme ordre en 1/m est précisée
dans la section (3.2.1) et I’équation de continuité associée est présentée dans la section (3.2.2).
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3.1.3 Potentiels électromagnétiques

On montre comment obtenir 1’équation (3.11). A partir des quatre équations de Maxwell, reliant
les champs électrique E et magnétique B :

V- -E= L V-B=0
€0
0B OE
VAE=—— V AB = pgj —_—,
ot HoJ + Ho€o o
on peut former les équations régissant les évolutions des potentiels vecteur A et scalaire ® :
0 p
AP+ -V - A=-—-—
* 5‘tv €0
1 0%A 100
A—-—— -V |V - A+ —-— ) =—uj- 3.12
c? Ot? < * c? Ot ) HoJ ( )

Les équations (3.12) peuvent étre précisées selon le choix de jauge que l'on fait. Dans la jauge de
Lorentz, on obtient les équations suivantes :

109 1 0%® p

12 A+ —-— = AP - — - — —_F

(3.12) + <V + 55 0> & =5 .
1 9%A

- Cjw = —Hoj,

dont les solutions sont données par l'expression des potentiels retardés de Liénard-Wiechert (voir
section (2.1.1)). En se placant dans la jauge de Coulomb, les équations (3.12) deviennent :

(3.12) + (V- A = 0) - ae=-L
0
1 9’°A ., 10
T2ar T Mt anve (3.13)

On choisit ensuite de se placer dans Papproximation quasistatique pour laquelle AA > %A.
(3.13) devient :

Ap =P
€0
. 10

On peut expliciter les termes sources de la derniere équation (3.14). Pour cela on utilise I'expression
intégrale du potentiel scalaire solution de I’équation de Poisson dans la jauge de Coulomb :

B(x,t) = 1 /dx’p(x’,t).

4meg r

On transforme le deuxiéme terme de (3.14) a 'aide de la relation de continuité d,p+V -j=0:

10 1_0 1 dx'p(x',t)
— v = —_vZ
c? 8tv 02V3t (47reo/ r
1 ax' 0 , ,
= —V [ —Zpx,t
(47T€0)C2V/ r atp(x’ )

d /
- —%V/L;V“ﬂ%w (3.15)
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On peut montrer que (3.15) correspond & la densité de courant longitudinal ji,(x,t). En effet dans
Pouvrage Classical Electrodynamics de J. D. Jackson [13], la densité de courant j(x,t) est décomposée
en sa partie transverse jr(x,t) et sa partie longitudinale j,(x,t) selon :

j(th) = jL(X, t) +jT(X7t)a

ou jr(x,t) et jr(x,t) sont donnés par les expressions suivantes :

1 /
jr(x,t) :;EVXVX/%ﬂﬂﬂ
1 dx’
Lbt) = 5V [ SV
47 r

On montre ainsi que le terme source de (3.15) représente le courant transverse :

_ I N T dx'_, ., N
AA = poj + 55, V® = —haj EV/TV 3 t) = —po (G —Jr) = —poir. (3.16)

On trouve dans [88] un développement du courant transverse qui s’écrit directement en fonction du
courant total :

j(x,t r(r-j(x,t
o) | rle-36n)

. 1 dx’
ir(x,t) = EV x V x /TJ(XI,t) = (3.17)

Conclusion

Pour résumer, on peut dire que dans la jauge de Coulomb (V - A = 0) et dans le cadre de

I’approximation quasistatique (AA > %A)7 les potentiels scalaire et vecteur sont solutions
d’équations de type ”Poisson” avec en termes sources respectivement la densité de charge p et le

vecteur densité de courant transverse jr :

p(x,t)
€0
AA(X, t) = _:quT(xa t)

Ad(x,t) = —

Le courant transverse est relié au courant total par la relation :

d !
h@ﬁzVXVx/%ﬂﬂm

ou r = ||x — x'|| avec x’ le vecteur position des sources et x le vecteur position de ’endroit ou 1'on
mesure les champs. Les potentiels s’écrivent avec 7’ = ||x’ — x| :
1 dx'p(x',t)
d(x,t) = o / . (3.18)
dx'jp(x/,t
Axt) = Mo [dxirxt
4w r
Ho dx' (1 _, / /dx,/- 7
= — [ — [ =V XV x [ — )t
4m r (47r 7! 6D
1 J&t) e jidt)
= ——— [ da : : . 3.19
2(4meg)c? / . < P r3 (8.19)

Potentiel vecteur de Darwin
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Il est intéressant de constater que l'expression (3.19) du potentiel vecteur obtenu est celle permet-
tant de constituer le lagrangien de Darwin qui décrit I’énergie de deux particules chargées en
interaction au deuxieéme ordre en Y. Dans la référence [88], 'expression (3.19) est appelée potentiel
vecteur de Darwin. En effet, considérons un systéme classique de deux électrons de charge ¢; et g en
interaction. L’électron de charge ¢ ressent les potentiels électromagnétiques créés par la charge ¢ et
I’énergie électromagnétique s’écrit :

U=q® —q1v1-As.

En définissant la densité de charge pa(x’,t) et la densité de courant jo(x’,t) de la maniére suivante,
on peut transformer (3.18) et (3.19) selon :

pa(x',t) = g20(x') (3.18) = @2 = 377
ja (X, 1) = g26(2')va (819) = Az = l2ys (32 + 1532))

L’énergie électromagnétique devient :

_ W% Q142 V1'V2+(V1'P)(T'V2)
dregr  (dmeg)c? 2r 2r3 '

On retrouve les expressions obtenues en section (2.1.1) & partir des expressions des potentiels retardés
de Liénard-Wiechert. Ce résultat est tout a fait logique car pour 'obtenir, les expressions exactes des
potentiels retardés exprimées dans la jauge de Lorentz, ont été développées au deuxieme ordre en 1/c
dans 'approximation quasistatique puis transformées par passage dans la jauge de Coulomb. Les deux
approches sont donc compléetement équivalentes.

3.1.4 Conséquences, questionnements et projets

Les résultats de la section précédente permettent de faire un lien étroit avec le deuxiéme cha-
pitre, dans lequel nous avons étudié les fonctions énergétiques d’interaction entre deux particules d’'un
point de vue classique relativiste, quantique relativiste et quantique non-relativiste. Nous avons vu
que le lagrangien de Darwin permet de décrire 'interaction électromagnétique entre deux particules
chargées au second ordre en 1/c dans la jauge de Coulomb. Cette fonction permet de construire le
hamiltonien de Breit, constitué des opérateurs de Gaunt et de Jauge, dans le formalisme de Dirac.
Nous avons aussi montré qu’une diagonalisation du hamiltonien de Breit au second ordre en 1/m
permettait d’obtenir le hamiltonien de Breit-Pauli.

Le but premier de ce chapitre est de construire une théorie de champ moyen pour un systéme quantique
non relativiste. Cependant, les résultats de la section précédente, montrant que les potentiels electro-
magnétiques, solutions des équations de Maxwell dans la jauge de Coulomb et dans I'approximation
quasistatique, permettent de constituer, pour un systéme classique, une énergie électromagnétique
d’interaction similaire au lagrangien de Darwin, invitent a quelques détours.

Placons nous dans un cadre d’étude quantique relativiste dans le formalisme de Dirac et considérons
un systeme de N particules chargées en interaction mutuelle. Un électron quelconque décrit par un
bispineur ¥(x,t) évolue selon I’équation de Dirac :

(ca- (p— qA(x,1)) + qP(x,1)) U(x,t) = ihd ¥ (x,t), (3.20)

et 'on suppose que les potentiels scalaire ® et vecteur A sont créés par ’ensemble des charges selon
les équations (3.18) et (3.19). Ils sont solutions des équations de Maxwell et reliés aux sources écrites
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en formalisme de Dirac et respectant ’équation de conservation de la charge :
N
plx.t) = L, W (x ) Wi(x.1)

jox,t) = N Ul(x, )W, (x, t)

Les questions que 'on peut se poser sont les suivantes :

— En isolant les termes d’interaction rayonnement-matieére impliquant A(x,t) et ®(x,t) dans
léquation (3.20) est-il possible d’obtenir un terme d’interaction de champ moyen ressemblant
vectoriellement au hamiltonien d’interaction de Breit ?

— Considerons un systeme de N électrons dont l'interaction est décrite par le terme de Coulomb
et le terme de Breit. On peut envisager d’établir une théorie de champ moyen selon la méthode
de dérivation des équations de Hartree en appliquant un principe variationnel. Quelle serait
Iexpression du champ moyen donné par le terme de Breit qui s’ajouterait au potentiel moyen
de Hartree?

— Les deux approches précédentes sont-elles équivalentes ?
On répond & l'ensemble de ces questions dans la section (3.3).
On retrourne & présent & la description quantique non-relativiste au deuxiéme ordre en 1/m. On
souhaite réaliser une théorie de champ moyen incorporant I’ensemble des effets relativistes du second

ordre en 1/m, et auto-cohérente avec les équations de Maxwell. En ne considérant pour I'instant que
les champs internes, un électron décrit par une fonction d’onde u(x,t) = u (spineur) évolue selon :

2 2
(Bt OE i)~ o Bunot) — g2V Bt
qh L ou
S22’ (Eint(%,t) A (P — qAine (%, 1)) — (P — qAins (%, 1)) A Egny(x, t))) u= mE'
(3.21)

Les potentiels scalaire ®;,,:(x, 1) et vecteur A;,¢+(x,t) sont toujours déterminés par les équations (3.18)
et (3.19) mais les densités de charge p(x,t) et de courant j(x,t) doivent étre écrites dans le formalisme
de la mécanique quantique non-relativiste et doivent étre cohérentes avec le hamiltonien électronique
utilisé.

On rappelle que pour une particule libre de fonction d’onde u(x,t) = u, la densité de charge s’écrit
p(x,t) = p© = ufu. Cette expression respecte équation de continuité de la charge en y associant la
densité de probabilité de courant bien connue :

jx,t) = % (uVul —u'Vu).

Cette derniere expression doit étre complétée en présence d’un champ électromagnétique représenté
par un potentiel vecteur A. On peut aussi ajouter un terme supplémentaire lié au courant de spin
[22] :
j(x,t) = iR (uVul —u'Vu) — L Autu+ iV A (utou). (3.22)
’ 2m m 2m

En définissant la densité selon p(x,t) = p(® = ufu, le terme (3.22) respecte toujours équation de
continuité (Oip + V - j = 0). Cette derniere équation n’est cependant valable qu’au premier ordre en
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1/m. Si Pon souhaite travailler & partir du hamiltonien de FW au deuxiéme ordre en 1/m, il faut que la
densité de charge et la densité de courant utilisées dans les équations (3.18) et (3.19) soient également
développées au second ordre en 1/m. Avant de réaliser une théorie de champ moyen incluant les effets
relativistes au deuxiéme ordre en 1/m, il faut parvenir & développer les sources selon :

P, ) = pO (ul ) + o0 ) + ) (uf ) + 0 ()
i, t) = §V (Wl u) + 53 (ul u) + 9 (m ™)
Ce travail est réalisé dans la section (3.2).

Ensuite, on sait que le hamiltonien d’interaction entre deux particules est donné par le hamilto-
nien de Breit-Pauli au second ordre en 1/m et qu’il permet de mettre en évidence des interactions
de type : contact, spin-orbite, spin-spin etc...Ainsi, des questions similaires au cas relativiste se posent :

— Si on isole les élements d’interaction rayonnement-matiére du hamiltonien (3.21), retrouve-t-on
des termes qui ressemblent vectoriellement aux opérateurs présents dans le hamiltonien de Breit-
Pauli?

— Considerons un systeme de N électrons dont l'interaction est décrite par le hamiltonien de Breit-
Pauli au second ordre en 1/m. On peut également appliquer un principe variationnel selon la
méthode de Hartree et regarder I’expression du champ moyen donné par les termes du hamilto-
nien de Breit-Pauli qui s’ajouteraient au potentiel moyen de Hartree ?

— Les deux approches précédentes sont-elles équivalentes 7

On tente de répondre & ces questions dans la section (3.4).

3.2 Développement des sources en puissance de 1/m

« La vie est un pichet. »

C’est génial, non ?
Presque Korn.

Dans la section (3.2.1) on exprime le développement des sources de densité de charge et de courant
au deuxiéme ordre en 1/m selon une méthode variationnelle présentée dans l'ouvrage Mécanique
Quantique de L. Landau et E. Lifschitz [22]. On vérifie ensuite en section (3.2.2) que les termes
obtenus obéissent & une équation de conservation de la charge électrique. On présente ensuite dans
la section (3.2.3) les limites de la méthode variationnelle en montrant que la définition des termes
sources est modifiée par le fait d’utiliser une transformation unitaire.

3.2.1 Approche variationnelle

Pour obtenir les expressions de la densité de charge et de la densité de courant relatives au ha-
miltonien transformé de FW au deuxieéme ordre en 1/m on utilise une méthode variationnelle. Dans
la référence [22], le calcul est réalisé au premier ordre en 1/m ; nous étendons la procédure au second
ordre en 1/m. Le point de départ consiste a écrire 1’énergie totale comme la somme d’une énergie
cinétique pour la particule libre et d’une énergie potentielle d’interaction :

2
< H>= /uTHudr =<T >+ <Ucn(P,A) >=< P Sic H(D,A) >,

2m
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ou le hamiltonien d’interaction s’écrit simplement H(®,A) = H — %. On peut également définir
I’énergie moyenne d’interaction électromagnétique selon :

< Ue >E/(p<I)—j-A)d7'.

On considere que la variation élémentaire de ’énergie moyenne par rapport aux potentiels scalaire et
vecteur s’identifie a la variation élémentaire de 1’énergie volumique d’interaction rayonnement matiere
du systeme de charges et de courants :

< H(P,A) >=0 < Uen(®,A) >.

Cette variation élémentaire permet de définir les densités de charge et de courant :
§< H(®,A) >= /uT(SH(QA)udT = /p(uT,u)&I)dT - /j(uﬂu) -0AdT. (3.23)

Le hamiltonien est le hamiltonien de FW au deuxieéme ordre en 1/m :

— 2 2
(P —qA) P S LR S LR v S i

H= - -
2m 2m 8m2¢2 8m2c2

o-(EA(p—qA)—(p—qA)NE),

que P’on sépare en trois partie H©, H® et H®?) .

HO — HO() = g0,
HY = HOMA) =- L p.-A+A-p)+ @z 00 (VAA)
2m m 2m ’
HO = HO@ A =~ v B Y (BA(p-gA)- (p-gA) A )
’ 8m2c2 8m?2c? '

Pour obtenir une expression similaire & (3.23), il convient de séparer dans les trois parties les termes
relatifs aux charges (variation d®) et ceux relatifs aux courants (variation dA). Le premier terme H ()
ne contient qu'un terme impliquant ® et le deuxieme H) que des termes impliquant A. Par contre,
H® = H(2)(<I>7 A) dépend des deux variables, il faut alors prendre soin d’écrire :

SH(V, A)

SHO (@) + 6HM(A) + 6HP (®, A)
O 5®) + KM (6A) + h D (6B, A) + hD (d,5A).

Ainsi on peut identifier les termes nécessaires aux calculs de p et j :

/ ut (RO 5®) + KD (60, A))udr = / p(ul,u)6®dr

/q (p(o) (u,u) + p@ (uf, u)) 0ddr (3.24)

/uT(h(l)(éA)+h(2)(<1>,6A))udT = —/j(uf,u)-aAdT

= _/q(j(l)(m,u) +j<2>(uT,u)) - SAdr. (3.25)

On exprime a présent la variation du hamiltonien en fonction de ® et de JA. La variation des deux
premiers termes H(© et H®) donne facilement :

SHO@) = nO@®) = ¢6d (3.26)

2
SHO(A) = rVGA) = f% (p-0A+5A -p)+ %A OA — %o’ (VASA).  (3.27)
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En revanche H®) (®, A) se présente sous la forme H®)(E, A) que I'on exprime d’abord en fonction
de JE et §A ce qui donne :

2 _ (2 _ gh? qh
SH? (@, A) = h?(§0,0A) = ~gzaV OB - 50 (BEA (P~ gA) - (P — ¢A) A OE)
qh
Ensuite, avec la définition du champ électrique E = — V& — %A, on peut dire que la variation

élémentaire JE s'écrit 0E = —VJ® — 9;0A. Ainsi, les deux termes de (3.28) apportent chacun une
contribution pour d® et A ce qui donne finalement :

W55, A) = 8737’212 (hAGD + o - (V6D A (p — gA) — (p — gA) A VD)) (3.29)
W@, 5A) = % (WY - 0,0A + o - (96A A (p— qA) — (p — qA) A B6A)

—o - (EA(—g0A) — (—¢6A) AE)). (3.30)

Or, a ’aide des hypotheses initiales du probléme (jauge de Coulomb et approximation quasistatique),
on peut négliger les deux premiers termes de l’expression (3.30) qui devient :

¢°h
8m2c?

h2(®,6A) =~ o-(EANJA —SAAE). (3.31)

On justifie le passage de (3.30) a (3.31) de la maniére suivante :
1. le premier terme dans (3.30) est nul en jauge de Coulomb :

V 0, 0A =00,V -A=0.

2. le second terme représenté par I'opérateur o-(9;0 AN (p—gqA)) est négligeable devant le troisieme
terme représenté par o - (E A (—gdA)) dans le cadre de I’approximation quasistatique. En
effet si on évalue le rapport entre les deux en tenant compte des arguments qualitatifs suivants :

- i) E~cB
-~ i) B=VAA= B~ %, onobtient :

o-(EAN—géA) E(GA)  cA(0A) _ c(5A)

—0 - (0 0AAND—qA)  (8,0A)A ~ L(0,6A)A " L(9,0A) (3.32)

Ce rapport obtenu est en fait identique a celui obtenu dans ’hypothese quasistatique AA >
9° A, en effet :

c20t?

o2 (GA) _ (05A)  (5A) _ (96A) c(5A)

D’apres (3.32) et (3.33) on obtient bien o - (E A (—¢dA)) > o - (0:0A A (p — qA)). Les deux
derniers points justifient bien (3.31).

Ainsi, en remplagant h(?)(6®) par (3.26), h)(5A) par (3.27), h?(§®, A) par (3.29), et h(®)(P,5A)
par (3.31) on peut préciser les définitions (3.24) et (3.25) au second ordre en notant la densité de
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charge gp(u', u) et la densité de courant gj(uf,u) :

h? qh
24) = F (g0 + -1 Ao+ L' . (VidA(p—qA)—(p—qA o
(3.24) /u (q5 + TS o (V62 A (b~ gA) -~ (b - A) AV )>ud7’
= /q (p(o) (u', u) +p(2)(uT,u)) 0®dr (3.34)
(3.25) = /T ~L (p.5A+6A )+fA oA (VA<§A)+qii (EASA — A AE) ) ud
’ B b 2m P P m om? sm2e2’ uar
= —/q(j(l)(uT,u)—|—j(2)(uT,u)> - SAdr. (3.35)

Détermination de la densité de charge
Pour établir I’expression de la densité de charge on cherche d’abord a factoriser I’ensemble des termes

par d® dans (3.34). Les deux premiers ne posent pas de probléme. Le dernier terme se transforme par
application d’une fonction d’onde u puis en remarquant que V A (Vi®) =0 :

(V@A (p—qA)—(p—qA)AVID)u

2VEP A (p — eA)u + ihV(AVID)u
= —2(p—qA)uAVid.

On obtient donc le développement suivant :

2
— [t Ly NS [
(3.34) /u (q + S22 A L (p—qA) A V) udPdr

L i
qu'u +u u8m262A_ T2l o (Pp—qA)u ANV ) iddr

[a (sl 0+ 62l ) s8d,

d’ott on déduit Pexpression usuelle de la densité p(© ainsi que Pexpression de la correction p au
second ordre en (1/m) :

PO whu) = wulu (3.36)
h? h

2)(,, T — Il
PP h) = Yl T am2 e

ulo - (p—qA)uAV. (3.37)

La forme (3.37) parait surprenante car elle présente des opérateurs & droite. On verra cependant dans
les sections (3.2.2) et (3.4) qu’elle permet d’obtenir des résultats intéressants.

Détermination de la densité de courant
Le méme raisonnement est appliqué pour déterminer la densité de courant. On transforme les ex-

pressions des valeurs moyennes des opérateurs correspondants aux quatre termes de 1’équation (3.35).
Les deux premiers s’obtiennent en réalisant des intégrations par parties et les deux derniers se calculent
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plus facilement :
/(qu “6Au+u'SApu)dr = —ih/UTV((SAU)dT — ih/uTéA - Vudr

= —ih / V(u'§Au)dr +ih / SAuVuldr —ih / u'6 AV udr
0

= ih/5A~ (uVul — u'Vu)dr

/uT0'~(V/\5A)udT = /ua’u (VASA)dr

—/V(uTa'u/\éA) dT+/5A-V/\ (uTa'u) dr

0

/6A VA (ulou)

/ uWASAudr = / SA - uluAdr

/uTa-(E/\éA—éA/\E)udT = /(uTau).(EMA—éAAE)dT

/5A 2(utou A E)dr.

En tenant compte des coefficients présents devant chaque opérateur on peut factoriser par JA 1’en-
semble des termes dans l'intégrale :

2

(3.35) mie

R q> h ,
/5A ( an uVu - uTVu) uTuA - q—V A (uTO'u) +
m 2m

- [a(i® 0t +30 0 w) s

(ulou A E)) dr

ce qui permet d’identifier ’expression du vecteur densité de courant au premier et deuxieme ordre en

(1/m) :

(1) (o1 _ h ot Ayt h t

Yt u) o (uVul — v Vu) u'u + 5 V A (u'ou) (3.38)
$(2) 1 _ qh t

Pt u) = I (u'ou ANE). (3.39)

L’expression (3.39) correspond & une correction provenant de Uinteraction spin-orbite. On peut re-
marquer que ce terme correspond & un courant du a la correction de I'impulsion généralisée au second
ordre en 1/m établie dans la section (1.5.2) :

(2) ; o
(@ () = -9 ot (@ ] O
) 4m202(u ocuNE)=u u=u h{H ,r}—&—at u.

11 est donc tout & fait naturel de le retrouver ici. On utilisera cettte expression dans la section (5.3.2)
pour établir un courant macroscopique pouvant intervenir dans les théories de magnéto-optique.
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3.2.2 Equation de continuité

A présent, on cherche & savoir dans quelle mesure, la densité de charge p = p(® + p(?) et le vecteur
densité de courant j = j + j respectent bien une équation de continuité du type :

9p .
E‘FV'J—O.

On choisit donc de calculer la dérivée temporelle de p = p(9) 4+ p(?), en utilisant équation de Schrodin-
ger pour faire apparaitre un courant et le comparer & j = j() + j®. Le calcul conduit au résultat
suivant :

O _ 00, 2O (ytus @) = (o2 2 L9 e
ot at(p Tt )_at(“u+p )_ Yo T ) T a?
1 )
_ L (HO gD L g®Y gy (FOT L gOF L g@t) 1) 2@
m(“ (HO +HO + HO)u—u (HOT+ HOT 4 )u)-i—atp .

On traite en premier lieu la contribution de la densité p(®) avec les trois parties du hamiltonien H(©),
HW et H®) La partie relative au terme p(®) est traitée plus loin.

Contribution du terme p(®)

On remarque tout d’abord qu’a 'ordre zéro en 1/m, il n’y a pas de courant. En effet :

1 0 o 1
- (uTH( oy — uH¢ )TuT> = (uqum — uq@uf) =0.

Au premier ordre en 1/m on précise les expressions du hamiltonien H(!) et de son opérateur adjoint
HMOt .

h? iqh ¢?A?  qh
HY = —— A4+ ~(V-A+A-V ——0-(VAA
2m * Qm( * )+ 2m Qma ( )
h? iqh ?A?  qh
HOT = _~ A- T (V-A+A.-V ——0o-(VAA).
2m 2m( * )+ 2m QmU ( )
Ainsi, la contribution des termes du premier ordre donne :
1 1 h? h?
g (uTH(l)u - u(H(l)TuT)) = = (—uTQmAu + u%AuT (3.40)

- .
5 (ufVu- A+ A ufVutuV - Aul 4 uA - Tul)3.41)

2
q
+% (uf A%y — uAul) (3.42)
+ %qh (uTa'-(V/\A)u—ua-(V/\A)uT)> .
m
(3.43)

Le terme (3.40) est bien connu, il s’écrit :

3.40) = L (—ut o nu s ol aat) =~ (I (vt — ufww) (3.44)
ih 2m 2m 2m
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Le terme (3.41) peut se développer selon :

iqh
(3.41) = 7;:1 - (W'V(u-A)+u'A - Vu+uV(u - A)+uA - Vul)
1
= oL (V- At ulA VutufA - Vatual - V(A) +uA - Tul +uA - V)
m
ieh
- im (2u'uV - A 4+ 2u'A - Vu + 2uA - Vul) = % (u'uV - A+ A - Vulu)

= -V <—%’UJT’MA) . (3.45)

Le terme (3.42) est évidemment nul ainsi que le terme (3.43) contenant le spin car (V A A) est un
vecteur et o agit sur u :

(343) = ulo - (VAA) u—uo - (VAA) U =ulou- (VAA)—ulou- (VAA)
= ulou - (VAA)—ulou-(VAA)=0.

Au deuxiéme ordre en 1/m,le hamiltonien H () et son opérateur adjoint H®T gécrivent :

gh? gh : ,

HO = g B T (B Y gA) - (Y - 4A) A
qh? qh . )

gt _WV. ~ 2’ (E A (thV — gA) — (thV —gA) ANE).

L’ensemble des contributions des termes du second ordre se décompose en trois termes, donnés par
I’équation suivante :

Z,i (uTH@)u - uH<2)uT) = % (;ﬂff; (uf (V- E)u — u(V - E)ul) (3.46)
s (ulo - (E A (=ihV) — (=ihV) AE)u
—uo - (E A (ihV) — (ihV) AE)u’) (3.47)
O (ulo (B A (~gA) ~ (~gA) A BJu

—uo - (EA(—gA) — (—¢A) AE)ul))  (3.48)

Le terme (3.46) est nul car (V - E) est un scalaire. Le terme (3.48) donne également une contribution
nulle :

(3.48) = ulo-(EA(—qA) = (—gA) AE)u—uo - (EA(—qA) — (—qA) AE)ul
= —qu'e- (EANA—-AAEu—ou-(EAA - AAE)u)
= —2qulou-(EAA)—ulou- (EAA))=0. (3.49)

Pour ’élement (3.47) on réalise le développement suivant ot 'on utilise pour passer de (3.50) & (3.51)
I'identité suivante :

—ulo A (Vu) + (Vu') Aou =V A (ulou).
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Cette identité est prouvée & la fin de la section. Le terme (3.47) se développe :

(3.47) = m;,gcg (ulo - (B A (=ihV) — (—ihV) AE)u — uo - (B A (ihV) — (ihV) A E)uf)
= o (o (B AV~ VA (B) ~ (-BAVY 4V A (Ed)) - ou)
_ &ZZL& (ulo - (2B A (V) — (V AEW) — (~2E A (Val) + (V AE)!) - o)
- 85;;02 (ufo - (2B A (V) — ulou - (VAE) + 2EA (Vuh) - ou—ulou- (VA (E))
= (e (BA (VW) + (A (V) - ou—ulou- (VAE))
_ 475?02 (-E- (ulo A (V) + E - (Vul) A ow) — ulou- (V AE)) (3.50)
- 4757;‘02 (B-V A (ulow) —ulou- (VAE)) (351)
= -V (M‘ftfc?ufaum) : (3.52)

Alinsi en regroupant les équations (3.44), (3.45) et (3.52) on obtient I’équation de conservation suivante :

2p0
ot

+ V- <j<1> +j<2)) —0,

avec les expressions suivantes pour la densité de courant j(V) au premier ordre en 1 /m et la densité de
courant j®) au second ordre en 1/m :

iR

v = i ( Vul — uTVu) ~ L Autu
2m b m

+(2 _ q +

On peut remarquer que l'expression de j(!) ne contient pas le courant de spin %V A (ufou). La
méthode de détermination de la densité de courant par I’équation de continuité ne permet pas de
faire apparaitre cet opérateur comme le permet la méthode variationnelle de la section (3.2.1). Or, ce
dernier terme peut étre ajouté sans probleme dans expression de j() car en lui appliquant opérateur
divergence, la relation de continuité n’est pas modifiée au vu de la propriété V - (V A (ufou)) = 0.

Contribution du terme p(?

Regardons & présent les effets de la correction de la densité p(® au second ordre en 1 /m. On rappelle
son expression :

h? h
2) (o1 — T T
PPt u) = u U AT et o (Pp—qA)uAV.
Le calcul de la dérivée temporelle donne :
0 (s 0 h? h
&p( b= ot (UTUSmQCQA C 4m2¢2 ulo (o —gAjun V)
0 h? 0 h? h 0
= —ul A = A — —ul)o-((p—qA
<<8tu > Y8m2c o (6tu) 8m?2¢? 4m?2c? <8tu ) o ((p—gAJurY)

I 0 qh 0A
- Je- — = B P il
eyl <(p qA) <8tu>/\v>+4m202ua ((at)u/\ V>>
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Etant donné que l'on ne conserve que les termes du second ordre en 1/m, les dérivées temporelles Opu
et Oyut sont remplacées respectivement par les quantités :

_ Hu _ HOQy _ qdu
{ pu = T3t = Tt =

ih
ot = et LMt o

ih ih ih

La contribution des termes d’ordres supérieurs est négligée. Le calcul se poursuit et on regroupe les
éléments en trois types de termes :

op? g®ut B2 +qPu h?
= |- — 3.53
ot ih8m2c? “Tih 8m2e (3:53)
h gPut qPu
— — -((p—qA fo. —qgA) [ — 54
iz (55 ) o (- aaun )+ o (0-as) (52) 1 9) )50
eh 0A
T
Le premier terme (3.53) est nul comme on peut le montrer facilement :
gPut h? 1qPu h?
383) = ——u——— ————A=0.
(3:53) ih8m2c? YR smee
Le terme (3.54) est développé de la maniere suivante :
h q®ut qPu
54) = — — . —agA o . —gA) [ ==
(3.54) Py (( = )U (p—qA)uAV)+u'e ((p q )(m ANV

= T _|aoue- (pu) A V) —ulo - (p(u®) AV) + dulo - (—qAu) A V) —ule - (—qAud) A V)

14m2c?

0

h
= _473202 (I’uTO' . ((VU) A V) — uTO' . ((Vu)(b A V) —UTO' . (U(V‘I’) A V))
0
= ﬁfauTa’u~ (V@) A V).

On additionne ensuite (3.56) et (3.55) :

ulou- (V) A V) + A ig ((M) u/\V)

(3.56) + (3.55)

4dm2c? 4m2e2 ot
qh 0A qh

qh .

- -v. <4m202 (uloun E)) - v (). (3.57)
On obtient finalement 1’équation surprenante suivante :
ap? @)

=] =0. 3.58
a Y ( ! ) (3:58)

Conclusions et résumé :

Apres I'étude des sections (3.2.1) et (3.2.2), plusieurs commentaires s’imposent.

(3.56)
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— Nous avons utilisé deux méthodes différentes pour obtenir ’expression des densités de charge

et de courant. La premiere, développée dans I'ouvrage de L. Landau [22] permet de déterminer
p0, p2 §1) et §2) . La seconde, obtenue en utilisant I'équation de continuité, nous permet de
retrouver une partie de j*), j connaissant p(°). Elle ne nous permet pas a priori de retrou-
ver expression de p(®). Cependant, cette derniére méthode permet de vérifier des équations de
conservation de la charge qui ne sont a priori pas assurées par la méthode variationnelle.

Les deux méthodes ne permettent pas d’obtenir la méme expression du courant et les termes
obtenus a partir du hamiltonien de FW ne proviennent pas des mémes opérateurs. Notons
JLandau(u’, 1) Pexpression du courant total obtenu par la méthode variationnelle. Il est donné
par expression suivante (section (3.2.1)) et 'on précise entre crochets lorigine des différents
termes :

. ih q h qh
Jrandau(ul,u) = om ( Vul — uTVu) - EAuTu—F %V A (ufou) — mzﬂou NE.
(p-6A+3Ap) ASA o-(VASA) o-(EASA—SAAE)

La méthode utilisant I’équation de continuité obtenue par le calcul de 9;p(®) et le hamiltonien

HFW au deuxieme ordre, permet de déterminer le courant total jcommmte(uf, u) suivant :
. ih q q
Jeontinuite(ul, u) = o (uVul —u'Vu) — EAuTu T It ulou NE
pZ p-A+A-p o-(EAp—pAE)

N
3

On rappelle qu’il manque le courant de spin et on voit que les termes obtenus proviennent
d’opérateurs différents de ceux utilisés dans la méthode variationnelle. On pourra trouver dans
[90] une méthode d’obtention du courant quantique au premier ordre, & partir d’une diagonali-
sation du formalisme de Dirac, et qui permet d’inclure le courant de spin. L’extension de cette
méthode au second ordre en 1/m n’a pas été testée car elle présente des difficultés.

En ajoutant la correction de la densité p(?) dans la méthode de 1’équation de continuité, on voit
d’apres I’équation (3.58) que la contribution du courant j® du deuxieme ordre en 1 /m disparait.
On obtient alors :

ih
jcontinuite (P(O), p(z)) = — (UVUT — ’LLTVU) — EAUT’U, .
2m m
——
p2 p-A+A-p

2m

(3.59)

En ajoutant le courant de spin dans j®V) qui ne modifie pas Iéquation de continuité, on peut
résumer ’ensemble des relations de conservation de la maniere suivante :

9,0 y. (1 +i®) =0

ot

P)

9 @ . (@)

ol TV (J ) 0

P)

9 (., @ ) _

= (b + @) + v jV =0, (3.60)

Dans la section (3.4) nous développerons un modele de champ moyen quantique non relativiste & partir
des expressions des charges et des courants précédentes. Nous verrons dans la section (3.4.2) que si
on ne s’interesse exclusivement qu’aux termes d’interaction rayonnement-matiere du second ordre en
1/m, il suffit d’utiliser les termes p(®), p(® et jM). Dans ces conditions, ’équation (3.60) nous assure
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de la conservation de la charge.
Démonstration du passage de ’équation (3.50) a ’équation (3.51)
On cherche a prouver l'identité :
—ulo A (Vu) + (Vu') Aou =V A (ulou). (3.61)

On utilise les notations suivantes pour un spineur électronique u et on rappelle I’expression des matrices

de Pauli :

uT:(qs*l"qS;), u:(ii), U‘r:((l) (1)>, o'y:(? _()Z>7 Uz:<(1) _01)

Le terme de droite de (3.61) se développe selon :

P12 + 9301
V A (ufou) AN\ —igid2 + id3¢
P11 — ¢§¢2

Sleslesle

ay (¢1¢1 P502) — ( i} o + id5P1)
= 8z (72 + ¢501) — ax (¢1¢1 b502) (3.62)
( iQ T +id5p1) — ay (P12 + d501)
On exprime également le terme de gauche de (3.61) noté A :
A = —uloA(Vu)+ (Vu')Aou
(0 ) -0 (2 (ot oo (5 )~ (ot Zone ( 0
= 6t | g (0 )-wd (D) |+ Gengee () - (Getfeno. (5
Ufa% Z; *Uya% z; (am¢1aax¢2) z; (ay¢1’8y¢2) i;

—i ¢y Lo
( ig; 01 )_ ( o ¢>2 ) (3y¢178y¢2)< _%2 ) (Zor, Z o5 ( g2 )
— ~wna | ( am(;z)_(gzj) o G () -Gongen ( % )
—i¢ .
< i 1 )—( 172?2 > 83:¢1’8x¢2)< i;12 > (ay¢1538y¢ ( )
(—ptiZdo + d3iZ ) — (¢1ay¢1 ¢333y¢2> ¢lay¢1 ¢26 o) — (— 7’¢262¢1+Z¢18z¢2)

= - (01201 — 32 d2) — (D7 2o + ¢35 01) ¢>232¢*+¢1az¢2) (¢131¢1 ¢28m¢2) )
(¢1ay¢2+¢2ay¢l) (¢1Zax¢2+l¢231¢1 (—ido L% +id1 2 ¢5) — (¢1ay¢2+¢2@y¢1)

— (—¢ti o+ P 1) + (¢>1 ay 2ay 2 + (91 ay¢* o)) ay%) (—ig2Z 7 + id15=¢3)
= — (#1201 — ¢5 2 o) + (0% az¢2 + o5 o G1) + (22207 + 12 03) — (1207 — d22-03) (3.63)
- (¢T 3y¢2 + ¢35 ay¢13 + (—o1i o + i3 2 1) + (—ido ot + ity 2 03) — ( Ta%% + ¢§%¢1)

En développant (3.62) on retrouve bien (3.63) ce qui permet de prouver (3.61).



116 Dynamique quantique relativiste d’un systéme de N particules en interaction mutuelle

3.2.3 Effets d’une transformation unitaire sur ’expression des sources quan-
tiques

Lorsqu’on travaille avec un hamiltonien du premier ordre en 1/m, il n’y a aucun probléme pour
définir une densité de charge et une densité de courant. En effet, partant de I’équation de Schrodinger

suivante : ( A)? "
P—q q .
RS el NI, SR AP A — ipZ
( 5y T4 9 ¥ (VA )) u=1ih 5

la densité de probabilité de présence p et la densité du courant de probabilité j s’écrivent sans aucune
ambiguités :

ou

p=p’=ulu (3.64)
j=i" = n (uVu' —u'Vu) — L autuy v n (uou) (3.65)
2m m 2m ’

et respectent 1’équation de continuité. En revanche, & partir du second ordre en 1/m, si on considére
le hamiltonien transformé de Foldy-Wouthuysen :
(p—qA)® gh

qh? qh
oLy B V.E-
2m ta QmU 8m2c2 8m2c2

H= o - (EAN(p—qA)—(p—qA)NE),

nous avons vu dans la section (3.2.2) qu'il était possible de définir une densité p@ et un courant j(
au second ordre en 1/m mais que les relations de conservation de la charge qui y sont associées ne
sont pas nécéssairement intuitives ou logiques.

Remarques préliminaires

Il est important de préciser qu’il existe d’autres méthodes qui permettent d’obtenir de telles fonc-
tions mais qui ne donnent pas exactement les mémes résultats.

— Dans ce travail nous avons trouvé a 'aide de la méthode variationnelle :

h2
2) ot — o (p—
PP = ug 5.3 ey (Pp—qA)uAV
+(2) _ qh +
J = e (u'ou AE).

— Lors d’un stage de Master 2 a PIPCMS, Anant Dixit a montré, a ’aide d’une approche lagran-
gienne que les densités de charge et de courant au deuxiéme ordre en 1/m s’écrivaient [78] :

KD = Aty T (A A o)
8m?2¢? 4m?2c?
A )

(2 —

I = e (VN o) - g gy (V).

— Dans l'ouvrage [19] de L. Landau est développé, en tant qu’intermédiaire de calcul, une expression
de la densité au second ordre en 1/m afin de déterminer le hamiltonien électronique du second
ordre en 1/m. On présente uniquement les éléments concernant Iexpression de la densité. En
partant de l’expression de la densité de probabilité de présence pour un bispineur ¥ et en
utilisant la proportionnalité entre les composantes positronique et électronique v = F2u au
premier ordre en 1/m, on peut écrire :

uf u 2 2 2 h? 2
P=|‘I’T‘I’|:<UT v :|u|+|v|=\u|+m|a-Vu|.
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Les auteurs de [19] suggeérent ensuite de réaliser une opération de renormalisation de la fonction
d’onde pour travailler avec le hamiltonien électronique :

h2 ’
/dxu’Tu/ = /dx <uTu T amze (Vul-o)(o- VU)) = U= (1 + 8:1)202) .

On remarquera, que sous cette forme, la correction au deuxiéme ordre en 1/m de la densité est
liée a la composante positronique.

On voit bien, a travers ces trois points, que la notion de densité n’est plus tout a fait claire des lors
que l'on travaille au deuxiéme ordre en 1/m. La piste & privilégier est peut-étre dans la définition de
la fonction d’onde en elle méme.

Deux points trés importants

En premier lieu, il faut rappeler que le hamiltonien transformé de FW au deuxiéme ordre en 1/m
provient d’une transformation canonique du hamiltonien de Dirac H, conséquence d’une transforma-
tion unitaire d’un bispineur de Dirac V.

_ 0¥ _ 300
H\Ij—lhw H/\I// —Zhﬁ
= . (3.66)
U/ = S H' = HFW — ¢iS (H—%) e~ S
Il est vrai que 'on peut diagonaliser le hamiltonien H' = H¥W pour séparer les composantes de
Iélectron et du positron, mais la fonction d’onde que 'on utilise n’est pas rigoureusement celle du
spineur électronique. Au second ordre en 1/m, I’équation de Schrodinger que 'on utilise est en réalité
la suivante : 9
(HFW(2) + (m*3)> (ueis) = zha (ueis) .
On utilise en réalité une fonction u’ = ue. La transformation unitaire avec 'opérateur auto-adjoint
S = ST est utilisée afin de ne pas modifier le module de la fonction d’onde. En effet si U/ = "W alors

la transformation inverse donne ¥ = ¢~ ¥’ et le module s’écrit :
| U =] (5 0) (50 |=| (The ) (5 0) |=| vhe .

Cette propriété vaut aussi pour | o't |=| u'u |. Cependant cette condition n’est pas valable car
Popérateur hamiltonien H' est tronqué au deuxiéme ordre en 1/m et nous n’avons pas le droit d’uti-
liser le développement exact de opérateur e ; ce dernier doit aussi étre tronqué au deuxieme ordre
en 1/m. Ainsi, il faut garder a l'esprit que le spineur électronique u que nous utilisons depuis le début

n’est pas rigoureusement celui de 1’électron.

Le second point provient du fait que 1’équation de conservation de la charge est modifiée lorsqu’on
réalise une transformation unitaire de la fonction d’onde. Omar Morandi (Université de Strasbourg)
a montré (dans un travail non publié) que les sources de densité de charge et de densité de courant
devaient contenir chacun un terme supplémentaire provenant d’une telle transformation. On présente
les résultats de ce travail sans rentrer dans les détails ni dans les démonstrations. Considérons un
hamiltonien H(®, A) et une fonction ¥ ne dépendant ni de ®, ni de A, tels que :
ov
H(®, AV =ih—.
(©,A) 5

On suppose qu’a partir de I’équation précédente et de la définition p = ¥TW, on peut établir une
équation de continuité :

9p .
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ot j = j(¥). Ceci est par exemple, le cas de I’équation de Dirac. On suppose également, qu’a partir

de la définition de I’énergie moyenne < W|H (P, A)|¥ >, on puisse appliquer un principe variationnel
qui définisse :

LE (< UIH(®,A)|¥ >)=p

0P
0 .
S (< VH@, A ) =] (3.67)
et qui permette d’écrire I’équation de conservation de la charge selon :
9 i(< UIH(® AT >)|+V i(< UIH(®,A)PT>)] =0 (3.68)
ot \ 0P ’ 0A ’ - '

Si on réalise a présent, comme dans la transformation de Foldy-Wouthuysen, une transformation
unitaire du type ¥’ = €W, qui conduit au hamiltonien suivant (pour simplifier on néglige ici la

dépendance temporelle) : _ _
H'(®,A) =" H(®, A)e ™,

l’équation (3.68) devient :

/!

On peut développer le terme de (3.69) présent dans la dérivée temporelle selon :
o |0H
<\I,e—zS

0 (5 (< Ule " H(®,A)e"|¥ >)) +V- (5 (< e " H(®,A)e" | >)) =0. (3.69)
) ) ) 56—1'8
S —1iS S /
5o e \I/>—|—<\I'e [e =0 ,H}
/ —1iS
- <\1ﬂ oI \1/’> + <\1/’ [eis be 7 J{']

ot \ 6@ SA
eiS\I/>
/
5d 5d v > :

Cette opération vaut aussi pour le terme sur lequel s’applique 'opérateur divergence. Ainsi, apres une
transformation unitaire de la fonction d’onde, dans la nouvelle représentation, I’équation de conser-
) 56—1'8
|:eZS ,H/

vation (3.69) prend la forme suivante :
0H'
\Il/ \Ijl \Il/
yr (vl )

5 (v |5
\Iﬂ> n <fo’ [eis be H’} q/'>) —0, (3.70)

dH'
!
v ((» .

ce qui amene a définir la densité de charge et la densité de courant selon :

JA
) 5671'3
/ / / S !
<¢ @>+<W[SM}J4
<\I’/ \I’,> _|_ <\I’,

eiS 6671-5 H/
A 7’
On voit d’apres les formules (3.71) et (3.72) que les expressions de p et de j dérivées dans la section
(3.2.1) ne correspondent qu’au premier terme de chaque équations. Nos expressions ne prennent pas
en compte les termes provenant de la transformation unitaire.

% (< e " H(®,A)e | >)

0H'
0®
oH'

0A

b
I

\Iﬂ> (3.71)

—
|

\Iﬂ> (3.72)

Conclusions et remarques
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— Suite aux différents cas de figure rencontrés, nous ne sommes pas en mesure de donner une
expression exacte et définitive de la densité de charge p® et de courant j® au deuxiéme ordre
en 1/m. C’est un probléme encore ouvert.

— L’interprétation physique de ce phénomene reste aussi & comprendre, et le role du positron a
clarifier.

— Nous choisissons cependant de continuer le travail avec les expressions que nous avons trouvées
car elle fournissent des résultats intéressants comme nous le verrons plus tard (section (3.4)).
A ce sujet, dans le cadre non-relativiste, nous travaillerons avec la fonction d’onde électronique
suivante :

u = ue,

tout en gardant a I'esprit qu’elle ne représente pas exactement le spineur électronique et contient
d’autres informations.

3.3 Théorie de champ moyen dans le formalisme de Dirac

« La circulation était plus facile,
au temps du pont Churchill. »

Allez les bleus et blancs!

Cette section concerne la dynamique quantique relativiste dans le formalisme de Dirac. La section
(3.3.1) présente les équations de champ moyen pour un systéme de N bispineurs de Dirac, auto-
cohérentes avec les équations de Maxwell dans la jauge de Coulomb et dans I’approximation quasista-
tique. La densité de probabilité de présence et la densité de courant de probabilité sont exprimées dans
le cadre quantique relativiste. On isole dans la section (3.3.2) les termes d’interaction rayonnement-
matiere donnés par un tel modele. Il s’agit de les comparer aux termes de champ moyen obtenus
par une approche variationnelle selon la méthode de dérivation des équations de Hartree a partir du
hamiltonien d’interaction de Breit (section(3.3.3)). On montre dans la section (3.3.4) que les deux
approches sont équivalentes.

3.3.1 Equations auto-cohérentes

Soit un systeme de N électrons en interaction de charges g1 = ¢ = ... = ¢y = ¢. On suppose que
Dine(x,t) et Ayni(x,t) sont les potentiels internes moyens créés par ensemble des N particules.
Un électron quelconque décrit par un bispineur ¥(x,t) = (u(x,t),v(x,t)) obéit & I’équation de Dirac,
couplée de fagon auto-cohérente avec les équations de Maxwell selon :

* (ca (P = qAint (%, 1)) + mc?B + q®ins(x, t)) U(x,t) = ihw (3.73)
b AD (x, 1) = L
€0

* AAznt (X, t) = —,ung(x, t)

Les sources s’écrivent & 'aide de la densité de probabilité de présence et de la densité de courant

de probabilité respectant 1’équation de conservation (% +V-j= O) qui découle du formalisme de
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Dirac :
N
p(x.t) = q) Wi(xt)¥;(x,1)
i=1
N
jx,t) = ch\I!;f(x,t)a\I!i(x,t).
i=1

Les potentiels s’expriment conformément aux équations (3.18) et (3.19) avec r =| x — x' | :

, / N
bilxt) = o ‘ﬂi‘(_Z\IJI(x’,t)wi(xxt)) (3.74)

4meg

N T(x!, )W, (x, r(r- Ul(x, t)a¥;(x,
A(xt) = 2(47(7160)0/dXI;<\I}i( ,t)T\I/( t) | rr- Ui, el t))>. (3.75)

r3

3.3.2 Hamiltonien d’interaction rayonnement-matiere

A partir de I'équation (3.73) on peut isoler le hamiltonien d’interaction entre la particule et les
champs électromagnétiques internes :

Hinter(xa t) = Q‘I’mt(& t) —qca Aint (X7 t) (376)

On réinjecte ensuite les potentiels (3.74) et (3.75) dans (3.76). Par soucis de simplification on note :
N
> Ul(x, ) Wi(x,t) = ¥
i=1
et le terme d’interaction devient :
2 gt i i
q dx' VT ,(VTal  r(r-UTal)
Hin er — - . d . .
¢ 4meq (/ r * / X 2r + 2r3 (3.77)

3.3.3 Equations de Hartree-Breit

On considére un systeme de N électrons en interaction ou la fonction d’onde totale du systéme
est décrite dans 'approximation de Hartree comme produit des N bispineurs : ¥ = ¥(ry,..ry) =
Uy (r1)Pa(rs)...¥ n(ry). Le systéme évolue selon une équation de type Schrodinger (3.78) et le hamil-
tonien exact H est donné par (3.79)

HUY = Ev (3.78)
N 1 N

H = coy - pi + me? i+ = Ui, 3.79

; p Bit s ;; J (3.79)

avec U;; 'opérateur d’énergie potentielle entre deux particules ¢ et j, qui se compose de deux parties.

La premiere, K;;, est 'interaction coulombienne et la seconde B;; est le hamiltonien d’interaction de

2 7

= 4meg :
Uiy = K+ Bi

e? e?

Breit. On note ici e

vi =]

B, — & (ai-aj GG ~rij>> |

27‘17' 2[‘3
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On cherche a déterminer 1’énergie moyenne du systeme :

<\IJ|H|\I/>

E =
<V |¥>

<U|H|TU>.

On multiplie le hamiltonien H & gauche par le bra < U | et & droite par le ket | ¥ > puis on intégre
sur les N dr;. La partie contenant ’énergie cinétique et ’énergie de masse est composée d’opérateurs
a un corps ne dépendant que de i (a; - p; et 3;), les N — 1 fonctions U, j; disparaissent & l’aide de
la condition de normalisation < ¥; | ¥; >= 1. La partie d’interaction contient des opérateurs & deux
corps avec des double indices ¢ et j, la normalisation n’opere que pour N —2 fonctions Wy, j;+;. Ainsi,
la valeur moyenne du hamiltonien s’écrit :

<H> = Z/drl\lﬁ r;) (coui - pi +mc?B;) ¥ ZZ/drl/dr]\Iﬁ r;) Wi r]) _\Ifi(ri)\l/j(rj)

i=1 i#j

_,ZZ/drz/er\IjT rz \I]T r]) < QTi?j + (az r”2)r(?j¥] -I‘ij)) \Ilz(rz)\:[j](rj)

i=1 i#j

On fabrique ensuite une fonctionelle F’ (\IJI, ;) al’aide de la méthode des multiplicateurs de Lagrange.

N
F = <H> —Z/drzlllz(rl)ezlllz(rz)
=1

N N
1
= Z/drijl(rz) (Cai “Pi +mc25i - 57, §ZZ/drl/drj\IlT (ri) ‘I’T I‘J) 4\1/1'(1'1')\1/]'(1‘]')
=1 i=1 i#£j
Ly dr; [ de;wl(r)wh( (airig)ay-rij) \ oy
QZg ri | dryWy(r;)W;(r;) 274” L 2r}, i(r) W;(r;),
=11 ¥

afin d’en opérer la minimisation par rapport aux variables indépendantes ¥, et \Il;r, c’est-a-dire obtenir
une équation du type :

SF(U, W Z&Iﬁ [h;] + 6 (W) R W] = 0. (3.80)
i=1

Pour cela on remarque que la partie cinétique et d’énergie de masse est un produit de fonctions de
U et U; dont la dérivation donnera deux termes. En revanche, la partie d’interaction est un produit
des quatre fonctions \I/I7 U, \I/}L et ¥, et doit donc donner quatre termes. Cependant, on peut utiliser
leurs propriétés de symétrie a savoir :

fZZ/drl/drj O] () Ul (x)) + Ul (ry) oW (r))) Ui 05 (x:) T (x)

i=1 i#j

= ZZ/drl/drjé\IlT (r;)¥ (I‘J)UZJ‘I’ (r:)V;(r;),

i=1 i#j
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pour n’obtenir finalement que deux termes au lieu de quatre. On écrit alors directement pour la
minimisation de la fonctionnelle :

N
oF = Z/drlﬁ\llg(ri) (Cai 'pi+m626i (s +ZZ/drl/er5\Iﬁ r;) \I/T(r]) _\I/z( Z)W‘(I‘j)

i=1 i#j

—eQZZ/drz/drﬁ‘I’T rz \I’T(I‘j) ( 27,” + (ai . I'Zj2>r(3a] ~I'ij)> \I}i(ri)\yj(rj)

i=1 i#j
—|—§:/drZ (r;) cal pi +mc?6; —61 5\11 (r;) +ZZ/drz/drj\IﬂL (r;) \IJJr rj)—é\ll (rs)¥;(r;)
i=1 i#j
2 i (o - 1ij)(ey - 1ij)
—e ZZ dr; [ dryl(r;)Wi(r;) 2r 4 o3 S (1) (r)). (3.81)
i=1 i#£j tj ij

Les trois premiers termes de (3.81) permettent directement une factorisation par rapport & (5\111,

T al T Q\Iﬂ r;)W;(r;)
SF(U], W) = Z/drié‘lli(ri) ca; - p; +me? —el—i—Z/drj%
i=1 i#£] "
(r;))o; W (r;) 1y (Uh(r)e, U, ;(r;) - rij)
o d j)C0 ¥ (T G \¥ (05 ) O j j U, (r;
e’ ; / & < 2r,; - 2r? (r:)
i#j
2\I/J[r U, (r,
+Z/drz T (rs)cae; - pidW;(rs) 4+ 6U,(r;) | me?p; _EZ"_Z/dri(,«J.),(J) \IJI(ri)
i#j t
(rj)e; U, (r; ri-\I/T-r'a»\I"r» 3 N
—\PT(rz)az(N/ (ri)e Z dr )0 (r;) I i( j( 5) J i(ry) - rij) —0
poy J 2ri; 2r},

En revanche, pour les trois derniers il faut permuter \I/:r et 0U;. Celle-ci se réalise sans probleme pour
les termes d’énergie de masse et d’interaction coulombienne. Concernant la partie cinétique, on utilise
le fait que l'opérateur a - p soit hermitique c’est & dire < ¥; | a-p | 6¥; >= (< 07; | a-p | T; >)*.
Le méme argument est utilisé pour le terme de Breit < ¥; | e | 0¥; >= (< §¥; | a | ¥; >)*. Ceci
permet de donner une forme semblable & (3.80) :

oF (v] Z/drlw v (e pit mes eﬁz/drjm

i#]
\IJTI' Ja; U (r; ri~\I/T-r'a»\II'r» STy
Cane? Z/dw( o W5(r) | T () J3J<J> J>> ()
2r;; 2re.
i#] t
J(rj)
+Z drlé\ll)(rl) col - pl 4+ mc?3 €Z+Z dr] ~
1#]
t
oo J(Ti)aW(r;)  ri (Wi (r)a;W,(r;) - rij) .
Ui(r;) =0.
;/ ( o o ) =0
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On obtient alors N équations monoélectroniques pour les fonctions d’onde ¥;(r;) que lon appelle
équations de Hartree-Breit :

“Pi +mc2ﬂl + Z/drjj(rj)

i#£]

I‘ a\II‘I" rij \IIT I'j aJ\PJ I‘j 'rij
a, - Z/drﬂ< 30 9(r5) | re (P5(ri)0 W5 (rs) )) i) = e (ry),

3
P 2r;; 2r; g

(3.82)
Un électron quelconque ressent donc l'interaction électromagnétique moyenne :

;
W(r;) G(ri)egWi(ry) 1 (Vi(ry)ayW;(ry) - rij)
U= Z/d”%_e%‘i o /dr]< 2r;; T
i#j

i#] K

(3.83)

Le premier terme est 1’équivalent du terme de Hartree. Le deuxiéme terme est un potentiel vecteur
moyen produit par le terme de Gaunt et le troisieme un potentiel vecteur moyen produit par le terme
de Jauge.

3.3.4 Comparaison des deux méthodes

On cherche & voir 1’équivalence des deux approches. On compare donc le terme (3.77) aux termes
d’interaction dans I’équation (3.83) :

§ 'y f gt
_q dx'UTw / , (Pl r(r-9Tal)
(3.77) = 47eg (/ T « dx 2r + 2r3
T
_ W5 5 (T aa‘I’j(rj) ri; (W (r;)oV;(r;) - rij)
o - [ 3 o (Bt e )
i#] i#] K

Dans la formule (3.83), le vecteur position r; de ’électron i est équivalent au vecteur position x de
la formule (3.77) qui est exprimé dans la varaiable r = |x — x/|. Les vecteurs position r] des autres

électrons j sont équivalents aux vecteurs position x’. On rappelle également que e? =

- 47re
formalisme de Hartree-Breit. Ainsi si on réalise la substitution suivante :

Z/drj () f(rij)¥;(r;) '—>/dx \Ile

i#J

dans le

la formule (3.83) se transforme et correspond bien & (3.77) :

q* /dx’\I'T\I/ e’ /d ,<\IJTO¢\I/ r(r- Ulav)
— . X

3.83 - = (3.77).
( ) — 4meg T 4meg 2r + 2r3 ) ( )

Remarques

— Dans la théorie auto-cohérente, la densité de charge est définie pour ’ensemble des particules
alors que dans la méthode de Hartree, un électron i ressent les potentiels des particules j # 1.

— Les deux approches sont équivalentes a condition de négliger ’auto-interaction.
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3.4 Théorie de champ moyen semi-relativiste au second ordre
en 1/m

« Pils ou schnaps? »
Jeu de hasard a issue déterministe.

Dans la section (3.4.1) on présente les équations de champ moyen qui permettent d’inclure I’ensemble
des effets relativistes du second ordre en 1/m, auto-cohérentes avec les équations de Maxwell dans
la jauge de Coulomb et dans I'approximation quasistatique. Les sources de charge et de courant
sont exprimées dans un formalisme quantique non-relativiste au second ordre en 1/m & laide des
expressions déterminées dans la section (3.2.1). Dans la section (3.4.2) on détermine le hamiltonien
d’interaction rayonnement matiére comportant exclusivement les termes du second ordre en 1/m. Une
autre théorie de champ moyen incluant les effets relativistes d’interaction rayonnement-matiere du
second ordre en 1/m est réalisée en section (3.4.3) en dérivant le hamiltonien de Breit-Pauli selon la
méthode de Hartree. On cherche & prouver I’équivalence des deux méthodes dans la section (3.4.4).

3.4.1 Equations auto-cohérentes

Soit un systeme de IV électrons en interaction de charges ¢ = ¢2 = ... = gy = ¢. On considere que
lensemble du systéme génere des potentiels internes moyens vecteur A;,:(x,t) et scalaire ®;,:(x,1),
associés aux champs internes moyens électrique E;n:(x,t) et magnétique Bj,:(x,t). Le hamilto-
nien électronique est le hamiltonien transformé de Foldy-Wouthuysen au second ordre en (1/m) qui
régit I’évolution du spineur électronique u(x,t), et les potentiels internes moyens évoluent selon des
équations de type ”Poisson”. Les équations auto-cohérentes sont les suivantes :

((P —qAi(x,1)?  qh gh?

o — 50 (VAAm(x,1) + qPins(x, ) — 22 w23V Emu(x1)

qh . Ou(x,t)
22’ (Bint(x,8) A (P — qAint(x,1)) — (P — qAint (X, 1)) A Eint(x, t))) u(z,t) = Zhi@t
k Aq)int (X, t) = — p(X’ t)
€0

* A-Awlt (Xa t) = 7H0jT(X7 t)

Les expressions mathématiques des potentiels scalaire ®;,:(x,t) et vecteur A;,:(x,t) sont :

dx'p(x',t
Bipy (1) = q/ p(x', 1)

4eq T

At = gy [ (1) S0

2(4meg)c? T r3

Elles sont couplées de fagon auto-cohérente avec ’équation de Schrodinger en écrivant les densités de
charge p(x,t) et de courant j(x,t) dans le cadre de la mécanique quantique non-relativiste au
second ordre en (1/m) :

N

p(x,t) = qszxt =qZ(p§)(X t)+ pi (x, t ))
=1
N

jxt) = QZJzXf a) (V6 +iP ).

=1
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avec les expressions des sources déterminées dans la section (3.2.1) :

pgo) = wuly (3.84)

@ _ e 8’/:262 A — 4mh202 ulo - ((p—qA)u; AV) (3.85)
jZ(-l) = % (uqu;f - uIVul) - %Auzui + %V A (ufouy) (3.86)
i@ = 4Tfl%(uhm AE). (3.87)

3.4.2 Hamiltonien d’interaction rayonnement-matiere

On cherche a déterminer le hamiltonien d’interaction rayonnement-matiere contenant exclusive-
ment des termes du second ordre en 1/m. Du fait du développement des sources en puissance de (1/m)
les potentiels vecteur et scalaire (notés A+ (x,t) = At et Pipe(X,t) = Pype) contiennent des termes
équivalents :

By = OO+ 02
Aie = Al +AD) (3.88)

En réinjectant ces termes dans I’équation de Schriodinger du second ordre en 1/m, il apparait des
termes d’ordres supérieurs. Pour étudier de fagon précise les interactions physiques du second ordre
en 1/m, il est donc important de sélectionner les termes considérés.

Extraction des termes du second ordre en 1/m

On propose d’injecter les expressions (3.88) dans le hamiltonien transformé de Foldy-Wouthuysen
au deuxiéme ordre en (1/m) :

—qAin)?  qh qh?
gewey — (Poghw)” b oy A o B
2m om” ( ) 8m?2c? K

qh
—Hﬂ)mt(ﬂﬁ, t) - WU . (Eznt A (p - innt) - (P - qut) A Eint)) 3

et de sélectionner pour chaque opérateur les termes appartenant exclusivement au second ordre en
1/m. Ainsi 'opérateur de Coulomb se développe en trois termes compte tenu de (3.84) et (3.85)
mais deux seulement sont conservés :

@@ine = O, +q00 () + gl (A)
—_—— —— Y—} — —
ordre0 ordre2 ordre3+4

Le terme de Darwin devient :

gh? gh? qh 2
- 8m262 V. Eint = 8m202 A¢1nt 8 znt 8m A¢£n)t( )
ordre2 ordre4d
= " A0 4 (m=3). (3.90)

8m2 2 int
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Dans 'opérateur énérgie cinétique les élements du couplage champs-matiere sont :

P — qAin)? 1
# _%(qp At +qAi P — AL

2
_ q (1) (1) q (2) (2) q
= - %(p : Aint + Aint ’ p) - %(p ’ Aint + Aint : p) + %Afnt

ordre2 ordre3 ordre3+4

_ 9, -3
= - A p+9J(m?). (3.91)

int

La forme (3.91) est obtenue car on rappelle qu’en jauge de Coulomb (V - A = 0) on peut écrire
((p-A+ A -p)u=2A-pu). Le terme d’effet Zeeman se développe plus simplement :

qh qh 1 qh 2
50 (VAAW) = — oo (VAAL) =0 (VAAL)
ordre2 ordre3
qh (1) -3
= *%‘7 (VAA)+Y (m ) : (3.92)

Enfin le terme de couplage spin-orbite noté SO fournit des contribution multiples mais dont on ne
retient finalement qu’un seul terme :

qh

50 = g

(o (Eznt A (p - qunt) - (p - qunt) A Eint)

h h
= oz (Ve ap—pAvel)) - o (Vo) ngAl) — Al A VeL))

8m202 wnt int int
ordre2 ordre3
g 0 2 2 o 2 1 o 9 9
+ 2 (PO AL + (@00 P)) + =5 - (@), AL + —5 - F(@h) AL
ordred ordreb ordre6
h .
= 8,32020 ~ (Vfﬁf-?t AP—PA V<I>§2)t) +9 (m™?). (3.93)

Ainsi d’apres (3.89), (3.90), (3.91), (3.92) et (3.93), le hamiltonien d’interaction rayonnement-matiére
au second ordre en 1/m s’écrit :

0 q 1 qh 1 2
Hinter = q(bgn)t - EAgni P - %0' . (V A Agnzﬁ) + qq)gnzf
qh?

_|_

int

A(D(O)—i— qh a-(V@(O)

8m2 C2 wnt 8m262 wnt

AP—PA Vq)((])) +9 (m™?). (3.94)

On constate que le terme Aii)t n’est pas présent, c’est-a-dire que pour les termes d’interaction

rayonnement-matiére du second ordre en 1/m il n’est pas nécéssaire de considérer le courant j(?)
donné par (3.87). On souhaite & présent écrire (3.94) sous une forme plus aboutie en remplagant les

sources p(0, p@) et j(M) par (3.84), (3.85) et (3.86) dans I’expression des potentiels AL 0 o 02

nt) T ant int*
On rappelle que dans la section (3.2.2) nous avions établi la relation de continuité suivante :

% (p“)) + p(2>) +v-jb=o. (3.95)
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Remarques importantes et rappels concernant le deuxiéme chapitre

L’étude présente est réalisée en I'absence de champ externe. L’expression (3.94) représente l'inter-
action rayonnement-matiere du second ordre en 1/m d’un électron avec les champs internes moyens
crées par les autres électrons. Il serait naturel de retrouver des éléments d’interaction ressem-
blant aux termes du hamiltonien de Breit-Pauli au deuxiéme ordre en 1/m présenté dans
la section (2.1.3). Une théorie de champ moyen utilisant directement le hamiltonien de Breit-Pauli
est réalisée dans la section (3.4.3) mais on choisit au préalable de rappeler certains aspects de ce
hamiltonien afin de préparer la comparaison entre les deux méthodes dans la section (3.4.4). Ainsi,
en résumant les résultats du deuxieéme chapitre, on rappelle la nature des termes du hamiltonien de
Breit-Pauli et leurs origines dans le développement de FW du hamiltonien de Breit.

Nom Expression Origine
Contact — 7;522 522 0(rsj) Coulomb
he?

Spin-orbite (0 —0o;-1) Coulomb

2,2,3
4mc7‘ij

Non spin

2
e Pi'Pj rij-(ri;-Pi)P;j .
SmZeZ ( v, T =3 ) Gaunt et jauge

Spin-autre-orbite m%hifjﬁ(o'i —oj-1) Gaunt et jauge
3
Spin-Spin —;i?; (—87r T 5(riy) — T + 3(61‘“)‘255?].‘“”) Gaunt et jauge
ij ij

Ce rappel nous permettra dans les développements suivants, d’identifier parmi les termes de (3.94),
lesquels doivent étre reliés a une interaction de nature spin-orbite, contact, non-spin, spin-autre-orbite
ou spin-spin, ainsi que les roles joués par les différentes sources.

Expression du hamiltonien d’interaction en fonction des sources sous la forme intégrale

On remplace dans (3.94) les expressions ALY 30 ot )

ints Lint in¢ Dar leurs formes intégrales :

(&) _ _q pdx'p®
P; 4meq f

int — T

M _ _ q (i e
Ainy = 2(dnco)c? Jax (5= 4+ 5% J
ou les sources nécessaires sont :
p(O) = Jfu

@ i

p

h
O = 2 (uWVWaul — 'Y A v/ T
J o ( U —u u) + o A (ulou).
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Dans Pexpression de j®), on néglige le terme —ﬁAuTu. La premiére raison est qu’il faudrait le rem-
placer a nouveau par son expression avec les sources, ce qui compliquerait les choses. La seconde est
qu’il s’agit d’un terme d’ordre supérieur au deuxiéme ordre en 1/m, étant donné que Agrll)t est déja un
opérateur du second ordre en 1/m.

On notera e? = dans les expressions finales obtenues pour chaque terme. Ainsi ’opérateur

- (47T€ c?)
de Coulomb se précise avec les expressions de p(® et de p() :

@i = q0) 402

t 2p? 1 2h 1
B Jjutu e s Al e Pb 1
= /dx - + Y /dxu Aru ey /dxu o (p/\V (r)) u. (3.96)

Le premier terme de (3.96) correspond logiquement au potentiel moyen de Hartree. Les deux derniers
termes, issus de la correction de la densité au deuxiéme ordre en 1/m font apparaitre un terme
moyen de contact ainsi qu'un terme représentant 'interaction spin-orbite moyenne de l’ensemble des
particules. La contribution du terme de Darwin donne également un terme de contact mais exprimé

un peu differement :
qh? (0) e2h? ufu
S22 AD, . = 8m202A dx'— ) (3.97)

Examinons ensuite I’opérateur spin-orbite noté SO, que 'on transforme en utilisant la propriété
VAVD)=0

qh 0 0 qh 0 0
S0 = Lo (Ve ap-pAVED)) = o (2vel) Ap+ihV A VE[))
qh 0
T 3mza?’ (QV(I)’(")t A p)

= 4;202 ( (/ dx'* ) Ap) (3.98)

Le terme (3.98) représente un couplage de type spin-orbite avec le champ électrique moyen produit
par 'ensemble des particules. On transforme a présent le terme de couplage entre 'impulsion p et
le potentiel vecteur moyen Amt, pour lequel on réalise une double différenciation. On sépare tout
d’abord les contributions orbitale et de spin provenant du courant j*) au premier ordre en 1/m, puis
les deux formes contenant le courant qui sont I’équivalent des termes de Gaunt et des termes de jauge.

iqh h
j(l) = Jorb +ispin = % (uVuT — uTVu) + Qq—mV A (uTau)
+(1) 3(1)
1 1 1 J r(j.r)
AL A(G)+A§.>o<—+T.
On obtient alors quatre termes :
(1) +(1)
q . a q (3 r(j'V.r)
_ 2 AW = _2_ 4 (4 N ).
m it P m 2(4megc?) / * ( r + r3 ) P
62 jorb r(jorb~r) .js in r(js in-r)
= - /dx/ _— 4 = -p+/dx/ LU L ‘p-
2mc? r r3 r 73

(3.99)

On regroupe dans (3.100) les éléments issus des termes orbitaux représentant des éléments d’inter-
action ”non-spin” provenant d’un terme de type Gaunt noté (3.99),s¢ et d’un terme de type jauge
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noté (3.99),5; :

ihe? , (uVul utvu
(3:99)nsc = ‘W(/d"< Ty )p>

(3.99),s) = 4m202 (/d < “V“T r) _ r(“TZ“'r)> ~p>, (3.100)

Les autres termes (3.99) impliquant le courant de spin semblent étre des éléments de couplage
spin-autre-orbite. Ils sont réunis dans (3.101) et noté respectivement (3.99)s406 €t (3.99)sa0.s

(399)u0c = —% ( / dx’ (W)p>
(3.99) 0005 = 4m262 (/d < r(vA “T”“) r)) -p). (3.101)

Il nous reste a déterminer les termes provenant de 1’effet Zeeman qui donnent également quatre
contributions :

3 (1) 3(1)
oy, _ _ah ¢ (32, rGr)
(VAR = 2m 2(47‘1’6082)0 (VA/dX ( r * r3

2h ‘or .or . .s in .s in -
= -l V/\/dx’ Jort | Torow)  Jopin  X(spinT) )
4mc? T 73 r 73

(3.102)

qh

Il apparait aussi un terme d’interaction spin-autre-orbite provenant des termes orbitaux de type
Gaunt et de type jauge noté (3.102)40(7+G)-

6212 - i v
(3102 smoisic) = — 4. (VA/dx, (uVu o Vu) +VA/dX, (r(uVu r) vV r))>.

8m2c2 r r r3 r3

Enfin, on retrouve des éléments d’interaction spin-spin provenant du courant de spin des termes
de type Gaunt et jauge. On les note (3.102)4(j+c) *

(3.102)ssjrc) = 7%0, (V/\/dx’ (W) v /\/dx/ (r(V A (:;UU) - r))) .
(3.104)

Nous sommes & présent en mesure, a ’aide des formules (3.96), (3.97), (3.98), (3.100), (3.101), (3.103)
et (3.104) de donner la forme intégrale des éléments d’interaction rayonnement-matiére au second ordre
en 1/m. L’expression totale est donnée en (3.105). On rappelle auparavant, dans le tableau ci-dessous,
Porigine des termes d’interaction du second ordre en 1/m dans le hamiltonien monoélectronique de FW
en interaction avec le champ électromagnétique interne moyen produit par I’ensemble des électrons
du systeme.

(3.103)
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Nature \ Origine

Coulomb

Darwin | Spin-orbite

Ordre 0 (p(o))

Ordre 2 (p(2))

Terme de Coulomb

(3.96)

Termes de Contact

(3.96)

(3.97)

Termes de Spin-orbite

(3.96)

(3.98)

Le premier tableau montre quels sont les termes d’interaction rayonnement-matiere du hamiltonien de
Foldy-Wouthuysen du deuxiéme ordre qui permettent de retrouver les termes de Coulomb, les termes
de contact et les termes d’interaction spin-orbite. Dans le développement du hamiltonien de Breit-
Pauli du deuxieme chapitre, ces termes proviennent de la diagonalisation de la TFW au deuxiéme

ordre de 'opérateur coulombien.

Nature \Origine p-A Zeeman
Gaunt jauge Gaunt jauge
Orbital | Spin | Orbital | Spin Orbital Spin | Orbital | Spin
Termes Non-Spin (3.100) (3.100)
Termes Autre-orbite (3.101) (3.101) | (3.103) (3.103)
Termes Spin-Spin (3.104) (3.104)

Le second tableau présente les termes d’interaction rayonnement-matiere du hamiltonien de Foldy-
Wouthuysen du deuxiéme ordre en 1/m qui conduisent aux termes d’interaction non-spin, aux termes
d’interaction spin-autre-orbite et aux termes d’interaction spin-spin. Dans le développement du hamil-
tonien de Breit-Pauli du deuxieme chapitre, ces termes proviennent de la diagonalisation de la TFW
au deuxieme ordre des opérateurs de Gaunt et de jauge.

Le hamiltonien d’interaction rayonnement-matiere du modele de champ moyen auto-cohérent avec
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les équations de Maxwell au second ordre en 1/m s’écrit :

i
Hinter = /d ,U v
Tu e2h2 1
d Y 4 8 [ axutaZ
{+8m202 < , > + 822 / xulA—u
1 €2h uTu
{ o | et (pw(r»“*mzca”'(v (/dm)“’)
. 262h UVUT ’U/TV’U, UV’U/T I') I‘(uTVu . I‘)
non — spin dx’ _ p+ [ax B p
4m2e? r r r3 3
e? f fou) -
h /d VA (ulou) _p/dx/ (VA @lou )\
4m2e? r 3
autre—
jeh? Fouf P V-
orbite —ﬂa- v A /dxl uVu'  u'Vu LVA /dx’ r(uVu'-r) r(u'Vu-r)
8m?2c? r r 3 3

spin — spin {—Sf;f;a- <V/\/dx’ (W) +VA/dx’ (r(VA(:f;”“)'r))) . (3.105)

3.4.3 Equations de Hartree-Breit-Pauli

contact

spin — orbite

spin—

On réalise & présent une théorie de champ moyen au second orde en 1/m selon la méthode de Har-
tree & partir du hamiltonien de Breit-Pauli. Le hamiltonien de Breit-Pauli représente la correction au
deuxie¢me ordre en (1/m) de linteraction électromagnétique de deux particules en jauge de Coulomb.
On rappelle son expression :

o e 26( i)~ ©_(PiPi Ty (v PO
ij m2 2 2m2c2 Tij r?j
he?
—&—747”2621@. ((O'j +20;) - L; — (o: + 20’j) -1;)
ij
e2h2 o 0 O: - O (O’I‘)(O‘I‘)
— -8 L5(ri;) — ———2L 43— 73 A7) 3.106
4m2c2? "3 (riy) Y ’ T | )

Si on considere un systeme de N électrons en interaction en 'absence de champ externe le hamiltonien
exact du systeme s’écrit :

N N 10 N

H= Zn + ; SN Ky ZZZHBP(’” (3.107)

i=1 i#£j kl’L 1 i#j

ou la somme sur k = 1, ..., 10 représente les 10 termes de I’équation (3.106). A 1’aide de I’expression de
la fonction d’onde de Hartree ¥ = ¥(ry,...rx) = ¢1(r1)P2(r2)...¢n(rn) la valeur moyenne de 1'énergie
vaut :

10 N

E=<H >= Z<T>+ ZZ<K”>+ SN <Hi® (3.108)

i=1 i#£j k=11i=1 i#j
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On détaille ci-dessous les expressions des valeurs moyennes de chaque opérateur Hﬁ P en notant br

leur coefficient numérique. Les termes pour k = 1, ..., 3 représentent les opérateurs qui ne contiennent
pas de spin :

) - (o)

= b [lans [ el )6 05)8003)01 50165 5,
(m5"®) = <—27§zcz pir;jpj>

= o [ [ aesol o)) P00
(HEF®) — < 2nizczr'j'(l:§-Pi)Pj>

= b3/drz/dr3¢ rz r]) (rng pl)pj ¢l( )¢j(rj)'

T3

Les termes allant de k = 4, ..., 7 correspondent aux opérateurs de spin-orbite et de spin-autre orbite :

(1) = (o)

= b4/dri/drj¢z(ri)¢}(rj)0j' (:}J APJ) ¢i(ri)d;(r;),

ij

(%) = (o)

— bs/dn/drjfb r;)ol(r;)o; (%APJ ®i(ri)d;(ry),
<H5P(6)> _ <4m2i2?320.1.h>

= b6/dri/drj¢;((ri)¢}(rj)0'i' (:g APj) Gi(ri)g;(r;),
<H5P(7)> _ <me2k(;:13220j.1i>

= b7/drl/dr3q§j(rz)¢;(rj)ag . (:l‘] /\pl> (bl( )¢](r3)
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Enfin, les trois derniers termes k = 8§, ..., 10 représentent les opérateurs de l'interaction spin-spin :

252
BP®)\ _ [ eh  0i-0j
(H5") = <4mzc28” 3 J‘“’“iﬂ')>
Ui.U.
= b [ ol e} e) T 60 005,
252
BP9\ e‘h” ;- 0;
<Hij > N <4m2c2 Y >
Ui.U.
= bg/drz/dr]qﬁT ) 7‘3 ! (rz)d)_j(r])a
ij
272
BP(10) - —e“h (o‘i.rij)(o'j.rij)
<Hij > N <4m2023 r;

- bw/dri/dri@bf(ri)@(rj)(m.rijzéaj.rij)@(rz')%(rj)

ij

Minimalisation

On cherche a déterminer ¢; et (bz de telle sorte que (3.108) soit minimale. On utilise la méthode
de Lagrange en fabriquant la fonctionelle F’ (gb;', o;) :

F(¢I> ¢l) = EH(¢I7¢Z) + Hns((bia gbz) + Hso(¢ja ¢z) + Hss(¢ja ¢’L)7

avec
EH(QS;rv(bz) = Z<T>+ ZZ<KU> ZQ<¢1|¢T
i=1 i#j
1 3 N
Hns(qs;ra(bz) = §ZZZHBP
k=11i=1 i#j
1 7 N
Ho(0l,00) = 5D > > Hy ™,
k=4 i=1 i#j
1 10 N
Hss(gijﬁbi) = 5 ZZHEP(M

E
Il

81

1i#j

On cherche donc a minimiser F' ((bz, ¢;) de telle maniere & obtenir une équation du type :

N
F(l,01) = D 065 (hi + hitns) + hi(so) + hi(ss)) 1)
=1
N A ~ A A~
+ 3 OB (hF + hingy + R0y + hie))85) = 0. (3.109)
i=1

Pour cela on invoquera la symétrie des opérateurs d’interaction H,; BP(k)

directement :

c’est-a-dire que 'on écrira

5 [ v [ aes(60l 6] )+ o] 0661 2B 015116,

2#]

—Z/drl/drj(SQST rz (bT r]) ij ¢1(r1)¢J(r])

i#j
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Termes d’interaction non-spin

On calcule §H s (¢>le7 ¢;) ot Hys ((bj, ¢;) est la fonctionelle qui regroupe tous les termes non spin pour
obtenir une équation du type :

Hyo(0], 1) Z&Zﬁ ( i( z) + XN:(MD* (}Al;k(ns)(bz) =0. (3.110)
i=1

Le premier terme de (3.110) s’obtient aisément et correspond au terme noté (3.111) contairement au
second correspondant & (3.112) ou il faut pouvoir permuter d¢; et qﬁg dans les deuxiéme et troisieme
membres. Ceci est possible pour le deuxiéme car < ¢; | p | d¢; >= (< d¢; | p | di >)*.

H, ¢7,7¢’L Z/dr15¢ rL blZ/erCb I'] TZ])¢] I‘] + bap; - Z/dr](bT I‘] ¢j(rj)

i#] i#]

+b3 /er¢ I'] wdb(rﬂ) gi)i(ri) (3111)
i#] ij

N
+;/dri(5¢3)* bl Z¢J/dr]¢ r;)d(riz)¢;(ry)

+b2p;™ Z/drj(;ST rj ¢](rj)

i#]
Iy i)Pj *
o 3 [ o)) BRI 1) ) 7).
i#£] i
(3.112)
On peut donc donner 'expression du hamiltonien monoélectronique de la partie non spin :
hiins = b1y / dr;él(r;)0(rij)ds(r;) + bapi - Y / dr; i ( (r;) ¢j(rj)
i#j i#j
rl 1
+b32/dr3¢ (r)) M%( i) (3.113)
i#j ij

Remarque :

En raison de la non commutativité des opérateurs position et impulsion on laisse en 1’état pour
Iinstant le dernier terme avec p; sous l'intégrale par rapport a j.

Termes d’interaction spin-orbite et spin autre-orbite

On note HSO(@T7 ¢;) la fonctionelle qui regroupe tous les termes de spin-orbite et on cherche & établir
une équation du type :

Hio(@], 1) ZM’ (hitsor ) + S (6l (i) = 0. (3.114)
=1

Comme précédemment le premier terme de (3.114) se calcule directement et correspond a (3.115). En
revanche, pour le second s’identifiant & (3.116), la permutation entre §¢; et qﬁj pose probléeme mais en
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utilisant < ¢; | p | d¢; >= (< Id; | p| pi >)* et < ¢; | 0| d¢p; >= (< d¢; | o | ¢; >)* on obtient :

N
SHao6l0) = Y. [dndolw) | b (mn Y [argole)Fo )
i=1 i#] ij

o4 Z/dW}(ra‘)Ua‘ ' (:;3 A Pj) 6;(r;)

i#£j i

+bgor - Z/drjg;;(rj) (7‘:; A pj) ;(r;) (3.115)
]

i#]

+ b7p;i - Z/drjqﬁ;{(rj) (Uj A 7{?) ¢;(x;) | ¢i(ri)

i# v
al Ty* * * t T
+3 [ dri(oel) | ~bsoit- (it A Y [ drsole) = (xy)
i=1 7] v
I'jj
+b42/drj</’>}(rj)0j' (7,93 /\Pj> ;(r;))
i#j 7

Tbgors* - Z/drja;}(rj) (;;J /\pj> ¢;(r;) (3.116)
]

i#]

+b7pi” - Z/drj(bj‘(rj) (Uj A :;‘) ®j(r;) | &5 (ri).

i#] K

L’hamiltonien monoélectronique du couplage spin-orbite est donc :

hicso = —bs0- PiAZ/derf?;(rj)%(ﬁj(rj) +b42/drj¢}(rj)0j' (:;J APJ) b;(r;)
ij

i#j i#j gl
T'ij I'ij
060 - Z/drjéb}(rj) (7,33 APJ) ¢;j(rj) + brpi - Z/drjd’;(rj) (Uj A 7,;) ¢;(r;).
i#j i i#] W
(3.117)

Termes d’interaction spin-spin

Enfin, avec Hg, ((;537 ¢;) la fonctionelle qui regroupe tous les termes d’interaction spin-spin, on cherche
une équation du type :

N N

6Hys(o]00) = 00! (higoi) + 368D (Rieo7) = 0. (3.118)

i=1 i=1
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Le premier terme de (3.118) correspond directement & (3.119). Le second s’identifie bien & (3.120) si
on peut permuter 6¢; et ¢! c'est-a-dire utiliser < ¢;(r;) | o | 5¢i(r;) >= (< 6pi(r:) | o3 | di(rs) >)* :

N
OHss (97, 0i) = Z/drﬁd(fi) bsai'Z/drj¢}(l‘j)%5(7“ij)¢j(fj)
i=1 oy
+byo - Z/drqu}(rj)%@(rj)
i#] i

+b1907; - Z/dr]cﬁj(r])W@(r]) d)z-(ri) (3119)

i#j i
N
+Z/dri(5¢j)*(ri) bgai*-Z/drg‘(ﬁ}(rj)ﬁﬂ?‘ij)%(rj)
=1 i#£] 3

* gj
+boo; 'Z/drj@(rj)f;%(rj)
i#] i

b 3 [ dnjol o) ST, 1)) 07 (3120

i ij

Ceci permet d’écrire le hamiltonien monoélectronique de la partie spin-spin :

e = boie 3 [dnyole) T 8()05(ey) + a3 [ dniolie) Foye)
i#j i#£j i

s Y [ ol e BT . (3121)

i#] R

Hamiltonien total

Enfin, en regroupant les formules (3.113), (3.117) et (3.121) et en remplagant les coefficients b par
leur valeur on obtient N équations indépendantes pour chaque électron i :

<p2 + hBP) i(ri) = €igi(rs).

2m
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La quantité hpp représente le champ moyen de I'interaction du second ordre en 1/m obtenu & partir
du hamiltonien de Breit-Pauli :

hpp = QZ/dr1¢ I'J ¢J(r1)

i#£]
wh2e?
contact { RO Z/drjéb](rj)(;(rw)%(rj)
i#]
. 62 (rl p:)P
non — spin ~gzaPi Z/drj(bT r;) gb] 2m202 Z/drﬂff r;) rJ Lo (r;)
i#£] i#j K
h62 T rlJ
S—o —m dr]qi) r)) ¢J(r]) APpi+ A2 QZ dr1¢ rj)o N Pj
z;ﬁ] z] ZJ
2h62 i
s—a—o {+4m202 Z/drj(b r;) < ] /\pJ> ¢j(rj) + 4 5 2p1 Z/dr]qi) r;) <UJ
i#£] i#£]
) . h2e? rij(o - 135)
spin — spin 22T ;/dr]q&T r;) < 77—5(73]) ?j +3%]J ¢;(r;) .

3.4.4 Comparaison des deux méthodes

Il s’agit maintenant de comparer les élements des formules (3.105) et (3.122) et proposer une
interprétation des termes obtenus. Pour rendre la tache plus simple il faut d’abord harmoniser les
formalismes. Dans la formule (3.122), le vecteur position r; de I’électron i est équivalent au vecteur
position x de la formule (3.105) qui est exprimé dans la varaiable r = |x — x/|. Les vecteurs position
r; des autres électrons j sont équivalents aux vecteurs position x’. La transposition se résume de la

maniere suivante :
Z/drj (1) f(ri5)¥(r;) — /dx \I/Tf
i#]

Ainsi, le hamiltonien (3.122) devient (& ’exception du terme dipolaire de jauge dont on a pas sorti
Popérateur p;) :

nwh?e? , e? P
- _ T _ . fut 2
(3.122) /dxu 5(r)u 52.2P /dxu U

m2c?

2

6 r-- . (r-- . pi)p;

[ ax/yt B _FUE,
2m?2c? / r?j

he? 2he? r
T T
T (/d"'“ “> M cz"'/d"'“ (75 1p)u
he? r 2he? r
T /d"'““" (5 1p) ut P /d"'“T (050 55)
h%e? o o r(o-r)

Regroupement et comparaison
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Il suffit de regrouper les termes d’attributs communs. Par exemple pour les termes de contact
des charges, il faut comparer :

e2h? utu eh? 1
005)emi = g (") 4 g [t o
wh2e?
_ T
(3-123)c0ntact = *W/dx’u 5(7")U

Les opérateurs impliquant 1’interaction non-spin provenant d’un terme de Gaunt sont associés aux
termes suivants :

ie’h , (uVul utVu
(3105)HSG = 74m2c2 (/ dx ( r - r > ! p)
e /1P
_ P
(3.123) 5 ~5zaP /dx u'=u

Il faut regarder les opérateurs impliquant 1’interaction non-spin provenant d’un terme de jauge :

ie2h uVuT r) r(uVu-r)
(3.105)7L8J = 4m202 (/d ( - 7"3 ) : p)

(3'123)nsJ = 27’71202 Z/dr]QS r] quj( )

Tij

Les éléments du couplage spin-orbite sont plus faciles a analyser :

e’h utu e’h 1
- & wu i
(3'105)500 = 4m2020' -V (/ dx’ , ) Ap— Am2e2 /dX/U o - (p ANV (7’)) U
e’h utu e*h r
- f
= 50 V(/dx r)/\p+4 22/dx'ua~<T3Ap)u

he? he? r
(3.123) 50 = e Le (/clx'uT ) Ap+ —s I /dX/’LLTO'- (r—d /\p) u

En revanche les termes d’interaction spin-autre-orbite ne sont pas évidents a comparer :

e2h V A (ufou r(V A (ulou)-r
(810)asoc = —T33 (/dx' (i)) -p—l—/dx’ ( ( (Tg ) )) _p>
o212 - t v
_ieth o (v A /dx’ uVul — ulVu L VA /dx’ r(uVu'-r) r(u'Vu-r)
8m?2c? r r 3 3

2he? , r he? r
_ t 't
(3.123) 450 = el /dxu (a'/\r—g)u—i-mo--Q/dxu (T—g/\p) Uu.

Enfin pour les termes d’interaction spin-spin :

(3.105)spin = 7%0, <VA/dx/ (W) JrVA/dX,(r(VA(?zf;fau).r)))

h?e? o o r(o-r)
(3.123)spin = ——550- /dx’uJr <—87r35(7") -3t 3 = )u

4m2c2?

Remarques et commentaires
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Nous venons de confronter les termes d’interaction rayonnement-matieére obtenus par la méthode
auto-cohérente avec ceux obtenus par la méthode de Hartree. Malheureusement, nous ne sommes pas
en mesure, a I’heure actuelle, de prouver leur exacte équivalence comme nous ’avons fait dans le cas
relativiste. Nous expliquons plus bas, a travers quelques exemples, quels sont les points qui méritent
des approfondissements. Cependant, cette étude fournit aussi quelques satisfactions qu’on peut souli-
gner.

— La méthode de champ moyen auto-cohérente permet de retrouver tous les termes d’interaction
qui existent au deuxiéme ordre en 1/m pour un systéme de particules chargées. Ce constat
cohérent n’était pas évident au début de ’étude et nous sommes maintenant capable de dire
quels sont les termes d’interaction rayonnement-matiere du hamiltonien de Foldy-Wouthuysen
au deuxieéme ordre en 1/m qui contribuent aux interactions de contact, de spin-orbite, de spin
autre-orbite et d’interaction spin-spin (voir tableau de la section (3.4.3)).

— Les termes obtenus par les deux méthodes sont similaires vectoriellement, mais aussi a prori,
d’un point de vue des coeflicients. Les termes d’interaction spin-orbite (3.105)s0c €t (3.123)s0c
sont tres parlants.

— D’autres termes présentent des difficultés. Prenons par exemple les termes d’interaction non-spin
provenant de l'opérateur de Gaunt (3.105),s¢ et (3.123),sg. Le deuxiéme se présente sous la
forme —(1/2)p - [ dx'ulBu avec I'opérateur impulsion p sous l'intégrale et un coefficient 1/2.

Le deuxitme est du type (—ifi/4) (f dx’ (“V“ — %) ~p) avec un coefficient 1/4 et deux

opérateurs V, mais n’agissant pas sur les mémes fonctions d’onde. On voit bien qu’en comptant
deux fois l'opérateur —iiV on pourrait transformer le coefficient en 1/4 en 1/2 et retrouver un
seul opérateur impulsion sous l'intégrale. Le soucis est que la correspondance :

—(1/2)p- /dx’uTgu — (—ih/4) (/ dx’ <UVTUT — qu“) .p> )

n’est pas facile a établir. Il faudrait pouvoir prouver :

/dx,uVuT _/dx,uTVu
ro ro

Le soucis est que 'opérateur présent dans le produit scalaire est ¥. En mécanique quantique V

et % ne commutent pas et il est difficile de savoir si 'opérateur V agit sur u ou sur .

— Par ailleurs, cette expression provient initialement de la forme classique du courant trans-
verse jt dans la jauge de Coulomb et dans ’approximation quasistatique :

. 1 dx’ j(x,t r(r-j(x,t

Il serait peut-étre nécessaire de symétriser les opérateurs j et % pour travailler avec les regles
de la mécanique quantique.

— Les deux remarques précédentes concernent aussi les autres opérateurs. Les coefficents semblent
étre identiques mais il faut définir des regles de calcul et vérifier que les termes des deux
approches sont bien identiques.
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3.5 Prise en compte d’un champ externe dépendant du temps
« Sur7soverivercuserin »

Mot de passe pour aller de la
vallée de la Bruche au Portillon.

Jusqu’a présent nous avons étdudié la contribution des champs internes au systeme, c’est-a-dire ceux
produits par les particules. On cherche maintenant & ajouter un champ externe dépendant du temps
aux modeles de champ moyen développés. On réalise ce travail dans la section (3.5.1) pour le cas
relativiste et dans la section (3.5.2) pour le cas quantique non-relativiste au second ordre en 1/m. La
section (3.5.3) est consacrée a la conclusion du chapitre.

3.5.1 Formalisme quantique relativiste

Théorie auto-cohérente

On souhaite ajouter la présence d’un champ externe représenté par le couple (Pept(X,1), Aczt(X,1))
au systeme de N électrons en interaction de charges g1 = ¢2 = ... = qy = ¢ dans la théorie auto-
cohérente développée dans la section (3.3.1). Cette opération ne présente pas de difficulté particuliere,
il suffit d’ajouter @t (X,t) & Pt (X, 1) et Aere(x, 1) & Ajpni(x,t) dans les termes de 'équation (3.73).
On obtient les équations suivantes :

x  (ca- (p— qAint(X,1) — qAcrt(x, 1))

oV (x,t
+mc®B + qPine (X, ) + qPeat(x,1)) U(x,t) = zh%
5 Abyu(x,1) = _pxt)
€0

* AAint (Xa t) = _,U/OjT<Xa t)
Les autres équations ne sont pas modifiées.
Théorie de Hartree

Dans la méthode variationnelle de Hartree, si on rajoute un champ externe dépendant du temps,
le hamiltonien exact du probleme pour la fonction d’onde totale décrite dans I'approximation d’Har-
tree U = U(ry,...rn) = Uy(ry)Pa(rs)...Un(ry) s’écrit selon équation suivante :

N N
1
H = E (Cai . (pi — qumt(Xa t)) + q@wt(x, t)chﬁl) + 5 E E Uij + Bij7 (3124)
i=1 i=1 i#£j

avec U;; = K;j+B;; I'opérateur d’énergie potentielle entre deux particules ¢ et j composé de I’opérateur
coulombien et de 'opérateur de Breit. Si on calcule I’énergie moyenne et que I’on minimalise cette gran-
deur par rapport & ¥ et W, il suffit réaliser la procédure pour les termes d’interaction rayonnement-
matiére impliquant le champ externe. Les autres termes on déja été calculés dans la section (3.3.3).
On cherche a obtenir une équation du type :

N N
5 <Z H(®ent, Ay, U ,\Di>> =3 00T (A @ert, M) ¥3) + 681" (A (@t Acu) ¥ ) = 0.
=1 =1



Prise en compte d’un champ externe dépendant du temps 141

On obtient alors :

N
§ (H(®ept Acwt)) = 6 (Z/drlﬂ.../dmﬂv (—geat; - Aoy —l—q(I)ext)\I!l...\IlN)
i=1

N
= ()Nl (Z / oiI'i\If;r (—gea; - Acat + qPest) \I/l>
i=1

N N
= Z / dri(i\Il;r (—gqea; - Ayt + qPept) U5 + Z / dri\I/I (—gca; - Acpt + qPest) 0T,
i=1 i=1

(3.126)

N N
= Z / drl(S\II;r [_qcaz : Aext\:[li + qq)ext] \Ilz + Z / drl(dqlz)* [_qca;k : Aezt + qq)ext] \IIZ(
i=1 i=1

ou l'on utilise les mémes propriétés < ¥; | o | 6¥; >= (< 6¥; | @ | ¥; >)* que dans la section
(3.3.3) pour passer de (3.126) & (3.127), ce qui correspond bien & la forme (3.125). On obtient alors
N équations monoélectroniques pour les fonctions d’onde W;(r;) que 'on peut ajouter a I'expression
(3.87) et dénommer équations de Hartree-Breit en présence d’un champ externe :

eQ\I/T- r\W.(r:
ca; - (pi — qAcat) + M Bi + qPeqr + Z / drjw
i N

\I/T ri)a,;V,(r; r;; \I/T r; aJ\IIJ r;) X
eQai.Z/drj< p(19)asWrs) iy (95 (rs) oWy (r) )) i) = 610 (r)

. 3
P 2r;; 21'”

(3.128)

3.5.2 Formalisme a deux composantes

Théorie auto-cohérente

On réalise la méme opération que précédemment en ajoutant le couple (Peri(X,t), Acrt(x,t)) dans
le hamiltonien de Foldy-Wouthuysen au second ordre en 1/m. Les équations auto-cohérentes sont
modifiées selon :

(3.127)

ou

1 9 qh qh?
* (%(p - q(Aznt + Ae:vt)) - %0’ : (V A (Aznt + Ae:vt)) + q(I)znt + q(bezt - WV : (Eznt + Eznt)
h .
787:/72020- . ((Eznt + Eemt) A (p - Q(Aim& + Aezt)) - (p - Q(Aint + Aemt)) A (Eint + Eezt))) u = ih—

x ADy(x,1) = _px1)
€0

x  AA(x,t) = —pojr(x,t).

ot
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Dans la perspective d’un calcul numérique, on doit tenir compte de 'ajout du champ externe dans
I’expression des sources, ce qui donne :

pgo) = uju
2

@ _ ot h
P; = U Sm2c2 "~ Am2c2 U o - (P —q(Aint + Aext))ui AV)

. ih h
.151) = o (WVUI - u:Vw) - %ujui(Am + Acyt) + %V A (u}o’ui)
.(2 qh
Jz( ) = _W(Ujaul A (Eznt + Eext))'

Cette opération amene des modifications concernant le hamiltonien d’interaction rayonnement-matiere
du second ordre en 1/m. Elles sont apportées par le deuxieme terme de p?), le deuxiéme terme de
( ) qui comportent le terme supplémentaire A..; ainsi que par le terme d’interaction spin-orbite
du hamiltonien de FW contenant A..:. La conséquence est qu’il existe des termes de champ moyen
supplémentaires fonctions de A+, qui s’ajoutent aux termes non spin de Gaunt (3.105),s¢ et de
jauge (3.105),s7, aux termes d’interaction spin-autre-orbite (3.105),s0c ainsi qu’aux termes d’inter-
action spin-orbite (3.105)s,.. Ce résultat est tout a fait naturel. Il est & mettre en lien avec la
modification du hamiltonien de Breit-Pauli au second ordre en 1/m en présence d’un champ externe
dépendant du temps, oll nous avons montré dans la section (2.3.5) du deuxiéme chapitre qu’il fal-
lait remplacer p par p — ¢A. On retrouve un résultat similaire dans la théorie de champ moyen ou
la densité quantique de courant orbital doit étre complétée par le terme contenant le potentiel vecteur.

Théorie de Hartree

Dans la section (3.4.3) nous avons travaillé avec le hamiltonien suivant :

10 N

WA S WED S H )

i=1 i#j =11i=1 i#j

2
avec T; = 21)7; En présence d’'un champ externe on utilise I’ensemble du hamiltonien de FW au

deuxieme ordre et le hamiltonien exact du probleme devient :

N 2
H = Z (;;1 + HlFW(Q) (Aeacty exrt > Z Z UU
=1

i=1 i#j

BP(k)

_ 10 . , > . . N
avec Uj; = Kij + > 1,4 H;; qui représente l'interaction coulombienne au deuxieme ordre en

1/m donné par lopérateur de Coulomb et le hamiltonien de Breit-Pauli (on néglige pour Uinstant la
modification du hamiltonien de Breit-Pauli par le champ externe). La quantité HFW(Z)(AeH, Dent),
représentant l'interaction rayonnement-matiere avec le champ externe dans la jauge de Coulomb vaut :

2 h
HlFW(Q) (Aea:ta cI)ewt) = _iAea:t * Pi + d Azzt - 1 ag;: (V A Aezt) + qq)ewt
m 2m 2m
qh? qh
+8 2 2 A(bewt 8m202 S 5 50 (Eext A (pz - qu:vt) - (Pi - qua:t) A Eea:t)) -

(3.129)

Pour achever la théorie de champ moyen selon la méthode de Hartree, il faut appliquer le principe
variationnel sur ’énergie moyenne de 1’équation (3.129) et obtenir une équation du type :

N N
5 <Z H Y (@, Aca, 0] 7¢i>> = > 00} (YO (@at, Acar)6i) +6(01)" (AT D (@cat, Avar) 7 ) = 0.
i=1

i=1

(3.130)
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On peut écrire directement :

2
FW (2 q qh
d <H7, ( )((I)ewt7A€wt)> = z:/drl(S(bT ( emt p; + %Agwt - %Ui : (V A Aewt) + qq)ewt

gh? gh

+8TA¢EJLT - maz . (Eezt A (pz - qua:t) - (pz - quwt) A Eezt))) ¢z
h
+Z/dr1¢T < *Aezt p: + 7Ae;1;t 2qim0'i : (V A Ae:z:t) + qPess
qh? qh

+8m2 2 A(I)e:z:t Waz . (Eezt A ( L quxt) ( Pi — quzt) A Eezt)) 5¢2

(3.131)

Pour obtenir une forme similaire & (3.130) on transforme (3.131) & l’aide des propriétés de la section
(34.3), < ¢y | P |00 >= (< i | P| i >) et < ¢y | o] 0p; >= (< d¢; | 0| ¢y >)* ainsi que
<¢ilo-p|ip; >=(<d¢; | o-p| P >)*, on obtient bien :

2 h
5 <H1FW(2) ((I)emh e'ct Z/drl(S@bT ( (’a:t Pi + ;%Agxt - zqimo'z‘ . (V A Ae.'ct) + qq)emt
qh? qh
+8 2 2 A(I)ext mo’l : (Eemt A (pz - qu;Et) - (pz - quzt) A Eea:t)) ¢z
+Z dry(51)* ——A . pr A iﬁa*-(VAA,th@ "
1 ex i ext ot ex ex
qh‘2 qh’ * * * *
+WA¢ewt - maz : (Eewt A (pi - qumt) - (pl - qua:t) A Eext))) ¢i .

Cette opération nous permet d’obtenir N équations monoélectroniques indépendantes tenant compte
de la présence du champ externe. Cependant pour étre rigoureux, il faudrait reprendre les calculs
de la section (3.4.3) en dérivant le hamiltonien de Breit-Pauli modifié par la présence de I'impulsion
généralisée p — qA ¢ Etant donné que A.,; ne dépend ni de 4, ni de j, on imagine bien que le calcul
serait fastidieux et qu’il suffit de réaliser la substitution directement dans I’équation (3.122). On écrit
alors les équations de Hartree-Breit-Pauli en présence d’un champ externe :

(P —qAcrt)®  gh qh2
( m - 2m (V A Aemt) + qPest + 3m A(I)ewt
_ah E A A E 2 drof 1 mh2e? p 5(
_8m2620'i~ ( elt/\( —q E.Lt) ( i — q elt)/\ e.Lt +e z#: I‘J¢ ¢] m2 5 I‘]¢ 7‘”
17]
762 Aemt) (I‘ (p - qu:vt))(p' - quwt)
2m262( - ewt /er¢T 7"" (b] 2m202 /dI'J(z)T I‘j i ! 7~3, J (b]

ij

he? i
dr]¢ ) A (pi - qumt) + m /drj(b;o',j . (T’P’J A (pj ewt)) ¢7

j

4 A2 02 2 <

i he? 1
4 T332 2 / I‘j(bT ( J /\(P ea:t)) d)] 42 262( - ewt Z/drj(b <O'J J) ¢
4 A 202 2 /

i#]

dr; ! ( 8#—6(7"”) 3”' +3rJ(‘?5rJ)> @)) b; = €. (3.132)
ij

j
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Chapitre 4

Eléments de magnéto-optique

Dans ce chapitre on présente les effets Kerr et Faraday qui sont les phénomenes magnéto-optiques
sur lesquels repose I’'étude expérimentale de la désaimantation ultra-rapide induite par des impulsions
laser ultra-bréves et intenses. En premier lieu, on aborde dans la section (4.1) le sujet dans le cadre
de V'optique linéaire en montrant que les grandeurs expérimentales étudiées constituent une mesure
du caractere anisotrope de 1’échantillon. Dans la section (4.2), on décrit le phénomeéne d’un point de
vue microscopique en accordant une attention particuliere aux corps ferromagnétiques. On montre
que 'aimantation du systeme représente ’aspect prépondérant du caracteére anisotrope. La mesure
expérimentale des parametres magnéto-optiques permet ainsi une mesure indirecte de I'aimantation
statique d’un matériau. On présente dans la section (4.3.2) les techniques expérimentales résolues en
temps qui permettent d’étudier la dynamique d’aimantation ultra-rapide observée dans les régimes
d’optique non-linéaire. La derniere partie (section (4.3.4)) est consacrée a la magnéto-optique cohérente
qui constitue une branche nouvelle du femtomagnétisme. On y expliquera le lien avec la dynamique
relativiste étudiée dans les chapitres précédents.

4.1 Effets Kerr et Faraday

4.1.1 Présentation

Découvert par Michael Faraday en 1845, I’effet Faraday est le phénomene de rotation du plan
de polarisation de la lumiére, observé lors de sa propagation dans un matériau soumis a un champ
magnétique.

L’angle de rotation 6 est proportionnel a la distance [ parcouru dans le matériau et a 'amplitude du
champ magnétique B appliqué :
0=V (w).B., (4.1)
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oul V(w) est la constante de Verdet, elle contient la fonction de réponse du matériau. Cet effet s’ex-
plique par ’anisotropie du matériau provoquée par le champ magnétique. Si le milieu est
isotrope, la polarisation des charges est colinéaire avec le champ électrique incident. A la sortie de
I’échantillon, le plan de polarisation de la lumieére n’est pas modifié. En revanche, la présence d’un
champ magnétique génere une polarisation des charges supplémentaire, perpendiculaire au champ
électrique incident, qui modifie la direction du champ électrique a l'intérieur du matériau. Le plan de
polarisation de la lumiere transmise, défini par le plan formé par la direction du champ électrique et
la direction de propagation, a tourné d’'un angle 6 par rapport a celui de 'onde incidente. Dans les
gammes de pulsation ou le milieu est absorbant, la vibration transmise est polarisée elliptiquement. La
modification de I’état de polarisation existe aussi pour la lumiere réfléchie, on parle alors d’effet Kerr
magnéto-optique (1877). Ainsi, de fagon plus générale, I'interaction d’une onde électromagnétique
polarisée rectilignement avec un matériau soumis a un champ magnétique, génere une onde réfléchie
et une onde transmise polarisées elliptiquement. Les angles de rotation et d’ellipticité de la vibration
transmise sont notés fr et np, ceux de la vibration réfléchie 05 et nx.

Effet Faraday

Effet Kerr

Les grandeurs magnéto-optiques de rotation et d’ellipticité peuvent étre étudiées a ’aide de la phase
des signaux aprés interaction avec le matériau. Que ce soit pour l'effet Faraday ou 'effet Kerr, on
peut montrer que pour des faibles angles (section (4.1.4)) la phase ¢ des signaux s’écrit :

¢ =0+1n.

La phase ¢ et la rotation du plan de polarisation sont dues a la biréfringence du matériau provoquée
par le champ magnétique. Le tenseur diélectrique comporte des termes non diagonaux :

€xw  €zy O
()= | —€zy €z O
0 0 €,

L’indice du milieu n’est pas le méme selon la direction de propagation. Il apparait un déphasage
entre les composantes du champ électrique. La nature vectorielle du champ électrique permet de
décomposer une vibration rectiligne en la somme d’une polarisation circulaire droite (mode (4)) et
d’une polarisation circulaire gauche (mode (—)). A ces états de polarisation particuliers sont associés
les indices optiques circulaires, obtenus a partir des équations de Maxwell (section 4.1.3) et définis
selon :

ni = €gp T i€y,
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Ils représentent les valeurs propres du tenseur [e] dans la base des états circulaires. C'est la différence
de chemin optique AL, parcouru par les modes circulaires, qui provoque la modification du plan de
polarisation. Si le mileu est absorbant les modes (+) et (—) sont atténués de manieres différentes et
ne permettent pas la reconstitution d’une polarisation rectiligne apres interaction avec le matériau : la
vibration est polarisée elliptiquement. La différence de marche se précise par la différence des indices
associés aux modes (+) et (—) (AL &~ An = ny —n_). La phase des signaux contient cette différence
d’indices :
¢p=0+1in= f(An,w).

Intérets

L’effet Faraday est observé dans de nombreux matériaux présentant un pouvoir rotatoire. Les matériaux
d’intéréts ici sont les matériaux aimantés et plus précisément les ferromagnétiques. L’équation (4.1)
présente une proportionnalité entre la rotation 6 et le champ magnétique appliqué B. Or dans les
milieux matériels aimantés le champ d’induction contient les effets du champ d’excitation magnétique
H et de 'aimantation macroscopique M.

B = puo(H+M).

La relation entre champ magnétique et I’aimantatation permet d’obtenir une mesure de ’aimanta-
tion du matériau par la mesure de 6. Ces effets magnéto-optiques sont a ’origine des phénomenes de
désaimantation ultra-rapide, observés dans des régimes d’optique non-linéaire, dont nous discuterons
plus tard. On cherche tout d’abord dans la section (4.1) & déterminer plus précisément les expressions
des grandeurs magnéto-optiques dans le cadre de 'optique linéaire, la rotation 6 et Uellipticité n étant
les grandeurs mesurées expérimentalement. Ainsi,

— On rappelle tout d’abord les propriétés géométriques de la polarisation de la lumiére pour com-
prendre le lien entre les différents angles ¢, 6 et n puis on présente les bases du formalisme de
Jones qui permet de décrire les différents états de polarisation.

— On présente ensuite comment obtenir les indices circulaires a partir des équations de Maxwell.

— On précise apres quelles sont les expressions des phases Kerr ¢x et Faraday ¢r et on montre
I'importance de la nature anisotrope du matériau dans la modification de la phase des signaux.

La proportionalité avec le champ magnétique ou ’aimantation est étudiée plus tard en section (4.2)
dans la compréhension du phénomene d’un point de vue microscopique.

4.1.2 Polarisation de la lumiere
Soit une onde plane se propageant dans la direction Oz que I'on développe sous la forme :
E(z,t) = (Boe'®ex+ Egye'®rey)ei=0

= (BEogexe ™! + Egyeye'(9=w0)ilkztos)

ou l'on note ¢ = ¢, — ¢, le déphasage entre les composantes du champ électrique. Dans le plan (Ozy)
(z = 0), les composantes réelles du champ électrique sont :

E = Eyycos(wt)ex + Egycos(wt — ¢)ey.

Le plan de polarisation de la lumiere est le plan formé par le vecteur d’onde k = ke, et le vecteur E.
Dans le repére du laboratoire (Ozy), extrémité du vecteur champ électrique décrit une trajectoire
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elliptique. Les composantes du champ E, = Eyzcos(wt) et E, = Eg,cos(wt — ¢) sont reliées par
I’équation caractéristique d’une ellipse :

B\ (Ex )2 2E,B, o,
(EOy) "\ Zo. EoyEox cos(¢) = sin®(¢). (4.2)

La valeur de la phase ¢ détermine la nature de ellipse :

— pour ¢ compris entre 0 et 7, le sens de rotation est dit gauche (sens anti-horaire). La polarisation
est rectiligne lorsque ¢ = 0 et circulaire gauche lorsque ¢ = 7 :

alaN
PPN

=

) ) Y

— pour ¢ compris entre — et 0, le sens de rotation est dit droit (sens horaire). La polarisation est
rectiligne lorsque ¢ = —m et circulaire droite lorsque ¢ = —73 :

Y Y Y Y

NN AT,
= <

S
Il
|
o] =
.
Il
|

11 est commode de se placer dans le repere propre de lellipse (Ox’y’) obtenu par une rotation d’angle
0 autour de l’axe z (voir figure 4.1) :

V
T

F1G. 4.1 — Ellipse représentée dans les bases (Oxy) et (Oz'y’) .
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Dans la base (Oz'y’) les composantes du champ électrique E = (E,/, E,/) sont liées a celle du repere
du laboratoire par la matrice de rotation R(f) :

I R ) o e A v I Bl R i i B

L’angle 6 caractérise 1’orientation par rapport au repere du laboratoire, de maniere a inscrire ’ellipse
dans un rectangle de coté a et b coincidant respectivement au grand axe et au petit axe. Dans ce
repere, ellipticité est définie par I'angle 7 tel que tann = g et ’équation caractéristique de ’ellipse

s’écrit : ) )
B, E,
=1. 4.4
(%) (%) ()

En remplagant les équations (4.3) dans (4.4) et en identifiant membre & membre les expressions
obtenues avec celles de 'équation (4.2) on peut obtenir les relations liant entre elles les grandeurs E,,,
Eoy, a, b, 0,1, x, I'intensité I = E2, + Egy et la phase ¢ :

Eg, — EG 2o, F
cos(26) = 0r Oy sin(20) = 02 Foyc05(9)
\/12 — 4E2, B} sin?(9) \/12 — 4E2, B3, sin?(9)
1 2By, E
cos(2n) = f\/IQ — 4E3, Eg, sin?(9) sin(2n) = %sin(@.
Elles permettent d’aboutir aux relations suivantes :
sin(2n) = sin(2x)sin(o)
tan(2n) = sin(20)tan(d),

qui nous seront utiles dans la section (4.3.2) pour prouver que les mesures expérimentales représentent
bien les parametres magnéto-optiques. Ces expressions sont toutes démontrées dans 'annexe Polari-
sation de la lumiére.

Formalisme de Jones
Le formalisme de Jones décrit ’état de polarisation de la lumiére par un vecteur colonne a deux

lignes, proportionnelles aux amplitudes des deux champs perpendiculaires Egex et Eyey [54]. En
notant le déphasage ¢ = ¢, — ¢, le champ électrique s’écrit :

E — Ey | _ EOxe’:(wtwm) _ pilwot+an) Eo.
Ey EOy ez(wt+z¢y) EOy €Z¢ .
iz N . . )
L’état de polarisation est représenté par le vecteur :
_ EO:L‘
v - [ 2 s ] .

L’intensité de Ponde lumineuse I = (E, + E3,) correspond au produit scalaire I = V- V. On exprime
aussi le vecteur V en s’affranchissant des quantités Eo, et Ep, en notant simplement :

vV - [iw } (4.5)
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Sur la figure ci-dessous, on représente les vecteurs de Jones normés V x et Vy associés aux états
de polarisation rectiligne selon Ox et Oy ; le vecteur V (9 = %) associé a une polarisation rectiligne

faisant un angle 6 = 7 avec I'axe Ox et les vecteurs V et V_ correspondant aux états circulaires
pour la valeur ¢ = £7 :

1N
NN,

w-i] we[t) ve-n-gli] v-a[l] -]

Ce formalisme est adéquat pour réaliser des opérations géométriques :

T

— Un état initialement polarisé selon 'axe Oz effectuant une rotation d’angle 6 aura pour état de

polarisation :
Vo=V =[ ) ] [3] =[]

En posant 6 = 7 dans I'expression précédente on retrouve bien le vecteur V (9 = g)

— Une polarisation rectiligne est décomposable en la somme ou différence des polarisations circu-

laires :
o = [3]-deermd (]
v - [ Fwon3[1]EL

On notera par la suite :

1 1 1 | E 1 | E
Ex=—E,+—=E_=—/—| > |+— " :
V2 V2 x/i{ﬁEy] \/i[—lEy}
Un état elliptique quelconque est représenté avec les deux parametres y et ¢ de la figure (4.1) selon :
| cos(x)

On peut aussi écrire le vecteur de Jones d’une polarisation elliptique en fonction des parametres 6 et
7, qui sont les grandeurs mesurées expérimentalement. Dans le repére propre de lellipse (Oz'y’), le
vecteur de Jones s’écrit :

isin(n)

cos(n
v = | st |
Pour exprimer ce vecteur & nouveau dans le repére du laboratoire (Oxy), on effectue une rotation d’un
angle —6 avec la matrice de rotation R(—#). L’état de polarisation prend la forme :

| cos() —sin(0) cos(n) | | cos(@)cos(n) — isin(0)sin(n)
Vin.0) = sin(0)  cos(9) } { isin(n) ] N { sin(0)cos(n) + icos(8)sin(n) |’ (4.6)
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Dans les expériences de magnéto-optiques réalisées en laboratoire, les angles 6 et 1 sont faibles (de
Pordre du mrad). En prenant 6 et n faibles devant 27 dans 1’expression (4.6), on obtient :

o[ 1200~ ]

On utilisera dans la section (4.1.4) cette expression pour définir les phases Kerr et Faraday.

Remarques :
— On représente aussi I’état elliptique sous la forme :

Vo= | et ]

Cette forme nous sera utile dans le paragraphe (4.3.2) pour montrer comment sont mesurées
expérimentalement les grandeurs 6 et 7.

— Une maniére plus rigoureuse de mettre en évidence les liens entre les angles et d’identifier la
formule précédente avec la formule (4.6) :

cos(x)cos (3)—2’005()()52’11 (‘5) — cos(6)cos(n) — isin(6)sin(n)

sin(x)cos (“;)ﬂsm(x)sm (g’) = sin()cos(n) + icos(8)sin(n).

4.1.3 Indices optiques circulaires

Les indices optiques n3 = €,, i€, associés aux modes circulaires (+) et (—) du champ électromagnétique
sont obtenus a partir des équations de Maxwell-Faraday et de Maxwell-Ampére :

OB
E=-2> 4.
V A 5 (4.8)
. oE
V AB = puoj + poco—4— (4.9)

ot
Le terme source j est décrit par le courant de polarisation des charges, relié au tenseur de succeptibilité
diélecrique [x], qui permet d’écrire I’équation de Maxwell-Ampere selon :

. 0P 9 9
i=—5 =5 0NE & VAB = g («]E +eE)
d
= Hog (co(1+ [X)E)
OE
pocole] 5, (4.10)

ou [¢] représente le tenseur de permittivité diélectrique. Le champ électromagnétique est décrit & partir
d’une onde plane se propageant selon I'axe Oz avec E = Ege!*:2=¢*) ce qui nous permet d’écrire
les équations (4.8) et (4.10) dans l'espace de Fourier par les transpositions V +— ik et 9; — —iw.
L’équation de Maxwell-Faraday s’écrit :

ik N\E = iwB = 0 [AN| By | =w | By
k 0 0
—kE, =wB,
& . (4.11)
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Pour I'équation de Maxwell-Ampere on a :

0 B, €z €xy O E,
1tk A B = —iwppeple|E & 0 | A| By | =—wpoeo | —€xy €yy O E,
k 0 0 0 e, 0

—kBy = —wpo€o(€zo By + €2y Ey)
_ . (4.12)
kBy = —who€o(—€ay iy + €22 Ey)

On réinjecte les expressions (4.11) dans (4.12), puis on fait apparaitre le carré de 'indice du milieu

n? avec n = ﬁ = % en utilisant la propriété egugc® =1 :
n’E, = (exuFsr+ €xyEy)
n’E, = (—ewEy+ k). (4.13)

Le systeme (4.13) se résout en formant le déterminant séculaire pour E, # E, # 0 :

2

n" — €z €z 2 2 2
B 9 Y & (n® —€pe)” + €5, =0
€y n® — €zz
2 2 _ 22
& (n® —€e)” = i€y,
& ni = €pp T ieyy. (4.14)

En remplacant cette expression dans une des équations (4.13) on obtient :
(€gz L i€ry)Ey = €10 Fy + €2y Fy & E, =+iE,.

Cette derniere expression permet de montrer que les vecteurs propres associés aux valeurs propres nZ
correspondent aux états circulaires gauche et droit définis dans la section précédente :

E, ] 1
o-[5]-5 (4]
4.1.4 Expressions des phases Kerr et Faraday

Dans la littérature, on écrit généralement que la phase du signal électromagnétique apres interac-
tion avec I’échantillon contient I'information sur la rotation 6 et 1’ellipticité n par la définition :

¢ =0+in. (4.15)

La rotation correspond & la partie réelle 6 = Re(¢) et lellipticité a la partie imaginaire n = I'm(¢) de
la phase ¢. On peut exprimer les phases des ondes réfléchie et transmise a 1’aide des indices circulaires
gauche et droit. On trouve généralement dans les ouvrages pour l'expression de la phase Faraday ¢p
en transmission :

. wd
¢r = Op+inp = 27(7” —n_), (4.16)

et pour la phase Kerr correspondant au phénomene de réflexion :

. Ny — N
b = Ok +ing = —i——. (4.17)
nygn_ —1
Pour justifier ces expressions, on propose les raisonnements suivants. Dans le cas de 'onde transmise
correspondant a l’effet Faraday, 1’onde incidente E; rectilignement polarisée est décrite dans la
base circulaire comme conbinaison linéaire des modes (+) et (—) :
1 1

E;= —E, + -E_.
NCRREG
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Cette onde traverse un milieu d’épaisseur d dans lequel les vecteurs d’onde pour les modes (+) sont
kon+ ou kg est le vecteur d’onde de la vibration dans le vide. A la sortie de I’échantillon, I’amplitude
du champ électrique transmis Eg est :

Lt | B | ikongd | L iwt | P ikon_d
E; = ¢ { iE, } e + ¢ _iE, e (4.18)
On introduit le déphasage ¢ = ko(n*; no)d W(m;c n-)d bour écrire la factorisation suivante :
Lt ity ke? E: | i K, —io
E, = 56 e 2 iE, e'? + _iE, e
iwt i(ni+n_)kod | cos(@) By
e“e 2 { sin(¢)E, | (4.19)

L’état de polarisation de 'onde transmise en terme de vecteur de Jones est :

Vi = { zg’sé‘g; } . (4.20)

Cette forme de vecteur de Jones correspond & une rotation d’angle ¢ du vecteur champ électrique
incident dans le plan (Ozy). On peut voir sur la figure ci-dessous que la rotation 6 se décrit bien par
le déphasage ¢ entre les modes (+) et (—).

______

1
1
1
1
]
'
- 1 -
-
'
'
|
|

Cependant, avec cette description, 'onde incidente transmise est toujours polarisée rectilignement.
Pour justifier de I’état elliptique de la vibration, il faut tenir compte de 1’absorption et de la
nature complexe du vecteur d’onde kony = k/. + ik/l qui se répercute sur la phase ¢. Pour
obtenir la formule (4.16), il suffit d’identifier 'état de polarisation (4.20) avec celui de la formule (4.7)
en supposant que la phase complexe ¢ est faible devant 27 :

Vt:[iﬁi”“{ﬂz[éﬂn] & ¢F:9F+inF:%i(n+_n7)~

Pour 'onde réfléchie associée a ’effet Kerr, on utilise le coefficient de Fresnel de réflexion en
amplitude. Entre deux milieux d’indice ng et n le coefficient s’écrit :

No—n

ng+n
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On suppose que 'on peut définir les coefficients r associés aux modes (+) et (—). Le milieu incident
étant de lair (ng = 1), on aura :

1—ny 1—n_
ry = _ = .
14+ny 14+n_
L’amplitude de ’onde réfléchie s’écrit :
1 E, E,
i AR Y)
_ 1 (e +ro)Es
2| (ry —ro)iE,
)
= =(r+ r— i(ry—r_) . .
2 (r_:r+r_) ZEy

L’état de polarisation de I'onde réfléchie est le vecteur Vi, il est identifié a la phase complexe ¢ par
analogie avec le cas en transmission :

! 1 L : i(ry —r-)
V.= i(ry—r_ = = X = =0 + A+ =)
[ ﬁ ] { 25 } [ Ox + i } frc = O + i (ry +7_)

Pour obtenir la formule (4.17), il suffit de remplacer r+ par leurs expressions :

1-ny  1-n_

bk = = i(m_ —r_) _ \TFny © Thne
K (re+r_) (17n+ n 1—n,)

1+ny 14+n_

L —n)(+n) = (1+n)(1—n)
=)o)+ (L +n)(l—n)

LNy —Nn—
= —f—.
ngn_ —1

Remarques

— Dans le cas de l'effet Kerr magnéto-optique, il existe trois types de configuration : polaire,
longitudinale et transverse, schématisées respectivement de la maniere suivante :

| N/

MT M — M @

— Dans le cas d’une incidence oblique, le coefficient de réflexion en amplitude dépend de 'angle
d’incidence iy et de 'angle de transmission ;. Les coefficients ne sont pas les mémes selon que
I’onde incidente soit polarisée parallelement ou perpendiculairement au plan d’incidence :

ngcos(iz) — ncos(ip) _ ngcos(ig) — ncos(it)
ngcos(it) + ncos(ig) L nocos(ig) + ncos(iy)

=

— Il existe des théories de magnéto-optique plus abouties, qui tiennent compte des multiples re-
flexions de l'onde életromagnétique dans le solide. On pourra en avoir un apercu dans [83], [84]
ou [85].
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Parametre de Voigt

Dans les deux cas, transmission et reflexion, la rotation et l'ellipticité dépendent de la différence
d’indice An = n4 —n_. On évalue la valeur de An en supposant que la partie non diagonale €, est
faible devant la composante diagonale €,,. Cette hypothese est vérifiée plus loin. Ainsi :

An = (egz + z'emy)l/2 — (€gz — ieg[y)l/2
1€ 1/2 1€ 1/2
= Ve <1+ zy) @(1 Iy)
6(1}$ €$(E
1€y 1€
~ €ra <1 + 26‘:1:‘;) — €z (1 — 2%‘;)
T€qy
(S

Cette derniére expression met en évidence I'importance de la nature anisotrope du phénomene. La
grandeur :
O it
6(13.”13
est appelée parametre de Voigt. On l'exprime parfois en décomposant le tenseur diélectrique en sa
partie diagonale et non diagonale :

€xz  €Exy O €ze O 0 0 iQ 0
€] = | —€wy €xx O = €ze 0 | +e| —Q@ 0 O
0 0 €, 0 0 e, 0 0 0

Comme €, est proportionelle & ’aimantation M (cf section suivante) on exprime parfois la partie non
diagonale en terme de courant magnéto-optique dans les équations de Maxwell selon [86] :

0 iQ 01T E,
jMO = €xx _ZQ 0 0 Ey =aM A E.
o 0 o|| E

Nous reviendrons plus tard dans le chapitre 5 sur ce terme source magnéto-optique.

4.2 Modeles microscopiques
« Die Gedanken sind frei. »

Die urspriingliche Texter und
Komponist sind unbekannt.

On présente dans cette section deux descriptions microscopiques de 'effet Faraday qui permettent
de construire le tenseur diélectrique [e], et de déterminer les éléments diagonaux et non diagonaux
intervenant dans la réponse magnéto-optique.

— La premiere est une description classique se basant sur le modele de Drude. Le tenseur diélectrique
[€] est calculé & laide du tenseur de succeptibilité diélectrique [x], reliant la polarisation des
charges au champ électrique excitateur P = ¢y[x|E selon [¢] = 1 + [x]. Le modele classique
décrit un matériau diélectrique soumis a un champ magnétique externe. On présente le modele
en détail car nous l'utiliserons en section (5.1) et (6.2).
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— La seconde est une description quantique qui vise a décrire l'origine de l'effet Faraday dans
les matériaux ferromagnétiques. Les éléments de tenseur sont obtenus en calculant le courant
macroscopique j = [o]E + poeg [e}%—]? a partir de la densité de courant de probabilité quantique.

4.2.1 Description classique : le modele de Voigt

Le modele de Voigt [57] est une extension du modele de Drude de ’électron élastiquement lié qui
ajoute la force magnétique de Lorentz. Le milieu matériel est representé par une assemblée d’oscilla-
teurs harmoniques indépendants.

Ils modélisent les charges électroniques élastiquement liées a un noyau effectif. L’électron est soumis
a la force de Lorentz, & une force de rappel découlant d’un potentiel harmonique et & une force de
frottement fluide. Le principe fondamental de la dynamique appliqué & un électron s’ecrit (e > 0) :

.1, 9 e .
— =——((E A B). 4.21
r—l—Tr—l—wor m( +r ) ( )

Le champ électrique excitateur est supposé étre une fonction cosinusoidale du temps. D’apres la théorie
de la réponse linéaire les solutions de 1’équation différentielle sont du type :

E(t) ~ E(e™! 4 e~ ™) = r(t) = r(w)e™! + r(—w)e

ou le rayon vecteur r(t) représente I’écart & la position d’équilibre provoqué par le champ : r(t) =
Aze, + Aye,. On consideére uniquement le mode de vibration associé & la pulsation w, le mode associé
a la pulsation —w étant obtenu par transposition. On écrit pour la vitesse et 'accélération :

{ #(t) = iwr(t)

i(t) = —w?r(t)

que l'on réinjecte dans I’équation différentielle (4.21). Apres simplification de la dépendance temporelle
et Péquation devient :

(w2—w2+>r = —EE—%I‘/\B
T m m
Dw)r = —“E-“yAB, (4.22)
m m

ot on a posé D(w) = (wg — w2+ 17‘”) . On passe ensuite aux grandeurs macroscopiques de polarisation
volumique en considérant le milieu de volume V' constitué de N oscillateurs identiques. La polarisation

volumique s’écrit :
1
P=— Z —€r;.
4 i
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Ainsi avec n = N/V la densité volumique électronique 1’équation (4.22) permet d’écrire la polarisation

volumique selon :
2

ne etw
P= E - P AB.
mD(w) mD(w)
On introduit la pulsation plasma w? = ne’ ot on suppose ensuite que le champ magnétique statique

p meq
est orienté selon 'axe e, : B = Be,. Ainsi :

ne? _ W;%
P = yeE —i(P Ne, avec { X = meoD(w) ~ D(w)
5 = mD(w)

On voit dans I’équation précédente que c’est le terme &, dépendant du champ magnétique qui brise
P’isotropie de la polarisation. La projection de la relation vectorielle donne un systeme d’équations
couplées pour les composantes de la polarisation volumique que I'on peut résoudre :

P, = xeoEy — i¢P, P, = {£%E,-%X3F,
P, = xeoEy + P, & P, = #£%E,+%¥3F, ,
P, = xeE, P, = xeF,

permettant obtenir I'expression du tenseur de succeptibilité [x] :

1'_X€2 _% 0 Xzx Xzy 0
P=¢ [X]E =€ 1152(2 ﬁ 0 |E=¢c | —Xey Xaz O E.
0 0y 0o 0 X

On forme ensuite 'expression du tenseur diélectrique avec D = ¢y(1 + [x])E = ¢o[¢|E pour en déduire
les composantes €, et €xy

€xx  €zy O
D=e | —€y €z 0 |E =3 €re = 1+
0 0 X

X

i€x ,
€xy = — 1_ 52 = —iXzz = Xzy- (423)

Parametre magnéto-optique

Le terme responsable de l'anisotropie du materiau est le facteur {. Examinons le rapport €, /€xy
pour des pulsations optiques. Dans cette gamme de pulsations on aura D(w) = (w3 — w? + )~ 1030
s72 et wf, ~ 103° 572 également, ce qui donne Y., ~ 1. Pour un champ magnétique, B~ 1 T :

Coy _ “WXaw e B 10795 10% %1

= ~ ~ ~1074 <« 1.
€xe 1+ Xax ZmD(w) 1030 % 1030 <

On voit bien que le terme anisotrope est petit devant le terme isotrope. On justifie le développement
limité utilisé au chapitre précédent. On justifie également le fait que le signal magnéto-optique est
proportionnel au champ magnétique appliqué par le biais du facteur & :
€
br ~ ny-—n_~i— ~¢~B.
6(1?{1/’

Matériaux ferromagnétiques
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Pour des matériaux ferromagnétiques, le champ externe appliqué sur le matériau n’est pas suffisant
pour obtenir les valeurs expérimentales mesurées. Voigt a montré que la concordance entre la théorie
et 'expérience ne peut étre obtenue qu’avec un champ magnétique de =~ 107 Oersted soit =~ 10> Tesla.
Il apparait que cet ordre de grandeur correspond a celui du champ magnétique effectif associé au
champ moléculaire de Weiss B.¢s = AM nécessaire pour expliquer I’aimantation spontanée des corps
ferromagnétiques.

4.2.2 Description quantique : I'importance du couplage spin-orbite

Dans la description quantique, l'origine de l'effet Kerr ou Faraday dans les matériaux ferro-
magnétiques est attribuée a l’interaction spin-orbite. Les ferromagnétiques comme le nickel, le
fer ou le cobalt sont des métaux de transition, dans lesquels le moment cinétique orbital est bloqué.
Le champ magnétique effectif moléculaire de Weiss n’affecte pas le mouvement des charges (nous re-
viendrons plus tard sur cette étrange affirmation...) et il faut invoquer U'interaction spin-orbite Hgo
pour coupler les propriétés optiques des charges aux propriétés magnétiques des spins :

eh

Hso = 122"

e
(EAp) =5 555 (EAD).

Ces travaux ont été réalisés essentiellent par Hulme (1932), Kittel (1951), Argyres (1955), Bennett
et Stern (1965). On se propose de présenter succintement les idées développées par chacun de ces
auteurs en présentant des "morceaux choisis” des articles référencés. On présentera plus en détails
les travaux d’Argyres qui constituent une période charniere dans la description théorique des effets
magnéto-optiques dans les ferromagnétiques.

Hulme 1932

Hulme est 'un des premiers a proposer l'interaction spin-orbite pour expliquer l’effet Faraday dans les
matériaux ferromagnétiques [58]. Il note les indices circulaires ny et n, et utilise la théorie de effet
Faraday développée par Born et Jordan [59] impliquant les quantités :

’

A 2 | P2

2 T T r rr xzm’'m
ny — 1 = V(Qm + ﬂm) Uy = E Vi'm ' \2 2
r,m/! (Vm’ ) -V
’
4 2 | prr |2
2 _ T T ro__ 2 : 1 zm’m
npi]‘ - V(Oém*ﬂm) Bmfﬁ (mim)y ' \2 2
rm’ (Vm’m) -V
avec ag, et ;. les fonctions de réponse associées a un état quantique r de nombre quantique orbital
7 7172 . / Ve
m dépendant de I'élément de matrice P.7, =< r,m | > ¢, | r',m' > représentant le moment

dipolaire. La quantité hl/;;/Tm est explicitée pour m’ = m + 1 comme :

ho'

m

=W tw (4.24)

ou W représente la contribution de 1’énergie d’échange et w ~< r | Hgo | r > les élements diagonaux
du hamiltonien d’interaction spin-orbite Hgo. En notant n = ny +n, et An = (n, — ny) il parvient,
moyennant quelques hypoyheses a écrire la rotation Faraday R sous la forme :
wd
R = 7(7747 — n)\) ~

A

md(n? —1)(n? + 2) dhvw < m >
6An W2 — h2p?

(4.25)

ol < m > est la valeur moyenne statistique de I’aimantation et (v,A ) la fréquence et la longueur
d’onde de la lumiere. Cette expression lui permet de retrouver 'ordre de grandeur observé pour le fer.
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Kittel 1951

Le modele est cependant perfectible. Il est pretexté que le blocage du moment orbital dans les métaux
de transition ne permet pas d’obtenir une levée de dégénérescence dans l’expression de 1’énergie. Kit-
tel montre que 'incorporation de I'effet du spin-orbite dans I'expression de la fonction d’onde permet
d’obtenir le bon ordre de grandeur [60].

Argyres 1955

L’article d’Argyres [61] intitulé Faraday and Kerr effects in ferromagnetics donne une expression
complete des élements diagonaux et non diagonaux du tenseur diélectrique. Il détermine le courant
macroscopique de conductivité et de polarisation des équations de Maxwell & partir de 'expression de
la densité de courant de probabilité quantique. La somme sur les états quantiques A est associée au
courant macroscopique :

ieh e?
J = — (U3, VU, — U, VU ) — —AV] U, 4.26
g om ( As A A )\s) m As A ( )
OE ggp O1 0 Qg Q7 0 IE
= [o]E+ [a}a =|o1 o0 0 |E4+]| a1 ap O s (4.27)
0 0 o9 0 0 ap

ou W), est solution de I’équation de Schrodinger :

8\II>\S
ot

p2
— HU,, = ( +V(r)+

ik
! 2m?2ec

1 e
o 555 (VV(r)Ap) + P A(r,t)) Uys-

Pour obtenir ces expressions, on résout d’abord 1’équation de Schrédinger pour obtenir ’expression
mathémathique de la fonction d’onde ¥ ,,. Le hamiltonien H est décomposé en trois parties :

Hy
—_——
Ho P V) +— s (VV(r) Ap)+——p- Ar, 1)
" 2m 2m2c2 P/ v neP T

H’ H

Hj est le hamiltonien d’un électron libre soumis au potentiel périodique du réseau V (r). L’électron est
représenté par une fonction d’onde de Bloch 9, (k,r) ot u,(k,r) représente la periodicité du réseau :

2

mw&m:(p+vw)wmw:m&mwm, bullor) =

5 eFTu, (k, ).

N1/2
La fonction d’onde 1, est ensuite perturbée par 'interaction spin-orbite. La nouvelle fonction d’onde
@xs(r) est déterminée a laide de la théorie des perturbations stationnaires ol s et «(£1) représentent
les états de spin et les valeurs projetées sur 'axe Oz :

(Ho + H)pyrs(r) = (21:71 +V(r)+ Wlws (VV(r) A p)) Pas(r) = exgas(r),
¢>\S(r) = (wn(ka I') =+ Xn<ka r))a(il)
= (Wn(k,r) £ Y b (K)¥m(k,1))a(£1), ey = hwy (4.28)

m¥#n
ot le coefficient by, (k) contenant I'information vaut :
ih

bn(K) =~ T B ) / U (k,v) (VV A V)b (K, 1)dr. (4.29)
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La fonction d’onde x,(k,r) est également explicitée sous la forme d’une onde de Bloch w,(k,r)
contenant l'information by, (k) sur la perturbation spin-orbite :

xn(k,r) = k "wy, (k,r) =

e* T by ()t (K, ). (4.30)

m#n

1 2
—e
N1/2 N1/2
La troisieme partie H” représente l'interaction de ’électron avec la lumiére. La fonction d’onde ¥, du
systeme est ensuite obtenue a ’aide de la théorie des perturbations dépendantes du temps au premier
ordre :

U, s —iwyt wt , ie exp[ (wk)\/ — / , V -
As(T1) = Bag(r)e +;e Oo(r). - %_w o Oro (x)dr
expli(wl3 +w)] /
, ).Véro 4.31
O [ o Bro(r)dr|(431)
ol wyy = wy —wy d’apres (4.28), et les amplitudes complexes a(r) et a*(r) du potentiel vecteur

A(r,t) sont définies selon :

A(r,t) = a(r)e™ ™! 4+ a*(r)e™? =3 2w 0k, . (4.32)

a*efzwt lA 4

—iwt _ 1 i 9A
{ ae =5A+ 5%

La fonction d’onde Wy, (4.31) est alors réinjectée dans lexpression (4.26) et permet d’obtenir une
expression du courant en deux parties :

0A 0A
J=30 WAL JO s A, —
(u ) 6t ) + w b) b at b)

ott J© correspond au courant en 'absence de spin-orbite et J() la partie du courant liée & l'interaction
spin-orbite. Le courant macroscopique est obtenu en sommant sur I’ensemble des états quantiques et la
séparation entre conductivité et polarisation est effectuée a ’aide des quantités E = — 25 et BE “—;A
introduites par (4.32) (unités CGS). Apres de longs calculs le courant J prend la forme

1D op O1 0 Qg Q7 0 OE
J = HEJFH&* op 09 0 |E+| a1 a O o
0 0 g0 0 0 Qo

avec pour expression des élements de tenseurs :

o0 = 8;:;2; Z/ Olemn = ) ’/ (k, 1)V, (k, r)d7o
@ = 477227?12"1% Z /v w(w —w2)
m:4ﬂﬁz/ 3 QK (4.33)
o %Wz/wm‘@m>

ott la quantité ) correspond aux états des bandes non remplies, I'intégrale fv dk a été substituée
a la somme ) ,, dans I'expression (4.31), le volume d7y correspond au volume de la cellule élementaire
du cristal et la quantité Q,,, (k) contenant la perturbation par le spin-orbite s’écrit :

Qmn = 2Re [i/umaydm/ <um B + wy, o ) dT0:| .

2
dk

2 2
dk — &

mw

/ ur (k,r)Vu,(k,r)dr
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L’article se poursuit par la démonstration de ’expression des phases Kerr et Faraday que nous avons
précisées dans la section (4.1.4). Avec les notations utilisées dans (4.27) les indices optiques Ny et la
difference N — N_ prennent la forme :

N2 = ((1+47(ag —iog/w) + 4m(icy + o1/w))
N+ N o~ 47T(i0[1 +'01/w)’
n — ik

avec n l'indice réel de réfraction et k le coefficient d’extinction. Pour obtenir I'ordre de grandeur de
leffet Faraday, il suppose ensuite que | a1 |=| o1 /w | (hypoyhése non justifiée dans le papier mais il
précise que c’est approximatif) afin de se ramener & I’évaluation unique de o1 pour laquelle il fait les
approximations suivantes :

— L’integrale sur les k est associée aux états non appariés de spin. Ce nombre d’état est ramené
au rapport de 'aimantation a saturation avec la valeur du magnéton élementaire de Bohr.

/ dk = (2723M (4.34)
\% B

— Le calcul de @y, : en définissant [ uf, 9, undTO =< m | 9, | n > et alaide de la formule (4.29) on
éerit la quantité wy, =37, bnw = Z#n g <![O[n>0u0= —(ih?/4m?c?)(VV AV)..
Qmn devient :

1 ou, . Owy, . Oun
2Re [Z/um By dT()/ <um g + w;, o ) dT0:|

2 <l|0|n> <l|O|m>
- = Oy * 0z |1 <10y
- <m0y [n> Z m | |>+; |0y | n >

Qmn

L’indice m est associé aux bandes 4s et les indices n et [ aux bandes 3d, si bien que la différence
(E,, — E;) plus faible que (E,, — E;) permet de négliger la deuxiéme somme. On obtient avec
AFE = E,, — E; en moyenne :

Qumn ~ 2/(IAE) <m |0y | n>"> (1| O|n)<m |0y |1>.
l

La somme ), < 1| O | n > est précisée dans la référence [62], ot les fonctions d’onde de Bloch
des bandes 3d, obtenues avec la méthode des liaisons fortes s’écrivent ¥,, ~ > e* B, (R—r),
et oll ¢, (r) =< r | n >= yzf(r). Ensuite, faisant référence & [63] on simplifie < 1| O |n >= A <
I| L, | n>= A/i avec A le parameétre spin-orbite pour un atome libre et < 1| L, | n >=1/1,
seul élement de matrice non nul pour | [ >= zx f(r), parmi les 5 fonctions d’onde atomiques 3d :

Qmn ~ (2/AE)A<m |8, | n>*<m |, |1>. (4.35)

Pour finir, on transforme < m | 9, | n >= (m/h?)(Epm — E,) < m | | n > et les quantités
<m|z|n>et<m|y|n> sont estimées & 1072 cm (ce qui est tres petit!!).

Apres ces simplifications, les différences d’énergies entre états n, m et [ sont évaluées a 'aide d’un
diagramme de Slater ([64], [65]). On obtient finalement partant de (4.33) et des approximations (4.34)
et (4.35) expression des élements non diagonaux en fonction du parametre de spin-orbite A et de
I’aimantation M :

102 A. M,

|o1/w] .

Q

| o |

Q

| ay |
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Les valeurs des conductivités du nickel et du fer sont calculées en utilisant les mémes valeurs que [63]
(An; = 10713 erg, Ap. = 0.7+ 10713 erg et My; = 500 Gauss, Mg, = 1700 Gauss, (1 eV=1.6%10"12
erg)). Il obtient :

o1(Ni) ~ 5.2 % 10257 * o1(Fe) ~ 12.4 % 1012571,

La rotation Faraday est calculée dans le cas du fer est correspond a l'ordre de grandeur obtenu
expérimentalement.

Bennett et Stern 1965

Leur contribution Faraday effect in solids [66] est fréquemment mentionnée dans le domaine de la
magnéto-optique. Ils décrivent 'effet Faraday de manieére générale pour des métaux ferromagnétiques
et non ferromagnétiques en présence d’'un champ magnétique statique. Nous n’abordons pas ce travail
dans les détails et on présente le résumé réalisé dans [36]. Ils associent la puissance cédée a la matiere
par le champ électromagnétique de pulsation w en terme d’effet Joule, a celle correspondant a I’ab-
sorption de N photons d’énergie hw, lors de processus quantiques d’interaction rayonnement-matiere
entre deux états o et 3 de probabilité Wa, :

N . N
P = Relj-E] = 7 Re ZaijEjEi =Nhw > Wia.
j a#pB
L’hamiltonien du systéme est donné par (4.36) olt A,,4¢ et Vet représentent les potentiels vecteur et

scalaire dans la matiere, Ay, et Vi les potentiels vecteur et scalaire du champ électromagnétique et
H;,: le terme d’interaction rayonnement-matiere :

— Al 2 — A
- @ (eéc) L Vo £ Vit (pff/# (O AVt + —T- A, (436)
m mac mc
Hint

avec IT la quantité de mouvement corrigée tenant compte de 'interaction spin-orbite :

h
II = P — (e/c)Amat + W(U A\ VVmat)'
En introduisant la quantité Iy = (I, £ II,) ils évaluent la probabilité de transition Wg, par unité
de temps a ’aide de la regle d’or de Fermi :

_ 2rEE*e?

Wsa = < By | a>]? [§(hwsa — hw) + §(hwga + hw)],

4m2w?

qui permet d’obtenir les parties réelle et imaginaire de la conductivité en fonction de la contribution
de l'interaction spin-orbite :

Reloy,] = Nme? {|<5|Ha>|2 |<5H+|a>|2}
Ty - -
hn? 24\ (@5, o) )
Nme? 9 9
Imlog,] = WZ(S(W[J&*W)H<5|H—|0‘>| —[< B[ [a>[7].

a#B
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4.2.3 Reésumé et discussion sur la source d’anisotropie

Rappel

Dans le modele classique de Drude-Voigt présenté en section (4.2.1), anisotropie provient de la
présence du champ magnétique. C’est la force de Lorentz magnétique qui dévie le mouvement des
charges F,, = —ev A B . Pour les matériaux ferromagnétiques, le mécanisme reste valable mais le
champ magnétique doit étre de 'ordre de 1000 T pour obtenir des valeurs théoriques de rotation
semblables aux valeurs expérimentales. Cette valeur s’accorde avec la valeur du champ moléculaire
de Weiss. Dans le modele en question, on considere des charges liées mais il est tout a fait possible
d’obtenir des résultats similaires avec des charges libres. Il suffit de poser wg = 0 dans ’équation (4.22)
pour s’affranchir de la force de rappel de Hooke.

D’un point de vue de la mécanique quantique, il est établi que le moment orbital est bloqué dans
les métaux de transition et que le champ moléculaire de Weiss n’affecte pas le mouvement des charges.
La forte anisotropie magnéto-optique est attribuée au couplage spin-orbite afin de coupler les pro-
priétés optiques liées aux charges aux propriétés magnétiques des spins. Nous avons présenté dans la
section (4.2.2), trois méthodes différentes intégrant l'interaction spin-orbite pour obtenir une expres-
sion de la composante anisotrope du tenseur diélectrique. D’autres travaux plus récents confirment
cette hypothese [87].

Mais pourquoi ?

Cependant plusieurs points restent ambigus dans la description quantique du phénomeéne et ne semblent
pas assez explicités. A savoir :

— L’idée que le champ magnétique effectif n’agit pas sur les charges n’est jamais correctement
justifiée. Bennemann résume ceci dans un ouvrage récent [71] :

Although Heisenberg exchange interaction correctly reveals the origin of magnetism as an ef-
fective magnetic field to align the individual spins, this field can not alone be used to explain the
Faraday effect. This is because it is not coupled to the electron motion, which determines
the optical properties of a material. This difficulties was solved in 1932 by Hulme who pointed
out that this is the spin-orbit interaction that couples the electron spins to its motion to give
rise to the large Faraday rotation in a ferromagnetic...Indeed to a certain extend, the spin-orbit
interaction can be thought as an effective magnetic field vector potentiel ~ s A VV acting on the
motion of the electron

Le blocage du moment orbital dans les ferromagnétiques semble en étre la justification, mais
cette hypothese ouvre une autre problématique.

— Tout d’abord, comment le blocage du moment orbital permet-il I’existence de l'interaction spin-
orbite ? Il n’est pas assez expliqué si c’est le couplage spin-orbite qui permet de ”libérer” 'orbite
et rendre possible le déplacement de la charge.

— Ensuite, si ce mécanisme rétablit le mouvement des charges, pourquoi ne pourraient-elles pas
ressentir 'action du champ magnétique effectif ?

— Par ailleurs les ferromagnétiques présentent des propriétés métalliques, donc possedent des
charges libres, qui doivent étre déviées par tout champ magnétique rencontré, quelque soit son
origine.
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4.3 Désaimantation ultra-rapide
« Magnetem ultra rapidum est! »

Pline Lucien, -270 pendant JC

4.3.1 Présentation

Nous avons vu dans la section précédente que les effets Kerr et Faraday permettent une mesure
indirecte de I'aimantation d’un solide. Ces phénomeénes observés dans le cadre de l'optique linéaire
ne modifient pas 'aimantation du matériau. En utilisant des impulsions laser ultra-bréves et intenses
(allant de la picoseconde & une dizaine de femto-secondes), il est possible d’atteindre des régimes de
polarisation non-linéaire de la matiere et de modifier I'organisation de I’aimantation dans un solide.
Des montages de type pompe-sonde permettent de réaliser des expériences Kerr et Faraday résolues
en temps, c’est-a-dire d’observer 1’évolution temporelle de la rotation et de lellipticité. Ces mesures
donnent acces a la dynamique d’aimantation induite par 'impulsion laser ultra-breve.

En 1996, J-Y Bigot et son équipe ont observé la désaimantation d’un film ferromagnétique de Ni
par une impulsions laser de 60 fs [34]. On veut voir évolution de la rotation du plan de polarisa-
tion représentant l'aimantation au cours du temps (figure 4.2.a). Les travaux qui ont suivi, réalisés
sur différents matériaux ferromagnétiques, ont confirmé la possibilité de modifier I’'aimantation d’un
systéme par une impulsion laser sur des échelles de temps inférieures & la picoseconde [39], [40], [41],
[42], [44], [36], [48], [37], [50]). Par exemple, les cycles d’hystérésis obtenus sur des échantillons ferro-
magnétiques de CoPt3 (figure 4.2.b) sont une signature incontestable de la mesure d’aimantation par
effet Kerr [35].
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F1G. 4.2 — a) Désaimantation d’un échantillon de Nickel sur quelques ps [34]; b) Cycles d’hystérésis
sur du CoPts pour différents retards entre la pompe et la sonde [35].

Depuis, d’autres expériences ont pu mettre en évidence, la possibilité pour la lumiere d’induire des
réorientations et des mouvements de précession de aimantation ([43], [47], [38], [46]), mais également
de modifier la structure magnétique d’un matériau ([45], [49]). Cette thématique constitue & présent
le domaine du femtomagnétisme et fait I’'objet d’intenses recherches depuis une quinzaine d’années.
On trouvera dans [51] une description détaillée de ce champ de recherche.

Les impulsions laser ultra-bréves sont un outil performant pour étudier les phénomenes physiques
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ayant lieu a des échelles de temps non accessibles par les mesures de spectroscopie statique. Les me-
sures de spectroscopie résolue en temps (section suivante) ont pu apporter des éléments de réponse sur
les processus physiques impliquant les charges, les spins et le réseau. Entre 'instant ol le systeme in-
teragit avec le champ électromagnétique laser puis relaxe vers son etat d’équilibre, il est généralement
admis le scénario suivant :

Fi1G. 4.3 — Scénario du transfert de I’énergie lumineuse entre les constituants du solide au cours du
temps ; distributions de Fermi-Dirac illustrant les différentes phases de thermalisation.

Thermalisation et transfert d’énergie

Les charges et les spins sont portés dans un état hors équilibre, ot la température n’est pas définie.
Il s’agit du régime athermal. Les charges oscillent de maniere collective a la pulsation plasma du
systeme, des paires électrons-trous sont créées. En une centaine de femtosecondes, le systéme ther-
malise par collisions des quasi-particules permettant de définir une ditribution de Fermic-Dirac dite
chaude. Les collisions avec les phonons participent aussi a la thermalisation. Les interactions diffusives
entre électrons, spins et phonons ramenent en quelques picosecondes les électrons vers une distribu-
tion de Fermi-Dirac dite froide. L’énergie se dissipe ensuite en une centaine de picosecondes vers le
réseau cristallin qui vibre tout d’abord de fagon cohérente puis relaxe vers I’équilibre au dela d’une
nanoseconde.

Dynamique d’aimantation

Concernant la dynamique d’aimantation, la chute brutale apreés interaction avec 'impulsion lumi-
neuse, se poursuit par un mouvement de précession autour du champ effectif dont la période dépend
de 'anisotropie magnéto-cristalline. On observe ensuite un mouvement d’amortissement du aux inter-
actions des spins avec le réseau. Ce comportement de retour a ’équilibre a été étudié. En revanche,
Porigine de la perte d’aimantation n’a pas trouvé, a ’heure actuelle, une explication satisfaisant 1’en-
semble de la communauté scientifique. Plusieurs hypotheses et pistes sont proposées : importance des
phonons pour le retournement de spin, variation de I’anisotropie magnéto-cristalline, modification du
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champ d’échange, couplage cohérent entre les spins et le champ...

Ce qui nous intéresse ici est la distinction entre les phénomeénes cohérents, se manifestant en
présence du champ électromagnétique, et les phénomenes incohérents ayant lieu apres 'interac-
tion. Les effets cohérents sont en phase avec 'impulsion excitatrice alors que les effets incohérents ont
perdu toute mémoire relative au champ. Ainsi, la dynamique d’aimantation mesurée sur les temps de
la picoseconde a la nanoseconde est incohérente comparée a la durée de 'impulsion laser qui est de
quelques dizaines ou d’une centaine de femtosecondes. La dynamique cohérente des charges existe et
peut étre mesurée mais la question concernant une dynamique cohérente de ’aimantation reste posée.
A ce sujet J.-Y. Bigot, M. Vomir et E. Beaurepaire ont proposé une technique expérimentale mettant
en évidence un signal magnéto-optique cohérent [8]. Cette expérience fera 'objet de la section (4.3.4).

4.3.2 Effet Kerr et Faraday résolus en temps

La spectroscopie résolue en temps repose sur les expériences de type pompe-sonde qui font
intervenir deux impulsions laser. Une premiere impulsion dite de pompe perturbe le systeme et le
porte dans un état hors équilibre, tandis qu’une deuxieme impulsion moins intense dite de sonde,
retardée par rapport a la premiere, ”analyse 1’état” de cette perturbation. En mesurant la grandeur
physique d’interét en fonction du retard entre la pompe et la sonde, on reconstitue ’évolution du
systeme de I’état perturbé vers 1’état d’équilibre. On effectue une mesure différentielle normalisée des
intensités de la pompe Ip et de la sonde Ig en fonction du délai temporel 7 entre les deux signaux :

S(r) = L 1s(r) (4.37)
Is(T)

Pour étudier I’évolution temporelle des parametres magnéto-optiques, il faut pouvoir extraire la ro-

tation et lellipticité de 'intensité détectée. Cette mesure ellipsométrique est réalisée a I’aide d’une

lame d’onde et d’un cube polarisateur placés en sortie de I’échantillon. Le cube polarisateur permet

de mesurer les composantes orthogonales du champ électrique.

pompe

Pour des valeurs faibles d’angles de rotation et d’ellipticité, on peut montrer que la différence d’in-
tensité entre les composantes orthogonales du champ est proportionnelle aux parameétres magnéto-
optique. On détermine alors la différence d’intensité Al = I, — I,,.

Mesure expérimentale de la rotation et de 1’ellipticité

La mesure de la rotation s’effectue avec une lame demi-onde (A/2) orientée & 7/8 [52], et la me-
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sure de D'ellipticité avec une lame quart-d’onde (A/4) orientée a 7/4. On notera :
Aly = (Ip —Iy)x (4.38)
ALy, = (Lo = 1Iy)r/a (4.39)
A Paide des matrices de Jones (section 4.2.2) on peut déterminer 1’évolution des composantes du signal

a travers le dispositif de mesure et déterminer I'intensité des composantes I, et I,. Apres interaction
avec 1’échantillon, le signal lumineux (de pompe ou de sonde) est caractérisé par 1'etat elliptique :

cos(x)e /2
Y = . A .

(Xﬂ?) |: Sln(x)el¢/2
Les matrices de Jones associées & la lame demi-onde (& 7/8) et & la lame quart-d’onde (& 7w/4)
sont notées respectivement M) 5 et M) 4, les matrices représentant la mesure de la polarisation des
composantes selon les axes x et y sont notées P, et P, [54](en tenant compte de la normalisation) :

1 [1 1 1 [1 4 1/v/2 0 0 0

— i Mypu=—41 . 7 Pp= ;. P, = .
\/5{1—1]’ A4 \/5[2 1}’ ¢ [ o o] 7V 0 1/v2
Ainsi lors de la mesure d’une rotation 6, les composantes du champ électrique s’écrivent apres la
traversée du dispositif de mesure :

My, =

E,

B, = Pa:M)\/QV(Xvn) [ E([)) :l
Y
E

Ey = PyM)\/2V(Xa77) |: Ezg :l .

Les expressions sont développées a l'aide des matrices de Jones :

A I E | vl

N cos(x)e1*/? Eo.
2000 sin(x)e*®/? Eoy
1 ; . i
= 5 (Eog;cos()()e_mv2 + Egysin(x)e ¢/2)
B oo} 111 1 Cos(x)efi‘f’/2 Eoy
v 0121 -1 sin(x)e'®/? Ey,

Sl
[\
— O

i

][ ] e ]

= (Eogccos()()efi‘zb/2 — Eoysin(x)eid’m) .

N | |~

On en déduit I'intensité mesurée a I’aide du produit par le complexe conjugué dans le cas idéal d'une
onde plane :

I,=EE, = i (Eoggcos(x)ei‘ls/2 + Egysin(x “1’/2) (Eo cos(x)e "2 + Eoysm(x)ew/z)
= IZO (cos®(x) + sin®(x) + 2cos(x)sin(x)cos¢))

I,=EE, = i (Eoggcos:(x)eid’/2 — Eoysin(x 145/2) (Eo cos( e i0/2 _ Eoysin(x)ei¢/2)
_ b (cos®(x) + sin®(x) — 2cos(x)sin(x)cos¢)) .
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L’intensité mesurée lors d’une mesure de rotation 6 s’écrit :
Aly = I, — I, = Iycos(x)sin(x)cos(d). (4.40)

Pour la mesure de D’ellipticité 7, les calculs sont identiques a condition d’utiliser la matrice de
Jones M) 4. On obtient :

Al = I, — I, = Iycos(x)sin(x)sin(¢). (4.41)

On peut simplifier les expressions précédentes pour des faibles valeurs de x et ¢, et les transformer a
laide des propriétés géométriques de Dellipse présentées en section (4.1.2) :

cos(x) = 1 sin(2n) = sin(2x)sin(¢)
sin(2x) ~ 2sin(x) tan(2n) = tan(¢p)sin(20).
Les formules (4.40) et (4.41) deviennent :
Aly = Iycos(x)sin(x)cos(¢) =~ %sin@x)eos(gﬁ) ~ %sin@x) :;ZEZ%
1 in(20 1
A gosin(Zn) :;ZE%?; R~ gosin(%)cos@n)

~ I00

AT, = Iycos(x)sin(x)sin(¢p) =~ %sin@x)sin(qﬁ) R~ %sin(Zn)

Q

1077.

On retiendra que le dispositif expérimental permet bien de mesurer la rotation et I’ellipticité pour de
faibles valeurs d’angles :

S B —astosinbocoso) ~ o (4.42)
I lo ]y

Al = {Ix — Iy} = cos(x)sin(x)sin(p) = n. (4.43)
Iy lo ]y

Remarques :
— Il faut préciser que les calculs d’intensités précédents sont réalisés pour un champ électrique
décrit par une onde plane. Les différences d’intensités ne sont pas tout a fait proportionnelles

aux grandeurs magnéto-optiques. Il faut revenir & la définition de l'intensité qui est une moyenne
temporelle sur la periode du détecteur Ty :

1 [Ta
I= 7/ dt|E*E|
Ty Jo

— Le champ électromagnétique du laser a un profil gaussien.

Signal magnéto-optique résolu en temps

A Daide de la formule (4.37) et de la fagon dont on mesure les grandeurs magnéto-optiques (4.42)
et (4.43), les signaux pompe-sonde représentant I’évolution temporelle de la rotation et de I’ellipticité
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s’écrivent :

Alp _ Als(; oelr
So(r) = l%a“] _ %(T) _ ‘”’93((’;5)() (4.44)
Is A/2
T - () A np —1s(7)
_ u = (7)== —————~ 7, .
STI (7’) = l %(T) ‘| i n ( ) ns (7_) (4 45)

Expérimentalement les grandeurs magnéto-optiques sont mesurées en réalisant la demi-différence des
signaux précédents par rapport au champ magnétique +H :

sS40 - ;((A;’<T>)+H—(A;’<T>)_H> (1.40)

SMO(r) — % ((AU"(T))W - (i”(ﬂ) _H> . (4.47)

ou +H représente la direction du champ externe appliqué par rapport a I’axe définissant la normale a
I’échantillon. Cette précaution permet de s’affranchir de la réponse optique des charges et de recueillir
uniquement la partie magnétique de la réponse.

La forte intensité du laser de pompe induit des perturbations non linéaires du troisieme ordre en
champ électrique tandis que l'intensité plus faible du laser de sonde reste dans la ”gamme” de 1’op-
tique linéaire. On peut écrire :

0p = 0 40 0s =0,
e o= W+, ns =g,

Les angles de rotation Gg) et 9;1) ainsi que les angles d’ellipticité 775,1) et nél) sont du méme ordre de

grandeur. Le signal magnéto-optique décrit alors 1’évolution des perturbations du troisieme ordre 9533)

et 77533) relaxant vers I’état d’équilibre. Les angles de rotation et d’ellipticité mesurés sont des grandeurs

de magnéto-optique non-linéaire.

4.3.3 Magnéto-optique non linéaire

Elle traite des propriétés optiques et magnétiques des matériaux induites par la polarisation non-
linéaire des charges. En présence d’un fort champ électrique, la polarisation diélectrique n’est plus
proportionnelle au champ excitateur :

pl 4+ PNt
= exE+ eox2E2 + eox3E3.

P

Ces effets se répercutent évidemment dans la matiere. Dans le cadre d’une expérience de Faraday
Pangle de rotation subit les effets de la non-linéarité (voir figure 4.4).

Dans les milieux centro-symétriques on peut négliger la polarisation du second ordre, on réécrit les
expressions des grandeurs magnéto-optiques :

0 = ONL 4oL =B 4 gB®MO 4 p(1)
n = gNL 4oL = 77(3) + 77(3)MO + 77(1)7
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F1G. 4.4 — Effet Faraday non-linéaire.

dans lesquelles il faut préciser 'impact de la non-linéarité. I’indice (1) correspond & la partie linéaire
(0(1) = G(L)) elle représente une mesure statique de I’aimantation. La partie non linéaire doit
alors étre décomposée en deux contributions, une avec l'indice (3) représentant la mesure statique de
l’aimantation via la polarisation du troisieme ordre et la seconde avec 'indice (3) MO représentant la
modification de I'aimantation. L’équation de Maxwell-Ampere est modifiée selon :

VAB

OE 0P oP ()
o (ant + 82&) + MOT + ro N (M + MNL)

OE oP®)
= T o + 0V A (M A+ MY
f1o[€] ot Ho it Ho ( )
Le courant d’aimantation V A M représente ’aimantation statique, il ne pose pas de probleme car il
peut toujours étre ”caché” dans M selon H = % — M. En revanche la contribution MV est difficile

A traiter car elle est induite par le champ électromagnétique : MYV %(E). L’indice NL ne sous entend
pas nécésairement un développement du type :

(2)
M=2mg Xz
Ho Ho
qui n’est pas a exclure, mais fait plutot référence a la participation du champ élecrtique dans la
fonction de réponse magnétique :
Xm(EvEQ)
Ho

Des théories pointues de magnéto-optique non-linéaire ont été développées mais nous ne les préciserons
pas. On peut mentionner :

M = H.

— Une approche de l'effet Kerr non linéaire explicitant I'aimantation induite par la polarisation
des charges au deuxieme ordre P? = ¢;x?E? . Elle permet de calculer des fonctions de réponse
du type x%(M). On pourra trouver les détails dans Non linear Optics in Metals [71].

— Une approche impressionante de la modification des parametres magnéto-optiques 0 et n dans
les milieux non linéaires basée sur ’évolution des parametres de Stockes. L’ouvrage s’intitule
Polarization in Nonlinear Optics [53].

4.3.4 Magnéto-optique cohérente

La magnéto-optique cohérente traite de I'interaction cohérente des charges et des spins avec ’'onde
électromagnétique du faisceau laser. Les expériences menées dans [8] sur des films ferromagnétiques
de Ni et de CoPt3 apportent des élements de réflexions intéressants sur les mécanismes physiques
ayant lieu dans les premiers instants du processus d’interaction rayonnement-matiere. On présente ici
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quelques points importants.

Tout d’abord, une expérience simple d’effet Faraday est présentée, utilisant uniquement 1’im-
pulsion laser de pompe, et ceci sur plusieurs gammes d’intensité lumineuse. On peut voir sur la
figure ci-dessous, I’évolution des grandeurs magnéto-optique 6 et 1 en fonction de 1’énergie absorbée
par le systéme suite a sa perturbation par le champ du laser :
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Fic. 4.5 — Rotation et ellipticité normalisées en fonction de 1’énergie absorbée par le film de Nickel
[8].

Partant de l'idée que la source d’anisotropie dans les ferromagnétiques est due a 'interaction spin-
orbite, la dépendance non linéaire du signal magnéto-optique avec 'impulsion excitatrice peut étre
attribuée a une interaction de méme nature mais impliquant le champ électrique du laser. Pour décrire
la dynamique électronique, les auteurs de [8] proposent le hamiltonien ”relativiste” :

(p—eA)? eh eh?
- 26 .B-—"—" _V-E
2m om® SmQC2V

o-(EA(p—eA))— o-(VAE), (4.48)

H = md+ed+

i
2mc? 4mc?
obtenu par la transformation de Foldy-Wouthuysen du hamiltonien de Dirac. Le couplage spin-orbite

implique généralement le champ cristallin du réseau E = —VV,,,4;. Il pourrait étre étendu au champ
électromagnétique du laser dépendant du temps E(t).

Une seconde expérience, résolue en temps, y est réalisée, dans laquelle les auteurs ont éliminé la me-
sure des effets incohérents, et séparé la réponse optique des charges de la réponse magnéto-optique des
spins. La séparation entre signal optique et signal magnéto-optique est effectué par la différenciation
du signal par rapport a £H. Les effets incohérents n’étant pas sensibles a la polarisation du champ,
le signal cohérent est obtenu en tenant compte de la polarisation relative entre la pompe et la sonde.
On réalise une différenciation entre la mesure ou pompe et sonde sont polarisées perpendiculairement
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(90°) I'une par rapport & lautre, de celle olt pompe et sonde sont polarisées parallelement (0°) :
Af Ab Ab Ab Ab
), ~ |\%)., & “\e )., e
o +H —H] +H —H | go°
(o = 15)-(F)L) 1), (F)
0 ) vo 0 ). n 0 ) 4 o 0 ). n 0 ) 4 900'

Cette différence se répercute bien dans les mesures expérimentales. On peut extraire alors un signal

de réponse magnétique en cohérence temporelle avec 'impulsion laser excitatrice (48 fs). Le signal
magnétique semble bien avoir été, dans cette expérience, séparé de la réponse cohérente des charges.
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F1G. 4.6 — Signaux cohérents (échantillon de Nickel) [g].

Les mesures suggerent donc une modification de 1’état magnétique du matériau en phase avec I'impul-
sion laser. Il s’agirait d'un processus d’ordre électromagnétique induit par les champs électromagnétiques
du laser, et non pas d’'un processus de désordre thermique provenant de 1’énergie déposée par I'impul-
sion. C’est un résultat nouveau concernant le phénomeéne de désaimantation ultra-rapide aux temps
courts. Les auteurs ont proposé que l'origine microscopique de ce phénomene cohérent provienne de
Pinteraction relativiste entre les spins et le champ électromagnétique du laser a travers les élements
de couplage :

GHFW:72610_. (B
m

o-(EN(p—eA)) -

i
c-(VANE)]|. 4.49
2mc? 4dme? ( )> (449)
Des travaux récents [52] ont modélisé une expérience de magnéto-optique impliquant les effets re-
lativistes sur un systeme modele d’atome d’hydrogene. Les résultats numériques montrent que les

corrections relativistes produisent bien un signal magnéto-optique cohérent.

La premiére expérience constitue une excellente approche pour étudier la réponse magnéto-optique
non-linéaire d’'un matériau ferromagnétique. On présentera dans le prochain chapitre une approche
basée sur l'indice optique non linéaire du matériau et on tentera de modéliser ’expérience réalisée. La
seconde expérience impliquant une désaimantation cohérente des systemes ferromagnétiques ouvre la
voie vers une thématique difficile et complexe. Nous en dirons quelques mots dans le dernier chapitre.



Chapitre 5

Essais en magnéto-optique non
linéaire

Le cinquieme chapitre est consacré a la construction d’un modele pour décrire les phénomenes
magnéto-optiques non-linéaires. Les théories classiques abordées dans le quatriéeme chapitre sont
étendues aux régimes non-linéaires. On utilise les résultats obtenus pour modéliser la premiere expérience
de [8] décrite en section (4.3.4). Dans la section (5.1) on présente les arguments qui nous ameénent
a envisager la réponse magnéto-optique non-linéaire en terme de différence de marche impliquant
des indices optiques non-linéaires pour les modes circulaires (+). Dans les sections (5.2) et (5.3) on
s’inspire des théories classiques présentées dans les sections (4.1.3) et (4.2.1) pour construire une
formule mathémathique décrivant I’indice optique d’un milieu non-linéaire et anisotrope.
Cette formule peut étre complétée en utilisant les résultats du troisieme chapitre pour inclure de
facon macroscopique l’interaction spin-orbite. Ces deux expressions sont utilisées en section
(5.4) pour modéliser une expérience Faraday non-linéaire réalisée sur un échantillon ferromagnétique
de nickel [8]. La description de la matiére est réalisée & I’aide de modeles classiques. Les propriétés
électroniques du nickel sont décrites a ’aide des éléments de tenseur déterminés par le modele de
Drude-Voigt, tandis que les propriétés magnétiques sont évaluées de facon phénoménologique a l’aide
du champ moléculaire de Weiss. Dans la section (5.5), on compare les prédictions théoriques obtenues
aux résultats expérimentaux pour les deux formules mathémathiques déterminées dans la section (5.3).
Pour finir, on analyse la pertinence du modele proposé tout en dégageant ses limites et insufissances.

5.1 Point de départ

S. C. U. D (II)

Ce chapitre ne concerne que le
mode w. Les autres attendront.

En magnéto-optique statique, les mesures des angles de rotation 6 ou d’ellipticité i sont proportionelles
au champ magnétique "présent” dans 1’échantillon. L’expérience en faisceau unique réalisée dans
[8] est une expérience d’effet Faraday, impliquant différentes énergies absorbées par ’échantillon
et ainsi reliées a différentes amplitudes du champ électrique excitateur. On rappelle sur la figure 5.1
lallure des parametres magnéto-optiques, normalisés a leur valeur & basse intensité, en fonction de
I’énergie absorbée par le systeme.
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Fi1G. 5.1 — Dépendance non linéaire des parametres magnéto-optiques normalisés avec 1’énergie du
champ laser absorbée par ’échantillon de Nickel.

Le point important est cette dépendance non linéaire avec I'impulsion excitatrice qui peut avoir deux
origines :

— l'anisotropie de la réponse non-linéaire des charges due a la polarisation au troisieme ordre.
— la variation de I’aimantation induite par 'impulsion laser dans le régime non-linéaire.

Il est difficile de distinguer quelle est la part respective de 'un ou de l'autre dans la diminution des
parametres magnéto-optiques. Dans les deux cas le régime non-linéaire est nécessaire pour
obtenir un tel effet. L’idée de départ réside dans le fait que I'expression de la phase Faraday donnée
en section (4.1.4) :

p o~ Y (5.1)

GIZL’

ne peut pas décrire le phénomeéne observé. Elle ne contient pas explicitement de dépendance
avec le champ électrique. Comme nous l’avions montré en section (4.1.3) I'expression (5.1) provient
de la différence de phase entre les modes (4) et (—) des indices optiques :

N3 = €pp £ icyy. (5.2)

L’expression de ces indices n’est donc plus valable dans les régimes d’optique non-linéaire, il faut tenir
compte de la polarisation non-linéaire au troisieme ordre du type :

P =PW L PO = ¢ [\WIE + ¢ [x®|E>.

L’idée est de construire des indices optiques qui puissent inclure les fonctions de réponse du troisieme
ordre ainsi qu'une dépendance non-linéaire avec le champ électrique :

n?VL = f(Em,Ezy,X37E7E2)- (53)

Pour obtenir une telle expression on se base sur les deux considérations suivantes :
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— Le modele de Voigt permet a ’aide d’'une théorie classique simple de construire les élements
isotrope €, et anisotrope €;, du temseur de succeptibilité. En incorporant dans ce modele
I’aspect non-linéaire de la réponse optique il est possible d’obtenir des expressions analytiques des
élements isotrope et anisotrope de la fonction de réponse du troisieme ordre notés respectivement
€xazz €t €xpry. La polarisation P4) prend la forme :

€xaas (B2 + Eg) €xzay(E2 + Eg) 0
PO = €0 _5aca:3cy(E§ + E;) Ezcaca:x(Eg% + E;) 0 E. (5'4)
0 0 X

Ce travail est réalisé dans la section (5.2).

— L’expression des indices optiques (5.2) est obtenue a partir des équations de Maxwell (section
4.1.3). En incorporant le courant de polarisation des charges au troisiéme ordre sous la forme
tensorielle (5.4) nous avons montré que la formule (5.3) pouvait s’écrire :

N2 A €ap + 2epnaaB? £ (2, — 462, EY)'?. (5.5)

La démonstration de cette formule est 'objet de la section (5.3.1).

5.2 Modele de Voigt non-linéaire

Ce développement est une combinaison entre le modele de Voigt [57] et le modele anharmonique
de Vélectron élastiquement lié ([91], [92]). On considére N oscillateurs anharmoniques indépendants
ayant pour énergie potentielle :

mws 5 mb 4
0,2 7

E re.

p =

2 4
La force F = —V E, brise la linéarité de I’équation différentielle du mouvement de I'oscillateur har-
monique anisotrope qui prend la forme suivante :

1
it -+ wir=br®— Z(E+1AB).
T m

Cette équation non-linéaire peut se résoudre approximativement en développant le déplacement de la
charge électronique r(¢) selon :
r(t) = () + @ (1),

ott V) = (Azey + Ayey) le déplacement de l’électron induit par le champ électrique et r®(t) =
AzPey + Ay(3)ey le déplacement induit par la contribution non-linéaire du troisiéme ordre. Les
quantités rV(t) et r®) () sont respectivement solutions des équations :

1)

1

#4204 2e) = C (B 4 ) AB), (5.6)
T m

0 1 L0 200 [r(l)]s -~ 7B, (5.7)
T m

et r(V(t) est la solution obtenue dans le cas linéaire développé en section (4.2.1), dont 1’équation
d’évolution (5.6) permet de calculer la polarisation au premier ordre. On s’intéresse alors uniquement
a Péquation (5.7) ot la contribution non-linéaire apparait en terme source : b[r(Y]3. Cette derniere
expression dépend de la solution du premier ordre qui, compte tenu de la nature sinusoidale du champ
excitateur, s’écrit :

I‘(l) (t) — r((ul)eiwt + r(j{le—iwt'
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Ainsi le terme source s’écrit :

b[r(l)}S _ b[r&l)ei“t—kr(_ljje*i“tr

b [(rg))g ¥t 4+ 3 (rg}))Q (r(,lz,) et +3 (rfj)) (r(,lu))>2 e 4 (r(,lzj)3 e_3i‘”t] .

Il est composé de quatre modes différents vibrant aux pulsations 3w, -3w, w et —w impliquant quatre
modes vibrationnels pour r(® () :

r(3)(t) _ réii)e?,iwt + rg}3)eiwt + r(jle—iwt + r(_i"?))we—?)iwt-
2
On propose ici de résoudre 1’équation pour le mode w : r&g) =3 (I‘S)) (I‘(,lw)- Pour simplifier les

calculs on choisit de prendre les expressions rgli)w) = mgffw) obtenues dans le cas isotrope. L’équation

s (3) M\2 /() .
différentielle de rg,” (t) avec le terme source |3b (r(w)> (r(_w)) devient :
3be3 3 iwe
_ _ 3 AB
m3D%(w) D (—w) m NS (5:8)

Pour obtenir la polarisation volumique d’ordre (3) on somme sur les N entités microscopiques présentes
dans le volume V :

D(w)r® =

Avec n = N/V la densité volumique électronique, I’équation (5.8) prend la forme :
3nbe? 3 iweB
m3D3(w)D(—w) mD(w)

En supposant que le champ magnétique est orienté selon l'axe Oz, B, = Be, ’équation d’évolution
de la polarisation du troisieme ordre s’écrit :

PO = P® AB,.

3) 3nbe®
PO = oy E? — itP® e, avec 2‘7 ~ m2D(w) D(=w)eo
— mD(w)

La présence du champ magnétique permet également de briser I'isotropie de la polarisation, et conduit
& un systeme d’équations couplées pour P et P?,(,g) que l'on peut résoudre, en notant E3 (resp.(y, 2)),
la composante du vecteur E? selon z (resp.(y, 2)) :

(3¢ ife
ng3) _ X(?’)eoEi . szng) PQES) _ )i_ng Ei _ 15502)((3)]33
: ; (3¢ ife
PP = x¥eES + i P & P = XTOE 4+ o (R
PP = x® ¢ E? P® — O E3

Remarquant que E3 s’écrit (E2 + E. + EZ)E,e, (resp.(y,z)), on peut donner une expression de la
polarisation au troisieme ordre pour le mode w sous une forme contractée :

X3

&3
“ - 1_§2)(E§+E§ + E2) ff(f?(EﬁJrEj +E?) 0
) 3 3
PU=al™(EIE = | & (B24+E2+E?) Xn(E2+E:+E?) o |E
I 0 0 X
emmr(Eg + E§ + Eg) crrwy(Ea% +E2 + E?) 0
= o | —oray(F2+ E2+ E2) cppue(E2 + B2+ E?) 0 | E.
0 0 X




Indices optiques non-linéaires 177

Les composantes € et € s’écrivent :
p rxrxrx rrxry

o i&x®
€xzxy — 1_ 52 .

On simplifie encore le probléeme en supposant que le champ électrique appartient au plan (Oxy) afin
de s’affranchir de la composante E,. On obtient I’expression donnée en (5.4) :

€rans (B2 + ES) Exzay (E2 + Eé) 0
PO = [\ (E)E =€ | —€onay(E2+ E2)  €onaa(E2+EZ) 0 |E. (5.9)
0 0 X

5.3 Indices optiques non-linéaires

Dans ce paragraphe on cherche a inclure la contribution non-linéaire du courant de polarisation
dans la méthode de résolution de la section (4.3.1).

5.3.1 Contribution de la polarisation non-linéaire

En tenant compte de la polarisation volumique du troisieéme ordre ’équation de Maxwell-Ampere
est transformée selon :

0
— = (p® (3)
VAB ,uoat(P +P +€0E).

On suppose que la polarisation volumique totale peut se mettre sous une forme tensorielle a ’aide de
la formule (5.9) :

P = &[E+e[P]E?
I Xzx Xzy 0 ezmmx(Ez + Eg) €xaay (Eg + Eé) 0
= €0 _Xxy Xzz 0 E + €0 _Ewwwy(Eg + E;) €rzzx (Eg + Ey) O E
0 0 X 0 0 X

Xzz T €xaza (Ez + Ei) Xzy t €zzay (Ea? + E;) 0
0 0 X

On écrit alors les équations de Maxwell-Faraday et de Maxwell-Ampere dans le cas non-linéaire a
'aide des formules (5.10) et (5.11) :

0B 0B
VAE__E & VAE__E (5.10)
9 b)), p® n OB
V/\B:,U/()g(P +P +€0E) VAB:MOGO[G]E, (511)

oll tenant compte des relations (€gz = 1 4 Xzz) €t €zy = Xay, le tenseur [¢'] prend la forme suivante :

€xe + €xaza (Eg + Ef,) Exy + Exzzy(Eg% + E2) 0
[€]=| —(eay + €xaay(EZ + E})) oo + €aaaa(EZ +Ey) 0 | . (5.12)
0 0 X



178 Essais en magnéto-optique non linéaire

Le découplage des équations de Maxwell-Faraday (5.10) et Maxwell-Ampere (5.11) dans le plan de
Fourier donne un systéme d’équations identique & celui de la section (4.1.3), & condition de substituer
[€'] & [€], c’est-a-dire :
n’E, = (,E.+ €y Ey) (5.13)
n’Ey, = (=€ Er+ ey By). (5.14)

On écrit les coefficients du tenseur a ’aide d’une autre notation afin d’éviter la répétition des indices
x et y en notant :

A =€y
€hw = €aa + €aaae(Ea + E2) = A+ B(E2 4+ E}) a=e,
rr %/ N Y
xy _61y+emyyy(E2+E ) _a+b(E2+E2) B = €rqpan
b= S
Le systeme d’équations a résoudre devient ensuite :
(n* —A)E, = aE,+ BES+ BE_.E, +bE.E, + bE} (5.15)
(n* —A)E, = —aE,+ BE,+ BE.E, —bE, - bE,E, (5.16)

Pour résoudre ce systéme on s’inspire de la résolution du cas linéaire pour lequel (b = B = 0).
L’équation (5.15) contient le terme aE, et (5.16) le terme —aFE,. En divisant (5.15) par E, et (5.16)
par E, on peut former de deux manieres le rapport . Dans le cas linéaire ou (b = B = 0) cette
opération est équivalente & former le déterminant qui condult ani = A4ia. Ici, dans le cas non-
linéaire, cette opération conduit, pour (E, # E, # 0) a une équation du second degré pour la variable
X =(n?-A):

X2+ B8X +v=0,

avec les coefficients :

ES B3
= 2B(E;+E})+b| £ - ==
2 20 2 242 By 3 3 2 2 (14 4 2 2
¥y = a +BY(E;+E,)"—Bb E—”+EyEx - LB B, — o -b (Ex+Ey+2ExEy).
Yy xr
Apres calcul du discriminant on exprime les deux solutions pour X = (n? — A) et on en déduit celles
de n3 :
27/11213152 E2bE3 2
ny = A+ (B + E,) + E. B,
) g6 B9 1/2
+o <—4a2 + b2 <4E§ +4E; + Eg +6ELE. + EQ)) : (5.17)

En remplacant A, a, B et b par leurs expressions, (5.17) devient :

1 E} B3

1/2
1 4 4 ES 2 2 E6 /
2 4ewy + emwy 4B, +4E, + 2 +6E,E, + ﬁ . (5.18)
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On choisit de simplifier cette expression a ’aide d’un argument de symétrie. Depuis le début
de ’étude, en placant le champ magnétique selon 'axe Oz qui est aussi la direction de propagation
de I'onde, le systeme possede une invariance physique dans le plan Ozy. Quelque soit la direction du
champ électrique dans le plan Oxy le phénomene physique reste identique. Ainsi, on peut toujours se
placer dans une configuration pour laquelle E, ~ E, ~ E (Figure 5.2).

Fi1G. 5.2 — Invariance du phénomene physique dans le plan Oxy.
En utilisant cette hypothése on choisit d’approximer :

(E2 + E2) ~2E?

E—S—E—g ~ 0.
E, E,

L’équation (5.18) prend la forme (5.5) que nous avons introduite au début du chapitre. Elle représente
les indices optiques circulaires dans un milieu non-linéaire anisotrope :

6
(4134 +4E* + Ly +6E2E? + Eg) ~ 16E*
x v ' 2 Ty E;

WY R e+ 260000 B2 i (€, — 462, B2 (5.19)

TTTY

Remarques
— En posant E = 0 on retrouve la formule linéaire n% = €, + i€zy. Premiere condition.

— En mode non-linéaire la partie isotrope de Iindice vaut €z, + 2€z222F2. La partie anisotrope

P /2 . y .
s’écrit (eiy — 4eimyE4) /% 6t il est intéressant de constater que 'influence du champ ex-

terne conduit & une diminution de la composante anisotrope.

— 11 faut étre prudent avec le qualificatif circulaire. Dans le cas linéaire les indices n2 représentent
bien les valeurs propres du tenseur diélectrique associées aux vecteurs propres des modes (+) et
(—) dans le formalisme de Jones. Il s’agit d’algebre linéaire. Ici les valeurs de (5.18) ou (5.19)
ne peuvent plus étre associées aux modes propres (+) et (—) selon la méme définition. Il s’agit
d’algebre non-linéaire.
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5.3.2 Contribution du couplage spin-orbite et courant magnéto-optique

L’interaction spin-orbite est le parametre prépondérant dans les phénomenes magnéto-optiques
impliquant les matériaux ferromagnétiques. Généralement elle est prise en compte microscopiquement
(section 4.2) en étant contenue dans 'élément €,,,. On propose ici d’améliorer la formule (5.19) en
intégrant un parametre macroscopique lié a 'interaction spin-orbite.

Courant magnéto-optique

Pour cela on utilise les résultats de la section (3.2.1) sur la densité de courant de probabilité quantique.
Nous avions montré qu’au second ordre en 1/m le courant électronique s’écrit :
i(u u) = S (wvl — u'Vu) - © Autut A (o) - ST leun B (5.20)
uwu) = — uw —u'Vu) — —Au'u + — uwou) — ——=u'ou . .
J 2m m 2m 4m?2c2
Les deux premiers termes proviennent de ’expression de ’énergie cinétique en présence d'un champ
électromagnétique. Le second terme représente un courant de spin provenant de l'effet Zeeman et
le dernier terme est obtenu a partir de l'interaction spin-orbite. On peut faire un lien entre ce
courant et le courant macroscopique des équations de Maxwell :

. OE

j= [U]E_FEO[X}E +V AM.
Argyres a montré que les deux premiers termes du courant quantique pouvaient étre associés au
courant macroscopique de polarisation et de conduction ([61] et section (4.2.2)). Le courant de spin
semble équivalent au courant d’aimantation :

ﬁv A (uzaui) =VA <Z j@(u}auﬁ) =V AM.

Ainsi, on peut associer au courant quantique du deuxiéme ordre un équivalent macroscopique :

e2h e eh e
Z—rn%QuIUUi/\E: 53 Z%(ujaul) NE = —WM/\E. (5.21)

La forme (5.21) est intéressante. A la fin de la section (4.3.3) nous avions expliqué que la partie non
diagonale du tenseur électromagnétique pouvait s’ecrire :

0 iQ 0 E,
jMo =€sa | —iQ 0 0 E, | =aMAE, (5.22)
0 0 0 E.

et que le courant (5.22) s’interprétait comme un courant magnéto-optique. I’équation du courant mi-
croscopique (5.20) permet de construire un courant macroscopique, de nature vectorielle iden-
tique a (5.22), provenant directement de ’interaction spin-orbite. On propose de compléter
I’expression du courant macroscopique des équations de Maxwell selon

OE
=B+ el o + VAM - —

MAE
ot 2mc? ’

et d’étudier la répercussion du nouveau terme sur I’expression des indices optiques.

Forme tensorielle du courant magnéto-optique de spin-orbite
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On choisit d’adopter les notations suivantes pour décrire ce nouveau courant :

e
2mc?

Jmo = — MAE=aMAE. (5.23)
Pour incorporer ce terme source dans ’expression des indices optiques, il faut au préalable écrire le
courant sous une forme tensorielle impliquant le vecteur champ électrique. En supposant une aiman-
tation orientée selon ’axe Oz on peut écrire :

0 E, —M.E, 0 —M, 0 E,
juo=aMAE = 0 |A| By |=a| ME, |=a| M, 0 0 E,
M, E, 0 0 0 0 E.
0 -1 0
= aM.|1 0 0 |E. (5.24)
0 0 0

Or, dans la matiere, le champ total doit inclure les champs de polarisation. Il faut donc
compléter le courant magnéto-optique selon :

P P®
j=aM/\(E—|—+ >
€0 €0

La contribution du courant relative & la polarisation P = ¢y[x]E s’écrit :

oM A — = 0 ANl —Xzy Xzz O E, | =a| M.(XzaFPz + XayEy)
€0 M., 0 0 X E. 0
X:L’y —Xzz 0
= oM, | Xez Xey 0 |E, (5.25)
0 0 0

et selon nos définitions la contribution non-linéaire issue de la polarisation P®) = ¢ [x®)(E?)|E? :

P3 0 €xzan (B3 + E;) €ozay (B + E;) 0
aM A — = 0 | A| —€raay(Ei+E}) €ruea(E2+E;) 0 |E
0 M, 0 0 0
€xaay(E2 + Eé) —€reae(EZ + E}) 0
= aM, | €pea(E2+ Ey) €xzay(E2 + E;) 0 | E. (5.26)
0 0 0

En regroupant les formules (5.24), (5.25) et (5.26) la forme tensorielle complete du courant magnéto-
optique devient :

P PO M
jvo = aMA<E++ )Za/\(eoE+P+P(3))
€0 €0 €0
M
= A (EO[E]E +eo [X<3>(E2)]E)
€0
aM
=, N@lE) (5.27)

6my + frzzy(Eg + E2) —€xp — Efcmmz(Ez + E;) 0
= aM, | €+ €rzoa(E? + E))  ewy + €xaay(E2 + Eg) 0 | E, (5.28)
0 0 0
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ou [€] est le tenseur donné par la formule (5.12).
Modification des indices

La résolution est identique aux cas précédents, il faut découpler les équations de Maxwell-Faraday
et de Maxwell-Ampere. L’équation de Maxwell-Faraday reste inchangée et en rajoutant le courant
magnéto-optique sous la forme (5.27) ’équation de maxwell-Ampere s'écrit :

OE  poaM

VAB= ,LLQEQ[EI]E + €0

A (eol€'|E).

En travaillant dans le plan de Fourier avec la transposition 0; — —iw, V = ik et avec une onde plane
se propageant selon I'axe Oz le systéme s’écrit :

itk NE =iwB
. . , iaM ,
ik AB = —pgepiw | [€]E + NEE].

weQ

En projettant sur les composantes des champs E et B, et apres élimination des composantes magnétiques,
on obtient un systeme d’équations identique & (5.13) et (5.14) a condition de rajouter la contribution
du courant de spin-orbite donnée par (5.28) :

iO[MZ iaMz

n’E, = (e;z + €y et ) E,+ <e;y — € e ) E, (5.29)
oM, oM,

n’E, = (e;x + e;yzweo ) E, - <e;y - egmzweo ) E,. (5.30)

En effet, étant donné que les composantes du tenseur [¢'] sont données par :

E;x = €zg t+ €xazx (Ei + E;)
€y = Cay T Conay(E7 + By),

les expressions (5.29) et (5.30) sont développées de la maniére suivante :

oM taM oM
2 z z 3 Z 2
n Ew = (eza: + 6wy) Ew + (emwwz + szwy ) E;I; + (emwzw + emwwyi EyEw
Wep Wep Wep
oM, oM, 3 oM, 9
+ €y — €xx— Ey + €rxry — €xxxx— Ey + €rxry — €xxxx— ExEy
wWeQ wWeQ WeQ
1M taM taM
2 z z 3 z 2
n Ey = €xx + Emyi Ey + €xraa + memyi Ey + €xraa + Gxa:myi EmEy
WEeQ WeQ WEeQ
1M, 1M, 3 1M, 9
— | €xy — €xx E, — €xxzy — €xaxxx Egg — | €xxzy — €xaxx EyE.'ca
weQ weQ weQ

ceci afin de pouvoir écrire le présent systeme d’équations sous une forme identique a (5.15) et (5.16) :

n’E, = AE,+ BE>+ BE2E, +aE, +bE) +bELE,
n’E, = AE,+ BE, + BEJE, —aE, —bE, — bE, E,,

mais ou les coefficients A, a, B et b doivent étre remplacés par :

_ iaM, _ oM,
A= (Ezz + €xy weo ) B = (Ezzzx + €xaay weo )

_ iaM _ iaM
a = <€zy — €xx weoz b - (ewwzy — €xzax wegz

(5.31)
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La solution d’un tel systéme existe, c’est celle donnée par la formule (5.17). Cette expression (non
précisée ici) est simplifiée au moyen des mémes arguments de symétrie que précédemment. La résolution
approchée des indices non-linéaires avec ajout du courant magnéto-optique est identique & (5.19) a
condition de remplacer les éléments de tenseur modifiés par (5.31), ce qui donne finalement :

oM iaM
n*t =~ (em + €ay Z) +2 (emm + €raay Z) E?
wWep Wep

1/2

. Mz 2 . MZ 2
& ((%y — Cxz “ ) —4 (fx:rmy - fxxmwm) E4> . (532)
wep weo

— Si on néglige la contribution non-linéaire du troisieme ordre les indices optiques circulaires en
présence du courant magnéto-optique s’écrivent :

oM, . oM,
ni = (ﬁm + emym) +1 <ewy — emm> .
w

€0 WeQ

Remarques

oM,

WwEeEQ

— En notant A\y;0 = le parametre du courant magnéto-optique la formule (5.30) peut s’écrire :

ni ~ (QLJL + €g;yAMO) +2 (eLIam + ewza;y/\MO) E?

. 2 2 4 1/2
+i ((ewy—em)\Mo) — 4 (€xmay — €xnas 110) E) . (5.33)

— Sion pose Ayo = 0, on retrouve bien (5.19).

5.4 Modélisation de la réponse magnéto-optique

On utilise la formule (5.33) pour modéliser la réponse magnéto-optique non-linéaire réalisée dans
Pexpérience Faraday en faiseau unique [8]. La section (5.4.1) précise les parametres physiques accesibles
par les données de 'expériences et indique ceux a déterminer ou choisir pour la modélisation. La
section (5.4.2) est consacrée & la description des propriétés électroniques du nickel qui permettent la
détermination des éléments du tenseur diélectrique dans la section (5.4.3).

5.4.1 Principe

Précisions sur I’expérience Faraday en faisceau unique

On précise tout d’abord comment est réalisée la premiere expérience de [8]. Il s’agit d’envoyer une
impulsion laser ultra-breve de At = 48 fs sur un film ferromagnétique de nickel d’épaisseur d = 7.5
nm et d’étudier les angles de rotation 6 et d’ellipticté n en transmission. L’étude est menée sur 3
ordres de grandeurs d’énergies absorbées allant de 1072 mJ/cm? & 1 mJ/cm? (Figure 5.3). La figure
expérimentale présente les angles dépendant de ’énergie absorbée, normalisés a la valeur obtenue
pour Iénergie d’absorption minimale. I’énergie absorbée Eups = I4/At est déterminée par la relation
Io = Ig+Ir+14 0uly, Ig et I7 sont les intensités des faisceaux incident, réfléchi et transmis. D’apres
les auteurs de [8], le coefficient d’absorption A = I4/I; est identique sur toute la gamme d’énergie.
Par exemple, avec Iy = 1.08, Iz = 0.35 et It = 0.31 (en mJ/cm?), le coefficient d’absorption vaut
A = 0.388. En utilisant la relation :

C€0E2 - EabS(J/m2)
2 AAt(s)

Iy =
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T At=48Ts;

1. w=2.36 10" rad/fs
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Fic. 5.3 — Evolution des parametres magnéto-optiques en fonction de I’énergie absorbée. Schéma et
parametres de I'expérience.

on peut obtenir une relation entre 1’énergie absorbée FE,;s et 'amplitude E du champ électrique
incident :

S T o
0.388 % 48.1015(s) * ¢ * €

Ainsi, la gamme d’énergie absorbée variant de 1072 mJ/cm? & 1 mJ/cm? correspond & des amplitudes
de champ électrique allant de 107 V/m a 10° V/m.

Proposition d’étude

On propose de réaliser une modélisation de I'expérience précédente en utilisant la définition de la
phase Faraday ¢ obtenue dans la section (4.1.4) :

wld .
¢r = 5 (ny —n_) =0 +1n,
et de calculer les valeurs des paramétres magnéto-optiques normalisés /0™ et n/n™™ :
0 _ G(Eabs) _ Re [QZ)F( abb)] n — W(Eabé) _ Im [d)F( abs)}
omin = O(E) — Relor(Eg] 0™ T n(ERT)  Im (o (BRI

avec la formule des indices optiques non-linéaires anisotropes :

n?t ~ (6191 + 6acy)\MO) +2 (ea:a:ww + exa:wy)\MO) E?

1/2
+i ((Ezy - 6a::L’>\MO)2 -4 (ea:a::xzy - 6ma::)c:cAMO)2 E4) )

ou le lien entre 'amplitude du champ électrique E et ’énergie aborbée Eups est donné par (5.34).
L’impulsion ultra-bréve de 48 fs centrée autour de la longeur d’onde A; = 799 nm [8] sera approximée
par une onde plane de pulsation w; = 2/\%‘: = 2.36 x 10'° rad/s. L’épaisseur du film de Nickel vaut
d = 7.5 nm. Pour achever ce travail, il reste a déterminer les éléments €.z, €xy, €xzaz €t €xzay de la

formule précédente dans le cas du Nickel. Ce travail est réalisé dans le paragraphe suivant.
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5.4.2 Description du film de Nickel

On choisit pour faire simple, de modéliser la réponse diélectrique du nickel de maniére clas-
sique sur la base des modeles de Drude-Voigt. Le nickel est un matériau présentant des propriétés
magnétiques et metalliques. Sa structure électronique est [Ar]4s23d®. Pour décrire les charges on
considere que le matériau possede des charges liées et des charges libres. Avec les modeles classiques
que l'on utilise, les charges liées sont nécessaires pour générer des effets de polarisation non-linéaire.
Les charges libres représentent les électrons de conduction. Ainsi, en présence d’un champ électrique
externe E, les deux populations génerent une polarisation volumique de charges liées Py, (b pour
"bound”) et une polarisation de charges libres P, (f pour "free”) qui n’est autre que le courant de
conduction (Figure 5.4). Ainsi le champ électrique dans la matiere E,,4; s’écrit :

P, P

Emat =E+ — +
€0 €0

AAN

(L S T N S
"y i Y d Ny
d-f--—p--F-r-e-4--

o—r
.,

\ h
ol

e
v"‘ ‘\\

Fi1G. 5.4 — Modélisation de la réponse éléctronique du Nickel & un champ électrique externe.

Il faut nous ramener ensuite a une description monoéléctronique pour utiliser le modele classique
de Voigt. On va donc supposer que les 10 électrons de valence du nickel peuvent se décrire a l’aide
d’un modele & un électron écranté par les autres électron et le noyau. Ensuite, d’apres [73] et [74]
il est déterminé en utilisant les calculs de structure de bande, qu’il y a en moyenne 0.6 électrons
de conduction par site atomique qui participent a la conduction électrique. Dans ce modele a
un électron, on choisit de dire qu’une fraction z;, de 1’électron est associée a une charge liée, et une
fraction xy a une charge libre, de telle sorte que @y + x5 = 1. On pose alors x5y = 0.6 et z;, = 0.4
(Figure 5.5). Cette fragmentation de la charge élementaire ne pose pas de probléeme car en sommant
sur tous les sites atomiques elle équivaut a définir une densité volumique pour les charges libres et
pour les charges liées.

Fia. 5.5 — Modélisation d’un site atomique du Nickel.

Il nous reste a faire une hypothese sur le couplage entre les deux populations. Avec une telle des-
cription, les électrons libres ne peuvent étre affectés par les aspects non-linéaires. Dans la modélisation
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du modele de Drude pour les électrons, il n’y a pas de force de rappel donc pas de non-linéarité pos-
sible. On va donc supposer que les charges libres ressentent la polarisation linéaire et non-linéaire
P, = Pél) + P1(73) induite par les charges liées. On permet par ce couplage la génération d’une polari-
sation non-linéaire des charges libres P, En revanche on fait I’hypothese que les charges liées sont
indépendantes et que leur dynamique n’est pas influencée par les électrons de conduction (Figure 5.6).
Ainsi, le champ dans la matiere ressenti par les charges liées s’écrit :

1
Byt =B+ — (P +Pf). (5.35)
0

et celui ressenti par les charges libres :

1
Ema =E+— (P{’ + P{) + P + P{Y). (5.36)
0

E P, +P,® E ' P+P® P,+P®

Fi1G. 5.6 — Hypotheses de couplage entre les populations de charges libres et liées.

Concernant la modélisation des propriétés magnétiques du nickel, la tache est plus ardue car le
magnétisme ne s’explique pas classiquement. On va donc supposer que le champ magnétique interne
dans la matiere B, est associé au champ moléculaire de Weiss. On expliquera dans la section
(5.4.1) comment estimer sa valeur.

5.4.3 Détermination des éléments de tenseur

On utilise la modélisation précédente pour calculer les fonctions de réponse linéaire et non-linéaire
des charges libres et liées, et ainsi déterminer les élements diagonaux et non diagonaux du tenseur de
succeptibilité diélectrique [€] :

D = qE+P"+P+P? P
= € (1 + {xgl)} + |:X§c1):| + {xg?’)(Ez)} + [XS”B)(E2)D E
= ¢l¢]E. (5.37)

Concernant la matiére diélectrique, ’équation d’évolution des charges liées est donnée par le modele
de Voigt non-linéaire (section 5.2). On précise juste que 'amortissement 73, est relatif aux charges liées
et que le champ électrique dans la matiere est donné par (5.35) :

1 1
o+ Lot udn = o= £ (B4 2 (B4 BY) £ B ) (5.38)
Th m €0
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L’équation (5.38) est séparée en deux avec rp(t) = rgl)( t) + rgg)( t):

pY
(1) + 1) + wgrgl) 3 (E + —L_ + rl(jl) A Bmat ’ (539)
m €0

5O 4 1300 4 20®) _y [0 e (P

+—if + el = b [rb } S (e S - S (5.40)

m €0

On obtient ’équation d’évolution des polarisations volumiques Pgl) et Pég) de la méme maniere
que dans la section (4.2.1) et (5.2). On travaille dans l'espace de Fourier pour le mode w. En
considérant I’ensemble N, des électrons liés et en définissant la densité de charges liées n, = N,/V,

les équations (5.39) et (5.40) deviennent :

P = co\\VE. — PV Ae. (5.41)
PP = xVE?—igP¥ Ae., (5.42)
avec .
1) _ nye?
Xo = '%160%)17(0.1)
& = Solna . (5.43)
(3) _ __ 3npbe*
Xp W = m3D2(w)Dy(—w)

2 .
La seule différence est que la fonction de réponse des charges lides Dy(w) = (wi —w? — & 4 &
0 meg Tb

xne?

s'écrire yw? = Lt ol wy est la pulsation plasma, n la densité totale de charges v1brant a wp et xy

)

la fraction d’électron lié par site atomique . En découplant les composantes P(b et P ) de I’équation

(5.41) et P(,Z’) et P(3) de (5.42) on écrit la polarlsatlon totale des charges llees sous une forme
1)
tensorielle. En notant a(l) = 1X 3 et 0/(3) = 1 52 (E2 + E2) P, s’écrit :
p, = P +pPY
= o[ E+ [P B E

1 —i& 0 1 =& 0
= ol lis, 1 0|E4ea®lis, 1 0|E (5.44)
0 0 X 0 0 X

Pour la matieére métallique, ’équation différentielle des charges libres est un peu différente. On
rappelle qu’il n’y a pas de force de rappel et on note 7 ’amortissement relatif aux charges libres. Le
champ électrique dans la matiere est donné par (5.36).

1

rf+—rfff— E+ P(1)+P(”+P(3)+P(3) +i5 ABoat | - (5.45)
Tf m

Ici I’aspect non-linéaire est introduit a l'aide de la polarisation non-linéaire des charges liées P(B)

Ainsi, en écrivant ry(t) = rgfl)( )+ (fg)( ) on obtient les deux équations :

=(1) (1) _ € € 1) (1) €.

I'f —|—;I‘f = _EE_mieo (Pf +Pb ) _Erf /\Bmat (546)
1

R (P(s) + P(3)> A (5.47)
Tf meg m
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En sommant sur les Ny électrons libres dans 1’espace de Fourier, les équations (5.46) et (5.47) donnent

P = eOX})E—szP( /\ez+x§c) pV (5.48)
P = PP —ig PP e, (5.49)
avec .
(1) _ __nge?
S LT (5.50)
& = meT(nsf

et ol Pgl) et Pz(;?’) sont donnés par (5.44). La fonction de réponse des charges libres est Dy(w) =

2 ) o2
(—w2 -2y M) ot on écrira 2= = zw?. La différence avec les équations (5.41) et (5.42) et la
0 Tf meqg p
1)

présence de termes supplémentaires dus au couplage avec la réponse des charges liées P}()
et P(g) Tenant compte de leurs expressions données par (5.44) la projection de ’équation (5.48) sur

les composantes P! f) et P( ) et celle de (5.49) sur les composantes P(g) et P(3) donnent les systemes
d’équations couplées :

ng,}) = €on - Z{f + xgc Yeoap(Ey — i&y E,y)
, (5.51)
P = ex VB, + i P + xPeoan(By +i6, Ey)
P = eox Vo (B, ~ i B,) - i€ P}
(5.52)
P = eoxV o)) (B, +i&,E,) + i€ PLY
En découplant les équations on obtient la polarisation totale des charges libres :
P; = PV 4+pY
= o [P B+e [PE)]E
Le terme chl) contient deux contributions :
W Y I+ &) —i(&+&p) 0
Py = eay |i&y 1 0| E+4emay [i(&+&) (1+&&) 0]|E, (5.53)
0 0 X 0 0 X

la premiere représentant le tenseur de conductivité et une deuxieéme induite par la polarisation des

(1)
. N X
charges liées, ou a;) = f . La polarisation non-linéaire du troisieme ordre P( )

induite par la
non-linéarité des charges hees s’écrit :
(L+&r&) —i(§r+&) 0

P = qapa? il +6) (1+&&) O|E (5.54)
0 0 X

On peut & présent déterminer U'expression des éléments du tenseur [¢/] en réalisant 'identification

suivante :
o (1 ] + [V ] + [ )] + [ 7)) B
€ + €onae(E? + E;) €xy + €xaay(E2 + E;)

0
€0 | —(€xy + €xay (B2 + Eg)) €za + €opa(E2 + Eg) 0 | E. (5.55)
0 0 X

D
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A Taide des expressions (5.44), (5.53) et (5.54) et en notant a;(g) = al()g)(E% + E}) les composantes
du tenseur de permittivité diélectrique s’écrivent :

€xx = 1+0‘z(;1) +af+afagl)(1+§b§f)
€ay = i (fbaz(;l) +&pap + oy a6 + §f)>
omer = o) +alVas(1+685)
Conry = —i(&ay” +af)ap(G + &) (5.56)

On rappelle les expressions de tous les termes utlisés afin de préciser quelles sont les parametres
physiques qui entrent en compte dans la modélisation. Avec les notations précédentes, la
composante isotrope du premier ordre €., s’écrit en détail :

1)

€re = 1+a£1)+af+afab (1+§b§f)
Xb Xf xXoX (14 &y)
= 1+ + + .
1-& 1-& (1-&)(1-&)

Les termes xp, Xf, & et & dépendent des fonctions de réponse fréquentielles Dy (w) et Dy (w) et de la

pulsation plasma ol w,, est définie selon wz = T’Zf:) et n est la densité volumique de charge totale qui

vibrent a cette pulsation. On suppose ensuite que ny = xp x 1 et ny = x5 * n.

ewBat $bwz 9 9 9 W

= — = D — _ _ _

& Dy(w)m X~ Dy(w) ) (wo oy T T
ewB .t xfwg 9 9 W

£ = —ab Xf= Di(w)=[-w*—zpw;+— ).
! D¢ (w)m f D¢ (w) f I*p Ty

Toutes ces fonctions peuvent étre déterminées par les valeurs des constantes fondamentales et celles
des parametres physiques qui modélisent le nickel. Dés lors qu’elles sont définies on peut calculer €,
et €. Il reste & détailler I’expression de 041(73) pour calculer €,,4, €t €gpay ¢
(3) 3npe*b
o = — .
b mPeD(w) Dy(~w)(1 - &)

Le parametre b représente I’intensité de la réponse anharmonique. Il se détermine en supposant
que l'intensité de la réponse harmonique mw?r est du méme ordre de grandeur que l'intensité de la
réponse anharmonique mbr® lorsque ’élongation r atteint la distance entre plus proches voisins a.
dans la maille cristalline [91]. Ainsi :

P w2
mw?}ar == mbai = ha -9,
2
aT
L’expression précise de o\ est :
pression précise de ;" est :
3) 3npe? wie? 1
b - 2.2 N3 2
meq a2m? D(@)Dy(—w)(1 - &)
bew’%w%eQ 1

aim?  Di(w)Dy(-w)(1 = &)

Ainsi, pour calculer la réponse magnéto-optique non-linéaire du nickel, il faut déterminer les valeurs
de wo, wp, Ty, Tf, ar €t B -
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5.5 Confrontation aux résultats expérimentaux

On cherche & comparer les évolutions de la rotation normalisée §/60™" et de I'ellipticité normalisée

n/ ™" en fonction de I’énergie absorbée Fq, de la figure 5.3 avec celles calculées par la modélisation

précédente ou 6 et 7 représentent la partie réelle et imaginaire de la phase Faraday ¢ :
0 _ 0(Bap) _ Re[[abF(Eabs)]]
gmin — O(EZLYZL)ZL) Re ¢F(E7nin)

wld . abs
¢r = 5 -(ny —n-) =0 +1n
¢ n_ — n(Babs) _ Im[¢r(Fabs)]

pmin = n(E:;y;n Im[(z)F(Egygn ]

Les quantités n4 sont données par les formules des indices optiques non-linéaires obtenues en section
(5.3). On réalise en premier lieu la modélisation avec la formule déterminée en section (5.3.1) :

N N €pr + 26000 B2 £ (eiy — 4é2 E4)1/2 , (5.57)

TTTY
puis on refait I’étude avec l'expression obtenue en section (5.3.2) :

n?l: ~ (Ezz + 6ch)‘MO) +2 (eza::rz + €mmmy>\MO) E?

1/2
+i ((exy — eoM10)? — 4 ooy — €xnaatrro)’ E4) . (5.58)

Cette distinction permet d’étudier ’influence du parameétre magnéto-optique \y;o. Dans la
section (5.5.1) on donne les valeurs des parametres physiques intervenant dans les fonctions diélectriques
du nickel et on explique comment estimer la valeur du champ magnétique du matériau B, 4. La section
(5.5.2) est consacrée a I’étude de (5.57) et la section (5.5.3) & celle de (5.58).

5.5.1 Paramétrage

On rappelle que la durée de I'impulsion laser est de 48 fs et qu’elle est approzimée par une onde
plane de pulsation w; = % = 2.36 % 10'° rad/s. L’épaisseur du film de Nickel est de 7.5 nm. L’énergie

absorbée E,;s et 'amplitude du champ électrique E sont reliées selon la relation :

2
o \/ 25 10 % Egps(mJ /om?) (5.59)

0.388 % 48.10~15(s) x c % €

Il nous faut préciser les parametres physiques dans les fonctions de réponse diélectrique wg, wp, a,,
Ty, Tf €t Bmat. La pulsation de la force de rappel wy est considérée comme étant la pulsation associée
a I’énergie fwgy de transition entre deux niveaux. On suppose que les électrons liés sont des électrons
3d qui transitent vers le niveau 4s. Dans [61], P. Argyres donne un ordre de grandeur de la transition
hwy = 4 eV ce qui correspond & wy = 6.079 * 10*® rad/s. Pour la pulsation plasma on trouve dans les
tables [75] hw, = 4.9 eV soit w, = 7.447 * 10'® rad/s. La distance inter-atomique a,. est calculée a
l’aide du parametre de maille a du nickel qui cristallise dans un réseau cfc. Avec la masse atomique
My; = 58.69 g/mol, la masse volumique p = 8.902 g/cm?, le nombre d’Avogadro N, et la relation
p=4Mpy;/(Ny * a®) on détermine a = 3.51 * 1071% m. Dans une maille cfc la distance au plus proche
voisin est donnée par a, = V2 % a/2 = 2.48 % 10719 m. On estime les valeurs de Tret A 107 s et
10713 s.

hwg = 4eV T, = 107135 d = 7.5nm
hwy, = 4.9eV Tp = 10~ g At = 48 % 10~ 15g
w; = 2.36 * 10%5rad /s a, = 2.48 x 10~ 0m zp = 0.6

Pour estimer B,,4; qui correspond au champ magnétique effectif dans le matériau on choisit de
tracer les valeurs de 0 et de 1 pour ’énergie minimum en fonction de la grandeur B,,.; et de regarder
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min
exp

min

r s
o . D’apres les auteurs

I'intersection des courbes théoriques avec les valeurs expérimentales 6
de [8] elles valent :

et n

exp

min — 9 7mrad

{ ™in — Tmrad
nerp

Pour tenir compte de la structure de bande du nickel, on réalise I’étude pour différentes masses
effectives meg de I’électron comprise entre m, et 0.2me. Il nous a été difficile d’évaluer la masse
effective réelle d’un électron du nickel, méme aprés discussions avec des spécialistes en modélisation
de la structure électronique des matériaut.

Résultats du paramétrage pour ’angle de rotation 6
On voit sur la figure 5.7, pour meg/m = 1, que la courbe 6y, coupe la valeur de 8.,;, pour une valeur

de Byt = 3500 T. On retrouve 'ordre de grandeur du champ effectif dans les ferromagnétiques pour
la rotation 6y, bien que la valeur de 3500 T soit trop élevée pour le nickel (500 T [73]).

gnin
N
o

S

10-6 IRt | T | NPT | L

1 10 100 1000
Bmat (T)

F1G. 5.7 — Intersection des valeurs théoriques 60y, pour différents rapports meg/me avec la valeur
expérimentale Ocyp

On réalise la méme étude pour des rapports meg/m. égaux & 0.8, 0.6 et 0.4. On constate, que pour des
masses effectives plus faibles, le champ magnétique du matériau, nécessaire pour retrouver
la valeur expérimentale, diminue vers des valeurs plus raisonables.

Résultats du paramétrage pour I’angle d’éllipticité n

La procédure précédente est appliquée pour I’angle d’ellipticité n. Les résultats sont exposés sur le
figure 5.8. On remarque que la modélisation de ellipticité 7, n’est pas satisfaisante, les courbes
Nen (Mefr /M) qui amorcent un profil non-linéaire avec le champ magnétique croiseraient 7c,, pour des
valeurs du champ magnétique bien trop élevées.
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1 exp.

10

10°

min

n

10"

10°

10—6 v el Ll v el

1 10 100 1000
Bmat (T)

F1a. 5.8 — Intersection des valeurs théoriques 7, pour différents rapports meg/m. avec la valeur
expérimentale neyp

En effet, ’angle n d’ellipticité est liée a ’absorption de 1’énergie de I'impulsion laser par ’échantillon, et
la description classique utilisée avec les modeles de Drude-Voigt n’est évidemment pas la plus adéquate
pour rendre compte d’un phénomene aussi complexe. Dans ces modeles, le phénomene d’absorption
est décrit de fagon phénoménologique par les temps caractéristiques d’amortissement 7, et 77. L'esti-
mation de la valeur de ces parametres par 7, ~ 10713 s et Ty R 10714 s est réaliste dans les domaines
d’optique linéaire mais plus dans les régimes non-linéaires pour lesquels ces temps d’amortissements
peuvent dépendre du champ électrique excitateur et d’une corrélation forte entre les particules.

Choix pour décrire le champ magnétique du matériau

On peut conclure de ces deux études préliminaires qu’il vaut mieux choisir une valeur du champ
magnétique du matériau a partir de 1’étude réalisée avec I'angle de rotation 6. On peut voir dans
le tableau ci-dessous les différents champs magnétiques a paramétrer dans le code de calcul selon la
valeur de la masse effective de 1’électron que 1'on choisit.

Meft /M 1 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3

Brat(T) | 3480 | 3131 | 2784 | 2435 | 2086 | 1739 | 1391 | 1044

La corrélation entre la masse effective et le champ magnétique du matériau est linéaire comme on
peut le voir sur la figure 5.9 :



Confrontation aux résultats expérimentaux 193

4000 T T T T T T T
/I
-’
3000 F - -
y
S . -
£ o
@Q 2000t . -
./

/./ 1

1000 F ® , , , , , N
0.4 0.6 0.8 1.0

m_. / m,

FiG. 5.9 — Champ magnétique associé aux différentes masses effectives.

5.5.2 Résultats

On trace les angles de rotation et d’ellipticité normalisées 6/60,,:, €t /N mqn en fonction de 'énergie
absorbée. Une premiere étude est réalisée pour meg/m,. = 1 pour différents rapports entre les popu-
lations de charges libres et de charges liées (Figure 5.10) .

1.00 -
g/ g™
E ________ ]7/ i]min
= 098t
S
® 096
10° 102 10™ 10°

Energie absorbée ( mJ/em’ )

F1G. 5.10 — 0/0™™ et 0/0™" pour meg/me = 1, 2 = 0.4, 1, = 0.38 et 3, = 0.42
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Sur la figure 5.10 les courbes 6/60,,in et 7/Nmin pour zp = 0.4 sont superposées et atteigent la valeur
de 0.97 pour E,s = 1 mJ /em? bien plus faible que la valeur expérimentale de 0.7. On regarde alors
I’évolution des parametres magnéto-optique en fonction des populations de charges libres et liées pour
zp = 0.38 et xp = 0.42. Elles conduisent respectivement a des valeurs de 0.98 et 0.95. On choisit
ensuite de mener une étude distincte pour la rotation et 1’ellipticité normalisées pour
r, = 0.4 et de superposer les courbes théoriques avec les courbes expérimentales.

Etude de la rotation normalisée 0/0,,;, en fonction de 1’énergie absorbée E,;

On trace la rotation normalisée pour differents rapports meg/m.. On rappelle que pour chaque si-
mulation, le choix d’une valeur de masse effective donnée impose de modifier la valeur paramétrée du
champ magnétique du matériau (cf tableau précédent). On peut voir sur la figure 5.11 1’évolution de
0/0min en fonction de Iénergie absorbée pour des rapports meg/m — e égaux a 1, 0.6, 0.4 et 0.3.

1.0

0.9

0.8

0.7

o1 g™

0.6

0.5F .

04 M| " Ll L ol L Ll
10° 10° 10" 10°
Energie absorbée ( mJ/cm?’ )

F1G. 5.11 — Angle de rotation normalisé pour différents rapports meg/me. (x, = 0.4). Les points
représentent les mesures expérimentales de [8].

On peut faire les commentaires suivants :

— On constate que la rotation normalisée 6/60,,;, est d’autant plus faible que le rapport meg/m.
diminue.

— L’apparition du régime non-linéaire est identique pour les quatre courbes correspondant aux
quatre valeurs de megr/m — e, et semble correspondre au point de décrochement observé sur la
courbe expérimentale.

— On peut préciser que les valeurs théoriques restent supérieures aux valeurs expérimentales jus-
qu’a la valeur particuliere meg/me = 0.3.
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Etude de ’ellipticité normalisée 1/7min en fonction de ’énergie absorbée E

On réalise la méme étude pour Uellipticité normalisée 7/7,in avec z, = 0.4 et des rapports meg/m—e
égaux a 1, 0.6, 0.4 et 0.3. Les résultats sont exposés sur la figure 5.12.
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F1G. 5.12 — Angle d’ellipticité normalisé pour différents rapports meg/me (z, = 0.4). Les points
représentent les mesures expérimentales de [8].

On trouve des point communs et des différences avec les résultats obtenus pour ’angle de rotation :

— Lellipticité normalisée 1/nmin est d’autant plus faible que le rapport meg/me diminue.

— Les valeurs théoriques sont toutes supérieures aux valeurs expérimentales. On constate a nou-
veau que la valeur meg/m = 0.3 est singuliere car la courbe associée 7)/nmin semble devenir
croissante & partir de Egps = 1mJ/ cm?.

— En revanche, 'apparition du régime non-linéaire pour les quatre courbes théoriques semble en
bonne adéquation avec celle observée pour la courbe expérimentale.

5.5.3 Contribution du courant magnéto-optique

On reprend ’étude précédente mais en utilisant la formule obtenue en section (5.3.2) qui incorpore
un aspect magnéto-optique lié a I'interaction spin-orbite :
ni ~ (Exz + 6my)\JVIO) +2 (ezrxm + ezxa:y)\MO) E2

. 2 2 4 1/2
+4 ((ewy - 6mw)\l\/IO) —4 (excva - exxwwAJ\IO) E )
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Pour continuer, il faut cependant préciser le parametre A\y;o dont on rappelle ’expression :

oM, eiM,

Ao = weo | 2mciwey
0 0

Ce dernier terme comporte ’aimantation M, et le modele que 'on utilise, le champ effectif dans le
matériau By,q;. On fait I'hypothese simple que ces deux quantités sont reliées par la relation suivante :

Bmat - NOMZ~
Ainsi on peut écrire :
etM eiB ieB iw
)\JMO _ > z _ gnat __* mat _ B ) (560)
2mciweg 2mw (e po€p) 2 mw 2w
En notant wp = Bmat |a pulsation cyclotron associée au champ magnétique interne, on constate

m
que le rapport magnéto-optique ;o illustre une compétition entre I’échelle de temps imposée par le

champ magnétique wp et I’échelle de temps associée a la pulsation du champ électromagnétique du
laser w.

Résultats du paramétrage pour 1’angle de rotation 6 avec le parameétre magnéto-optique
AMO-

On trace a nouveau 6y, pour la valeur a I’énergie minimum en fonction de B,,,+ et on regarde l'inter-
section avec la valeur expérimentale 0.,,. L’étude est réalisée pour les rapports meg/me égaux a 1,
0.8, 0.6 et 0.4 et les résultats sont présentés sur la figure 5.13.

1072 I gexp. /

gﬂin
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F1a. 5.13 — Intersection des valeurs théoriques 6y, pour différents rapports meg/m. avec la valeur
expérimentale 6., en présence du parametre magnéto-optique A0

On constate qu’en incorporant le parametre magnéto-optique Ayro, les valeurs de By,q: nécessaires
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pour obtenir la valeur expérimentale de ’angle de rotation sont plus faibles que dans le cas Ay;o0 =0
(voir tableau plus bas) et se rapprochent de la valeur estimée a 500 T pour le Nickel.

Résultats du paramétrage pour ’angle d’ellipticité n avec le parameétre magnéto-optique
Amo

La procédure est également réalisée pour lellipticité; on peut voir les résultats sur la figure 5.14
ci dessous :

[ T T LR LR | T ]
i jl“’exp.

107k

10°F m_/m, =04 3

= 10'}

10°F
: T,
[ > m_,/m

10—6 v ol TR o TSR | L
1 10 100 1000

Bmat (T)

F1G. 5.14 — Intersection des valeurs théoriques n;, pour différents rapports meg/m. avec la valeur
expérimentale 7,, en présence du parametre magnéto-optique Ayro.

On constate également que la modélisation de ellipticité n’est pas satisfaisante car les valeurs de
champ magnétique nécessaires pour obtenir 7., sont toujours bien trop élevées. Comme précédemment
on choisit de paramétrer la valeur du champ magnétique avec les résultats obtenus dans
le cas de la rotation. On peut voir dans le tableau ci-dessous les différentes valeurs de B,,.: qu’il
faut choisir selon la valeur de la masse effective utilisée.

Meft /M 1 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 04 | 0.3

Bt (T) | 2527 | 2275 | 2022 | 1769 | 1517 | 1264 | 1011 | 759

On constate qu’elles sont bien plus faibles que dans 1’étude réalisée sans le parametre magnéto-optique.
La corrélation entre champ magnétique et masse effective est toujours linéaire comme on peut le voir
sur la figure 5.15.
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FiG. 5.15 — Champs magnétiques associés aux différentes masses effectives avec Ays0.

Etude de la rotation normalisée 0/60,,;, en fonction de ’énergie absorbée E,ps (Ayro # 0)

On peut voir sur la figure 5.16 I’évolution de 6/6,,;, en fonction de ’énergie absorbée pour des
rapports meg/m égaux a 1, 0.6, 0.4 et 0.3.

m,Im=03"

10 —= e ®e%
09}
e 0.8F
E L
0.7}
06}
10°° 10* 10”

10°

Energie absorbée ( mJ/cm’ )

F1G. 5.16 — Angle de rotation normalisé pour différents rapports meg/me avec Apro # 0.
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On constate qu’il n’y a quasiment pas de différence avec le cas précédent. L’incorporation du pa-
rametre magnéto-optique modifie les valeurs de la rotation normalisée mais puisqu’il impose d’utiliser
un champ magnétique plus faible, les effets sont compensés.

Etude de Vellipticité normalisée 17/1min en fonction de 1’énergie absorbée E,,s( Apro # 0)

On peut voir sur la figure 5.17 les modifications apportées par le parametre magnéto-optique sur
ellipticité normalisée 1/7min pour des rapports meg/m égaux a 1, 0.6 et 0.4.

10+ 0 0Q~0ln i
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min
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F1a. 5.17 — Angle d’ellipticité normalisé pour différents rapports meg/m. avec Apro # 0.

Les modifications sont beaucoup plus nettes que dans le cas de ’angle de rotation. On constate que
les valeurs de Dellipticité normalisée 7/9m, sont beaucoup plus faibles avec le parametre magnéto-
optique Apro que celles obtenues sans. Pour la valeur meg/m. = 0.4 la courbe est décroissante puis
croissante. Les résultats de la modélisation ne sont donc clairement pas satisfaisants pour
cette observable.

5.5.4 Analyses et critiques

On réalise a présent un bilan des résultats de la modélisation précédente. On présente les points
positifs et négatifs et on propose quelques pistes pour améliorer le modele.

— Le point important est que 1’allure non-linéaire des courbes théoriques semble suivre
celles des courbes expérimentales. Malgré les écarts significatifs entre les deux courbes, la
formule mathémathique des indices optiques non-linéaires :

. 1/2
ni AN €pn + 260000 B2 £ (eiy — 462 E4) / ,

TTTY

est relativement bien adaptée pour décrire un phénomeéne anisotrope non-linéaire.



200

Essais en magnéto-optique non linéaire

— Bien que la description classique du probleme soit un peu légere pour rendre compte des

propriétés du nickel, la modélisation des parametres magnéto-optiques donne des résultats
intéressants pour le parameétre de rotation 6. En se plagant & I’énergie minimum et avec
une valeur du champ magnétique du matériau de 'ordre de grandeur de celui rencontré dans
les ferromagnétiques, on trouve l’ordre de grandeur de ’angle de rotation mesuré
expérimentalement 0., .

En revanche, la modélisation n’est pas satisfaisante pour le parameétre d’ellipticité n qui
donne des résultats deux ordres de grandeur en dessous de la valeur expérimentale 7.z, . La
modélisation classique des fonctions de réponses semble étre inadaptée pour décrire correc-
tement les phénomeénes d’absorption, surtout dans les régimes non-linéaires.

Il peut-étre intéressant de reprendre 1’étude en modélisant les fonctions de réponses a partir
d’une théorie quantique.

La formule mathémathique des indices optiques non-linéaires avec le parameétre magnéto-
optique :

n?t ~ (eaxr + 6va)‘f\/[O) +2 (emwzw + exw:vy)\l\/IO) E2

1/2
£ ((Ezy - ‘527.1c>\MO)2 —4 (€Trry - GmmrmA]\/IO)Q E4) )

apporte des renseignements intéressants. En ajoutant la correction magnéto-optique (pro-
venant de 'interaction spin-orbite) on voit que le champ magnétique du matériau qu’il faut
considérer est plus faible et se rapproche des valeurs tabulées pour le nickel.

Les écarts entre résultats théoriques et expérimentaux peuvent s’expliquer par le fait qu’il
manque a ce modele un parameétre trés important pour décrire un effet Faraday non-
linéaire : la dynamique d’aimantation. L’étude a été réalisée ici & aimantation constante, ce
qui n’a pas trop de sens dans une thémathique de perte d’aimantation. Il est possible d’incorporer
une dynamique d’aimantation dans ce modele, mais il faut au préalable choisir un mécanisme.
La problématique de la dynamique d’aimantation est abordée dans le sixieme et dernier chapitre.

La modélisation apporte également des renseignements sur le role joué par les charges. En
effet, il est difficile de savoir quelle est la part réelle de la chute d’aimantation dans le signal
expérimental mesuré. Le modele précédent permettrait éventuellement de s’en faire une idée
mais il faudrait pouvoir étre sur de la valeur de la masse effective d’un électron du nickel.

Un autre point est essentiel a souligner. Le modele précédent est construit pour un seul mode
classique du champ électromagnétique. Nous n’avons considéré que la pulsation centrale
de I'impulsion laser et il se peut que les écarts entre théorie et expérience puissent aussi provenir
du fait d’avoir négligé les autres modes présents dans I'impulsion. Pour une impulsion de 48 fs,
la largeur spectrale vaut Aw = 2 x 10'3 Hz.

On retiendra que, malgré les insuffisances et une description sommaire de la matiere, le modele
théorique utilisé permet de décrire une partie de la réalité expérimentale. Il peut étre amélioré et
complété. Il serait intéressant de tester la formule des indices optiques non-linéaires pour d’autres
modélisations et notament dans des situations résolues en temps.



Chapitre 6

Dynamique d’aimantation

Dans ce dernier chapitre on mene une réflexion sur la désaimantation cohérente induite par des im-
pulsions laser femtosecondes dans des systemes ferromagnétiques. Ce phénomene découvert récemment
[8] permet une approche nouvelle de 'interaction rayonnement-matiére dans les temps ultra-courts. En
effet, il n’existe pas aujourd’hui, de consensus sur l'origine de la désaimantation ultra-rapide provoquée
par des impulsions laser ultra-bréves. En section (6.1) on propose une définition de la désaimantation
ultra-rapide cohérente et on expose les difficultés théoriques a décrire correctement le phénomene.
On évoque les mécanismes physiques pouvant étre a ’origine d’un tel effet, puis on se concentre sur
I’aspect incontournable du couplage cohérent entre les spins et le champ électromagnétique externe.
On utilise ensuite deux modeles différents traitant du magnétisme dans lequels on incorpore les cor-
rections relativistes. Une premiere appproche, traitant de la dynamique d’aimantation sous la forme
d’équations de Bloch est étudiée en section (6.2). Une seconde approche, exposée en section (6.3),
propose de construire une fonction magnétique de Brillouin incluant une perturbation magnétique par
le champ externe.

6.1 Désaimantation ultra-rapide cohérente
« Que vas-tu faire de ce que tu as appris? »
Germain Barzotti

On rappelle brievement les aspects physiques concernant la désaimantation cohérente et on ex-
plique que la description théorique d’un tel phénomene n’est pas évidente. Le magnétisme des phases
condensées présente a la base, une grande complexité de description, et la mise hors-équilibre de tels
systemes en des temps ultra-brefs ne peut pas étre décrit correctement par les théories existantes.
On étudie ensuite I'hypothese du couplage cohérent entre les spins et un champ électromagnétique
dépendant du temps.

6.1.1 Contexte et problématique

Comme nous l'avions expliqué dans la section (4.3.4), la deuxiéme expérience de [8] présente un
signal magnéto-optique cohérent, c’est-a-dire en phase avec I’'impulsion laser excitatrice de 48
fs. La variation de ’aimantation de 1’échantillon semble ”suivre” le champ électromagnétique du laser.
Ces signaux cohérents sont différents de la désaimantation incohérente qui a été éliminée du signal
mesuré, et apparait a des temps plus longs, lorsque les entités physiques ont perdu toute mémoire
relative a lexcitation initiale. La désaimantation incohérente peut se comprendre en imaginant que
I’énergie déposée par le laser sur les charges et les spins ”chauffe” le systeme. L’énergie d’agitation
thermique augmente et s’oppose a l'ordre magnétique : le systeme désaimante. La désaimantation
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cohérente, sensible a la polarisation du champ électromagnétique, est un processus d’ordre
électromagnétique et non pas de désordre thermique. On rappelle, sur la figure 6.1, 'allure de tels
signaux observés sur des échantillons ferromagnétiques de Ni et de CoPts.
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Fic. 6.1 — Signaux magnéto-optiques cohérents observés dans des échantillons de nickel et de CoPts
[8].

Définition

A propos de la désaimantation cohérente, on pourrait dire que c’est un phénomene ou le champ

électromagnétique du laser génere, seul et /ou par action sur les entités physiques, un ordre électroma-
gnétique qui s’oppose a ’ordre magnétique interne initial du matériau. Cependant, il parait

difficile de batir une théorie macroscopique, rendant compte d’une désaimantation partielle de I’en-

semble de ’échantillon ferromagnétique. Ceci pour plusieurs raisons :

— Partant de la définition précédente, il faut au préalable définir les structures microscopiques
impliquant ’ordre magnétique initial et le mécanisme prépondérant qui le génere.

— Ensuite il faut comprendre comment le champ électromagnétique externe dépendant du temps
agit sur les entités microscopiques et/ou sur le mécanisme prépondérant, pour s’opposer & l'ordre
magnétique ”statique”.

— Enfin, il faut prendre en compte ’ensemble des ”sites magnétiques” et leurs interactions pour
obtenir une ”désaimantation” macroscopique.

On peut affirmer sans trop de doutes que ce sont les moments magnétiques de spin qui sont
responsables majoritairement de 'aimantaion d’un matériau et que ’amplitude élevée de I'ordre fer-
romagnétique provient de I’interaction d’échange. L’interaction spin-orbite doit aussi étre prise en
compte car c’est un mécanisme important dans les phénomenes magnéto-optiques. Au dela de cette
compréhension microscopique, décrire le magnétisme macroscopique ”statique” d’un systéeme reléve
d’une grande complexité. On peut voir sur la figure 6.2, un état des lieux des différentes théories du
magnétisme.

Un autre point est tres important a souligner. L’aimantation macroscopique est relativement bien
décrite a ’aide de la physique statistique qui calcule I'aimantation moyenne, en tenant compte de
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F1G. 6.2 — Théories et modeles décrivant le magnétisme [82].

la probabilité pour chaque ”site magnétique” d’étre dans un état défini d’énergie E. La probabilité
est donnée par le facteur de Boltzmann :

ef% equfB
p(E) = 7 = 7

Cette probabilité est valide lorsque le systeme est a I’équilibre. Dans les régimes de désaimantation
cohérente, le systéme est hors-équilibre et les charges et spins sont dans un régime athermal. La
température n’étant pas définie, on ne peut pas utiliser la physique statistique pour décrire cette
situation.

6.1.2 Origine(s)

Nous avions évoqué dans la section (4.3.1) qu’il n’y avait pas de consensus sur l'origine de
la désaimantation ultra-rapide. Le débat est vif, et plusieurs explications sont proposées. La me-
sure d'un signal magnéto-optique cohérent apporte du crédit a I’hypothese d’une désaimantation
cohérente des films ferromagnétiques précédant la désaimantation incohérente. Comme nous 'avions
défini dans le paragraphe précédent, ce phénomene doit se traduire par la création d’un ordre
électromagnétique induit par le champ électromagnétique du laser qui s’oppose a 'ordre ferro-
magnétique ”initial”. Partant de cette idée générale, plusieurs possibilités peuvent étre envisagées :

— Les champs électromagnétiques associés au laser B (t) s’additionnent au champ magnétique
statique By et induisent une précession de 'aimantation dans une direction différente. Il y a
modification directionnelle de ’aimantation.
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— La forte intensité du laser de pompe agit sur les charges et les spins et modifie leurs dyna-

miques. Il n’est pas a exclure que des courants de charges ou de spins induits par le champ
électromagnétique dépendant du temps donnent naissance a un champ magnétique macrosco-
pique interne, dépendant du temps By, 4(t). Dans ce cas la modification directionnelle de
I'aimantation a lieu aprés création d’'un champ magnétique par le mouvement des charges.

Bo AM
Vﬁ’\/\{b

Le mécanisme d’interaction prépondérant dans le ferromagnétisme provient de I’interaction
d’échange entre les spins :

2
U= —Jissi 52 Jig = /drldrngl(r1)¢2(r1)%¢1(r2)¢1(r2).

L’amplitude du phénomene est lié a la constante de couplage Ji5 qui dépend des fonctions
d’onde des charges. Dans des régimes d’excitations non-linéaires tres élevées, il se peut que le
champ électrique externe et de polarisation non-linéaire perturbant les charges modifient les
fonctions d’onde. La fonction d’onde dépend alors du champ électrique incident ce qui se reper-
cute dans I'expression de la constante d’échange Jy5. Le recouvrement des fonctions d’onde
peut étre modifié. On peut envisager une théorie ou un modele visant & calculer une constante
d’échange dépendant du champ externe Jyia(E).
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Tous ces phénomenes peuvent d’ailleurs étre envisagés simultanément. On concentre cependant nos
efforts sur le couplage cohérent des spins avec les champs électromagnétiques du laser.

6.1.3 Couplage cohérent des spins avec le champ électromagnétique

Dans [8] les auteurs ont suggéré que effet Faraday non-linéaire devait étre attribué & un couplage de
type spin-orbite impliquant le champ électrique du laser dépendant du temps, et qu’il fallait considérer
le hamiltonien (6.1) issu de la transformation de Foldy-Wouthuysen du hamiltonien relativiste de
Dirac :

—eA)?  eh eh?
gFw  _ 2 4oV (P—cA)” eh B-— _V.E
met eyt 2m om 8m2c2
eh ieh

Ainsi le signal magnéto-optique cohérent peut étre associé a la partie spinorielle de (6.1) impliquant
le couplage entre les spins et les champs magnétique et électrique du laser et ceux dans la matiere
induits par ces derniers. Dans la section (1.5.1) nous avons montré que pour des impulsions lumineuses
femto-secondes, le dernier terme de (6.1) pouvait étre négligé. Le hamiltonien d’interaction spin-champ
devient : 5 ) "
e e

THW = —5-0 (B — 5 EEA (p— eA)) = —5,- Ber, (6.2)
ot on notera parfois Beg le champ magnétique effectif associé au laser. Le hamiltonien (6.2) corres-
pond a ’action perturbative du champ électromagnétique sur les spins du matériau. Un tel couplage
se traduit dynamiquement par un mouvement de précession du spin autour du champ magnétique
effectif et entrainerait une modification directionnelle de I'aimantation. Il nous faut évaluer I'impor-
tance de cette modification en tenant compte de I'ordre magnétique initial représenté par un champ
magnétique By.

Dynamique de spin induite par le champ

Concernant 'interaction du spin avec le champ électromagnétique du laser, nous avons montré en
section (1.5.4) que le hamiltonien (6.2) permettait d’obtenir ’équation du mouvement suivante :

1
2mc?

d
“:_BMBQH:_BM(M
m m

g EA(p— eA)> . (6.3)

Malgré une forme tres simple, il est difficile de résoudre proprement 1’équation (6.3), car elle contient
Iimpulsion p dont la dynamique est gouvernée par ’équation (6.4) :

dP P 1 eh eh
— = E+—AB —(p—€A E —o-VB
o e( +m/\ )+m(p e )/\{V/\<4m020'/\ >}+2ma‘ v
eh? eh OE
- ‘E)+ ——0oA—+9 (m™3 A4
8771262V (V-E)+ am2? " ot +0(m™), (64)
ou P est 'impulsion généralisée dont on rappelle I'expression :
h
P=p-—cA- "o AE. (6.5)

4dmc?



206 Dynamique d’aimantation

Nous sommes en réalité confronté a un systéme d’équations couplées qui n’est pas simple
a résoudre. Pour avoir une idée du mouvement précessionel du spin il faut choisir une expression
pour I'impulsion p qui soit réaliste et qui ne complique pas la résolution mathémathique.

Description du champ magnétique statique

La modification de la dynamique d’un spin par le champ externe nécessite de décrire le champ
magnétique statique By qui conditionne le mouvement du spin avant la perturbation. L’axe final
de la précession est donné par la somme vectorielle de By et de B¢y :

do e

—=——-o AN (B By).

dt 2 ( eff + 0)
Le champ magnétique By correspond au champ effectif ressenti par le spin dans le matériau ferro-
magnétique. En choissisant de considérer le champ externe dépendant du temps au second ordre en
1/m, il serait naturel d’appliquer le méme traitement au champ statique et de le décomposer selon :

1

BO = Bmat + WEmat A (P - eAmat)' (66>
Avec la description (6.6) on peut séparer la contribution magnétique By,4¢, de la contribution due
au couplage spin-orbite interne impliquant le champ cristallin du solide E, ;0 = —V V0. On re-
marquera la contribution de I'impulsion p dont la présence complique les choses. Dans les matériaux
ferromagnétiques, la partie magnétique peut étre précisée microscopiquement en tenant compte de
Iinteraction d’échange avec les autres spins. Le hamiltonien d’interaction d’un spin avec l’ensemble
des partenaires est alors.

eh
Hi:—%ﬂi- BO+BeH+ZJijU'j

J

L’importance du phénomene provoqué par le champ externe revient a considérer la compétition
entre champ externe et champ interne. L’énergie du couplage, induit par le laser, doit étre
comparée aux énergies mises en jeu avant la perturbation, c’est-a-dire 'interaction d’échange et le
couplage spin-orbite avec le champ cristallin du réseau. Malgré cette évidence, la tache n’est pas
simple & réaliser. Dans la section (5.3.1) nous avions calculé que le champ électrique du laser Ep, était
de l'ordre de 10® V/m. En faisant 'approximation d’une onde plane (simple mais non rigoureux) le
champ magnétique associé By, = Ej /c est de U'ordre de 1 T. A partir de I'expression (6.2) ’énergie
U associée au couplage cohérent d’un spin avec le laser vaut :

< () + G 10V /) ) )|

2mc?

’_eh * (1T)' =8.9%10"2*J =5.6 % 10 eV.
2m

Il faut comparer cette valeur a 1’énergie microscopique d’échange et du couplage spin-orbite estimée
au meV [73],[51]. L'énergie U semble trop faible, mais il faut tenir compte que cette estimation a été
réalisée sur un unique électron. Dans la matiere, il faut tenir compte de la polarisation non
linéaire des charges, et le champ électrique du matériau peut étre beaucoup plus élevé, si bien que
la valeur de U tende vers le meV. L’hypothése d’un mécanisme de désaimantation impliquant
les effets relativistes est donc parfaitement plausible.

Proposition(s) d’étude
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Pour évaluer I'importance des corrections relativistes sur la dynamique d’aimantation, on propose
de mener les deux études suivantes, présentées respectivement en sections (6.2) et (6.3) :

i) On considére 'aimantation M associée & un domaine magnétique ou & un macro-spin en
présence d’un champ magnétique H(t) dépendant du temps. La dynamique d’aimantation induite par
le champ est régie par I’équation suivante :

dM

— =yM A H(¥),

praialtl (t)
ou 7 est le facteur de Larmor et le champ H(¢) comprend un champ magnétique statique Bg et le
champ magnétique effectif impliquant les champs électromagnétiques du laser By, (t) et Er(¢) :

1
H(t) =Bo +BL(t) + —— (EL(t) Ap(t)) .
(1) =Bo +Br(t) + 5 (EL(t) A p(t))
On ajoute un terme d’amortissement phénoménologique impliquant les aimantations transverses (M,
M,), longitudinale M, et les temps caractéristiques d’amortissement 77 et T3. Le systeme évolue selon
des équations de Bloch :

dM M,e, Mye, (M,— My)e,

— =M AH({) — T T T

g (6.7)

Le but de I'étude est d’étudier I'influence de la correction relativiste impliquant le couplage
spin-orbite avec le champ du laser sur la dynamique d’aimantation.

ii) On utilise I'expression de 'impulsion généralisée :

eh
4mc?

P=p—-—eA - o NE,

qui contient une information provenant de l'interaction spin-orbite avec le champ électrique. Cette
expression est mise a profit pour batir une théorie simple impliquant la création d’un mouvement
orbital induit par le champ externe.

Remarque :

Nourredine Ferkous (Université de Sétif, Algérie) a réalisé un travail (non publié) qui per-
met de résoudre I'hamiltonien (6.2) dans le cadre de la mécanique quantique. En supposant que le
champ électromagnétique se propage selon l'axe Oz, le hamiltonien “H*W devient Hg et obéit &
I’équation de Schrodinger :

s |0) = | (Tl - s B0)) . — “SE0. ] | v) =ingy | o) (6:5)

4m?2c2 2m 4m2c2

En supposant que la fonction d’onde s’écrit | ¢) = e?(F==+k=2) | y (1)), on réinjecte cette expression
dans I’équation (6.8) et on applique 'opérateur impulsion p; = —ifiV; pour i = z, z. Tenant compte du
fait que S = ga et en utilisant les opérateurs S+ définis comme S+ = S, £145, on obtient I’équation
d’évolution suivante pour | x(¢)) :

[wl)S- + G + 5] | X(1) = ih o | x(1),
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avec les quantités :

Bk

{200 = G0 - 550)
G(t) = — e B()

Il s’agit ensuite de diagonaliser le hamiltonien obtenu. Pour cela on utilise une transformation unitaire

de la fonction d’onde, présentée dans les références [79], [80] :

X(B) = RN (1) = exp (=5 (7784 —¢”S) ) [ X' (1),

ou 7 et [ sont des parametres a déterminer. Cette transformation de la fonction d’onde implique une
transformation du hamiltonien Hg :

Hs | x0) = ing [x(0) = (RHsR =it G ) | 0) =ingy | (0).

Apres calcul on obtient une expression du hamiltonien transformé ne dépendant que de 'opérateur
diagonal S, a condition de poser les relations suivantes fixant les liens entre v, 8 et les quantités
initiales w et G :

{ "y.-i-QGsinﬁ:O (6.9)

(6 —w)siny + 2G cosycos =0
En définissant A(t) = w(t) + 2G(t) cos Bsiny + B(1 — cos~y) on peut calculer les valeurs propres du

hamiltonien dans la base des états de spin up et down (] + ),| — }); Pexpression de la fonction d’onde
du systeme devient :

XO) = s (o0 (1 [ 200 Yexp (~Ze7) 1)
+exp (—i/A(;l)dt’) exp (%e’ﬂ) |—>> : (6.10)

Ce travail peut étre mis a profit pour calculer les valeurs moyenne des composantes du spin au cours
du temps S; = (x(t) | S; | x(t)), ou pour établir les probabilités de transition | (x(¢) | £) |-

6.2 Effets des corrections relativistes sur un macro-spin

« Un fourmilier ? Il faut pas croire ca. »
Choc culturel bénin

Ce travail s’inspire d’une étude réalisée dans l'ouvrage Mécanique Quantique, Tome II de Claude
Cohen-Tanoudji [81]. Dans le complément BXIII, on trouve une résolution des équations de
Bloch décrivant la dynamique d’un vecteur aimantation soumis & un champ magnétique statique et
a un champ magnétique dépendant du temps. Ce travail se conclut par une étude dans I'espace de
Fourier de la variation de 'aimantation selon ’axe Oz induite par le champ magnétique dépendant du
temps. On réalise dans cette section une étude complétement similaire & celle effectuée dans [81]
mais en ajoutant la correction relativiste du second ordre en 1/m, qui permet d’obtenir des
informations sur la variation d’aimantation induite par le couplage spin-orbite avec le champ électrique
du laser.
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6.2.1 Equations de Bloch

La projection de I’équation (6.7) sur les axes du repere cartésien Ozyz conduit aux équations de
Bloch :

dM, M,
= VOLHL() - M.H,(0) - (6.11)
dM M,
L= y(MHo(t) — MoHL(t) — =7 (6.12)
dt T
dM, M, — M,
= V(M Hy(t) - MyH,(t)) - =, (6.13)
dt T
avec dans cette section v = —-=. Pour résoudre ce systeme il est commode d’utiliser les variables My

et Hy définies par :

My = M, +iM,
H: = H, +iH,

On obtient ’équation d’évolution de My en effectuant ((6.11) +4(6.12)). On peut également transfor-
mer ’équation (6.13) en remarquant que :

M H_—M_H, = (M,+iM,)(H,—iH,)— (M, —iM,)(H, +iH,)
= —2M,iH, + 2iM,H,.

Le systeme d’équations devient :

dM . M
dti = Fiy(MyH.(t) — M. Hy(t) — —T: (6.14)
dM, iy M, — M,
o = 5 (MyH_(t) = M_H.(t) - T 9 (6.15)

Le champ H(¢) est composé de trois termes différents : le champ magnétique statique Bg = Bge,
et le champ magnétique associé au laser Hy(t) = (BL(t) + g2z (EL(t) A p(t))) ol Ion considére la
correction relativiste du second ordre en 1/m.

On se place dans la configuration suivante : I'onde électromagnétique se propage dans la direction
e, soit pour la description du champ laser By, (t) = By, cos(wt)e, et Er(t) = Ef, cos(wt)e, ; le mouve-
ment de la charge associée a 'impulsion se situe dans le plan Oxy perpendiculaire a la direction de
propagation ; le champ H(t) a pour composantes :

0 By cos(wt) 1 0 D2 (1)
Hp(t) = B? + 8 + o2 ELC%S(wt) A pyét)
| Do
[ Brcos(wt)
= 0
| Bo — TILCZELcos(wt)pm(t)

Ainsi :

H, = H_ = Brcos(wt)
H, =By — ﬁELcos(wt)pm(t)
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L’expression de p,(t) est obtenue & partir de p,(t) = mdz(tt) ol z(t) = %ﬁzgm) est donné par le
modele de Drude. Dans 'approximation d’une onde plane E;, = ¢By, on obtient :
dx(t) d ([ —eFEy ewEr, |
t) = =m— t) | = t
D (t) m—y mo <mD(w) cos(wt) D) sin(wt)
ewE? ewB?

HZ = BO — WD(Q}) COS(Wt) Sln(wt) = BO — MT(UJ) COS(Wt) Sln(wt)

Le systeme d’équation ((6.14)-(6.15)) devient :

dM. B? M
dti = TFiy (Mi (BO — %ﬁ) cos(wt) sin(wt)) — M,Br, cos(wt)) — Tj
sz ’L’Y M, — My
i ?(MJr — M_)By, cos(wt) — 7
Enfin on note wg = —vBy la pulsation cyclotron associée au champ statique et wy, = —yBp la
pulsation cyclotron associée au champ laser :
dM. jew? M
Wi = (:I:in + 2;76571% cos(wt) sin(wt)) My Fiwp M, cos(wt) — Tj (6.16)
dM, i M, — M,
= = —%wL(m — M_) cos(wt) — T(’ (6.17)

6.2.2 Résolution

Comme les équations (6.16)-(6.17) ne peuvent étre résolues exactement, on utilise la résolution
proposée dans [81] ol on cherche les solutions sous la forme d’un développement en puissance de wy, :

M, = MO 4w MY 4w 4
My =ML +orMP + 2 MP + .

On porte ce développement dans les équations précédentes et on regroupe les termes en puissance de
n .
wi

Pour n =0 : Il n’y a pas de perturbation.

dM© ) o M
= = :I:szMi) — —Ti;
(6.18)
dm(® ML — My
a T T

Pour n =1 :1l s’agit du premier ordre de perturbation qui fait apparaitre la contribution du champ
magnétique du laser.

(1 (1
d]\;[ti = :I:inMg) F iMZ(O) cos(wt) — —MTj;
(6.19)
dM M i 0 0 MM
=1 (M_(F) - Mﬁ)) cos(wt) — =
Pour n > 2 apparait la perturbation liée a I'interaction spin-orbite.
(n) . (n)
d”i‘-&t = j:inMin) + 5 By cos(wt) sin(wt)M(in_2) i cos(wt) — ]\%
(6.20)

dM (™) i n—1 n—1 M
e =1 (Mi ) MmO )) cos(wt) — ~F
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Les termes Mﬂ([n) et M Z(") sont ensuite développés en série de Fourier :

o0
M = S M) et (6.21)
p=—00
MM = " M et (6.22)
p=—00

On injecte les développement (6.21) et (6.22) dans les systemes d’équations (6.18), (6.19) et (6.20) et
on écrit les équations d’évolutions sur la base e?“*. On obtient pour n = 0

© _

MZ((()(;) — M,

MZ(E)I))) —0 . (6.23)
Mig) =0

Pour n =1 : on précise qu’il faut développer le terme cos(wt) en notation exponentielle complexe. La
projection des deux termes suivants sur la base e??** donne :

1, ., , > : 1
0) _ iwt —iwt (0) ipwt (0) (0)
COS(Wt)MZ( )= 9 (e +e ) Z Mz(ﬁ)e " — 9 (Mz(Pfl) + Mz(p+1))
p=—00
©) _ 2700 Lo (0) 0) ©)
cos(wt) (M+ - M- ) — 3 (M+<p71> MGy — Mgy - Mf<p+1>) )
qui permet d’obtenir les équations au premier ordre pour une composante p :
am ) . (1) i (0) (0) M,
dit( L= iszM:l:(p) +3 (Mz(pfl) + Mz(p+1)> B ;2( :
(6.24)
dM(l) . (1)
2p) (0) (0) (0) (0) 2(p)
a2 = = (M My - MO ML) -
Pour n > 2, c’est le terme cos(wt) sin(wt)Mian) qu’il faut écrire en exponentielle complexe :
cos(wt) sin(wt)M("%) _ i (eint _ e—int) i M("*Q)eipwt
+ - 44 +(p)
p=—00
L (3 rn-2) (n—2)
— (Mi(p—2) - Mi<p+2)) :
Les équations d’évolution s’écrivent :
AMYG) ) e (n—2) (n—2)
w2 = kMU + gt (MU, + M)
i (=D D) _ MG
+3 (Mz(p—l) + Mz(p+1)) N % ’ (6.25)
M ‘ M
=(p) i (n—1) (n—1) (n—1) (n+1) =(p)
s = i (M+<p71> + M) — M0 *Mf<p+1)) -7

Structure des solutions

Les équations (6.23), (6.24) et (6.25) permettent de déterminer les solutions les unes aprés les autres.
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L’équation (6.23) reconstitue 1’état du systéme avant perturbation, il s’agit de Paimantation initiale
My, les composantes transverses Mio()o) sont évidement nulles. Pour n = 1 les conditions données
par (6.18) et (6.23) imposent que la composante transverse Mz((lz) soit nulle. En revanche, il apparait

une contribution longitudinale via les termes Mil()p). Ainsi, utilisant (6.25) on voit que la solution se
structure sous forme d’un arbre.

_ (4)
p = 4 Mz(4)
/
_ (3)
p = 3 Mi(3)
/ N
_ (2) (4)
p = 2 M, M,
/ N /
_ 1) (3)
p = 1 Mg, Mg
/ N\ /! N
_ (0) (2) (4)
p =0 M ) M) M )
N / N /!
_ 1) (3)
p = —1 My, MLy
N S N
_ (2) (4)
p = —2 M;Z,, M;
N /!
_ (3)
p = =3 Mi(_3)
N
_ (4)
p = 4 Mz(4)
n=20 n=1 n=2 n=3 n =4
Les composantes transverses Mz(?p)) n’existent qu’aux ordres pairs et les composantes longitudinales

Mﬂ;) qu’aux ordres impairs.

6.2.3 Calcul de 'aimantation

On cherche maintenant & évaluer 'influence du couplage spin-orbite sur I'aimantation transverse
M,. D’apres (6.25) et la structure des solutions, 'impact de 'interaction spin-orbite intervient & par-
tir de n = 3 c’est-a-dire pour les composantes longitudinales Mf). La répercussion sur I’aimantation
transverse ne se traduit qu’a partir du quatrieme ordre et possede cinq modes de vibrations. On choi-

sit cependant, pour simplifier, de ne calculer que la composantes Mé?g). Il nous faut alors déterminer
(0)

; 1) (2) (2) ; (3)
succesivement Mz((])’ M:t(:tl)’ Mz(()) et Mz(ﬂ) puis M:I:(:I:l)'

*1). Pour n = 0 aimantation est donnée par M = Mz(?a) = Mj. La structure en arbre nous permet

de calculer Mj(tl()ﬂ) a aide la formule (6.24) que l'on rééerit :

amt ’ uo
0 _ oW (O © +(p)
— = diwpM),) o (MO + ML) - 2. (6.26)
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On voit que le terme MZ(?Z)FI

) vaut My pour p = 1, et que MZ(?Z))H) vaut My pout p = —1. En travaillant
dans Pespace de Fourier on déduit de (6.26) les quatre composantes longitudinales du premier ordre

données par la structure en arbre :

1 _ Mo (1) — My
M+(1) 2 w_wB_i) M+(*1) 2(_‘*’_“’3_%2)
MY My MY My
-1 2(W+wB*sz) —(=1) 2(7w+w57T—‘2)
En notant :
m-_ = W_WB_T*; my = w+wB+TL;
m* = w—wB—f—T—Q m*Jr: w_'_wB_TL'z )

on peut réécrire le groupe précédent sous une forme plus simple :

(1) M 1 _ M

{ MJ(rl()l) ~ome { MJ(rl()—l) = 2m(fF
M, M,
Mf(l) = 2m%_ Mf(fl) = —omt

*ii). Ces résultats nous permettent de calculer les composantes de ’aimantation pour n = 2. Il existe

2

trois composantes : M(()) pour le mode 0, M(( 5) pour le mode vibrant a 2w et M 2(—2) bour le mode

vibrant & —2w. La deuxiéme équation de (6.24) :

am’? e
20 _ ) ) M M) =)
% - 1 <M< yt MGy =M gy — M <p+1>> T (6.27)

avec les expressions de 'aimantation longitudinale du premier ordre permet de déterminer les 3 modes.
Pour le mode 0 (6.27) donne :

@ _ i (1) W o NMe 1 ] L
Mz(o) - 4 <M+( 1) M+(1) M—(—l) M—(l)) o 4 2my  2m_ + 2m*  2m’
TlMoi m*Jr — my m_ —m* TlM()i *% *%
= - 7+ 2 =~ 7 T 2
8\ |my] fm_| 5 \melP " ]
B MyTy 1 1
T an \meP mop
MyT; 1 1
= + (6.28)
A h) o)
Le mode 2w se calcule dans ’espace de Fourier en remarquant que Mil() 1) = M (1()3) et M (1() 1) =
M(l() 3) pour p = 2 n’existent pas :
SR U1 R V) ) &y &
(22w+T> M = = (M + M) - MO - M)
; _ v @ _ _t 1) 1)
‘ (2“’ T ) MG = (M - MEy).
En notant z(y,) = (Qw — Ti) on obtient alors :
@ My 1 1 _ My 1 1
Mz(Z) T Ry (m + ms ) 8(2w — ) i + i
(2w) + T (W_WB_E) (w—&—wB—E)
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Pour le mode 2w, le travail est identique :

1 @  _ i (-3 (1) (1) 1)
<_2W * T) M2y = =3 (M+(1) F My~ Mg - M—(—U)
1
BN E ) (D)
()i = ),

mais en notant ZEkzw) = (2w + T%) :
M(Q) 5 — & (1 —+ 1) e MO 1 + 1

(2w)
* iii). Nous sommes maintenant en mesure de calculer les éléments d’aimantation longitudinaux du
troisitme ordre pour n = 3. On part de la premiere équation du groupe (6.25) :

ML) (n) ew (o) e \ i () ey M
p) _ . n n—2 n—2 v n—1 n—1 _ P
a - EesMag) = e (Mﬂp—z) + Mi(pw)) ¥5 (Mz<p—1> + Mz<p+1>) T,
que l'on réécrit dans le plan de Fourier :
’ 1. 3) _ ew 1) (1) L@ )
(pr + E + ZWB> M:I:(p) = i&yTD(a)) (M:t(p72) + M:l:(p+2)) + 5 (Mz(pfl) + MZ(erl)) . (629)
Etant donné que I'on cherche a calculer la composante MZ(A(%) du quatrieme ordre, on voit sur la

structure en arbre qu’il suffit d’obtenir Mf()l) et Mf’()_l). Ainsi, pour le mode w, 1’équation (6.29)

devient en remarquant que Mj(tl()s) n’existe pas :

o ®  _ ew (1) (1) V) @)
(W T MB) My = Fgmpy (M + ML) F 5 (MG + M)
_ W@ (2)
= 5o el 3 (M) +03). (6.30)
On calcule & part les aimantations Mf’()l) et M£3()1). Pour la premiere (6.30) s’écrit :
; ) cw W @ (2)
m-Migy = S Mren T3 (M8, + M)
- ew MO EMOTl 1 1 i MO i n 1
 8ymD(w)2my 2 4Ty \my|2  |m_|? 28zp0) \m—  m

ol
My ew i1y 1 1 ) 1 1
= 2=+ St — ) - —+— ).
8 \myDw)2my  Tp \ |my] |m_| 2z(90) \m—  m}
et conduit a :

My ew 1Ty 1 1 ) 1 1
M® 1 — —_— . (6.31
+M) i8m_ \ myD(w)2m + Ty \|my|? + |m_ |2 22(20) \ M- + m? (6:31)

Pour ’'aimantation ME?’()I) le travail est identique. On obtient :

M, ew Ty 1 1 1 1 1
MG Mo ( - ( N >+ <+ )) 6.32
- i8m* \myD(w)2m*  Tp \|m4]?  |m_|? 22(20) \— M} (6:32)
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On réalise la méme opération pour le mode —w, ’équation (6.29) s’écrit en remarquant que Mj(tl(l:)))

n’existe pas :

1 (3) _ ew (1) 1) L r(2) 2)
(_ZW + ?2 :F ZWB) Mi(—l) = iw (Mi( 3) —+ M (1)) :F 2 (Mz(—Q) —+ MZ(O))
_ ew W (2 (2)
N i8’ymD(w) Myt 2 (MZ( » M (O))

et les aimantations MJ(r () 1) €t M® -1 prennent la forme :

M, ew e 1 1 ) 1 1
M» =" —= - — 6.33
tED T —imy 8\ ymD(w)2m + Ty \ |my|? + |m_|2 220,y \M+ my " m* (6.33)
(3) - MO ew ZTl 1 1 ) 1 1
M = — - — — . (6.34
=17 _im*8 ( ymD(w)2mi Th (|m+2 + [m_|? 23(2@ my * m* (6:34)

* iv). Les quatre expressions permettent de calculer la composante d’aimantation transverse MZ(E%) a

Pordre n = 4. Elle s’obtient avec la deuxiéme équation du groupe (6.25) :

@ . y®
) _ G () 3) @ e M
% - 1 (M+<p—1> + My — M M—(p+1>> T,
qui donne pour le mode p =0 :
@ _ (@ ®) 3) 3)
+T Mo = —3 (M -y TMiqy - MICy, M—(+1>)

Avec les expressions (6.31), (6.32), (6.33) et (6.34) on obtient :
uo _& % ew 1 n 1 _ 1 _ 1
2(0) 4 ) 48 |ymD(w)2 \m_my  mym_  mim* m*mi
T 1 1 1 1 1 1
o t ) (e e
[msf? " Jm_? my o m-ml
1 1 1 1 1 1 1 1
+ — ) (—— - — ) (—-=
2z(20) \Mm— M} m_  mk 2w) my  mE my  mE
o 7M0T1 ew 2 _ 2
N 32 ymD(w)2 \m_my  mim*

JrZ'Tl( 1 N 1 )(mim_+m+mj_>
To \|myl* ~ |m—J? [ m— |2 [ my [?

. 2 : 2
i 1 1 i 1 1
- ( + — ) + ( + — ) . (6.35)
220wy \m-  mi 22(2w) my  mE
Pour simplifier cette expression, on peut d’abord remarquer que dans la seconde ligne de (6.35)
mg —mA =m* —m_ = 2i/T,. On utilise ensuite la propriété des nombres complexes z + z* = 2Re(z)

et z—2z* = 2iIm(z). En effet, dans la premiere ligne de (6.35) 1/(m*m* ) est bien le complexe conjugé
de 1/(m_m.). Dans la derniere ligne de (6.35) la quantité i/(22(,,,)(1/m4 + 1/m*)? est le complexe
conjugé de —i/(2z(2))(1/mi +1/m_)%
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On obtient les trois termes suivants :

T 1 1 \?> MTiew 1 M,T
M(4) M, 1 _ 041 T 0 1R
=(0) = tMo <4T2 |m |2 + |m_ |2 16’ymD(w)Z " m_my * T

1 ( 1 1
— +
2220y \M— M}

A B C

— La quantité A est la contribution au quatrieme ordre due au champ magnétique du laser By,. On
peut remarquer qu’elle vaut précisément le carré de la perturbation M ((())) du deuxieéme ordre
obtenue en (6.28).

— Le terme B est la perturbation induite sur M, par I'interaction spin-orbite. C’est une quantité
complexe due a la présence du facteur i et de la fonction de réponse D(w).

— Enfin le terme C est la répercussion des éléments d’aimantation du second ordre Mé?%) et MZE(Q) 2)
vibrant respectivement a 2w et —2w.

On précise les expressions précédentes :

1 1 2wp
Im = Im = 4w?
m_my W-ws =)W Fws+7) | Ty((w - wh+ )2 + 2
j 1 1)\? ' 1 1 ’
Re ! ( + — ) = Re ! 7 — + .
2z(00) \M- M} w— £ \(w-wp— %) (Wtws— )
 (w/TH)X + (4w — 1)TF)Y
B X2 +Y?2 ’
avec :
X = (2w(w’-wh—1/T5)* - 2/T22) + (/T To) (w* — wh — 1/T3))
Y = (1T (w*—wh —1/T5)% — 4w®/T5) — (8w?/To(w® — wh — 1/T3)) .
L’aimantation transverse au quatrieme ordre pour le mode p = 0 s’écrit :
M(?())) — |- Tew 2wpT) Th (dw/T2)X + (4w? —1/T3)Y
z w2 2 2
16ymD(w) 7, ((w2 — W+ T%%))Q + 4T§B) 16 X2+Y
T\’ 1 1 ’
1
+ | = + . 6.36
(i) <<<w+w3>2+;;> <<w—w3>2+;22>> (6:36)

6.2.4 Résultats

On rappelle que 'aimantation M, est développée en puissance de wy; = —vyBy. Les composantes
transverses n’existent qu’aux ordres pairs et I’expression exacte de 'aimantation M, au quatrieme
ordre s’écrit selon (6.37). Pour simplifier, on ne considére que les termes du mode p = 0 et U'expression
se réduit a (6.38).

M, M(0)+w2M(2)—|—w4M(4)

4
M+ <Z M{)e W) +w (Z Mz(?z)l)eipwt> (6.37)

p=—2 p=—4

%

4
Mo +w} M) +wi MG (6.38)
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La composante de 'aimantation transverse prend la forme finale :
T, 1 1 T\’ ( 1 1 \?
M, = My(1l—-ui|—|—s+— e
°< ”L(4B)(:m+w*wnzP)'*”L<4B) e ]2
wiTy [ dew i (1-+ 1 )2 . (639)
22(20) \M— M}

Im

16 \ ymD(w) [mm+

Pour avoir une idée de 'influence de ces corrections, il faut tout d’abord comparer les résultats
du quatriéme ordre par rapport aux travaux réalisés au deuxiéme ordre dans [81]. Dans
cet ouvrage, la formule du deuxiéme ordre suivante est étudiée :

M. T 1 1
12 =L T — 6.40
My %<Mg<mw+mw9 (6.40)

Il y est présenté une courbe autour de la résonance w = wp dans le cas théorique idéal ou T7 = T et
wrTh = 1. Dans la zone de résonance la formule (6.40) se simplifie selon :

MZ 2 T1 W%TlTQ w%Tf 1
Ll =1 - = = =1->=
MO 4T2|m_|2

| - e

Paramétrage

On observe bien une diminution de I’aimantation de 25 pourcents comme on peut le voir sur la figure
6.3.

06 | -

05 i | L 1 1 1 1
0.96 0.98 1.00 1.02 1.04

o/ o

F1G. 6.3 — Aimantation normalisée en fonction de la fréquence normalisée au deuxiéme ordre pour
T1 = T2 et wLT1 =1 [81]

Dans le cas qui nous concerne, il faut adapter les parameétres physiques a la réalité des
expériences que nous étudions. Il faut fixer les parametres wg, wr, 17 et Tb. Le parametre
wp = — =By est la pulsation cyclotron associée a la valeur du champ magnétique statique, c’est-a-dire
le champ magnétique de la matiere. On a vu dans les sections précédentes, qu’il est de I’ordre de 1000
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T pour les ferromagnétiques. On choisit de prendre By = 1044 T associée a la valeur mesr = 0.3m,.
Ainsi la valeur de wp vaut wp = 6.14x10' s ~!. Ce parametre n’est pas le plus important car il indique
essentiellement la pulsation de résonance du systeme. On voit cependant la nécessité de considérer
des champs magnétiques internes élevés pour observer une résonance dans le domaine du visible. La
valeur de wy, concernant la pulsation cyclotron associée a I’amplitude du champ magnétique du laser
s’écrit selon : . .
BL = — Er.

Meff MeffC
On choisit de prendre pour I'amplitude du champ électrique du laser Ep, la valeur correspondant a
I'énergie absorbée maximale dans les expériences de [8] valant E;, = 7.3 % 10® V/m, qui fournit une
valeur de wy = 1.4 % 10'%s ~!. Le temps de relaxation transverse T} associé est estimé & 3 ps et le
temps T décrivant le phénomene de décohérence & To = T1/10 = 0.3 ps [77] . Ainsi pour ces valeurs
la diminution relative d’aimantation est estimée a 0.53, comme on peut le voir sur la figure 6.4 .

wrp = —

05 M 1 L 1 N |

0.96 0.98 1.00 1.02 1.04

ol o

F1G. 6.4 — Aimantation normalisée en fonction de la fréquence normalisée au deuxiéme ordre pour
Ty =T1/10 = 0.3 ps et wy, = 1.4 % 1012 ~1.

Influence des termes du quatriéme ordre

On regarde a présent, I'importance des corrections du quatrieme ordre par rapport a celles du deuxieme
ordre. La formule (6.39) est présentée de la facon suivante :

M T 1 1
P o 1 () — 4+ ) +A+rBrC
Mo “’L<4Tz>(|m+|2+m_2>+ e

On étudie séparément I'importance des termes A, B et C :

7\ 1 1 \?
A= 4ot (1) (—+ ——
L (4T2> <|m+|2 - |m_|2> ’

B — _wiTl Tew Im 1 ’
16 ymD(w) m_my

o Wity io(1 1 2
16 22(20_,) m_ mj_ '
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La modification apportée par le premier terme A conduit & :

M. (T L S VA L ?
=1—-wi | — —_— wi | — — ] .
Mo P4z ) \Im 2 fm_|? P4 ) \Imi?  jm?

La diminution d’aimantation relative totale est moins importante comme on peut voir sur la figure

6.5.

05 M | N 1 N 1

0.96 0.98 1.00 1.02 1.04

o/ o

F1G. 6.5 — Aimantations normalisées en fonction de la fréquence normalisée au deuxieme et quatriéme
ordre (influence du terme A) pour T, = T7/10 = 0.3 ps et wy, = 1.4 % 10'2s ~1.

Les influences des termes B et C sont en réalité trés faibles comme nous le montre un calcul d’ordre
de grandeur. Par exemple, on aura pour le terme B avec T} = T» = 1/wy, et les expressions données
en (6.39) :

L wihdew Im{ 1 }
16 ymD(w)

w%Tl w Ty

16 D(w)ws’

m_m4

(6.41)

11 faut préciser la valeur de la pulsation w associée au laser. Dans les expériences de [8], nous I’avions
déterminée & w = 2.36 * 10'® s~! dans le chapitre 5. Mais comme on réalise 1’étude & la résonance, on
la fixe égale & wy = 6.18 ¥ 10** s ~! qui est plus faible. La fonction de réponse D(w) est approximée a
w? soit w% . Le rapport (6.41) est ainsi évalué a :

4 42 2
wiTiw Ty wipTY  wp
—— = 5 R s

16 wgwp 16wj 16wj

B~ (6.41) ~ ~ —2.5%1075. (6.42)
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La contribution du terme B est donc bien négligeable. Il en va de méme pour le terme C qui est du

méme ordre de grandeur :

Remarques :

Wity i (11 2
16 2z(20) \Mm— M}

wéTl%% w% ~25%1078
16 w2 16w ’

(6.43)

— II est important de préciser qu’il est tres difficile d’avoir une idée précise de amplitude de ce
phénomene car nous n’avons pas de données précises sur les temps 77 et T5. La figure 6.6 montre
la variation de la désaimantation pour différents rapports de T} /T pour une valeur de Tywy, = 1.

M/ M

1.0

09|

0.7 |

06 |

'0.96

0.97 0.98 0.99 1.00 1.01 1.02 1.03 1.04

o/ og

F1G. 6.6 — Aimantation normalisée en fonction de la fréquence normalisée au deuxieéme ordre pour
wr Ty =1 et différents rapports Ts /T .

— Nous aurions souhaité réaliser des simulations pour des valeurs de champ électrique plus élevées
mais ceci n’est pas possible avec ce modele. En effet, en supposant qu’on puisse augmenter
lamplitude E}, et donc le parametre wy,, en gardant une valeur pour 7 estimée a la picoseconde,
la diminution relative de 'aimantation donnée par exemple par la formule (6.39) donne des
résultats déraisonables. Par exemple en prenant Er ~ 1019 V/m et T} ~ 1 ps, on obtient :

M,

22
_ ~wiTy
M,

1 = —1520.

Ce résultat est completement absurde et montre clairement les limites de ce modele. En effet,
les temps de relaxation sont reliés entre autre chose aux collisions entre particules du matériau,
et sont fonctions de I’énergie absorbée par I’échantillon qui est déposée par le laser. On a donc
phénoménologiquement, 77 = T1(E) et T = T»(E). On ne peut donc pas étudier raisonable-
ment la diminution d’aimantation pour des amplitudes de champ plus élevées sans connaitre la
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corrélation avec les temps d’amortissement.
Conclusion
On peut faire les commentaires suivants :

— La correction relativiste impliquant I'interaction spin-orbite est succeptible de modifier I’aiman-
tation transverse My a partir du quatrieme ordre. Elle est cependant d’amplitude négligeable.

— Il faut cependant préciser que ce développement ne contient pas la physique de l'optique non-
linéaire. Il faudrait pouvoir incorporer les effets non-linéaires de polarisation et les ajouter au
champ électromagnétique externe.

— L’information principale apportée par la connaissance des termes du quatrieme ordre porte sur
la contribution du champ magnétique du laser dépendant du temps. Elle se traduit par une
diminution de la désaimantation transverse par rapport aux résultats du second ordre.

— Le modele présente des limites de description importantes pour des amplitudes de champ
électromagnétique élevées. Il se pose le probleme de la dépendance des temps d’amortissements
avec l'excitation externe. Cette résolution des équations de Bloch n’est pas adaptée pour décrire
la désaimantation cohérente.

6.3 Effets de I'impulsion généralisée

« Zwei mal gewichst esch wie gefickt. »
Ein schlauer Fuchs.

On propose un modele tres simple basé sur la théorie du paramagnétisme de Brillouin qui incorpore
I'interaction du spin avec le champ électrique dépendant du temps.

6.3.1 Moment orbital induit par le couplage entre le spin et le champ

Les moments magnétiques orbitaux sont proportionnels aux moments cinétiques par le biais du

€

facteur de Larmor v = 5= :

m =~ r Ap.

Lorsqu’on travaille avec I'impulsion généralisée p—eA d’un électron en présence d’un champ électromagnétique
on fait apparaitre deux contributions magnétiques :

m = ArAp—~rAcA
= Morb+ﬂdia'

Le premier terme p,,, correspond au paramagnétisme du moment orbital et le second pg;, au dia-
magnétisme induit par le champ. Si on tient compte de I’expression de 'impulsion généralisée contenant
la correction due a l'interaction spin-orbite :

eh
4mc?

P=p—-eA - o NE,
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le moment magnétique total associé a la boucle de courant comprend un troisieme terme :

e n) = (rn (p-ca

fyr/\p—’yr/\eA—’yr/\(

eh
TmcZ oNE

h
U/\E>

))

e
4mc?

Moy + Hgiq + Hind(E)»

noté p;yq(p) de sens opposé au moment orbital et induit par le champ électrique E . Si on développe
vectoriellement le terme pt;,,q¢py on voit dans la formule (6.44) qu’il est porté par le champ électrique
et par le spin que 'on maquille en magnéton de Bohr. Pour simplifier cette expression on se place
dans une configuration ol r et g5 restent perpendiculaires et on obtient (6.45) :

Hind(E)

~
~

e eh e
. E)=— E
2mr/\ <4m020/\ ) 4m02r/\(NB/\ )
e
(e By (v up)E) (6.44)
e(r-E)
oz B (6.45)

L’effet de la correction relativiste se traduit sous la forme d’un diamagnétisme induit par le champ
et porté par le spin (voir figure 6.7). On peut ajouter cette quantité au moment magnétique de spin
g = pp pour obtenir un moment magnétique p's

!

Hs = 1

e(r-E)
4mc?

e(r-E)
4mc?

B~ (6.46)

HB:NB(l—

).

Mina(E)

FiG. 6.7 — Moment magnétique induit par le champ électrique.

L’amplitude de la correction est alors un rapport entre I’énergie dipolaire et 1’énergie de masse. Pour
avoir une idée de la valeur de 1’énergie dipolaire, on choisit de prendre pour le rayon vecteur r le rayon

caractéristique de Bohr ap

dmegh?
mee?

e

électrique du matériau E,,q; :

e(r-E)

= 52.9 pm et de décrire le champ électrique E comme le champ

)

P®

€0

2180)

€0

eage, - B, = eape, (E + +

eage, (E + X(l)E + X(3)E3) .
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Le moment magnétique p's devient une fonction non-linéaire du champ externe :

eape,

s = g (1 - ((1 +yDE + X<3>E3)) . (6.47)

6.3.2 Fonction de Brillouin

Pour avoir une idée de I'influence de cette perturbation on choisit d’utiliser la théorie du para-
magnétisme de Brillouin. On garde cependant a l'esprit que cette description n’est pas rigoureuse
car elle suppose que le systéme est & I’équilibre et que la température est définie, ce qui n’est pas le
cas dans les hypoyheses de désaimantation cohérente dans les régimes femto-seconde. Dans la théorie
de Brillouin on considere N moments magnétiques pp plongés dans un champ magnétique B. En
présence du champ magnétique, un moment magnétique élémentaire possede deux états d’énergie E1
de probabilité p(EL) :

1 E 1 up-B
B, = —py B p<E+)—Zexp<,5>—Zexp( - )

1 E_ 1 -B
E. = pp-B P(E—)—ZGXP<—H>—ZGXP<—HzT >7

ou Z = exp(—E, /kT)+exp(—E_/kT) est la fonction de partition du systéme. La moyenne statistique
de IYaimantation paramagnétique vaut :

Hp By _mB By
N(ZeXp( kT) ZeXp< k:T))

-B
N pp tanh [“B } .

M

En présence d’'un champ électrique 1’énergie du systéme est modifiée :

eage,
4mc?

E't=7Fup-B (1 - : ((1 +xM)E + x<3)E3)) :

et on suppose qu’elle transforme la fonction de Brillouin pour un systéme a deux niveaux selon :

_ kg -B _ cape, (1) (3)3
M(E)_Nthanh[ o (1 T ((1+x )E + y¥E )) . (6.48)

6.3.3 Résultats

On peut étudier & présent la formule (6.48) pour différentes amplitudes du champ électrique. Il
nous reste a déterminer la valeur des différents parametres. Le champ magnétique B est fixé comme
précédemment & || B ||= 1044 T et est associé a une masse effective de 0.3me. la température est prise
a T, = 1000 K. On choisit de décrire les fonctions de réponse (1 + x) et x(3) de la méme manicre
que dans ’étude de la réponse magnéto-optique dans la section (5.4.3) :

(1+x(1)) = 1+Oél()1)+06f+06f061()1)(1+§b§f)
X = ol +aPar(1+6¢)).

Ces fonctions dépendent de la pulsation du champ électromagnétique w et on rappelle que dans [8] la
pulsation centrale de I'impulsion laser est w; = 2.36 * 101> s~1. Cependant, on peut déja montrer, que
dans les conditions d’énergie absorbée maximum de [8], la correction relativiste que nous proposons
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n’apporte rien. En effet, le champ électrique dans la matiere est évalué & 10° V/m et le rapport entre
énergie dipolaire est énergie de masse est bien trop faible :

€ap H Epat ”

~ -9
: ~4.6%107°. (6.49)

me
On peut affirmer que dans ces régimes, la fonction de Brillouin n’est pas modifiée. En revanche, on
peut réaliser une étude pour des amplitudes de champ électrique plus élevées. Contrairement aux
équations de Bloch de la section (6.2.4), il n’existe pas de parametres physique qui rendent cette
étude absurde. On peut donc voir sur la figure 6.8 ’allure de la fonction M(FE) :

05

00|

M /M,

05

1E9 1E10 1E11
E(V/m)

Fic. 6.8 — Fonction de Brillouin dépendant du champ électromagnétique externe. La ligne verticale
correspond a la limite de I'ionisation de la matiere.

Il apparait bien, que dans les régimes d’excitation réalisés dans [8], il n’existe aucune modifications
notables de la fonction de Brillouin. Cependant, pour des amplitudes de champ électrique tres élevées,
on observe bien une désaimantation. La gamme d’amplitude pour laquelle se produit les premiers
effets est celle correspondant aux valeurs de champ électrique nécessaires pour ioniser la matiere. On
fait d’ailleurs figurer la valeur critique associée au champ électrique a une distance du rayon de Bohr
Eop = %% =5.14% 10" V/m.

47rsoaB

Commentaires

Nous avons construit un modele académique tres simple, qui incorpore 'interaction spin-orbite avec
le champ externe, sous la forme d’un moment magnétique induit par le champ et porté par le spin.
L’importance de cet effet se traduit par une compétition entre I’énergie de masse et ’énergie dipolaire
électrique d’interaction avec le champ externe. Ce résultat peut sembler logique dans la mesure ou
la modification de ’aimantation est apportée par un effet relativiste. Dans les expériences de matiere
condensée, ou les énergies mises en oeuvre restent faibles devant 1’énergie de masse, les modifications
notables de 'aimantation macroscopique ne se produisent que pour des champs électriques d’ampli-
tude tres élevées, pour lesquels la fonction de réponse non-linéaire du matériau est importante. Selon
ce modele, un effet serait observable dans le domaine des plasmas chauds pour lesquels la matiere est
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ionisée.
Remarque relative au chapitre

Dans ce chapitre nous avons essayé de proposer une premiere approche pour décrire la désaimantation
cohérente. Cette thémathique est récente et nécessite bien entendu, une réflexion plus aboutie. Nous
avons proposé deux modeles incorporant les informations relatives & l'interaction spin-orbite avec le
champ électromagnétique externe dépendant du temps. Dans les deux cas, nos résultats ne sont pas
satisfaisants pour reproduire les résultats expérimentaux exposés dans [8].
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Annexe A

Zitterbewegung

« La gravité par Ré mineur est un fait,
uniquement par le fait qu’elle se justifie par
elle méme. La réciproque n’est pas valable.
Ceci est 1ié a 'anti-matiere. Surement. »

Jean-Baptiste Botul.

On présente quelques points liés au phénomene de Zitterbewegung. Malheureusement, ce sujet pas-
sionant ne peut pas étre étudié dans ces nombreux détails. On pourra s’en faire une idée dans les
ouvrages [12], [3] ou [4] (liste bien entendu non exhaustive).

La théorie de Dirac permet de construire une équation quantique et relativiste pour décrire le com-
portement d’un électron. Nous avons vu dans le premier chapitre que le formalisme de Dirac était
tres performant mais au prix admettre ’existence d’une anti-particule : le positron, dont ’existence
fut confirmée expérimentalement quelques années plus tard. Cette particularité se répercute dans les
expressions de la vitesse ou de la position d’un électron relativiste. En plus de I'expression de la vitesse
moyenne (ou de la position moyenne) s’ajoute un terme représentant une oscillation tres rapide. On
ne démontre pas ici cette expression. On note juste qu’a partir de la définition v = ca, l'intégration
de I'équation d’Ehrenfest 2 = £ [H, ca] (avec H le hamiltonien de Dirac) conduit & [12] :

2 _ 2
v(t) = % + e2iit/h (ca — ch> ,

qui représente 'opérateur vitesse de la particule. En intégrant cette derniere équation on obtient
I’évolution de 'opérateur position au cours du temps :

2 h . 2

Le premier terme correspond a la position moyenne de la particule correspondant & son équivalent
classique relativiste. Le second terme se présente sous la forme d’une oscillation dont la pulsation est
supérieure ou égale & 2mc?/h = 1.8 ¥ 102! s~1. Ainsi, en plus de sa trajectoire classique au cours du
temps, I’électron effectue un mouvement d’oscillation. Ce phénomeéne découvert par Erwin Schrodinger
fut baptisé Zitterbewegung, mouvement de tremblement en allemand. Dans la limite non-relativiste

Pamplitude de ces oscillations est de 'ordre de la longueur d’onde Compton A¢ = -- [3] :
r(t) = Cz—pt + N e2iHt/h
H 2me ’
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L’électron est alors confiné dans une sphere de rayon égal & la longueur d’onde Compton (& une di-
mension c’est un tube).

zoom  2me

F1Gc. A.1 — Le mouvement de tremblement : Zitterbewegung (1 dimension)

Etant donnée la tres faible période d’oscillation, ce phénomene n’est pas observable et son existence
reste pour l'instant une question d’interprétation.

— Ce terme oscillant peut étre interprété comme une interférence entre les fonctions d’onde du
positron et de ’électron.

— On peut aussi souligner, que ce mouvement tremblant résulte d’une définition non approprié
de opérateur position en mécanique quantique non relativiste. Cette remarque vaut aussi pour
lopérateur de spin.



Annexe B

Transformation de
Foldy-Wouthuysen

Cette annexe sur la transformation de Foldy-Wouthuysen comporte trois points détaillés concer-
nant des étapes de calcul présentés dans la section (1.2)

— i) Le passsage de I’équation (1.35) a I’équation (1.36).
— ii) Le détail des calculs permettant d’aboutir aux équations (1.39) et (1.47)

— iii) Les éléments de calculs permettant d’obtenir les équations (1.57), (1.58), (1.61) et (1.62)
i)Passsage de 1’équation (1.35) a I’équation (1.36)

o .y (o) ‘n+4+1

(3 i (3

= if‘ (S, H) +zhz n(8,8,5)

oo ZnJrl ‘ i n+1
- o(n“)x“““(S’H)“hZ :

Tmﬂ"(s’ 0,5)

n+1 n+1

_ H+;(Z+1)Q (S, 1S, H]) +mz

— ————0,(5,0:5)
oo ,L'n+1 ih 71+1
= H+ Z mﬂn (S —[S, H) + zhz 7)9,1(5, 0,9)
_ B 0 L 2 "
= H+i- 7;) (n+1)!Qn (S, h[s,ﬂ) +i hz n+1)!Q,L(S,8tS)
- th_%wgn(S ) Z n(8,0,89)

- H- hni %Q (S,;[H,S] +ats>
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Avec H=T+V +mc*fet S = £[V, 8] + 8;S on peut écrire :

;o PR i 2
H = T+V+4+mds hé(n+1)19n<5,h[T+V+mcﬂ,S]—F@tS)

_ PR ‘ 2 S e S i
= T+V+mp hz n+1)!Qn(S,h[T+mcﬁ,S]) h;(n+1)!9n<87h[1/,5]+8t5>
— 2 " .
= T+V+mcﬂ+ZT1) n (8,i[S, T + mc*p] hz n(S,59)

9 'n+1
= T—|—V+mcﬂ+zf1) ni1(S, T 4+ mc*p hz #(8,5)
= V+T+mc2ﬂ+z W(S, T +mc*3 hz (S, 9)

n= 1

- V+Z Q (S, T +mc*p th +1 n(S.9)

nO

_ " 9 7" R
— V—f—ZHQn(S,mc ﬁ)+zaﬂn(S,T— n+1S)
n=0 =

X n X n .
= V4mPBY = (<2i8)" + Y =, (S,T - 15)
n=0 n=0

ii) TFW troisiéme ordre : obtention de (1.39) et (1.47)
Calcul du hamiltonien impair

Soit le développement exact du hamiltonien impair :

—2i8)" hS
HZ/ = chﬁ Z ¢ \maw) Z n! ( n+1>. (B.1)

n=1,3,5 ! n=0,2,4

Pour obtenir I'expression compléte au second ordre en (1/m) on doit développer 'expression jusqu’a
n = 3 mais en négligeant le terme Q2(5,.S) =[S, [S, S] qui est du troisieme ordre. On obtient bien :
K3

, 4 1
H = mds (—QiS + 32'53) +Q0(S.T = h8) = 50(S.T) +9(m ™).

Ensuite, pour le premier terme qui contient le facteur mc?3 les opérateurs S et S® doivent étre
développés au troisieme ordre. On calcule :

S = Sim7t+Som T+ Sym TP+ 9 (mTY), (B.2)
52 = §.5= (Slm_l + ng_Q + ng_3)(51m_1 + ng_Q + )
Sfme + (5152 + SgSl)mfg + 9 (m74) s (BS)
S = §%2.8= (Sfm_Q + (5152 + SgSl)m_3)(51m_1 + )

Sim™2 49 (m™). (B.4)
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Ainsi en remplagant S par (B.2) et S® par (B.4) le premier terme devient :
mc? 3 (—21'5 + ;liS?’) =B (—21'51 + —2iSom ™! + (—22'53 + §Sf> m2> . (B.5)
Ensuite le second terme Qo(S,T — hS) = T — hS s’ecrit simplement :
(ST —hS)=T—h (S'lmf1 + S'zm”) . (B.6)

Enfin le dernier terme, compte tenu de 'expression (B.3) de S? au second ordre vaut :

1 1
—5R(ST) = —5 (S*T — STS +T5?)
1
~ —i(SfT — 81 TS, +TSH)m™2
1
~ 7592(51,T)m*2. (B.7)

En sommant (B.5) , (B.6) et (B.7) on retrouve bien :
H, = m™° (=288, +T) +m (2?35, — hsh )
-2 ;2 dic® | s 1 -3
+m —2ic*3Ss5 + ?ﬂSl — hSs — 592(5'1, T) ) +9(m™7)
Calcul du hamiltonien pair

Ensuite partant du développement exact du hamiltonien pair :

H, = V+mdp Z ﬂJr Z ggn (S,T hS ) (B.8)

n! ! n+1
n=0,2,4 n=1,3,5 +

Obtenir la partie du troisieme ordre consiste a stopper le développement pour n =4 :

(—2iS)?  (-2i9)*
S TR

h 1
H), = V+mdp (1 + > +iQ (S, T — 5S) - igﬁg(S, T) +9(m™?)

Le deuxieme terme qui contient le facteur mc?3 nécessite de développer les opérateurs S? et S* au
quatrieme ordre. On calcule :

S = Sim '+ Sem 2+ Ssm 4+ Sym T+ 9 (mTP) (B.9)
§? = §.5= (Slm_l + ng_z + ng_3 + S4m_4)(51m_1 + ng_Q + ng_s + )
S%m_z + (5132 + SgSl)m_S + (3153 + 5555 + SgSl)m_4
Stm ™2 4+ {81, Sotm ™2 + ({S1, S5} + S3)m™* + 9 (m ™), (B.10)
§3 = §%2.8= (S’fm_Q + (5152 + SgSl)m_?’ + ...)(Slm_l + ng_Q + )
Sm= 4 (5285 + 515251 + 528%)ym— + 9 (m~9), (B.11)

st = §3.8= (S:lgm_g + (51252 + 515551 + 52512)7’77,_4)(51’”7/_1 + )
Stm™* +9 (m™®). (B.12)
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En remplacant Sy par (B.10) et Sy par (B.12) le deuxiéme terme devient :

—92i9)2 —2:9)4 1
me? (1 + ( ;,S) + ( Z,S) ) ~ 23 (m —i(SFm™t + {Sy, Soym ™2 + ({S1, S5} + S5 + 3S§)m4> )
' (B.13)
Le terme i€ (S,T — 25) se décompose selon :
Q(S,T = 58) =i (S, T) - FN(S,9),
avec
in(S, T) = i[S1m_1 + ng_Q + ng_g, T]
= i[Sl,T]m_l +i[52,T]m_2 +i[Sg,T}m_3
= iQ(S1, T)m ™ +iQ (S, T)m ™2 +iQy (S3, T)m ™3, (B.14)
et
_ihg (5,8) = —@[(5 L4 Som ™2 + Sym~3), (Sym 4 Som 2 + Szm 3
5+ = 21m+2m+3m),(1m+2m+3m]
= (11 Sim™ 4 (81,82l + S, Sim ™)
=5 (281, S)m ™2+ (Qu(81, 52) + Qu (82, S)m ). (B.15)
Ensuite on voit aisément d’apres (B.11) que :
_593(5, T) = —5[5, S, [S, TT]] ~ _%[51, 1S, [S1, T]Jm 2 ~ _%Qs(sl,T)m—B. (B.16)
Ainsi en regroupant les termes (B.13) , (B.14), (B.15) et (B.16) on retrouve en effet :
Hll/j = V+ chﬁ + m~! (—QCQﬁSIQ + in(Sl,T)> + m™2 (—2025{51, SQ} - %91(51, Sl)
: 3 o a2 1., ik . ik .
+ZQ1(SQ,T)) +m —2c ,6(52 + {Sl,Sg} — 551) — 591(51, Sg) — 5@1(52,51)
+iQ4(S3,T) — égg(sl,T)> +9(m™). (B.17)

iii) TFW cinquiéme ordre : éléments de calculs

La procédure pour obtenir les hamiltoniens impairs a ’ordre quatre et pair & I'ordre cing est stricte-
ment identique & ce que nous venons de montrer en détail pour le troisieme ordre. Elle est cependant
plus longue et donc plus difficile. On ne détaillera pas ’ensemble des calculs mais on se contentera
de donner les élements nécessaires qui permettent d’aboutir aux équations (1.57), (1.58), (1.61) et
(1.62). On part donc des deux équations suivantes qu’il faut développer respectivement aux quatrieme
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et cinquieme ordre :

H, = mcB <2i5 + éz's?’ - ;452‘55) + Qo(S, T — hS)
1 S, 1 hS
+=05(8,T — )+ Q4(ST —) +I9(m™?)
2 3 5
. ) (—2iS)2  (=2iS)*  (-2i8)5
H, = V+mcﬂ<1+ TR TR
: 1
(ST~ 58) iz y(s T - h5>+z§ﬂ5(s T) 4+ 0(m™°)

En observant les puissances de S qui interviennent dans les deux expressions on voit qu’il va falloir
développer les opérateurs S, S° et S® aux cinquieéme ordre et les opérateurs S2, S* et SO au sixieme
ordre. Ce qui donne apres calculs :

S = Sim 4 Som 2+ Sam 3+ Sym =t + Ssm° +9(m~°)

S% = SIm 24 {Sy, S m 3 + ({81,835} + SZ)ym~* + ({S1, S4} + +{Ss, S3})m°
+({S1, S5} + {82, S4} + SH)ym ¢ +9(m™7)

S3 = S3m7T3 4 ({S%,8,) + S15:81)m ™t + (518551 + {S3, 5%} + {52,851} + S15281)m ™5 +9(m )
St = SimT 4 (S78995) + {5, 53} + $15257)m™°
+((515351 + {S3,57} + {52,581} + $15251)S1 + ({S%, So} + 515551)S2)m™ ¢ +I(m™7)
S = Sim™® +9(m9)
S0 = SPm 0+ 9(m7)
Ensuite il est intéressant de remarquer que la fonction Q,(S,T) peut se développer selon :
= (-1)FCksrrTst, (B.18)
k=0
ce qui se vérifie facilement :
N (S,T) = [S,T)=ST-TS
(S, T) = [S,[S,T)] =I[S,(ST —TS)] = S*T — 2STS + TS?
Q3(8,7) = [S,[S,[S,T]] =[S, (S*T — 2STS — TS?)] = S*T — 38*TS + 3STS* — T'S*
(S, T) = S*T —4S3TS +6S*TS? —4STS® + T5*
(S, T) = S°T —5S*'TS +10S°TS* —105°TS? + 5STS* — TS°.

En effet pour le calcul des fonctions de type Q,(S,X) avec n = 1,2,3,4,5 et X = T,S on devra
travailler avec les puissances de I'opérateur S qui est une somme de produits de différents opérateurs
comme ceci est détaillé au dessus. Ainsi dans un développement de type 2,,(S, X) ot 'on note S =
AB...N produit de n opérateurs le développement sera du type :

2,(8,X) = Q.(AB..N,X)
= AB..NX —CpAB..(N —1)XN +---+ (-1)" 'C""'AXB..N + (-1)"XAB..N
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Annexe C

Dérivation des équations de Hartree

On considére un systeme de N électrons en interaction coulombienne. Le systeme total est décrit
par une équation de Schrodinger stationnaire (C.1). Le hamiltonien exact du probleme est donné par
(C.2) ou K;; = Kj;. La fonction d’onde du systeme est décrite dans ’approximation de Hartree
comme produit de fonctions d’ondes mono-électroniques (C.3).

HU = EU, (C.1)
N o2
H = Z;;IJF Zz‘rir | ZT+ ZZK”, (C.2)
1=1 i=1i#£j i=1 i#£j
v = v ry,.. ) = ¢1(P1)¢2(F2)...¢N(FN). (03)

La condition de normalisation est :

<U|U> = /drl/drg.../drw{(r1)¢;(r2)...¢jv(r]v)¢1(rl)¢2(r2)...¢N(rN)
[anolenont) [ draohea)ontma)... [ dewolrontn)

<1 | o1 >< 2| P2 > ... < On | ON >
- 1VN=1. (C4)

La valeur moyenne de 1’énergie est calculée en multipliant & gauche (C.1) par le bra < ¥ |. On en
déduit Pexpression de 'énergie E du systéme, qui compte tenu de (C.4) donne :

<U|H|®> _

<U|H|U>=<V|E|I>=E<V|¥> & F
<U|P>

<U|H|TV>.

On développe l'expression de la valeur moyenne :

< H > /dr1/dr2 /dI'NQST (r1 ¢2 (r2).. ¢N(rN) (

+/dl‘1/dr2/dI‘Nqb‘{(I‘l)Qﬁ;(I'Q)(ﬁ;V(I‘N) %Zzhlei ¢1(P1)¢2(I‘2)¢N(I‘N)

(C.5)

NM

_MZ
f

) $1(r1)d2(r2)...oNn (rN)

=1

235
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N 2
<H> = Z/dr@{(rl)(m(rl).../dri¢j(ri)%¢i(ri).../derN(rN)ng(rN)

4= Zz/dmbT (r1)¢1(r1). /dm/dmsT (r:)h (x )W.../drwk(m)cﬁw(rm

i=1 i#£j _r]|

2

= /dm r;) pl —¢i(ri) ZZ/drz/er¢ ri)¢ rﬂ)\r —r

i=1 i#£j

bi(ri)p;(r;).

i |

Le passage de (C.5) & (C.6) se réalise en remarquant que dans la partie cinétique 'opérateur p? n’agit
pas sur les fonctions ¢;(r;). De le méme manieére, pour la partie potentielle, 'opérateur | r; —r; |71
impose de ne garder uniquement que les fonctions ¢;(r;) et ¢;(r;) dans la double intégrale. On passe
de (C.6) a (C.7) a l'aide de la condition de normalisation < ¢; | ¢; >=1:

E=<H >= Z<T>+ ZZ<KZJ>

i=1 i#j

On cherche & déterminer ¢; et ¢j de telle sorte que E(gbj7 ¢;) soit minimale. On utilise la méthode de

Lagrange en fabriquant la fonctionelle F(qﬁj7 ¢;) a l’aide des contraintes de normalisation pour chaque
fonction d’onde ¢;, ou les ¢; sont les multiplicateurs de Lagrange :

N
F(@T,@') - E((bz’@) _Zei/dri(ﬂ(ri)qbi(ri)

i=1
i/d”‘z’g(”) (35—« i ZZ/drz/dwT 6} (ry) =PI,

i=1 i#j

(C.8)

On minimise ensuite F' ((bj, ¢;) par rapport a ¢; et qbl-L de maniere a obtenir une équation du type :

N
F(¢l,¢:) = > 36! [Gidi] + dilhiop]] = 0. (C.9)
1=1

(C.6)

(C.7)
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La minimisation est réalisée a partir de (C.8) en remarquant que < T; > est un produit de fonctions
de ¢; et de gb;r, et que < Kj;; > est un produit des 4 fonctions ¢;, ¢;, QST et (b;. On obtient alors :

3

i/driwj‘(ﬁ) (21)51 - €i> ¢i(ri) + i/dmﬁj(ri) (QP;Qn - 61’) S¢hi(ry)

62 i\ )P \Tj
oy [ v [ ae; (5106} + o]0} ) PR

le;ﬁj |ri_rj|

SF (], )

TI‘Z T
4 ZZ/ / u(5@(1‘1)(253(1'])Jrgb,(rz)éqﬁj(r])) (C.10)

i=1 i#£j |

N N N
= > <Ti00], 1) >+ < Ti(¢],0:) > % YD < Ki(68],68), 6i05) >
=1

i=1 i=1 i#j
1 N
ot gt s s
+§ZI§<KU<¢W¢]'76¢H6¢])>
1=1 1%)

Or, on peut simplifier ’équation (C.10) en remarquant que :

N
S < Kyy(36],50), 00,0) > = fZZ/drz/drj 561 (r1) ¢*<rj>+¢*<rz>5¢*<r]>)M

i=1 i#£j i=1 i#£j

- ZZ/drz/drjw r)o r])|r i ()i(x)

i=1 i#£j
= V.

La preuve en est donnée si on raisonne sur un systeme a deux électrons. Partons du terme de gauche
de lidentité (C.11) en posant N = 2 et développons lensemble des termes. On obtient 4 termes

numérotés (C.12), (C.13), (C.14) et (C.15) :

2
= = r;ar r TI‘ r r r; ir
Vi = Z;//d ey (36000} (x5) + 01(r000}(1)) [ o) ()
1 e?
= 5 (Jan [ arass] r1)¢2(rz)m¢ 1) (r2) (c.12)
/drl/drzgﬁl I 6¢2 I‘2>| |¢ (r1)¢2(r2) (013)
+/dr2/dr15¢£(r2)¢1(rl)m@(m)%(rl) (C.14)

2
Iro I‘1TI'2 Trleigrg 1\ . .
+ [ann [ aniolesolr) S trnm)) . (©15)

Par permutation de variables muettes on remarque que le terme (C.12) est identique au terme (C.14)
et que le terme (C.13) est identique au terme (C.15). Ainsi :

Vie = /drl/drgé(bT ry ¢2 )e ¢1(I‘1)¢2(I‘2 /drl/dr2¢T r 5¢2( )62¢1(I‘1)¢2(I‘2)

\ 1*r2\ |ry — 1y |

ZZ/er/drﬁng (r;)¢ rj)| —— ¢ (r;)oi(r;)

i=1 i#j

|ri—r; |

(C.11)
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Un raisonnement similaire est appliqué au terme % Zf\;1 Zi# < Kij(gb;r, qﬁ;, 0¢i,0¢;) > ce qui permet

de réécrire (C.10) selon :
N 2 N

sFele) = 3 / dr 56 (v (57;1 - ) o)+ 3 / sl (x:) (

2

+ZZ/drl/dr]5q§ ;) rj)|]r e_r_ i(ri)¢;(r;)

=1 i#j J|

0i(ri)9;(ry).

+ZZ/drz/drj¢ ri)é rJ)|r —

i=1 i#£j ]|

2
2107% - Ei) 5@‘(1‘1‘)

On regroupe ensuite les termes contenant 6(;5;[ et d¢; pour obtenir une forme comparable & (C.9) :

5 famled | (2 -0) - fan AR o

i#]

i —ez) 661(r) + 66 (x;) Z/ ”—M”)d(m

i#j — 1

+Z/dr, ol (r;) <

On voit que la minimisation par rapport & 5¢;r respecte la forme 5¢;r [§i¢i] dans (C.9) mais pas celle
par rapport a d¢; car il faudrait permuter (/);r et d¢;. Or ceci est possible car p? est hermitique. Ce qui
donne :

2

i#£j
N
2 r;)o;(r;)
+Z/dri5¢i(ri) <2p >+Z/ # ¢l(ri) =
i=1 i£] J
La condition (C.9) impose alors que [§;¢;] = [iigbi] = 0, ce qui permet d’obtenir N équations

d’évolution monoélectroniques pour chaque fonction d’onde ¢;(r;) appelées équations de Hartree :

2 T r
+Z/d S O0itEs) ¢i(r;) = €i¢i(rs). (C.16)

i#j |r1_r]|



Annexe D

Polarisation de la lumiere

Cette annexe présente en détails les calculs nécésaires pour obtenir les relations géométriques
impliquant les parametres d’une ellipse. Soit un champ électromagnétique décrit par un onde plane
polarisée elliptiquement se propageant selon ’axe des z.

E(zv t) = (Eomei(bz ex + Eoyei¢y ey)ei(szwt)

_ (Eozexe—iwt + Eoyeyei(qﬁ—wt))ei(kz—i-%n)7

ou l'on note ¢ = ¢, — ¢, le déphasage entre les composantes du champ électrique. Le champ se
décompose dans la base cartésienne (O, z,y) :

E = Ey,cos(wt)ex + Egycos(wt — ¢)ey E, = Eycos(wt) (D.1)
E, = Eycos(wt— o). (D.2)

Pour obtenir 1'équation de Dellipse dans la base (Ozy), on développe 'expression cos(wt — ¢) a l'aide
de la formule de trigonométrie suivante :

cos(wt — @) = cos(wt)cos(P) + sin(wt)sin(p), (D.3)

que lon transforme & l’aide des équations (D.1) et (D.2) :

o 1/2
(D3) & By _ E%-cos(¢)+ (1— (E‘T> ) sin(¢)

2 2 9
< <§Oyy> + (5;) cos®(¢) — éi,yEb:; cos(¢) = sin*(¢) — (Er > sin®(¢). (D.4)

La formule (D.4) conduit & ’équation de I'ellipse dans la base (Ozy) :

Ey )\ <Ex>22EyEm o,
(Eoy) " Eoz EoyEox cos(¢) = sin”(¢). (D.5)

On peut aussi introduire le repere propre de Vellipse (Ox’y’) qui fait un angle 6 avec (Oxy) et définir
le grand axe a et le petit axe b. Dans la base (Oz’y’) I'équation de ellipse s’écrit :

<E;)2 + <Eby)2 =1 (D.6)
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A\

Fic. D.1 -

Les équations (D.5) et (D.6) permettent de relier entres elles les grandeurs E,,, Eoy, a, b, 0, 1, X,
intensité [ = E2, + Egy et la phase ¢ sous la forme des cosinus et sinus de la phase ¢ et des angles
de rotation 6 et d’ellipticité 7.

On écrit tout d’abord les composantes E,/ et F, dans la base Ozxy :

Ey = Eycos(0) + Eysin
E, = E,cos(0) — E,sin
{ E2, = E%cos?(0) + E2sin?(0) + 2E, Eycos(0)sin(0)

3 gsi 2(0) — 2E,E,cos(0)sin(0)

2 _ 2.2
By, = Ejcos(0) + E3sin

x

On injecte les expressions (D.7) dans (D.6) pour obtenir :

E2cos*(0) . E2sin®(0) n 2E,E,cos(0)sin(0) . EZcos?(0) n E2sin?(0) _ 2E,Eycos(0)sin(0)

a? a? a? b2 b2 b2 =1

(D.8)
En identifiant membre & membre les termes des équations (D.5) et (D.8) on obtient les trois relations
suivante :

cos? sin?
= sl (g ) (D.9)
cos? sin?
Elé - Sin2(¢)< bQ(a) + a2(0)> (010
cos(cz)j ) _ 1 1
FoyFor = —sin*(¢)cos(H)sin(h) (aQ - 172> . (D.11)



241
On exprime tout d’abord la quantité sin(¢). On somme (D.9) et (D.10) pour obtenir (D.12) :

1 1

(D.9) + (D.10) = 7 + o sin®(¢p) (;2 + b12> ) (D.12)

On utilise la définition de l'intensité lumineuse I = EZ, + Egy = a? + b? pour exprimer sin?(¢) et
sin(¢) & parir de (D.12) :

n2(6) (EG, + Eg,)  a®b? a®b?
sin = =
BB, (@+9)  ERER,
ab
sin(¢p) = =+ . D.13
@) = *pp (D.13)
Parametre d’ellipticité 7
. i E(Q) +E0 a2+b2 . . .
A partir de (D.13) et de la quantité 5 = —*5—* = ¢I>- on peut obtenir la relation importante

(D.14) impliquant la quantité sin(2n)

. 2EoyE0rSZn(¢) 2ab
Eoy Eozsin(¢) = ab g Eozm + Egy = a? + b2

2Ey, sin(¢)  2b 1

T B (14 8) (45
2tan(x) . _ 2tan(n)
< 1+ tan?(x) sin(¢) = 1+ tan?(n)
& sin(2x)sin(¢) = sin(2n), (D.14)

ol on a utilisé les quantités tan(x) et tan(n) obtenues géométriquement par lecture de la figure D1 :

tan(x) = Eoy tan(n) = 9
Oz a
On détermine ensuite la quantité cos(2n) :
cos(2n) = (1—sin?(2n))Y? = (1 — sin®(2x)sin?(¢ ))1/2 (1 - sin (2x)sin2(¢))1/2
1/2 1/2
N 2tan(y) 17 sin? / _2tan(x) 2 sin?(6) /
B 1+ tan?(x) 1 1+ tan?(x)
O Y S (e, N\ s

Parameétre de rotation 6

On part de I’équation (D.11) que I'on transforme pour faire apparaitre sin(20) :

(D.11) Ec‘zjgz)x _ _Sin2(¢)cos(0)sin(9) (;2 — bl2> = sgn2(¢) 8in§29) (aiz—beQ)
o sin(20) = 20%09) a’b? _ 2c05(9) Eow Eoy (D.16)

EogEoy sin?(¢)(a® —b%) — (a® —b?)



242

On transforme la quantité a? — b? & laide de (D.15) :

I(@®-v?) 1-% 1 tan?
a? —b? = (a2 5 ) = b= anQ(n) = Icos(2n) = (I*
(a2 +b?) 1+ % 1+ tan?(n)
ce qui permet d’écrire (D.16) selon :
2c05(¢) Eog Eoy

sin(20) = .
(12 — 4E3, B3, 5in%(¢)) /"

On peut ensuite calculer la quantité cos(26) :

cos(20) =

40082(¢>E8wE8y )1/2
%))

1—sin2(20))/2 =1 -
( (20)) (12 — AEZ B}, sin?(

Polarisation de la lumiére

. 1/2
— 43, E2,sin%(6))"?,

(D.17)

1/2
I? — AE§, E§, sin®(¢) — 4cos*(¢) E5, Eg, /
(12 — 4E§yE§Isin2(q§))

1/2
B ( (I? - AE} E3, sin?($)) )

1/2
(53, -5 \" B~ B,
- 2 2 2 2 = 73 (D.18)
(12 — 4B, Eg,sin?(9)) (12 — 4B2, B2, sin2(9))
Parametre de phase ¢
On a déja montré que :
. ab
sin = .
(¢) FoyFor
A partir de (D.16) on peut obtenir :
sin(20)(a® — b?)
cos(¢@) B B FoyFor
Ces deux derniéres quantités permettent de déterminer tan(¢) :
tan(¢) — 2ab 2 1 L 2tan(n) 1 tan(2n)
an (a2 —b?)sin(20)  a (1- Z%) sin(20) 1 —tan2(n) sin(20)  sin(20)’
qui conduit a la relation importante suivante :
tan(2n) = sin(20)tan(). (D.19)
Parametres de Stockes
On présente pour finir, les parametres de Stockes, qui sont souvent utilisés en polarimétrie :
U = Icos(2n)sin(20) = 2Eo, Eoycos(¢)
Q = Icos(2n)cos(20) = EZ, — E3, P = U+Q@Q*+ V2 (D.20)
V= Isin(2n) = 2Ey,Epycos(¢)



Annexe E

Equations de Maxwell dans le
formalisme de Dirac

« Dieu n’existe toujours pas, mais il
semble y avoir plusieurs prophetes.
J’espere que ca ne posera pas de problemes. »

Nalveté humaniste.

Cette annexe a pour but de rappeler les analogies qui peuvent exister dans la formulation mathémathique
de I’équation de Dirac et des équations de Maxwell. L’équation de Dirac pour un bispineur ¥ est une
équation comportant des opérateurs du premier ordre :

(ca-p+mc2ﬁ)\llzih%\ll \I/:(u>

v

Dans ce formalisme, le spineur électronique u et le spineur positronique v sont couplés. La projection
de I’équation de Dirac donne :

ou

. 20 = ih—

c(o - p)v + mcu tho
c(o-p)u—mctv = zh% (E.1)

On peut découpler ces deux équations, et obtenir au premier ordre en 1/m, une équation usuelle de
Schrodinger pour chaque spineur u et v impliquant un opérateur vectoriel du second ordre en 1/m :

h 9 L ou
—%AU +mcu = Zha
h 9 L Ov
—%Au —mciuy = zﬁa. (E.2)

Les quatre équations de Maxwell sont composées d’opérateurs du premier ordre couplant les vecteurs
champ électrique et champ magnétique :

v.E=2 V-B=0

€0

15) 5 0E
VAE=-22 V AB = 1o o
A ot A HoJ + Ho€o e
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On peut découpler ces équations et obtenir les équations de propagation de D’Alembert impliquant
des opérateurs du second ordre :

2
iom
c2 Ot2
1 0°B
2 o2
Dans Pouvrage Relativistic quantum mechanics. - Wave equations [5], est présenté un exercice (Exer-
cice 2.1 page 105 [5]), dans lequel les équations de Maxwell sont écrites dans un formalisme de Dirac.

Elles sont écrites avec des matrices 4 X 4 anticommutantes et permettent d’aboutir a une équation
d’onde de propagation des champs électromagnétiques. L’équation proposée est la suivante,

0 0 0 0 47
(e =T +al T+’ T+ T )| =-——&. E.
z(a cot ta Ox ta dy ta 0z ) c (E-3)
et se condense selon :
. 0 i
J— | W= — ], E4
;a oxd c (E.4)

Le champ électromagnétique est décrit par le quadri-vecteur ¥ et les sources par le quadri-vecteur
P .

\IJO 0 (I)O CpPo
v,y Hy, - E; 03] J1
v = = b = - . )
\1’2 Hg — E2 (I)Q J2
Vs Hs — Ej @3 J3

et les matrices ad telles que {a?, o’} = 2§, ; sont :

1000 0 -1 0 0
WO |0 100 Wl | -1 0 00
0010 0 0 0 —i
(00 0 1 0 0 i 0
[0 0 -1 0 0 0 0 -1
2| 0 0 0 i B | 0 0 =i 0
-1 0 0 0 0 i 0 0
0 —i 0 0 -1 0 0

En appliquant ’opérateur (Zl ot 3(3;7?) de part et d’autre de ’équation (E.4), on obtient I’équation
(E.5) :

K2

J

@ﬁj@—zwf

0? 4 .0
v? - v o= — R E.5
( 028152) c zi:a Ozt (E-5)
Siil n’y a pas de source ® = 0 dans (E.5) et on retrouve une équation d’onde de type d’Alembert :

(v2 o ) ¥ =0. (E.6)

T 2012

?

;0 9 ;0\
(S ) (S v - (Zeg) o

0? 2z ; 0
WQQ_ciamﬁ
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L’exercice conclut sur cette application. On propose d’investir ce formalisme pour retrouver réellement
Pexpression des équations de Maxwell. On réalise auparavant un changement de notations. Les
indices ¢+ = 0,1,2,3 sont remplacés par les indices de coordonnées spatio-temporelles ct, z,y, z,. Le
champ H est remplacé par le champ ¢B pour permettre ’homogénéité avec le champ électrique F.
On adopte les unités du systeme international dans lequel poegc? = 1.

Equations de Maxwell dans le vide

Avec les nouvelles notations et pour ® = 0, la projection de (E.3) sur les axes du repere cartésien
donne les quatre équations suivantes :

—c +1 —c +1 —c +1i =0 (E.7)

0B, 0E, . (0B, 0B, 0E, OE,
— - — = E.
at ' cot w( Oy 0z ) ( Oy 0z ) 0 (E-8)
0B, 0E, . (0B, 0B, 0E, O0E.\
ot ant“c<az 830) <8z ax)o (E-9)
0B, 0OE, . (0B, 0B, 0E, OE,
- — — =0. E.1
at  eot ( Oz oy ) ( Ox Oy ) 0 (E-10)

Ces quatre équations représentent bien une combinaison linéaire des équations de Maxwell. La premiere

ligne donne :
1tV-E—-cVB=0.

L’addition des trois dernieres lignes fait apparaitre :

0B ) OE

En introduisant le vecteur ¥ :
¥ =cB —iE, (E.11)

les quatre équations de Maxwell dans le vide se mettent sous la forme suivante qui ne comprend plus
que deux équations :

V. =0 (E.12)
109 |

Applications

On peut retrouver 1’équation d’onde de D’Alembert en applicant 1'opérateur (% — iV/\) a I’équation
(E.13) :

0 . 0 . 0? i0 i 0
= <628t2l11+V(V~\II) v \1:) =0. (E.15)

Et puisque d’apres (E.12), V- ¥ = 0 on peut transformer I’équation précédente pour obtenir ’équation

d’onde : o
1
- W =0.
v c? 0t? 0
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Etude avec les sources

On reprend I’étude en tenant compte des sources de charges et de courants. La projection de 1’équation
(E.3) donne les deux équations suivantes :

4
iV-E—cV-B=i"pc
C

B E 4
(V/\E—i—a) +ic(V/\B—8> :i%j.

ot 2ot
En se replagant dans le systeme international, on a les équivalences 4mp = % et 4: j = cuoj. On
obtient les équations de Maxwell avec les termes sources :
ve-L
1€p
10w
—— + 1V AW = icupj.
c ot ol
Equation de continuité
On peut former ’équation de continuité & partir des deux derniéres équations :
dp 0 0
— = ie=— (V- -¥)=ie=—(V - T E.16
pr o7 ( ) =icog, ( ) (E.16)
i€ (ipoc®V - j —icV - (VA W))
= —-V.j

Conclusion

On retiendra que les quatre équations de Maxwell :

v.E=" V.B=0

€0
0B OE
VAE=—— V AB = poj + to€o—,
ot HoJ T Ho€o ot
sont compatibles avec un formalisme de Dirac et invitent a former le vecteur complexe ¥ = cB — iE
pour décrire le champ électromagnétique. Elle se réduisent alors a deux équations :

v.ow=" (E.17)
1€0

10 | S
(c[“)t + ZV/\) ¥ = icuoj- (E.18)



Conclusion

L’objet principal de ce travail était d’étudier 'aspect relativiste de l'interaction rayonnement-
matiere induit par des impulsions lumineuses ultra-breves et intenses dans les phases condensées.
Cette étude s’inscrit dans le contexte de la désaimantation ultra-rapide induite par des impulsions la-
ser femto-seconde, et plus précisément dans la thématique nouvelle de la désaimantation cohérente, ot
une interaction relativiste de type spin-orbite impliquant le champ électromagnétique de I'impulsion
laser, est envisagée pour expliquer les effets cohérents mesurés dans [8]. Ces expériences, destinées a
étre reproduites dans le régime atto-seconde, nous ont conduit a avoir un regard vigilant sur la nature
ultra-rapide de la source excitatrice.

Concernant les interactions entre les degrés de liberté du spin et un champ électromagnétique dépendant
du temps, I’étude exploratoire n’a pas été vaine. En diagonalisant le hamiltonien de Dirac au cinquieme
ordre en 1/m selon la méthode de TFW développée dans [12], nous avons trouvé de nombreux cou-
plages impliquant le spin et les dérivées temporelles du champ électromagnétique. En particulier, nous
avons mis en évidence que le couplage direct entre le spin et le champ électromagnétique dépendant
du temps pouvait s’écrire selon une systématique mathématique bien précise. L’effet Zeeman et 'in-
teraction spin-orbite apparaisent comme étant les deux premiers termes d'un développement en série
entiere impliquant des corrections relativistes d’ordres supérieurs, fonctions des dérivées temporelles
du champ magnétique et du champ électrique. Les amplitudes de ces corrections s’expriment comme
une compétition entre la pulsation du champ externe dépendant du temps et la pulsation intrinseque
a Iélectron : la pulsation Compton (wc ~ 102! s71); elles augmentent & mesure que 'on se déplace
vers les régimes atto-seconde et sub-atto-seconde. Le fait de développer le hamiltonien a des ordre plus
élevés que nécessaire permet de mettre en évidence la génese mathémathique des termes d’interaction
rayonnement-matiere. A ce sujet, les éléments que nous avons extraits peuvent étre mis a profit pour
tenter d’écrire le reste du hamiltonien sous la forme d’un développement en série entiere.

L’étude réalisée sur le systeme a deux électrons a également apporté son lot de surprises. L’idée
était de regarder la modification du hamiltonien de Breit-Pauli au second ordre en 1/m, en présence
d’un champ externe dépendant du temps. Nous avons montré qu’il suffisait de remplacer I'impulsion
d’un électron par 'impulsion généralisée dans I'expression des opérateurs du hamiltonien de Breit-
Pauli, et que le hamiltonien électronique d’interaction avec le champ externe était celui du hamiltonien
de FW au second ordre en 1/m pour chaque électron. Les résultats de I’étude & un électron, nous
ont poussé a développer le hamiltonien de Breit-Pauli au troisiéme ordre en 1/m, pour y regarder
I'impact du champ externe. Le développement analytique a montré qu’a partir du troisieme ordre en
1/m, le champ électrique externe interagit explicitement avec les spins électroniques et 1'opérateur
de Coulomb par le biais d’opérateurs de type interaction spin-orbite, interaction spin-autre-orbite et
interaction spin-spin. Un de ces opérateurs est particulierement surprenant. Il montre que le champ
électrique externe et le champ électrique coulombien s’associent pour produire un champ magnétique
effectif qui interagit avec les spins. La pertinence d’un tel effet reste bien entendu a discuter et mérite
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d’étre étudiée plus sérieusement. Néanmoins, les résultats obtenus dans 1I’étude a un électron, in-
vitent & développer le hamiltonien de Breit-Pauli aux quatrieme et cinquiéme ordre en 1/m. Il est
plus que tentant de vérifier si 'impact du champ externe dépendant du temps (et de ses dérivées
temporelles), s’organise aux ordres supérieurs selon une systématique mathémathique similaire au cas
monoélectronique.

Un autre objectif était de mettre en place un outil théorique qui puisse incorporer l'interaction spin-
orbite du deuxieéme ordre en 1/m pour un grand nombre de particules, capables de représenter un
échantillon solide. A ce jour, les mécanismes d’interaction rayonnement-matiére conduisant a la perte
d’aimantation d’un corps ferromagnétique ne sont pas déterminés. L’interaction spin-orbite est souvent
évoquée pour y jouer un role important, et il est nécessaire de produire des modeles pouvant justi-
fier ou réfuter cette hypothese. Nous avons donc essayé de développer un modeéle de champ moyen
auto-cohérent avec les équations de Maxwell, incorporant ’ensemble des corrections relativistes du
second ordre en 1/m. Nous nous sommes rendus compte, qu’en écrivant les équations de Maxwell
dans la jauge de Coulomb et dans 'approximation quasistatique, la nature vectorielle des éléments
d’interaction rayonnement-matiere obtenus par la théorie de champ moyen, ressemblaient fortement
a celle rencontrée dans 1’étude du probleme a deux électrons en interaction. Nous avons donc décidé
de comparer les résultats de notre approche avec les termes obtenus par une méthode variationnelle
utilisée pour dériver les équations de Hartree.

Dans le formalisme quantique et relativiste nous avons montré que les deux approches sont équivalentes.
Les termes d’interaction rayonnement-matiere obtenus par ’approche auto-cohérente sont identiques
aux termes de champ moyen dérivés a partir du hamiltonien de Breit. En revanche, dans le cadre de la
mécanique quantique non-relativiste, nous n’avons pas pu prouvé ’équivalence exacte entre les deux
méthodes, bien que les résultats soient tres similaires. Les opérateurs d’interaction de I'approche auto-
autochérente sont légerement différents des termes de champ moyen dérivés a partir du hamiltonien
de Breit-Pauli. Cependant, les différences observées ne sont que d’ordre formelle. Une prochaine étape
possible dans ce modele serait d’inclure les termes d’échanges et de corrélations, afin d’approcher une
description plus juste du ferromagnétisme.

Il est important de souligner, que I’étude du cas quantique non-relativiste, a ouvert des questions
sur Iexpression mathémathique de la fonction d’onde électronique qu’il faudrait utiliser dans la limite
non-relativiste. Pour obtenir une théorie auto-cohérente au second ordre en 1/m, il nous a fallu écrire
les densités de charge et de courant quantiques au second ordre en 1/m de fagon cohérentes avec
le hamiltonien de FW du second ordre en 1/m. Les expressions que nous avons obtenues vérifient
I’équation de conservation de la charge, mais nous avons remarqué, que des approches analytiques
différentes de celle que nous avons utilisée, ne conduisaient pas aux mémes expressions des sources
quantiques du second ordre en 1/m. Ce résultat constitue une problématique encore ouverte dont
lorigine pourrait provenir de la transformation unitaire de la fonction d’onde de Dirac.

Une autre partie de ce travail a été consacrée a la compréhension des expériences de magnéto-
optique cohérentes présentées dans [8] sur des échantillons ferromagnétiques de Ni et de CoPts.
Pour l'expérience Faraday non-linéaire, nous avons choisi de considérer le probleme en se basant
sur les phénomenes de bases de la magnéto-optique : les effets Kerr et Faraday, et d’aborder le si-
gnal magnéto-optique comme une différence de chemin optique parcouru par les modes circulaires
(+) et (—). De notre point de vue, 'expérience Faraday non-linéaire réalisée dans [8] constitue un
relevé expérimental d’une expérience de magnéto-optique non-linéaire et doit étre étudiée en terme de
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différence de chemin optique. En revanche, concernant les signaux magnéto-optiques cohérents résolus
en temps, notre approche a été plus indirecte, et nous avons travaillé sur 1’observable aimantation,
en considérant I’hypothese plausible d’une désaimantation cohérente d’un matériau ferromagnétique
induite par une impulsion laser ultra-breve. Les deux études ont porté sur le nickel, plus simple a
décrire que le CoPtg.

A propos de l'expérience Faraday non-linéaire, les évolutions des parametres magnéto-optiques en
fonction de I’énergie absorbée, suggeraient fortement d’écrire la réponse magnéto-optique sous une
forme incluant I'aspect non-linéaire. Nous avons donc essayé d’étendre les théories de magnéto-optiques
linéaires existantes aux régimes non-linéaires. Nous sommes parvenus a écrire les indices optiques cir-
culaires d’un milieu non-linéaire et anisotrope sous une forme relativement simple, exprimée a ’aide
des fonctions de réponse isotrope et anisotrope du troisieme ordre et d’'une dépendance non-linéaire
du champ électrique. Pour tester la validité de cette formule et confronter ses prédictions théoriques
avec les résultats expérimentaux, il nous a fallu modéliser les fonctions de réponse optiques du nickel.
Pour se faire une premiere idée, nous avons choisi de les décrire a ’aide de modeles classiques simples.
Malgré I’aspect rudimentaire de notre modélisation, notament dans la description de I'aimantation et
du phénomene d’absorption, les résultats sont plutot encourageants. La formule des indices optiques
non-linéaires réstitue le profil non-linéaire des résultats expérimentaux. Nous proposons de confirmer
sa validité sur d’autres expériences de magnéto-optique non-linéaire. La formule ainsi que le modele
utilisé présentent aussi I’avantage de pouvoir étre améliorés et complétés. Une prochaine étape serait
de l'utiliser pour décrire des expériences résolues en temps.

Au sujet de la désaimantation cohérente induite par des impulsions laser ultra-breves et intenses, nous
avons essayé de définir un axe d’étude qui puisse la différencier de la désaimantation incohérente.
Les pistes sont multiples au vu de la complexité de 'ordre ferromagnétique. Dans ’hypothese d’une
interaction relativiste entre les spins et les champs électromagnétiques du laser, nous avons essayé
d’incorporer de fagon cohérente les corrections relativistes du second ordre en 1/m dans des modeles
simples décrivant le magnétisme. Nos résultats conduisent bien a une diminution de l'aimantation
mais ne correspondent pas aux conditions expérimentales de [8]. Nous tenons & préciser, que ce travail
amorcé n’est pas en mesure de vérifier ou de réfuter I’hypothese du couplage relativiste cohérent entre
les spins et le champ électromagnétique. Cette thématique doit étre explorée de fagon plus appro-
fondie. Il nous parait également trés important de tenir compte de l'interaction d’échange dans cette
approche, car c’est elle qui gouverne l'interaction ferromagnétique.
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