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Avant-propos

Avant d’exposer le travail de doctorat, je souhaite en situer le contexte administratif et adresser
mes plus chaleureux remerciements à ses différents acteurs et témoins.

Pendant près d’un an, j’ai commencé à travailler à la phase finale d’un projet industriel triennal
sur la thermomécanique des verres borosilicatés, projet ensuite reconduit et délimitant alors ce
doctorat. Ces travaux ont été menés à l’institut de mécanique des fluides et des solides, devenu par
la suite laboratoire ICube, département mécanique (i 3 = laboratoire des sciences de l’Ingénieur,
de l’Informatique et de l’Imagerie, UMR 7357 Université de Strasbourg–CNRS–ENGEES–INSA de
Strasbourg). Dans ce département, nous sommes au sein de l’équipe matériaux multi-échelles et
biomécanique.

Outre les membres d’ICube ayant travaillé ou travaillant sur ce projet, nous comptons égale-
ment des collaborateurs et superviseurs à l’ANDRA, à AREVA NC, au CEA – Centre de Marcoule –
au Laboratoire de Géologie à l’École Normale Supérieure – Paris – ainsi qu’au Laboratoire de Mé-
canique des Solides à l’École Polytechnique – Palaiseau. Ils ont apporté leur excellence et leur
expertise à la qualité des travaux de ce consortium, travaux qui plus est valorisés à de nombreuses
occasions, par exemple au travers des publications (à ce jour) RÉFS [OSBG+10, DDC+10, OS10,
OSFG+11, GAOS+11, OSGF+11, DBACB13].

Remerciements

Je remercie grandement le Professeur Yves Rémond, Directeur du doctorat à ICube, pour avoir
en toute constance apporté ses lumières et sa bienveillance au bon déroulement des recherches.
Ses connaissances avancées dans les multiples domaines scientifiques concernés par le projet ont
été d’un grand atout pour me permettre d’avancer dans les meilleurs délais.

Je remercie pareillement le Professeur Saïd Ahzi, Co-Directeur de la thèse à ICube, que j’appré-
cie notamment pour ses qualités permettant la mise en perspective des travaux scientifiques ainsi
que d’en élargir les horizons. La vision d’ensemble du sujet de recherche, aussi complexe soit-il,
est primordiale pour permettre les bons choix de direction dans la recherche, en cela je remercie
mes Directeurs de thèse.

Travaillant en prise directe avec ce projet à ICube, j’ai de nombreuses raisons de remercier
Daniel George, invité du jury de thèse et maître de conférences, que j’ai fréquemment côtoyé pour
discuter de la science de nos modèles. . . mais aussi pour la valoriser, notamment aux moments



clés de la réalisation de ce doctorat. Toujours présent pour transmettre son savoir, il m’a permis en
premier lieu de démarrer dans les meilleures conditions ces travaux. J’apprécie particulièrement
le bon sens qu’il sait distiller, pour que les recherches progressent.

Faisant partie des plus proches collaborateurs en tant que premier relais du consortium, j’a-
dresse mes remerciements à Frédéric Bouyer, invité du jury de thèse et travaillant au CEA de Mar-
coule. Son esprit de synthèse des connaissances ainsi que des tenants et aboutissants du projet
de recherche, à l’échelle du consortium, a facilité la mesure de ce projet industriel. À travers lui,
ce sont aussi les équipes en amont ou en aval de ce projet de recherche que je souhaite recon-
naître pour les possibilités qu’elles nous ont accordées de mieux comprendre ces recherches en
tant qu’élément d’un ensemble plus grand.

Je remercie collégialement ces plus directs (et fréquents) collaborateurs, car au fil du doctorat
j’ai eu l’occasion de remarquer leur grande rigueur scientifique. Je place cette qualité au cœur de
la définition d’un travail de recherche scientifique.

Je tiens à remercier le Professeur László Tóth, de l’Université de Lorraine, de m’avoir fait l’hon-
neur de présider le jury de la thèse, ainsi que pour avoir examiné ce travail de doctorat. Au Profes-
seur Philippe Boisse, de l’Institut National des Sciences Appliquées de Lyon, ainsi qu’au Professeur
Moussa Naït-Abdelaziz, de l’Université de Lille 1, je souhaite leur adresser mes remerciements
pour avoir accepté d’être les rapporteurs auprès du jury, et donc d’avoir expertisé avec minutie
ces travaux de doctorat. Je remercie le Professeur René Muller, de l’Université de Strasbourg et
examinateur du jury, d’avoir lui aussi expertisé les travaux de doctorat.

Enfin, je souhaite remercier l’équipe plus étendue d’ICube, en plus de mes collègues membres
du jury : les autres encadrants Christiane, Nadia, Siham, Pedro, et leurs bien-encadrés (Chrystelle,
Ophélie, Preeyam, Rania, Safaa, Akbar, Anthony, Aurélien, Charles-Henri, David, Jacques, Kui, Ma-
jid, Mathieu, Mossi, Patrick, Rodrigue, Wei. . . ) ainsi que les autres personnes que j’ai aussi eu l’oc-
casion d’apprécier au laboratoire et qui font tout autant de bons souvenirs de ces moments passés
côte à côte.

Parutions

Durant la période du doctorat, les travaux ont conduit à la publication de deux articles dans
des revues internationales à comité de lecture par pairs :

[BGA+12] BARTH, Nicolas ; GEORGE, Daniel ; AHZI, Saïd ; RÉMOND, Yves ; DOQUET,
Véronique ; BOUYER, Frédéric et BÉTREMIEUX, Sophie : Modeling
and Simulation of the Cooling Process of Borosilicate Glass. Jour-
nal of Engineering Materials and Technology, 2012, 134(4):041001.1–10.
DOI : http://dx.doi.org/10.1115/1.4006132

[BGA+13] BARTH, Nicolas ; GEORGE, Daniel ; AHZI, Saïd ; RÉMOND, Yves ; JOULAEE,
Nasim ; KHALEEL, Mohammad A. et BOUYER, Frédéric : Simula-
tion of cooling and solidification of three-dimensional bulk borosi-
licate glass : effect of structural relaxations. Mechanics of Time-
Dependent Materials, 2013, nombre de pages : 16. En publication.
DOI : http://dx.doi.org/10.1007/s11043-013-9215-3
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Introduction générale

Le travail présenté dans ce manuscrit de thèse s’inscrit dans le cadre de deux projets succes-

sifs (2008–2010 et 2011–2014) initiés et financés par le CEA ∗, l’ANDRA † ainsi qu’AREVA ‡ sur le

comportement à long terme des colis de déchets radioactifs.

L’objectif de ces programmes est de disposer d’un outil de simulation de la fracturation des

verres nucléaires, borosilicatés, utilisés pour le confinement des radionucléides. De nombreux

scénarios sont possibles quant aux sollicitations thermiques et/ou mécaniques (ces dernières, qui

consistent par exemple en des contraintes lithostatiques, ne sont pas spécifiquement traitées ici).

Les approches retenues pour la construction et la validation de cet outil sont autant expéri-

mentales sur un verre de référence borosilicaté inactif (du point de vue de la radioactivité) que des

approches sur les modèles, dont la majorité de la mise en œuvre repose sur l’équipe d’accueil de

la thèse au sein d’ICube. Outre cette équipe, les partenaires sur ce programme sont le CEA pour la

réalisation du procédé expérimental et des matériaux d’étude, ainsi que deux équipes davantage

tournées sur les approches expérimentales (dans le cadre de ce projet) : l’équipe Guéguen au la-

boratoire de géologie à l’ENS Ulm § et l’équipe Doquet au laboratoire de mécanique des solides ¶

à l’École Polytechnique.

∗. Commissariat à l’énergie atomique et aux énergies alternatives, laboratoire d’étude du comportement
à long terme (LCLT)

†. Agence nationale pour la gestion des déchets radioactifs

‡. AREVA NC

§. Laboratoire de géologie, École Normale Supérieure – CNRS UMR 8538, Paris

¶. Laboratoire de mécanique des solides, UMR CNRS 7649 – École Polytechnique, Palaiseau



Le procédé de vitrification à l’origine du travail de ce consortium est un procédé utilisé à l’échel-

le industrielle, depuis de nombreuses années, afin de confiner dans des colis (à l’état solide) les ra-

dionucléides issus du traitement des combustibles usés. Le procédé est introduit dans le contexte

au chapitre I, sachant qu’en pratique nous nous reposons sur des résultats issus des procédés de

vitrification expérimentaux, réalisés avec du verre inactif, à la plate-forme de vitrification du CEA

de Marcoule (Gard).

La coulée du verre en fusion y est réalisée dans des conteneurs en acier inoxydable, le verre

contenant des familles d’éléments chimiques à confiner. La coulée et la solidification du verre

(vitrification) fait intervenir plusieurs disciplines de la science des matériaux et de la mécanique

lors du refroidissement (jusqu’à température ambiante). Ces disciplines sont la thermique, la so-

lidification et la relaxation des verres inorganiques et le calcul du chargement thermomécanique

tenant compte d’un éventuel endommagement des structures fragiles. Les aspects liés au colis

ainsi que ces disciplines sont d’abord décrits conjointement et mis en perspective par la littéra-

ture au chapitre I. Au chapitre II, nous présenterons l’ensemble des protocoles mis en place pour

leur étude, puis nous présenterons et discuterons des résultats appliqués à différents cas de colis

vitrifiés au chapitre III.

Le comportement sur le long terme des colis (en centaines de milliers d’années pour les dé-

chets radioactifs de haute activité et à vie longue), avec ce caractère multi-physique des phéno-

mènes impliqués, nécessite pour permettre sa prédiction à la fois l’acquisition de données expé-

rimentales et la modélisation des phénomènes. Nous verrons en quoi l’approche retenue ici pour

la modélisation du verre, dans les colis en refroidissement, permet d’établir (et de comparer) ce

comportement sur le long terme. Une fois les scénarios thermomécaniques appliqués au cas d’un

colis, d’autres modèles peuvent prendre le relais et permettre de quantifier les espèces chimiques

qui sont amenées à se dissoudre en supposant la présence d’eau au contact du verre (lixiviation

du verre).
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CHAPITRE

I

Contexte et état de l’art



Chapitre I : Contexte et état de l’art

Dans ce chapitre, nous présentons dans un premier temps au § I.1 les aspects liés au contexte

des colis étudiés dans le cadre de cette thèse. Nous présentons ensuite les résultats internationaux

liés à la thermique de tels colis au § I.2 page 21. Puis nous décrivons des modèles de relaxations

pouvant s’appliquer au cas du verre se solidifiant dans les colis au § I.3 page 24, avant enfin de

traiter le cas des modèles d’endommagement au § I.4 page 27.

I.1 Vitrification des déchets nucléaires

Le procédé de traitement des déchets nucléaires et de leur vitrification est illustré à la figure I 1

page 19. Ce procédé de confinement, détaillé par exemple par Bonniaud et al. [BJS80] ou Advo-

cat et al. [ADP08], repose en premier lieu sur la présence d’un calcinateur qui est alimenté d’une

solution dissoute des radionucléides à traiter. Cette solution s’évapore et permet l’obtention du

« calcinat » où les radionucléides sont alors en phase solide, oxydés. Le calcinat et de la fritte de

verre alimentent un pot de fusion dans lequel s’effectue l’élaboration du verre. Le verre qui en

résulte est au final coulé puis solidifié à l’intérieur de conteneurs en acier inoxydable (de type

« CSD-V » – colis standard de déchets vitrifiés, cf. figure I 2 page 19). Ces conteneurs contiennent

environ 400 kg de verre.

Le verre simulant la gamme de verre nucléaire utilisée industriellement en France (nommé

« R7T7 ») est le verre inactif « SON68 ». Ces verres sont des verres borosilicatés (leur stabilité chi-

mique est optimisée), opaques dans le domaine visuel. La composition du verre simulant inactif

SON68 est proche de celle donnée dans le TAB. I 1 page ci-contre par Frugier et al. [FGM+08]. Ces

nombreux oxydes, dans la phase liquide du verre, s’organisent en un réseau vitreux amorphe qui

continue d’exister à l’état surfondu dans le solide. Certains des ions oxydés sont des formateurs

du réseau vitreux, d’autres jouent le rôle de modificateurs de réseau. Excepté pour la puissance

thermique, ce qui est traité spécifiquement plus tard, le verre considéré dans ce travail de thèse,

ainsi que tous les résultats obtenus, sont liés au verre expérimental (SON68) choisi pour simuler

le comportement du verre nucléaire utilisé sur le plan industriel (par des éléments ayant le même

comportement chimique).

La plate-forme de vitrification du CEA de Marcoule a la maîtrise du procédé d’élaboration du

verre et de manufacture des colis étudiés dans ce programme, et une illustration de coulée dans un

conteneur est donnée à titre d’exemple à la figure I 1 page 19. Ainsi, le verre SON68 obtenu est issu

d’un procédé de vitrification sur une installation échelle 1:1 avec un principe de fonctionnement

identique à celui détaillé. Des échantillons d’environ 500 g ont aussi été obtenus par des coulées

du verre SON68 sous forme de barreaux dans des creusets en graphite.

En aval du procédé industriel de vitrification, les colis sont scellés et entreposés en puits ven-

tilés pendant une période d’entreposage suffisante pour un refroidissement initial des colis (sur

plusieurs dizaines d’années). La loi française (loi de 2006) prévoit un débat public sur le stockage

souterrain des colis, dont l’Andra a la responsabilité. La réversibilité de ce stockage sur une durée

fixée au moins à 100 ans est également prévue par la loi actuelle. L’Andra étudie ce stockage des

colis, qui a pour l’heure été retenu dans des roches d’argilites, afin d’aider aux décisions politiques
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Vitrification des déchets nucléaires

TAB. I 1 : Composition du verre borosilicaté SON68 selon Frugier et al. [FGM+08] (référence TC42c)
[pourcentage en poids massique des différents oxydes constitutifs].

Oxyde % massique Oxyde % massique Oxyde % massique

SiO2 45,85 MoO3 1,78 CdO 0,03

Al2O3 5,00 Cs2O 1,12 SnO2 0,02

B2O3 14,14 NiO 0,43 TeO2 0,23

Na2O 10,22 P2O5 0,29 BaO 0,62

CaO 4,07 SrO 0,35 La2O3 0,93

Li2O 1,99 Cr2O3 0,53 Ce2O3 0,97

ZnO 2,53 Y2O3 0,20 Pr2O3 0,46

ZrO2 2,75 MnO2 0,39 Nd2O3 2,04

Fe2O3 3,03 Ag2O 0,03
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à venir.

Selon ces hypothèses telles qu’un stockage géologique profond, les colis de déchets vitrifiés se-

raient ainsi stockés à l’intérieur de structures alvéolaires dans des galeries à 500 m sous terre, ce

qui est illustré à la figure I 3 page 20. Plusieurs centaines de milliers d’années sont alors néces-

saires en l’état pour attendre les désintégrations (les moins instables) des radionucléides confinés

dans les colis de haute activité et à vie longue (« HAVL », ou en anglais HLW pour « high-level

radioactive waste »). La cinétique d’altération des colis est étudiée sur cette période, et prévoit

notamment l’arrivée d’eau au niveau des colis, au contact du verre avec des phénomènes de lixi-

viation, ce qui fait l’objet de travaux à part entière [FGM+08, Cho08]. La cinétique d’altération du

verre est illustrée à la figure I 4 page 20 [GR05, ADP08, Cho08].

L’étude du comportement thermomécanique du verre peut commencer, en ce qui nous con-

cerne, quand le verre en fusion est coulé dans les conteneurs en acier inoxydable à des tempéra-

tures de l’ordre de 1400 K. Des gradients de température sont susceptibles de se développer à l’in-

térieur du bloc de verre pendant le refroidissement jusqu’à un point où la fracturation du verre a

lieu. Kamizono et Niwa [KN84] ont constaté ce fait, ainsi que Faletti et Ethridge [FE88]. Différentes

surfaces de fracturations sont ainsi susceptibles d’être créées à l’issue du procédé de vitrification.

Ces surfaces, si elles font partie d’un réseau de fissures ouvertes (en percolation), peuvent égale-

ment interagir avec l’eau pendant l’altération des colis en milieu aqueux, ce qui a été démontré

par Perez et Westnik [PJWJ81] sur des expériences de lixiviation d’un verre nucléaire.

Dans le cas de colis industriels de verre R7T7, une puissance thermique liée aux désintégrations

nucléaires des radioéléments est à prendre en compte. Ce phénomène agit en tant que réducteur

de la montée des contraintes d’origine thermique dans le colis, comme l’ont rapporté Faletti et

Ethridge [FE88] et Kahl et al. [KKS+91]. Mis à part ce phénomène de puissance thermique, l’in-

fluence de la radioactivité sera négligée sur les matériaux étudiés ici.

Dans ce contexte, le travail de thèse réside dans la mise en place des modèles et outils de si-

mulation afin de prédire de telles surfaces de fracturation, et ce à l’issue de familles connues de

sollicitations thermiques (et mécaniques) liées à la manufacture et la durée de vie utile des colis

de déchets vitrifiés.
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Vitrification des déchets nucléaires

FIG. I 1 : Schématisation du procédé de vitrification, simplifié des RÉFS [BJS80, ADP08], et illustra-
tion à la plate-forme de vitrification du CEA de Marcoule (Gard) [Sit05].

FIG. I 2 : Colis de déchets vitrifiés CSD-V – photographie, schéma et aspect du verre [GR05, ASN10,
MPS+10, And05] (crédits Andra).
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C.IM.OSES.04.0269.C

FIG. I 3 : Schéma du stockage souterrain des colis CSD-V [And05] (crédits Andra).
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FIG. I 4 : Cinétique d’altération d’un verre silicaté d’après [GR05, ADP08, Cho08].
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Thermique du bloc de verre

I.2 Thermique du bloc de verre

L’analyse thermique des matériaux est passée à un stade technique assez facile d’accès dans

le cadre de l’ingénierie des structures supportant les flux thermiques. Ceci a été rendu principa-

lement possible par les techniques de modélisation par éléments finis (« FEM » – finite element

modeling ou plus simplement « FE » quand on parle des éléments finis) [ZT91].

Pour les colis, une alternative à cette méthode pourrait être la détermination expérimentale de

relevés de températures avec comme inconvénient majeur, outre le coût logistique, de n’avoir des

relevés que ponctuellement dans les colis de déchets vitrifiés. L’histoire thermique dans le reste du

volume de verre serait donc à extrapoler, par exemple par un outil de simulation thermique. C’est

sur cette méthode complémentaire que reposera en fait notre analyse, présentée au chapitre II.

I.2.1 Principes de modélisation

Dans le cadre de la FEM thermique, l’approximation des structures à étudier se fait à travers

un maillage de l’espace 3D dédié à la résolution de l’équation de la chaleur (selon la nature des

matériaux, la géométrie et les conditions aux limites thermiques à étudier. . . ).

Les températures et les flux thermiques sont obtenus à l’issue de la résolution du système

d’équations aux dérivées partielles sur l’ensemble du volume modélisé (et de ses surfaces). Ils

rendent possible dans une certaine mesure la prédiction de l’évolution thermique du colis. Les

marges d’erreurs y sont d’autant plus faibles que l’approximation géométrique est fine (c’est-à-

dire le maillage raffiné), et les conditions aux limites réalistes.

Pour un solide, on donne l’équation de la chaleur (ou loi de Fourier) à l’ÉQ. I 1 pour un solide

supposé homogène et isotrope du point de vue des échanges thermiques. C’est une équation aux

dérivées partielles pour laquelle on obtient alors la solution en flux et en température T . Cette

résolution est connue d’une part en fonction du temps simulé (t ), et d’autre part à chaque point

d’intégration des éléments du maillage (qui sont autant de données spatiales discrètes à l’intérieur

du solide, qu’on peut extrapoler sur l’ensemble du volume).

ρU̇ ≃ρḢ =ρcp (T )
∂ T

∂ t
=∇·[k (T )∇T ]+Q̇ (I 1)

avec ρ la densité du matériau considéré [typiquement en kg/m3] ; U l’énergie interne (massique)

[J/kg] ; H l’enthalpie [J/kg] ; cp (T ) la chaleur spécifique/massique (capacité thermique massique)

à pression p constante [J/K/kg] ; k (T ) la conductivité thermique du solide [W/m/K] ; et Q̇ le terme

volumique d’une source thermique [W/m3].

Comme on l’a vu précédemment, le terme source Q̇ peut être non nul en ce qui concerne l’ana-

lyse du verre, si on décide de modéliser un colis chaud en verre R7T7 qui possède typiquement

une puissance thermique à l’ordre du kW. Mis à part ce phénomène, le verre n’a pas de terme

source thermique important, car son comportement énergétique à la transition de phase vitreuse

n’est pas celui d’un liquide se cristallisant, mais celui d’un liquide en surfusion se figeant (nous

reviendrons sur ce point à la section suivante). Il n’y a donc pas de chaleur latente de transforma-

tion de phase (et de terme source en conséquence). Pendant ce procédé et devant les échanges
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thermiques en jeu, on peut également négliger la création de chaleur due aux sollicitations méca-

niques (qui apporteraient également un terme source de chaleur par dissipation d’énergie méca-

nique).

I.2.2 Applications similaires dans les verres inorganiques

En dehors du domaine de la vitrification des déchets nucléaires, mais toujours pour le verre, de

nombreux exemples d’application de la FEM sont disponibles dans la littérature. L’analyse ther-

mique est alors souvent un prérequis à l’analyse de la vitrification d’un point de vue rhéologique

ainsi que vis-à-vis de sa tenue mécanique (par les contraintes transitoires et résiduelles du verre).

Ainsi par exemple, on en vient à modéliser le comportement d’un volume de verre moulé puis

solidifié et refroidi à température ambiante afin de calculer la forme de lentilles optiques, et donc

leurs propriétés optiques, dans les RÉFS [JY05, YJ05, JYXS06].

Les contraintes transitoires ou résiduelles à l’intérieur du verre, consécutives à la solidification

et au refroidissement d’un volume de verre en fusion, sont également un facteur déterminant dans

le domaine des verres trempés (à l’air). Ces verres sont manufacturés typiquement sous forme

de plaques, et des analyses thermiques sont menées par exemple dans les RÉFS [DC98, BDG04,

KKC07, NOPS10]. Les états de contraintes simulés à l’issue de ces procédures doivent rester faibles

en traction pour éviter la fissuration de ces verres (et des phénomènes de ruine du matériau telle

qu’observée par Nielsen et al. [NOS09]). Cependant, pour le verre trempé, les contraintes rési-

duelles de compression (en surface) doivent être suffisamment importantes pour obtenir une

bonne tenue mécanique des plaques de verre. On ne peut que remarquer que ces applications,

bien que similaires sur les approches employées ou les gammes de températures concernées,

contiennent de par leur procédé et leur finalité des conditions et des objectifs assez différents

de ceux introduits pour les colis de déchets vitrifiés.

Mises à part ces deux applications qui reposent sur la thermique de verres inorganiques avec

des approches similaires au travail entrepris ici, on peut faire un dernier parallèle avec une classe

très répandue de traitements industriels du verre : le verre flotté [PDE02, FOADSM+08]. Dans ce

cas, des études thermiques sont également entreprises pour étudier le procédé de fusion en lui-

même et la solidification du verre en plaque sur un bain d’étain. Dans ces procédés, le verre solidi-

fié est amené à de faibles taux de refroidissement jusqu’à la température ambiante. Ce traitement

particulier (pendant une phase critique du refroidissement) permet au verre d’obtenir de faibles

contraintes résiduelles pour pouvoir subir sans ruine des mises en formes ultérieures après soli-

dification. Le refroidissement lent pour éviter des gradients thermiques trop élevés (et la fractu-

ration) seraient à mettre en opposition, dans le domaine des verres nucléaires, par le fait qu’une

dévitrification peut avoir lieu à trop haute température dans la matrice vitreuse (pendant suffi-

samment longtemps). Cette cristallisation dans la matrice vitreuse, après coulée, peut nuire au

confinement des oxydes du réseau vitreux.

Dans ces applications qui concernent en général des verres semi-transparents, il existe un phé-

nomène d’auto-rayonnement du volume de verre qui accentue les échanges thermiques conduc-

tifs. Le verre devient à la fois un corps rayonnant et pouvant recevoir le rayonnement en volume
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(habituellement, seules les surfaces des corps gris sont susceptibles des échanges par rayonne-

ment). Ce phénomène est étudié par Siegel [Sie98] et Siedow et al. [SGLR05]. Dans le cas du verre

borosilicaté SON68, nous considérons ce phénomène comme négligeable du fait de l’opacité de

ce verre constatée à l’œil nu, et nous n’en tiendrons donc plus compte par la suite.

I.2.3 Thermique des colis de verre nucléaire

Le domaine de la vitrification des déchets nucléaires est moins fréquemment représenté dans

la littérature que ceux des traitements industriels susmentionnés. Une revue de différents procé-

dés est proposée par Perez et al. [PBD+01]. En ce qui nous concerne, les gammes de températures

rencontrées dans le creuset sont de l’ordre de 1400 K pour permettre une incorporation correcte

du calcinat dans la matrice vitreuse. Il s’agit aussi de la température de coulée dans le conteneur,

et la température de transition vitreuse du verre SON68 est proche de 775 K. De par la géomé-

trie cylindrique massive du volume de verre (diamètre des colis de 43 cm), on a une thermique

très dépendante de l’inertie thermique du bloc de verre (au contraire des procédés thermiques

mentionnés précédemment où le verre est souvent manufacturé sous forme de plaque).

Même en cas de changement des dimensions du colis en fonction des différentes normes adop-

tées dans d’autres pays, le problème est le même quant à la quantité de chaleur à évacuer pour un

bloc massif, en minimisant si possible l’influence des gradients thermiques. Divers ajustements

du procédé ont été étudiés à cette fin, comme l’ajout d’une barre en aluminium au cœur d’un

colis [BSB06]. Faletti et Ethridge [FE88] passent en revue également des procédés de vitrification

avec un isolant thermique en place pour limiter les gradients thermiques. Riley et al. [RJOJ+99]

notent autrement des tendances telles que la proportionnalité des gradients thermiques vis-à-vis

du diamètre des colis (30 à 60 cm dans leur étude).

Différentes études sur les gradients thermiques dans les colis sont rapportées dans la littéra-

ture, certaines concernent même le cas de colis chauds (1000 W et 2500 W par colis) [KKS+91]. De

multiples procédés sont pris en compte, souvent caractérisés en termes de surface de fracturation

obtenue expérimentalement. Le type de conteneur utilisé (acier ou acier inoxydable), et le type

de revêtement interne sont également étudiés du point de vue du contact verre/acier selon les

différentiels thermiques observés, avec éventuellement des revêtements possibles au niveau de

l’interface interne [FE88]. Du point de vue du procédé de vitrification, nous ne nous intéressons

pas particulièrement à ce type de modification des paramètres procédé, mais plutôt à une fenêtre

paramétrique restreinte à la thermique du procédé.

La thermique du procédé de vitrification est fondamentale dans le sens où les déformations

issues des gradients thermiques sont la force motrice de la réponse mécanique de la structure du

colis constituée par le verre (liquide et/ou à l’état solide) ainsi que l’acier. Les déformations ther-

miques sont des déformations de transformation (également nommées « stress-free strain », ne

générant pas de contraintes du fait des seuls changements de température. Par contre, au niveau

d’une structure mécanique, des changements de température non uniformes vont provoquer une

réponse différentiée de la structure. Elle tend alors à se déformer et à suivre un équilibre méca-

nique propre (du champ de contraintes) intimement lié à la nature des gradients thermiques et
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des propriétés des matériaux en termes de réponse thermomécanique à cette déformation. Dans

le cas du verre, la sollicitation thermique sous forme de déformation thermique ainsi que la ré-

ponse mécanique aux sollicitations de la structure, via la viscoélasticité du réseau vitreux, sont

connues pour être dépendantes du temps et de la température. C’est l’objet du prochain para-

graghe § I.3. Si le champ de contrainte devient tellement critique que le verre s’endommage, la

réponse de la structure n’est plus seulement viscoélastique et fait intervenir des modèles d’en-

dommagement du verre, c’est l’objet du § I.4 page 27.

I.3 Relaxations dans le verre

On a introduit précédemment dans la partie thermique une température de transition vitreuse

(Tg ) donnée à 775 K pour le verre SON68. En fait cette température de transition dépend de deux

choses fondamentales qui ne peuvent se résumer à une seule donnée fixée par la température :

✧ d’une part l’histoire thermique T (t ) du réseau vitreux et sa nature plus ou moins mobile

dans les mouvements internes des structures moléculaires qui le constituent (mesurée no-

tamment par la viscosité du verre) ;

✧ et d’autre part la transition vitreuse dépend de la propriété du verre qu’on considère (exem-

ple : le volume massique ρ−1, la conductivité thermique, la chaleur massique, la viscoélasti-

cité, l’indice de réfraction, etc.).

Du point de vue de la propriété concernée, par exemple le volume massique, la température de

transition vitreuse marque une transition ici continue entre le solide et le liquide. En refroidissant,

lorsque le liquide se fige à configuration moléculaire de l’état vitreux identique, mais solide, une

partie de sa structure interne a en fait perdu des degrés de liberté liés à l’agitation thermique du

réseau vitreux (les barrières d’activation du déplacement des molécules les unes par rapport aux

autres sont devenues infranchissables, statistiquement).

De fait, la cinétique de cette transition est fondamentale, car si on attend suffisamment long-

temps à température élevée le verre se comporte toujours comme à l’état liquide, traité comme

l’état d’équilibre puisque c’est l’état qui serait constaté à un temps infini. Nous n’avons donc pas

affaire à une transition de phase seulement thermodynamique (de fusion), puisque la température

de transition vitreuse dépend de la cinétique.

Le schéma présenté à la figure I 5 page suivante illustre l’influence de la cinétique sur la Tg

constatée pour le verre. Tg marque par définition le départ de l’état vitreux, solide, depuis le liquide

surfondu et est donc située à l’intersection de ces deux courbes. Pour un refroidissement lent,

comme on vient de le voir, la relaxation de la propriété a davantage le temps d’opérer et Tg devient

inférieure à la Tg constatée expérimentalement lors d’une trempe rapide du verre par exemple.
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FIG. I 5 : Schématisation de l’évolution d’une propriété du verre à la transition vitreuse pendant un
refroidissement depuis le verre en fusion. La transition thermodynamique en question aux temps
infinis est passée en revue par Hodge [Hod94].

Même si l’équivalence temps-température est fondamentale pour comprendre les propriétés

du verre au niveau de la gamme de température concernée par la transition vitreuse, sa modéli-

sation n’est devenue réellement prédictive qu’à partir du XXe siècle (pour un large panel de traite-

ments thermiques). Dans la mesure où le verre est forcément amené à se stabiliser dans un futur

plus ou moins lointain, les modèles qui ont vu le jour prédisent la cinétique du verre dans ce cadre,

qui comprend des essais simples fondés sur ces phénomènes sous le vocable générique de « re-

laxation structurale » ou de « recouvrance structurale ».

Tool [TE31, Too46, Too48] a introduit la notion de température fictive « Tf » permettant la ca-

ractérisation de l’état de relaxation interne du verre pendant la transition vitreuse. Plus tard, Na-

rayanaswamy [Nar71] a généralisé un modèle de relaxation structurale qui repose sur des chan-

gements de variables où l’équivalence temps-température s’écrit notamment en fonction de deux

énergies d’activation et de la température fictive marquant l’état interne du verre quel que soit le

domaine de température considéré. Moynihan [DEMM76, MET+76] a enfin amélioré l’expression

du modèle de Tool-Narayanaswamy en complétant le formalisme du modèle de relaxation struc-

turale alors dénommé « TNM » (Tool-Narayanaswamy-Moynihan). On présente les fondements

de ce modèle à l’équation I 2.

ξ(t )=

∫ t

0

τP
réf

τP (t ′)
dt ′ (I 2a)
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MP (ξ(t ))≈ exp


−
�
ξ(t )

τP
réf

�β
≈

n P∑

i=1

c P
i exp


− ξ(t )
τP

i ,réf


 (I 2b)

Tf ,P (t )=T (t )−
∫ t

0

MP
�
ξ(t )−ξ(t ′)

� dT (t ′)

dt ′
dt ′ (I 2c)

avec ξ(t ) le changement de variable de t en « temps réduit » ; τP
réf le temps de relaxation à une

température arbitraire Tréf pour la propriété P du verre en question ; τP (t ) est le temps de relaxa-

tion à un temps donné ; β est le paramètre d’exponentielle décroissante (0≤β ≤1 et typiquement

proche de 0,5) qui est expérimentalement déterminé pour caler cette fonction sur l’allure obser-

vée de la fonction de réponse de la relaxation MP ; on peut préférer à cette forme exponentielle

décroissante une série de Prony en n P termes, avec les c P
i les coefficients de poids dont la somme

est normalisée à 1, et τP
i ,réf les temps de relaxation partiels à Tref ; enfin, Tf ,P est la température

fictive évoluant dans le temps pour cette propriété P.

En pratique dans le modèle de TNM, les temps de relaxation sont décrits en fonction de l’his-

torique thermique et de l’état de structure interne (via Tf ,P ) par :

τP (t )

τP
réf

= exp

�
−∆h∗

R

�
1

Tréf
− x

T (t )
− 1−x

Tf ,P (t )

��
(I 3)

avec ∆h∗/R la fraction de l’énergie d’activation totale (vitreuse ou solide + structurale) sur la

constante des gaz parfaits ; x est le paramètre de non-linéarité (0≤ x ≤ 1 et typiquement proche

de 0,5) qui est la fraction de l’énergie d’activation vitreuse sur l’énergie d’activation totale ∆h∗.

De plus, il est fréquent de suivre une décomposition en série de Prony de la fonction de réponse

de la relaxation, on obtient alors des temps de relaxation partiels τP
i liés à des variables internes

partielles (Tf P,i ).

En parallèle des développements liés à ce modèle de relaxation structurale, l’équipe Kovacs

et al. [KAHR79] développèrent le modèle KAHR (Kovacs-Aklonis-Hutchinson-Ramos). Dans cette

phénoménologie, l’état interne du verre est donné par le paramètre de départ à l’équilibre (li-

quide) δ, par exemple δ = V /V∞−1. Les spécificités de ces deux modèles ont par exemple été

comparées par Hodge [Hod94] à l’équilibre, en particulier en ce qui concerne le paramètre x , en

fait équivalent dans ces modèles, et qui définit le degré de non-linéarité des réponses aux sauts

de températures (T-jumps). On présente à l’équation I 4 les équations aux dérivées partielles à

résoudre dans ce modèle, après partition du départ à l’équilibre en composantes partielles δi du

départ de l’équilibre total.

dδi

dt
=−∆αi

dT

dt
+
δi

τi
(I 4)

avec∆α=αl −αg l’excès de coefficient (de dilatation thermique par exemple), et∆α=
∑N
∆αi .

Ces modèles de relaxation structurale sont maintenant connus sous le formalisme des modèles

TNM-KAHR. Ils ne sont pas l’apanage des verres inorganiques seuls, puisque les verres organiques,

notamment des polymères [Kov58], sont également concernés par des phénomènes de transition
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vitreuse de nature identique (même si les températures de transition vitreuses de ces verres sont

généralement bien plus basses).

Des extensions de ce modèle de relaxation structurale existent également pour d’autres types

de sollicitation que la température, comme dans des résines époxy au travers de sauts de l’humi-

dité ambiante [ZM03], ou de sauts en concentration de CO2 [ABKS+11]. Kovacs mentionne égale-

ment le cas de pressions de transition vitreuse [Kov64]. Ce formalisme peut rencontrer des limita-

tions vis-à-vis des phénomènes expérimentaux de relaxation/recouvrance structurale à modéliser,

ce qui est par exemple discuté dans la RÉF. [ABKS+11].

I.4 Mécanique de l’endommagement

Le calcul de structure mécanique par éléments finis devient possible avec les propriétés du

verre telles qu’on peut les obtenir pour toute température et toute histoire thermique (à l’issue

de la modélisation de sa relaxation structurale) en suivant des principes de simulation similaires

au calcul thermique. Les lois de comportement utilisées dans le verre, en déformation et vis-à-

vis de la réponse viscoélastique, sont détaillées ultérieurement au chapitre II. Du point de vue

du calcul de structure, dans ce paragraphe, nous proposons de passer en revue uniquement les

phénomènes de fracturation du verre qui peuvent arriver en cas de dépassement des critères de

rupture dans le verre lors de chargements thermomécaniques critiques.

Dans un premier temps au § I.4.1, nous introduisons l’endommagement et ses modélisations,

avant de regarder plus en détail au § I.4.2 page 29 un modèle d’endommagement qui est envi-

sagé sur des problématiques similaires de simulation des colis de déchets nucléaires par le DoE

(Department of Energy) des États-Unis au Pacific Northwest National Laboratory.

I.4.1 Généralités sur l’endommagement

Lorsqu’on conceptualise la mécanique de l’endommagement, on différencie généralement :

✧ d’une part la « mécanique de l’endommagement continu » (CDM – continuum damage me-

chanics) qui est l’évolution de la tenue mécanique des matériaux en tant que structure mé-

canique sollicitée, dans le cadre de la mécanique des milieux continus ;

✧ et la « mécanique de la rupture » d’autre part qui est la mécanique, à l’échelle de la fissure,

propre aux propriétés des fissures une fois initiées (propagation et vitesse, concentration des

contraintes en front de fissuration, bifurcation, rugosité des plans de fracturation, etc.).

Du point de vue de la tenue mécanique, en fonction des applications souhaitées des maté-

riaux, on a longtemps considéré l’endommagement comme un simple phénomène seuillé, avec

en deçà du seuil un matériau intact où l’endommagement est absent, et au-delà duquel l’endom-

magement est total (on parle de ruine – car effectivement les fissures sont elles-mêmes des défauts

d’une criticité importante dans les matériaux qui peuvent initier en cascade davantage de fissu-

ration). Par exemple, on peut prédire la ruine d’un matériau fragile, même s’il est en diamant,

au-delà d’une contrainte suffisamment élevée, critique vis-à-vis de l’endommagement.
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Dans les matériaux fragiles, ce type d’approche amène à étudier de façon plus détaillée le

phénomène d’initiation de l’endommagement, susceptible de se propager très facilement à l’en-

semble du volume solide (selon la mécanique de la rupture). Cette approche devient par nature

stochastique car dépendante des défauts présents (en surface notamment), et on approche ces

phénomènes par des outils statistiques ou probabilistes. Une analyse statistique répandue est le

modèle statistique de Weibull [Lam07], elle lie un état de contrainte dans le matériau à une pro-

babilité de rupture.

Le concept d’endommagement continu vient de Kachanov [Kac58] dans des expériences de

fluage. Il ne considère plus l’endommagement dans les matériaux comme un phénomène à seuil

(tout ou rien), mais au contraire la tenue mécanique dépend de façon continue de l’endomma-

gement du matériau, en tant que transformation irréversible qu’on peut caractériser et quantifier

expérimentalement. La CDM a été détaillée et étendue par Kachanov [Kac94], par Lemaître et Cha-

boche [LC85, Lem85], par Krajcinovic [Kra85, Kra89], par Pijaudier-Cabot et al. [PCB87, PCB93], et

par Ladevèze et al. [LLD92, LGA94].

Ainsi, la prise en compte de l’endommagement en CDM fait remonter depuis l’échelle de la

fissure, locale, une information globale quant à la raideur élastique des matériaux endommagés.

Cette raideur endommagée fait évoluer le comportement des matériaux vis-à-vis des sollicitations

appliquées. L’endommagement peut ainsi être établi de façon déterministe dans ces modèles en

suivant la phénoménologie de l’endommagement qui a cours. Dans ces modèles phénoménolo-

giques (plus ou moins complexes en fonction du nombre de paramètres à prendre en compte), la

signification physique des paramètres tend à être liée à la nature du matériau ou de son endom-

magement. À titre d’exemple, le caractère anisotrope de l’endommagement (sur la rigidité) peut

ne pas forcément être pris en compte dans des modèles d’endommagement simplifiés.

De façon toute aussi importante que l’équation de comportement des modèles d’endomma-

gement en CDM, qui lie la déformation aux contraintes en fonction des variables internes d’en-

dommagement, il faut déterminer comment mettre à jour les variables internes d’endommage-

ment, notamment, quels critères leur appliquer entre par exemple des critères de déformation, de

contraintes ou d’énergie mécanique.

De ce point de vue-là, il est nécessaire de reconnaître judicieusement un ensemble de phé-

nomènes physiques à l’échelle des fissures et de la mécanique de la rupture qui les régit. Dans

un matériau donné, il n’y a d’ailleurs pas une seule échelle de fissure imposée de façon absolue

par les sollicitations de chargement ou la nature des matériaux qui s’endommagent. De multiples

fissures sont souvent initiées à l’échelle microscopique sur les défauts, puis amenées à interagir

entre elles et/ou se développer selon les sollicitations effectuées sur la structure du matériau. Les

grandeurs caractéristiques de la fissure ou du réseau de fissures passent alors à une échelle mé-

soscopique et éventuellement macroscopique. Les modèles de CDM sont souvent construits tels

des modèles de changement d’échelle pour passer de la distribution des défauts initiés à l’échelle

micro-/ou mésoscopique au comportement élastique homogénéisé, macroscopique.

En mécanique de la rupture, on distingue trois modes de propagation élémentaires des fis-

sures, illustrés à la figure I 6 page ci-contre. Ces modes sont relatifs à la phénoménologie de

l’endommagement étant donnée une fissure idéalisée, sollicitée mécaniquement. Des cinétiques
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de propagations différentes peuvent avoir lieu dans un même matériau en fonction du/des modes

de propagation actif(s).

Mode I

ouverture

(traction)

Mode II

cisaillement plan

(glissement)

Mode III

cisaillement

transversal

(glissement)

FIG. I 6 : Schématisation d’une fissure dans les trois modes élémentaires de propagation.

I.4.2 Modèle d’endommagement continu – Sun et Khaleel

Le modèle d’endommagement de Sun et Khaleel [SK04], dont la CDM est détaillée dans ce

paragraphe, propose la prise en compte d’un tenseur d’endommagement piloté en contraintes

principales. L’endommagement est écrit sous forme tensorielle – il peut donc être anisotrope

dans le matériau simulé – de plus, il est possible d’avoir une incrémentation de l’endommage-

ment pour le mode I et le mode II de rupture. Dans cet article fondateur, le matériau étudié est

le verre et les sollicitations mécaniques par indentation. Le modèle a été appliqué par d’autres

groupes de chercheurs sur ces mêmes problématiques d’indentation, par exemple par Ismail et

al. [IZNAA08, IZNA+11]. D’autres types de problématiques, courantes en CDM, ont été envisagées

pour ce modèle, comme des chocs en rupture dynamique [SLCT09].

Nous présenterons ce modèle au § I.4.2.2 page 31, après revue des étapes de sa construction au

§ I.4.2.1 (et rédigé telles que nous comprenons les différentes formulations apparues au cours du

temps). La loi de comportement qui définit ce modèle a été mise en forme et appliquée au Mas-

sachusetts Institute of Technology (Dept. of Ocean Engineering) dans les années 80, dans le cadre

des travaux de Choi [Cho89] et Karr et Choi [KC89]. Le but était alors d’étudier l’endommagement

des structures de glace de type banquise. La loi de comportement elle-même a été développée par

Krajcinovic [Kra85]. D’autres familles de matériaux sont couramment étudiées dans le cadre de la

CDM, telles que les bétons, les composites, les polymères, les métaux etc.

I.4.2.1 Construction de la loi de comportement

Pour étudier le comportement en endommagement macroscopique, Krajcinovic [Kra85] intro-

duit des systèmes de micro-fissures à la même orientation plane α (il suppose un grand nombre

de micro-fissures). En un point donné, ω(α) représente l’aire concernée, portée par le vecteur

directeur normal au plan de fracturation ω(α) =ω(α)N (α)
k . En ce point, on peut également écrire
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l’endommagement sous la forme d’un tenseur d’ordre 2 sur lequel on projette l’ensemble de ces

contributions :

D kl= lim
m→∞

m∑

α=1

ω(α)N
(α)
k N

(α)
l (I 5)

Choi [Cho89] écrit la thermodynamique des processus irréversibles, en se reposant sur des

grandeurs thermodynamiques et des variables d’état internes :

✧ le tenseur des contraintes
�
σij

�
,

✧ le flux de chaleur vectoriel (q i ),

✧ l’entropie massique (S),

✧ l’énergie libre (Ψ),

✧ le tenseur des déformations (totales)
�
ǫij

�
,

✧ le tenseur des déformations (élastiques)
�
ǫ

e
ij

�
,

✧ la température (T ),

✧ et les variables internesω(α)i .

Le premier principe donne :

ρU−σijǫ̇ji+q i ,i
=ρR (I 6)

avec U l’énergie interne massique, et R le terme source de chaleur.

Le second principe donne :

σijǫ̇ji−ρ
�
Ψ̇+SṪ

�
−
�

1

T
q i T

�

,i
≥ 0 (I 7)

Le potentiel thermodynamique s’écrit alorsΨ=Ψ
�
ǫ

e
ij,T,q i ,ω(α)i

�
et vérifie :

Ψ̇=
∂ Ψ

∂ ǫe
ij

ǫ̇
e
ij+
∂ Ψ

∂ T
Ṫ +

∂Ψ

∂ q i
q̇ i +

∂ Ψ

∂ω
(α)
i

ω̇
(α)
i (I 8)

De la théorie classique des invariants, et par une généralisation du modèle de Kachanov [Kac58],

on obtient la forme suivante en ne gardant que les termes quadratiques (avecα etβ deux systèmes

d’endommagement) :

ρΨ=
λ

2

�
ǫ

e
ii

�2
+µǫe

ijǫ
e
ji+
∑

α

∑

β

C1ǫ
e
iiǫ

e
i jω

α
j ω
β
i +C2ǫ

e
ijǫ

e
jkω

α
kω
β
iq

ωαpω
β
p

(I 9)

λ etµ sont les paramètres de Lamé, C1 et C2 sont des paramètres à déterminer expérimentalement

qui définissent l’influence des micro-fissures sur l’énergie libre.

Chez Krajcinovic [Kra85] et Choi [Cho89], on arrive à la formulation suivante du potentiel :

ρΨ=
λ

2

�
ǫ

e
ii

�2
+µǫe

ijǫ
e
ji+C1ǫ

e
iiǫ

e
ijD ji+C2ǫ

e
ijǫ

e
jkD ki (I 10)
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Par contre, au niveau de l’opération de dérivée du potentiel :

σij=ρ
∂Ψ

∂ ǫe
ij

=K ijklǫ
e
kl (I 11)

pour ij et kl∈ {11,22,33,12,13,23} par convention en notation matricielle, et ǫe
ij en notation ingé-

nieur contenant les γij=2ǫe
ij pour i 6= j ; avec K ijkl le tenseur de rigidité de la loi de comportement.

Dans le domaine élastique seul, on a ainsi :

�
K e�

ijkl =λδijδkl+µ
�
δikδjl+δilδjk

�
(I 12)

Pour la partie endommagement, les résultats obtenus (ou utilisés) sont les suivants :

1. Krajcinovic [Kra85] ou Sun et Karr [SK01] : ¹K ºijkl= ¹K e ºijkl+2C1δijDkl+2C2δikDjl

2. Choi [Cho89] : ¹K ºijkl = ¹K e ºijkl+C1

�
δijDkl+δklDij

�
+C2

�
δjkDil+δilDjk

�
. Cette forme est

restée dans ce groupe après 1989, notamment dans l’article de Sun et Khaleel [SK04].

3. Sun et al. [SWK96], à travers certaines composantes de la rigidité employées : ¹K ºijkl =

¹K e ºijkl+C1

�
δijDkl+δklDij

�
+ C2

2

�
δjkDil+δilDjk+δikDjl+δjlDik

�
. Les composantes de ci-

saillement concernées par une différence avec le résultat précédent sont aussi explicitées,

en forme matricielle, dans ces travaux de Choi [Cho89] (avec une incohérence de conven-

tion à régler). Cette forme est celle qu’on retiendra au chapitre II (et la notation selon cette

écriture condensée est inédite à notre connaissance sur ce modèle).

I.4.2.2 Modèle de Sun et Khaleel (SK)

La loi de comportement utilisée dans ce modèle a été détaillée au paragraphe précédent et dans

les RÉFS [Kra85, Cho89, KC89, SWK96] avec des écritures différentes. On retient dans le paragraphe

actuel la forme en notation condensée suivante [Cho89, KC89, SWK96, SK04, SKD05] :

¹K ºijkl=
�

K e�
ijkl+C1

�
δijDkl+δklDij

�
+C2

�
δjkDil+δilDjk

�
(I 13)

avec : ij et kl ∈ {11,22,33,12,13,23} et ǫe
ij en notation ingénieur par convention. K e

ijkl est suivant

l’équation I 12 : ¹K e ºijkl=λδijδkl+µ
�
δikδjl+δilδjk

�
.

La notation matricielle qui correspond à la notation condensée du modèle de Sun et Khaleel

s’écrit ∗ :

∗. dans une convention différente de la notre, par exemple si ij et kl∈{11,22,33,12,23,31} , il peut y avoir des modi-
fications au niveau des termes non-diagonaux de la sous-matrice 3×3 inférieure basse
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σ11

σ22

σ33

σ12

σ13

σ23




=
�

K e +K d
�

ijkl
·




ǫ11

ǫ22

ǫ33

γ12

γ13

γ23




,ij et kl∈{11,22,33,12,13,23} (I 14a)

avec :

�
K e�

ijkl=

°
´́

²́

λ+2µ λ λ 0 0 0
λ+2µ λ 0 0 0

λ+2µ 0 0 0
µ 0 0

sym. µ 0
µ

±
µµµ³

,

et :
�

K d
�

ijkl
=

°
´́
²

2(C1+C2)D11 C1(D11+D22) C1(D11+D33) (C1+C2)D12 (C1+C2)D13 C1D23
2(C1+C2)D22 C1(D22+D33) (C1+C2)D12 C1D13 (C1+C2)D23

2(C1+C2)D33 C1D12 (C1+C2)D13 (C1+C2)D23
0 0 C2D13

symétrique 0 0
0

±
µµ³

(I 14b)

Dans ces publications initiales ou les travaux ultérieurs du groupe de Sun et Khaleel, la géné-

ralisation à une mécanique pleinement 3D n’est pas appliquée. Les lois d’endommagement sont

simplifiées par l’utilisation des symétries du problème pour ne garder qu’un ou deux endommage-

ments sur l’ensemble du tenseur, par exemple, suivant les problèmes traités par Sun et al. [SLCT09]

ou Liu et al. [LSCT12]. La forme d’incrémentation de l’endommagement reste néanmoins la même

(on la détaille en cette fin de paragraphe).

Cette loi de comportement permet a priori de prendre en compte tout tenseur d’endommage-

ment D ij, quelles que soient les directions de ses vecteurs propres vis-à-vis du repère principal.

Néanmoins, il convient de quantifier son développement en chaque point du volume. L’endom-

magement dans le modèle de Sun et Khaleel [SK04, SLCT09] est pris en compte entre 0 et 1 et est

mis à jour pour davantage d’endommagement selon un pilotage en contraintes principales pour

le mode I (présenté à l’équation I 15) et en cisaillement maximal pour le mode II (présenté à

l’équation I 16 page ci-contre) :

¹Dºii=





0, σi≤σseuil

σi−σseuil
σcritique−σseuil

, σseuil<σi<σcritique

1, σi≥σcritique





, i ∈{1,2,3} (I 15)

avec les σi les contraintes principales qui orientent la diagonalisation de D ij lorsqu’on a unique-

ment du mode I ;σseuil etσcritique, toutes deux en traction, sont respectivement la contrainte seuil

et la contrainte critique pour l’endommagement de mode I, avec l’endommagement qui suit ici
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linéairement l’état de contrainte entre ces deux valeurs.

¹Dºij =





0, |τmax| ≤τseuil, ou max
i
(σi)≥0

|τmax|−τseuil

τcritique−τseuil
, τseuil< |τmax|<τcritique, et max

i
(σi)<0

1, |τmax| ≥τcritique, et max
i
(σi)<0









i , j ∈{1,2,3}

j 6= i
(I 16)

L’endommagement de mode II n’est possible ici que lorsque l’ensemble du cercle de Mohr est

en compression (σmax< 0). De même que pour les contraintes principales en mode I, mais à des

valeurs pas forcément identiques, il y a un cisaillement seuil et un critique vis-à-vis de l’endom-

magement : τseuil et τcritique. La composante tensorielle ¹Dºij est due au cisaillement maximum

τmax dans le plan ij (il y en a trois).

L’identification des coefficients C1 et C2 est menée par Sun et Khaleel [SK04] pour l’obtention

d’une contrainte nulle à un endommagement total (à 1) en traction uniaxiale. Ils obtiennent C1=µ

et C2=− 3
2µ. Cette identification est détaillée en annexe A.1 (le présent modèle y est renommé M1).
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Chapitre II : Phénoménologie, méthodes & expériences

Les lois de comportement retenues ici pour les matériaux, ainsi que les concepts présentés

dans ce chapitre, ont été intégrés à un code FE commercial à travers des sous-routines d’instruc-

tions programmées en Fortran. Le calcul thermique par FE, ainsi que le calcul de structure ther-

momécanique, sont effectués pour ce travail de thèse dans le code FE Abaqus v6.9–12 (Dassault

Systèmes).

Dans ce chapitre, nous décrivons au § II.1 le protocole général de modélisation et de simula-

tion adopté dans ce travail pour le procédé de vitrification. Au § II.2 page 38, nous détaillons le

protocole de simulation thermique des colis, ainsi que le cas d’échantillons en forme de disques

sollicités thermiquement. Nous y présentons également les résultats d’essais thermiques effectués

sur des colis à la plate-forme expérimentale du CEA, Centre de Marcoule.

La modélisation de la relaxation est ensuite détaillée au § II.3 page 62, et celle de la fracturation

au § II.4 page 77.

II.1 Phénoménologie retenue

Afin de répondre aux objectifs fixés, la modélisation et la simulation des colis (qu’on arrête aux

frontières de l’acier et du verre) sont divisées en cinq physiques successives :

1. Calcul thermique du colis lors du procédé, fondé sur des expériences de coulées à l’échel-

le 1:1. L’histoire thermique est alors connue dans l’ensemble du colis (acier et verre).

2. L’identification de la solidification du verre vis-à-vis de la relaxation du volume : la dilatation

du verre évolue en effet d’après l’histoire thermique, avec une transition liquide-solide qui

n’est pas à température fixe.

3. La relaxation viscoélastique : les constantes élastiques évoluent de façon similaire en fonc-

tion de l’histoire thermique locale du verre.

4. Le calcul de structures mécaniques d’après ces états de relaxation, avec en plus la prise en

compte de l’endommagement éventuel du verre par une mécanique d’endommagement

continu du verre (code d’endommagement CDM).

5. La quantification de la fissuration et la détermination de sa nature (à travers le code de frac-

turation).

En thermique (1), on effectue le calcul de façon découplée des autres physiques, comme nous

négligeons la rétroaction des contraintes sur les flux de chaleurs (pas de dissipation d’énergie mé-

canique contribuant à la thermique). En l’absence de données sur la relaxation des propriétés

thermiques (propriétés qui ne sont pas déterminées à nouveau dans le cadre du programme),

nous décidons de l’emploi d’une température fixe pour la transition de phase liquide/solide des

propriétés thermiques vers 775 K, et une linéarité des propriétés au voisinage de cette transition.

D’autre part, l’approximation géométrique utilisée dans le modèle FE thermique est conservée,

par commodité, dans toutes les physiques introduites ici (pour le calcul de structure mécanique

(4), le nombre de degrés de liberté est alors multiplié par 3 par rapport au calcul thermique). La

modélisation s’effectue généralement en 3D sans symétrie utilisée pour le colis (il est pourtant à

géométrie axisymétrique).
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Les phénomènes de relaxation (2) et (3) peuvent être pris en compte dans le calcul, en se fon-

dant uniquement sur cette histoire thermique déterminée avec les propriétés du verre SON68. Là

encore, ce calcul est découplé de la réponse mécanique, en ce sens qu’il n’y a pas de rétroaction

des contraintes sur les propriétés de relaxation du verre en ce qui concerne son volume massique

et sa viscoélasticité (on néglige l’influence de l’intensité du champ de pression sur la relaxation).

Du point de vue de la viscoélasticité (3) plus particulièrement, on considère uniquement la re-

laxation du module de cisaillement (G ) en première approximation de ce phénomène. La relaxa-

tion du module de compressibilité iso-statique (K ) est absente et remplacée par un changement

de valeur (liquide/solide) à température fixe (définie au moment de l’écart à l’équilibre, comme

Tg est calculée pendant la solidification). En fait, on fixera K liquide =Ksolide(773 K ).

Le calcul de structure mécanique (4) prend en charge avant l’endommagement tous les aspects

de calcul d’équilibre mécanique en comportement viscoélastique (pour le verre) et élastique (pour

l’acier) tenant compte des relaxations du verre modélisées. De façon couplée à ce calcul par le mo-

dèle CDM, les phénomènes d’endommagement qui peuvent se produire dans le verre sont simu-

lés. On peut être amené à traiter de façon différente dans ce dernier couplage l’endommagement

de mode I et de mode II (voire même désactiver complètement le modèle CDM pour garder une

loi de comportement viscoélastique non endommageable).

Le calcul de fracturation (5) est opéré, de façon découplée du calcul de structure, sur des résul-

tats en termes énergétiques et sur les résultats du code d’endommagement CDM (notamment, sur

l’énergie dissipée par endommagement, qu’on suppose totalement transmise à la création de sur-

face de fracturation). Il répond également à des considérations dues à la mécanique de la rupture

(propagation des fissures notamment).

D’autres hypothèses pratiques sont formulées quand la/les coulée(s) du verre sont réalisées

pendant le procédé de vitrification et de manufacture des colis :

✧ on ne considère pas le travail des forces de pesanteur dans le calcul de structure mécanique,

négligées devant le champ de contrainte dans le verre et l’acier ;

✧ les phénomènes de convection à l’intérieur du volume de verre ne sont pas pris en compte

quand le verre en fusion est en place dans le conteneur ;

✧ le calcul thermomécanique du verre commence au moment où, dans le refroidissement fi-

nal, le point le plus froid du bloc de verre passe sous une température considérée comme un

point mou du verre : à 900 K (température de Littleton) ;

✧ la dépression du verre liquide est un phénomène désactivé dans le calcul de structure (éner-

gétiquement, il est préférable d’avoir un phénomène proche de la cavitation dans le verre) ;

✧ la réponse mécanique du verre en fusion dans le conteneur est désactivée tant que le verre

liquide n’est pas entouré de verre solide ou d’acier inoxydable, cet instant étant appelé « dé-

but de solidification » ;

✧ l’apparition de verre solide avant le début de solidification arrive forcément, et sa réponse

mécanique est prise en compte en fonction des déformations thermiques dans ce verre so-

lide seulement.

En dehors de ces concepts, d’autres phénomènes sont susceptibles d’arriver dans le verre ainsi

que pendant la vie utile du colis, comme la présence de bulles, la refermeture du réseau de fissures
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sous contraintes lithostatiques, la fissuration sous-critique du réseau de fissures une fois formé,

sa corrosion ou sa cicatrisation. Ces aspects font partie du travail des deux laboratoires qui sont

nos partenaires sur le programme (LMS ∗ et LG †). Certains de ces travaux ont déjà fait l’objet de

publications [OS10, OSGF+11, DBACB13].

Les objectifs des modèles présentés dans ce chapitre ne sont donc pas focalisés sur les aspects

ultérieurs de comportement à long terme des colis, en aval de la fissuration. Ces aspects sont par

exemple (et de façon non exhaustive) la percolation du réseau de fissures, la rétroaction de l’alté-

ration du verre sur la fracturation, la cinétique de propagation des fissures sur de longues durées

ou encore la régénération de l’endommagement.

II.2 Thermique

On détaille dans cette partie des éléments du protocole de simulation thermique du procédé

de vitrification, de façon à déterminer la sollicitation thermique dans nos modèles de colis. On

introduit également le cas d’échantillons en verre SON68, qui sont utilisés en général pour l’étude

du comportement thermomécanique.

II.2.1 Nécessités d’ordre général pour la modélisation par éléments finis

Le calcul par FEM thermique dans un volume nécessite :

✧ un état initial des températures dans le modèle,

✧ des propriétés de conduction de la chaleur en volume des matériaux modélisés (telles que

définies dans l’équation de la chaleur – ÉQ. I 1 page 21),

✧ et des conditions aux limites thermiques qui sont exprimées soit en flux thermiques, soit en

températures imposées.

On pourrait étendre les frontières du modèle thermique au-delà du colis (défini par le verre

et l’acier seuls) pour prendre en compte les échanges thermiques dans l’air environnant, avec

uniquement des phénomènes de transport, conduction et rayonnement (au niveau des surfaces

internes du modèles, en cavité rayonnante). On modéliserait alors les murs de la pièce, les élé-

ments tels que le creuset au-dessus du colis, duquel coule par gravité un filet de verre en fusion,

etc. Cependant, cela ne fait que repousser plus loin la connaissance à acquérir des conditions aux

limites à définir au modèle.

Ces frontières étant définies (et ici au plus près pour le colis, délimitées à la surface du colis),

on peut y appliquer des températures T (x ,t ) en tant que conditions aux limites. Si on ne peut pas

ou ne souhaite pas appliquer des températures au bord des modèles, on peut appliquer des flux

thermiques q (x ,t ) (exprimés en W/m2) qui représentent classiquement deux grandes familles de

phénomènes physiques se déroulant aux surfaces :

✧ des phénomènes de convection qui incluent tous les aspects de conduction au niveau de

l’interface par contact d’un fluide soumis à la pesanteur (convection naturelle) ou à une

∗. Laboratoire de mécanique des solides, UMR CNRS 7649 – École Polytechnique, Palaiseau
†. Laboratoire de géologie, École Normale Supérieure – CNRS UMR 8538, Paris
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vitesse (convection forcée) :

qc =hc
�

T −T0,c
�

(II 1)

avec hc le coefficient de film en W/m2/K, et T0,c la température puits pour la convection ;

✧ et/ou des phénomènes de rayonnement :

qr =a
�

T 4−T 4
0,r

�
(II 2)

avec a la constante de rayonnement (produit de l’émissivité et de la constante de Stefan-

Boltzmann) en W/m2/K4, et T0,r la température puits pour le rayonnement.

Si nous prenons en compte des phénomènes de convection naturelle de colis (à l’air), à titre

d’exemple et pour fixer ces flux, la valeur du coefficient hc dépend de la température et correspond

empiriquement à [Cer79] :

hc = 1,3

�
T −T0,c

d

� 1
4

(II 3)

avec d le diamètre du cylindre (supposé sans effet de bord – infini) en convection naturelle, soit

ici d = 0,43 m.

II.2.1.1 Cas d’échantillons de trempe

Des échantillons en forme de disque (40 mm de diamètre pour 2 mm d’épaisseur), constitués

de SON68, sont étudiés au § III.4 page 124 du point de vue de l’endommagement provoqué par

une sollicitation thermique forte (la trempe dans de l’eau à température ambiante depuis des dif-

férentiels de températures inférieurs à 200 K).

La simulation thermomécanique de ces essais simples est entreprise et nécessite en premier

lieu de fixer les caractéristiques des échanges thermiques. On décide d’appliquer des flux à l’in-

terface eau/verre de ces éprouvettes, en négligeant les échanges de rayonnement devant ceux de

convection. La modélisation de la convection dans l’eau se fait classiquement par un coefficient

hc à 10 000 W/m2/K et par la température de l’eau lors de l’essai à T0,c = 296 K. Il suffit enfin de

définir la température initiale des échantillons, identifiée à celle en sortie du four, pour permettre

la simulation du comportement thermique qu’on a envisagé pour ces échantillons.

II.2.1.2 Cas de la coulée du verre dans un conteneur

Le remplissage du colis est un phénomène lié à l’écoulement du verre en fusion en tant que

fluide visqueux dans le conteneur en acier inoxydable. Nous ne prenons pas en compte de mo-

dèle de surface libre pour rendre compte de ce phénomène que nous simplifions de la manière

suivante :

✧ le bloc de verre est divisé en volumes élémentaires, activés successivement dans le calcul

thermique lorsque, dans le procédé, une quantité équivalente de verre s’est écoulé du creu-

set ;
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✧ chaque volume élémentaire de verre a une surface libre du verre parfaitement plane dans

le colis, supposant un écoulement suffisamment fluide du verre pour occuper tout l’espace

interne du conteneur inférieur à la hauteur de cette surface interne ;

✧ chaque volume élémentaire de verre, au moment de l’activation, a une température uni-

forme qui est imposée : celle du verre dans le creuset de fusion.

Nous mettons en évidence ces couches élémentaires de remplissage au niveau de maillages

présentés au paragraphe suivant.

Il s’agit là d’un exemple de conditions aux limites à température imposée (en volume). Pour les

surfaces de ce modèle, toutes les conditions aux limites qui représentent les échanges thermiques

expérimentaux sont traitées au § II.2.3 page 51.

II.2.1.3 Maillages des modèles thermomécaniques

Du point de vue des approximations géométriques, nous avons plusieurs cas de figure en fonc-

tion des simulations entreprises :

✧ celui d’échantillons, en utilisant un plan de symétrie, illustrés à la figure II 1 page ci-contre :

✼ nombre d’éléments : 168 000 ;

✼ type d’éléments : hexaédriques à 8 points d’intégration chacun (type C3D8 sous Abaqus) ;

✼ nombre de nœuds (et ici de degrés de liberté) : 184 000 ;

✧ celui d’un colis à la géométrie simplifiée, et notamment sans acier, en utilisant un plan de

symétrie, illustré à la figure II 2 page suivante :

✼ nombre d’éléments : 21 500 ;

✼ type d’éléments : hexaédriques à 8 points d’intégration chacun (type C3D8 sous Abaqus) ;

✼ nombre de nœuds (et ici de degrés de liberté) : 24 000 ;

✧ pour le procédé creuset chaud, celui d’un colis selon la géométrie du conteneur en acier

inoxydable CSD-V, et du verre rempli de façon nominale, illustré à la figure II 3 page 42 :

✼ nombre d’éléments : 55 500 ;

✼ type d’éléments : hexaédriques à 8 points d’intégration chacun (type C3D8 sous Abaqus) ;

✼ nombre de nœuds (et ici de degrés de liberté) : 59 000.

✧ pour le procédé creuset froid, celui d’un colis selon la géométrie du conteneur en acier in-

oxydable CSD-V, et du verre rempli de façon nominale, illustré à la figure II 4 page 43 :

✼ nombre d’éléments : 51 500 ;

✼ type d’éléments : hexaédriques à 8 points d’intégration chacun (type C3D8 sous Abaqus) ;

✼ nombre de nœuds (et ici de degrés de liberté) : 56 000.

En cas de symétrie à appliquer vis-à-vis d’une surface, les conditions aux limites thermiques

correspondent à une absence de flux thermique (la surface plane longitudinale pour les échan-

tillons de trempe, par exemple, doit donc suivre cette condition adiabatique).

D’un point de vue mécanique, quand il n’y a pas de condition de symétrie à reporter dans le

modèle, nous définissons en général pour ces géométries cylindriques un 1er point fixe dans le

modèle en bas de l’axe cylindrique, et un ou plusieurs points dont le déplacement est restreint

selon le rayon (ces points appartiennent au plan perpendiculaire à l’axe passant par le 1er point).
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FIG. II 1 : Approximations géométriques pour les modèles FE d’échantillons (demi-disques mo-
délisés ici). Géométrie des échantillons : ø 4 cm, 2 mm d’épaisseur.

FIG. II 2 : Approximations géométriques pour les modèles FE d’un demi-colis aux attributs géo-
métriques simplifiés (ø 40 cm, 1,1 m de hauteur). La flèche marque le centre du colis et les teintes
de gris les différentes strates de remplissage du colis par le verre (dans la simulation thermique).
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FIG. II 3 : Approximations géométriques pour les modèles FE d’un colis CSD-V rempli de verre
pour le procédé creuset chaud (vue en coupe longitudinale, vue du dessus). Il comprend un décou-
page en 16 couches élémentaires de remplissage, de même volume (non représentées). Éléments
de géométrie : diamètre externe du conteneur de 43 cm, le bloc de verre ayant ici une hauteur de
1,1 m.
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FIG. II 4 : Approximations géométriques pour les modèles FE d’un colis CSD-V rempli de verre
pour le procédé creuset froid (vue en coupe longitudinale, vue en coupe transverse). Les teintes
de couleur pour le verre, délimité sur la partie supérieure par la surface libre, représentent des
strates de remplissage pendant des procédés aux différents nombres de coulées envisagées pour
le bloc de verre (1 à 8). Éléments de géométrie : diamètre externe du conteneur de 43 cm, le bloc
de verre ayant ici une hauteur de 1,1 m.
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II.2.1.4 Propriétés thermiques utilisées

L’utilisation d’un terme source de chaleur (Q̇) pour le verre R7T7 dans l’équation de la chaleur

(ÉQ. I 1 page 21), implique une décroissance dans le temps de ce dernier avec la radioactivité, qui

est supposée évoluer de façon interpolée linéairement dans les 100 premières années ainsi (à 1 %

près) :

✧ 100 % de puissance thermique à la coulée ;

✧ 25 % à 50 ans ;

✧ 10 % à 100 ans.

Toutes les autres propriétés du verre et de l’acier données dans ce paragraphe évoluent éga-

lement linéairement entre les valeurs fournies à des températures données (on rappelle qu’ici la

température de transition vitreuse est supposée fixe).

Les propriétés liées à la conduction thermique sont données pour l’acier inoxydable (norme

AFNOR Z 15 CN 24-13 [MAL91]) dans le TAB. II 1 page suivante. La conductivité thermique k et

l’émissivité oxydée qui y sont données proviennent d’une note technique interne au CEA, le reste

des propriétés provient des RÉFS [MAL91, Mat05].

Pour le verre SON68, les propriétés de conduction sont données pour une modélisation ther-

mique simplifiée dans le TAB. II 2 page ci-contre. La densité est de 2,8 g/cm3 [DDC+10]. La

conductivité thermique et la chaleur massique proviennent de Dubé et al. [DDC+10] entre 293 et

773 K (775 K est la température de transition vitreuse supposée). Les valeurs de chaleur massique

au-delà sont approximées comme constantes et identiques à celles du solide à 773 K, les valeurs de

conductivité sont données par la formule k (T )=3,66×10−3T−0,269 avec T en °C [Bar03, MAL91].

Pour une modélisation thermique sur la géométrie complète du conteneur CSD-V, les proprié-

tés du verre SON68 sont définies selon le TAB. II 3 page 46. Diverses propriétés supplémentaires

sont issues de notes techniques internes au CEA. La transition vitreuse suppose ici une continuité

des propriétés du solide et du verre suivant un intervalle de 30 K entre 773 K et 803 K.
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TAB. II 1 : Propriétés thermiques de l’acier inoxydable, en partie de [MAL91, Mat05].

Température cp [J/kg/K] k [W/m/K] ρ [kg/m3] Émissivité

(état oxydé) (non-oxydé)

298 à 1273 K 484 à 696 15 7966−0,425×T [T en °C] 0,5

373 à 698 0,22 à 0,45

TAB. II 2 : Propriétés thermiques simplifiées du verre SON68, en partie de [DDC+10, MAL91]. Elles
sont uniquement utilisées sur la géométrie simplifiée du colis avec le bloc de verre sans acier.

T [K] 293 373 473 573 673 773 873 973 1073 1173 1273 1373

cph
J

kg×K]

i

(±12%

≤ 773 K)

800 800 875 920 950 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000

k (T )h
W

m×kg

i

(±12%

≤ 773 K)

1,03 1,03 1,08 1,11 1,11 1,15 1,93 2,29 2,66 3,02 3,39 3,76
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TAB. II 3 : Propriétés thermiques du verre SON68 utilisées dans la modélisation d’un colis à la
géométrie CSD-V.

T [K] <373 473 573 673 773 803 873 973 1073 1173 1273 1373 1473

cph
J

kg×K]

i 880 970 1020 1040 1140 1520 1520 1520 1520 1520 1520 1520 1520

k (T )h
W

m×kg

i 1,02 1,13 1,22 1,25 1,25 1,45 1,93 2,29 2,66 3,02 3,39 3,76 4,12
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II.2.2 Résultats des expériences thermiques utilisées

Deux traitements de vitrification (creuset chaud et creuset froid) sont rapportés ici. Ils ont été

appliqués pour manufacturer deux colis échelle 1:1 qui étaient équipés de thermocouples afin de

suivre la thermique de chaque procédé en des points particuliers du colis. Ces expériences ont été

réalisées à la plate-forme de vitrification de Marcoule et vont nous servir de référence thermique

pour les conditions aux limites dans nos modèles, qu’on cherche à rendre réalistes. Un comparatif

de ces deux familles de procédés de vitrification est présenté à la figure II 5 page 49, pour des

relevés de T en périphérie du colis.

Du point de vue de ces procédés, ils se ressemblent en ce sens que le volume de verre SON68

de 400 kg est coulé en deux fois 200 kg et que le refroidissement s’effectue jusqu’à température

ambiante à l’air libre (convection naturelle) en deux jours environ. Autrement, les grandes carac-

téristiques thermiques et les paramètres remarquables qui différencient les deux procédés sont

les suivants :

✧ la durée de l’inter-coulées n’est pas la même (visible sur la figure de comparatif) : environ

10 h pour le creuset chaud, contre environ 6 h pour le creuset froid ;

✧ la température extérieure n’est pas la même (visible sur la figure de comparatif) :

✼ plus haute pour le creuset chaud, due à un maintien en température dans un four jusqu’à

un peu avant 50 000 s depuis le début des coulées (au niveau de la rupture de pente du

refroidissement final pour le creuset chaud),

✼ contre aucun préchauffage de l’enveloppe en acier inoxydable pour le creuset froid, et

aucun chauffage extérieur pendant les 50 000 premières secondes,

✼ il en résulte, quand le verre est solide, que ces relevés montrent un taux de refroidisse-

ment plus important pour le creuset chaud que pour le creuset froid (aux bords, le verre

se solidifie en fait vers T = 800 K) ;

✧ la température de la fonte de verre dans le creuset est différente (les températures à l’inté-

rieur du colis ne sont pas comparables sur la figure des relevés expérimentaux) :

✼ à 1 373 K pour le creuset chaud,

✼ contre une température de fonte plus chaude à 1 473 K pour le creuset froid.

En fait, l’instrumentation du colis traité par le procédé creuset froid était plus conséquente :

7 thermocouples sont équipés au total à l’intérieur (et au bout) de doigts de gant qui sont des

fourreaux pour les thermocouples réalisés en acier inox, de forme cylindrique. Ils sont disposés à

l’intérieur du conteneur à verre. Les thermocouples équipés dans le colis sont nommés en fonc-

tion de leur emplacement, plus précisément en fonction de leur position vis-à-vis des hauteurs

nominales de verre coulé (les hauteurs sont données en partant du bas du colis) :

1. « C1 milieu cœur » est à une hauteur de ¼ la hauteur nominale, le thermocouple étant placé

au centre du colis (axe central cylindrique), soit au cœur de la coulée no 1,

2. « C1 milieu 16 cm » est à une hauteur de ¼, le thermocouple étant placé à une distance de

16 cm de l’axe central cylindrique,

3. « C1 milieu 20 cm » est à une hauteur de ¼, le thermocouple étant placé à une distance de

20 cm de l’axe central,
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4. « Interface C1-C2 11 cm » à la ½-hauteur (soit vers l’interface des 2 coulées), le thermocouple

étant placé à une distance de 11 cm de l’axe central cylindrique,

5. « C2 milieu cœur » est à une hauteur de ¾, le thermocouple étant placé au centre du colis

(axe central), soit au cœur de la coulée no 2,

6. « C2 milieu 16 cm » est à une hauteur de ¾, le thermocouple étant placé à une distance de

16 cm de l’axe central cylindrique,

7. « C2 milieu 20 cm » est à une hauteur de ¾, le thermocouple étant placé à une distance de

20 cm de l’axe central.

Ces emplacements sont schématisés à la figure II 6 page suivante, et les relevés bruts donnés à

la figure II 7 page 50.

Un travail d’interprétation de ces résultats bruts doit être opéré, afin de ne garder que des in-

formations utiles sur la thermique du colis, ce processus est illustré à la figure II 8 page 50. On

suppose d’ailleurs qu’une fois réalisé ce travail de traitement des relevés en T , il n’y a pas de rétro-

action des doigts de gants sur la cinétique de refroidissement du bloc de verre.

À la FIG. II 8 page 50 nous pouvons montrer dans quelle mesure la prise en compte d’une

surface libre plane n’est pas correcte pour le verre : les trois croix (supposées représenter le posi-

tionnement d’un thermocouple au niveau de la surface libre) devraient être en effet, suivant cette

hypothèse, à la même abscisse comme les 3 thermocouples correspondants sont à la même hau-

teur dans le colis. Cette différence est assez faible (100 s) ce qui valide tout à fait cette hypothèse.
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FIG. II 5 : Relevés de températures extérieures (proches de l’acier) de deux procédés de vitrification
différents (pour chacun on procède à la coulée de 400 kg en deux fois).

FIG. II 6 : Emplacement des thermocouples (en axisymétrie) pour le procédé creuset froid.
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FIG. II 7 : Relevés de températures complets du procédé creuset froid.

FIG. II 8 : Relevés bruts des thermocouples équipant le colis, et leur traitement ici pendant la
coulée no 1.
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II.2.3 Conditions aux limites thermiques des colis

Dans les éléments présentés précédemment au § II.2.1.2 page 39 quant à la modélisation du co-

lis, on a vu que des conditions aux limites étaient nécessaires vis-à-vis des couches de remplissage.

Ces dernières sont initialisées à tour de rôle à la température du verre en fusion dans le creuset,

dont on connaît déjà la valeur suivant qu’il s’agit du creuset chaud ou du creuset froid.

La thermique expérimentale obtenue pour le creuset froid étant arrivée chronologiquement

après celle du creuset chaud, nous avons utilisé pour les bords du colis, successivement, les deux

types d’application des conditions aux limites pendant le temps simulé du procédé, à savoir :

✧ pour le creuset chaud, l’application des températures expérimentales, disponibles et extra-

polées :

✼ directement à la surface du bloc de verre pour le colis simulé en propriétés thermiques

simplifiées, sans conteneur,

✼ directement à la surface du conteneur (et de la surface libre du verre) pour le colis simulé

avec la géométrie complète du CSD-V ;

✧ pour le creuset froid, l’application de flux thermiques au colis (et uniquement à la géométrie

complète du CSD-V), flux calés sur l’expérience à l’issue d’une procédure d’analyse inverse

thermique (dans l’expérience, seules étaient disponibles des températures localisées, et non

des flux de surface).

Seule cette dernière méthode d’analyse inverse permet d’appliquer facilement un terme source

thermique afin de simuler la thermique extrapolée à un colis chaud à puissance thermique va-

riable. Si on appliquait au colis chaud les mêmes températures externes imposées que celles du

colis inactif, on surestimerait les gradients thermiques spatiaux, ce qui équivaut à la surestimation

du refroidissement de ce colis chaud.

Cet avantage pratique ne se limite pas au terme source de la puissance thermique, on peut

quantifier l’influence thermique d’autres modifications des paramètres procédé de la vitrification

(à l’intérieur d’une fenêtre paramétrique plausible). Par exemple, en changeant le nombre de cou-

lées, les temps d’inter-coulées, ou en analysant l’influence réciproque de plusieurs colis posés côte

à côte (en étendant le modèle thermique), etc.

Nous détaillons la thermique du creuset chaud au § II.2.3.1, et l’analyse thermique inverse ap-

pliquée au creuset froid au § II.2.3.2 page 55. On propose des conditions aux limites variantes à la

thermique expérimentale (« Cas de référence », ou « Cas I ») afin de dresser une fenêtre paramé-

trique de simulation au travers de quelques paramètres caractéristiques des procédés de vitrifica-

tion.

II.2.3.1 Creuset chaud – T appliquées

La thermique expérimentale du creuset chaud est rappelée à la figure II 9 page 53 (aux deux

relevés expérimentaux à mi-hauteur des coulées), les quatre autres conditions aux limites fondées

sur ce procédé sont schématisées à la figure II 10 page 54.

Les conditions aux limites thermiques concernant le creuset chaud sont donc au nombre de

cinq :
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✧ Cas I – Expérimental, conditions aux limites qui suivent les températures relevées pour le

procédé de vitrification creuset chaud.

✧ Cas II et III – On commence les simulations à une température uniformisée dans l’ensemble

du colis et on suit ensuite les relevés expérimentaux à la surface du colis pour le reste du

refroidissement :

✼ Pour le Cas II (H high T pour homogénéisation à haute température) la température d’ho-

mogénéisation est de 1 373 K (température de coulée).

✼ Pour le Cas III (H low T pour homogénéisation à basse température) la température d’ho-

mogénéisation est de 856 K (le verre liquide est plus de 50 K au-dessus de Tg ).

✧ Cas IV et V – On suit d’abord les conditions expérimentales du procédé creuset chaud (Cas I)

avec les deux coulées qui produisent un état interne nommé ici hétérogène pour cette ther-

mique. Dans le refroidissement final, on suit ces relevés expérimentaux extérieurs jusqu’à

856 K et ensuite on modifie le taux de refroidissement :

✼ Pour le Cas IV (linear BC pour conditions aux limites linéaires) on passe à un très bas taux

de refroidissement, constant jusqu’à température ambiante (ce taux est plus faible que

celui du refroidissement expérimental, jusqu’à un temps où les gradients thermiques ne

sont plus critiques).

✼ Pour le Cas V (quench BC pour conditions aux limites de trempe) le refroidissement a un

taux très élevé qui simule une trempe du colis.
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FIG. II 9 : Relevés bruts des thermocouples équipant le colis pendant le procédé creuset chaud.
Ce sont, après extrapolation, les températures externes appliquées au modèle. Les conditions aux
limites modifiées en refroidissements externes voient des refroidissements différents de l’expé-
rimental (de référence) entre les points A et B (ici ces simulations sont décrites comme « en T
hétérogène » ; elles correspondent, outre celle de référence, aux conditions aux limites linéaires
(linear) ou à celle de trempe (quench) ; elles commencent toutes au point S).
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FIG. II 10 : Les différentes conditions aux limites appliquées au modèle. La simulation de référence
suit les courbes des thermocouples (après extrapolation). I : en complément de la figure II 9, toutes
les températures externes imposées via les différentes conditions aux limites sont représentées.
II : début des simulations à température uniformisée dans le colis. III : modification des échanges
thermiques avec l’extérieur en imposant des refroidissements très différents jusqu’à Tamb.
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II.2.3.2 Creuset froid – analyse inverse thermique

i) Principes La procédure d’analyse inverse est schématisée à la figure II 11 page suivante.

L’ensemble des flux modélisés dans cette procédure est représenté à la figure II 12 page 57. Rap-

pelons qu’il y a tout de même des températures imposées dans ce modèle en flux (ce sont les

seules) :

✧ la température ambiante pour la convection et le rayonnement de l’acier à l’extérieur, et la

température initiale de l’acier ;

✧ les températures puits dans la cavité juste après une coulée pour la convection et le rayon-

nement à la surface libre du verre ; on suppose ainsi qu’elles n’évoluent pas en cas de colis

chauds (avec le terme Q̇ supplémentaire de puissance thermique) ;

✧ la température initiale du verre, en tant que variable ajustable lors de la procédure de conver-

gence de l’analyse inverse ; on suppose ainsi que, même dans le cas du verre R7T7 pour un

colis chaud, la puissance thermique dans le creuset froid ne change pas la consigne en tem-

pérature pour la fonte de verre dans le creuset.

Le principe de l’analyse inverse repose sur l’utilisation aux frontières du colis de flux qui ont

une signification physique tels que ceux de convection ou de rayonnement (voir § II.2.1 page 38).

Ces flux sont alors superposés à des flux de correction pour faire converger l’ensemble des flux,

devenus homogénéisés, vers les relevés expérimentaux aux points étudiés du bloc de verre.

ii) Résultats Pour faire converger notre ensemble de flux vers les températures expérimentales

dans le colis, nous avons choisi d’optimiser le rapprochement du modèle et de l’expérience sur

les deux thermocouples dans le verre à 16 cm de l’axe cylindrique. Le flux de conductivité dans le

verre n’a pas fait partie des flux à faire converger, seuls sont considérés les flux aux surfaces ; de fait

si la conductivité n’est pas bien modélisée, elle peut empêcher une optimisation de la convergence

des T aux 7 relevés simultanément. Les résultats de cette analyse inverse sont présentés dans les

figures II 13 à II 17 pages 58–61 aux 7 points particuliers introduits.

Nous ne détaillons pas comment nous avons extrapolé l’ensemble des flux obtenus par cette

analyse inverse vers des modifications des paramètres procédé tels que le nombre de coulées ou

la durée des étapes de coulée. Une modélisation de poids est tout de même extrêmement facile

à extrapoler : pour un colis chaud (avec puissance thermique quelconque) cet ensemble de flux

appliqués au modèle reste strictement identique pendant le procédé de vitrification, et il suffit

d’ajouter le terme source Q̇ à l’équation de la chaleur résolue dans le colis chaud.
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FIG. II 11 : Algortithme suivi pour l’analyse inverse en flux thermiques homogénéisés (creuset
froid uniquement).
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FIG. II 12 : Nature des flux modélisés pendant la simulation thermique afin de retrouver les tem-
pératures expérimentales (flux qui concernent l’acier en vert et blanc, et pour le verre en bleu et
beige).
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FIG. II 13 : Confrontation avec le modèle thermique à l’issue de la procédure d’analyse inverse des
résultats expérimentaux, ici lors de la coulée no 1.

FIG. II 14 : Inter-coulées C1–C2 : confrontation de l’expérience et de la simulation thermique à
l’issue de l’analyse inverse.
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FIG. II 15 : Coulée no 2 : confrontation de l’expérience et de la simulation thermique à l’issue de
l’analyse inverse.
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(a) Coulée no 1

(b) Coulée no 2

FIG. II 16 : Confrontation de l’expérience et de la simulation thermique à l’issue de l’analyse in-
verse, ici immédiatement après la fin de la deuxième coulée, et pendant un temps de l’ordre de
celui de l’inter-coulées (zoom initial sur le refroidissement complet en post-coulées, voir à la fi-
gure suivante).
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(a) Coulée no 1

(b) Coulée no 2

FIG. II 17 : Refroidissement complet en post-coulées, confrontation expérience/simulation ther-
mique à l’issue de l’analyse inverse.
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II.3 Relaxation

Dorénavant, tout le protocole de modélisation thermique est en place pour permettre la simu-

lation thermique des procédés de vitrification dans un colis. On connaît l’histoire thermique en

chaque point du verre et on va alors pouvoir effectuer le calcul de structure tenant compte de la

relaxation structurale du verre (en viscoélasticité non endommageable).

Le calcul de structure est entrepris en adaptant l’algorithme détaillé au § II.3.1 ci-dessous avec

les propriétés du verre et de l’acier définies au § II.3.2 page 64.

II.3.1 Loi de comportement en relaxation

Les principes du modèle de TNM (introduits au § I.3 page 24) sont portés aux modèles FE par

Markovsky et Soules [MS84] et Soules et al. [SBR+87]. Nous appliquons à notre tour cet algorithme

que nous présentons et adaptons ici.

Les modèles de recouvrance/relaxation structurale employés concernent, comme on l’a vu, la

relaxation du volume spécifique « MV » (donc de la déformation thermique) et la relaxation des

contraintes « MS » (à travers la relaxation du module de cisaillement G uniquement). Soules et

al. [SBR+87] pratiquent par exemple cette modélisation pour un verre trempé. Cette même pra-

tique d’un modèle viscoélastique avec une dépendance en temps pour G et non pour K est égale-

ment rapportée par Ganghoffer [Gan00] qui trouve cette approximation réaliste dans des compo-

sites verre-céramique, par Jain et Yi [JY05] et Kong et al. [KKC07]. Mais on peut également employer

un modèle plus élaboré de relaxation viscoélastique à la dépendance en temps prise en compte à

la fois pour G et pour K , ce qui est rapporté par exemple pour du verre silico-sodo-calcique par

Daudeville et Carré [DC98], Nielsen et al. [NOPS10] et Siedow et al. [SGLR05]. Pour les verres poly-

mériques, Alcoutlabi et al. [AMS03] étudient et passent en revue le rôle de la dépendance en temps

du module K et son influence sur les contraintes résiduelles isotropes.

L’état de relaxation structurale, obtenu à travers Tf , quantifie l’avancée de la relaxation struc-

turale en fonction de l’histoire thermique T (t ). La température fictive Tf est calculée en tout point

du volume de verre pour la relaxation du volume MV . Cette dernière est caractérisée expérimenta-

lement par une série de Prony à une température de référence (résultant de la construction d’une

courbe maîtresse). Ensuite, cette même Tf et les mêmes paramètres énergétiques ∆h∗ et de non-

linéarité x du modèle TNM sont appliqués pour estimer la relaxation structurale du module de

cisaillement MS , mais avec une courbe expérimentale de relaxation (série de Prony) venant d’une

autre courbe maîtresse établie pour la relaxation des contraintes.

Les paramètres expérimentaux des séries de Prony que nous utilisons sont fournies au TAB. II 6

page 67. On y joint également les termes énergétiques du modèle TNM (∆h∗ et de non-linéarité

x ). Ces derniers n’ont pas été déterminés de manière différente pour chaque relaxation (ce qui est

différent de ce qu’on avait introduit précédemment avec une seul Tf ,P par propriété). Par rapport

à cette hypothèse, il a été rapporté pour 70 verres silicatés du système de verres ternaires albite –

anorthite – diopside ‡ une équivalence de ces termes énergétiques de la relaxation du volume et

du cisaillement [WK96].

‡. albite(AB) : NaAlSi3O8 – anorthite(AN) : CaAl2Si2O8 – diopside(DI) : CaMgSi2O6
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L’incrément de déformation thermique (pendant l’incrément de temps concerné du calcul FE)

est donné directement par [MS84, SBR+87] :

∆ǫth=αg

�
T +
∆T

2

�
×∆T +

�
αl

�
Tf

�
−αg

�
Tf

��
×∆Tf (II 4)

avec αg (T ′) et αl (T ′) les coefficients de dilatation linéiques du verre solide et liquide respective-

ment.

L’incrément qui met à jour l’état de relaxation structurale
�
∆Tf

�
vient de l’algorithme itératif

suivant (qui suit les incréments du calcul, supposant t = 0 au tout premier incrément, le temps

étant par convention t au début de l’incrément et t +∆t à la fin de l’incrément) [MS84] :

Tf (t +∆t ) =
n V∑

i=1

c V
i Tf ,i (t +∆t ) (II 5a)

avec :

Tf ,i (t +∆t )=
Tf ,i (t )+∆t × T (t+∆t )

τV
i (t+∆t )

1+ ∆t
τV

i (t+∆t )

(II 5b)

avec :

τV
i (t +∆t )=τV

i ,réf×exp

�
−∆h∗

R

�
1

Tréf
− x

T (t +∆t )
− 1−x

Tf (t )

��
(II 5c)

et :

Tf ,i (0)=T0 (II 5d)

Ici, en dehors des variables explicitées aux ÉQS. I 2 à I 3 page 26, nous avons Tf ,i (t ′) la température

fictive partielle (de la propriété V ), et T0 la température initiale dans le verre.

Nous appliquons ensuite la loi viscoélastique (d’hérédité linéaire – cf. une autre application à

l’ÉQ. II 12 page 70 pour en voir la forme), fournie par Soules et al. [SBR+87]mais sans la prise en

compte de leurs contraintes partielles. En effet, une telle loi suppose en hypothèse une invariance

des modules élastiques envers la température (ou l’endommagement. . . ) qui n’est pas valide dans

notre cas (on parle de translational invariance, voir par exemple Fielding et al. [FSC00]).

Après discrétisation, la loi de comportement qui fait intervenir les deux relaxations devient

donc de façon locale (en notation intrinsèque) :

∆σ=K e

�
T

�
t +
∆t

2

�
,

�
t +
∆t

2

��
:
�
∆ǫ−∆ǫth1

�
(II 6)

où σ, ǫ et 1 sont respectivement les tenseurs d’ordre 2 des contraintes de Cauchy, de la déforma-

tion et unité ; K e est le tenseur de rigidité d’ordre 4, où interviennent les modules de viscoélasticité
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K (T ) et G (T,t ), ce dernier étant tel que :

G
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�
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(II 7a)

avec G
�

T
�

t + ∆t
2

�
,0
�

le module de cisaillement non relaxé (instantané). Cette forme suppose im-

plicitement un module G (T,∞) très petit (proche de 0) devant le module instantané et elle dépend

de la fonction de réponse MS suivante :

MS
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où :
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(II 7c)

Pendant cette analyse, les incréments de temps ne doivent pas être trop grossiers, pour évi-

ter des erreurs d’intégration telles que celles mentionnées par Chambers et Becker [CB86] et qui

pourraient concerner des intégrales telles que celles exposées dans la théorie du modèle TNM à

l’ÉQ. I 2 page 26. Hodge [Hod94] a également discuté de ces approximations et proposait des

incréments de temps tels que ∆Tf < 1 K. Soules et al. [SBR+87] ont proposé la règle empirique

suivante :

∆t

τS
k (t )
≤ 0,4 (II 8)

En ce qui nous concerne dans les colis, nous n’avons pas imposé de telles règles comme la tran-

sition n’arrive pas au même moment pendant le procédé, et rendrait donc le calcul trop segmenté

en temps pour des temps de calcul raisonnables. Néanmoins, nous avons en place des restrictions

sur les ∆T et sommes attentifs aux artefacts (discontinuités) du calcul des Tf selon la carte des

histoires thermiques, qui est assez continue sur le bloc de verre (car la conductivité thermique

l’est).

II.3.2 Propriétés thermomécaniques et de relaxation structurale

Les propriétés thermomécaniques nécessaires au calcul de structure sont données par Mon-

couyoux et al. [MAL91] pour l’acier inoxydable au TAB. II 4 page ci-contre.

Pour le verre SON68 solide, le laboratoire LMS §, partenaire du programme, a déterminé les

paramètres exposés pour le verre solide au TAB. II 5 page 66.

Pour le verre SON68 liquide, les propriétés élastiques présentées au TAB. II 5 page 66 pro-

viennent de la continuité des résultats du LMS en termes de module d’élasticité en compressibilité

iso-statique (K ), combinée avec les solutions techniques formulées dans la documentation sur la

§. Laboratoire de mécanique des solides, UMR CNRS 7649 – École Polytechnique, Palaiseau
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TAB. II 4 : Propriétés thermomécaniques de l’acier inoxydable [MAL91].

T [K] 298 700 811 922 977 1089 1144

α [10–6/K] ➠➠➠➠➠➠ 19,5 ➠ ➠ ➠ ➠ ➠ ➠

Module d’Young E [GPa] 190 159 156 150 146 137 132

Coefficient de Poisson ν ➠➠➠➠➠➠ 0,3 ➠ ➠ ➠ ➠ ➠ ➠

sous-routine UMAT utilisée dans Abaqus (pour les liquides incompressibles). Enfin, le coefficient

de dilatation linéique du verre liquide à 76,2×10–6/K est quant à lui issu de l’analyse graphique au-

delà de la transition vitreuse (entre 790 et 850 K) d’une courbe de dilatométrie avec une montée

en température à 5 K/min qui permet également l’évaluation Tg = 775 K (note technique interne

au CEA).

Les propriétés de relaxation structurale sont issues de celles d’un verre silicaté sodo-calcique

dont les deux séries de Prony de MS et MV ont été déterminées pour des temps de relaxation

répartis sur au moins 3 ordres de grandeur, et utilisées dans un cas de verre trempé par Soules

et al. [SBR+87]. Les propriétés de relaxation sont données au TAB. II 6 page 67. Lorsqu’on uti-

lise un modèle simplifié en paramètres de température et en géométrie du conteneur (acier in-

oxydable absent), les termes énergétiques pour le modèle de TNM sont de ∆h∗/R = 76 200 K et

x =0,5 (verre silico-sodo-calcique [SBR+87]). Pour le verre SON68 simulé dans un conteneur CSD-

V, ∆h∗/R = 79 500 K et x = 0,53 d’après les énergies d’un verre borosilicaté (crown) déterminées

par Narayanaswamy [Nar71].

Nous recherchons une certaine homogénéité des paramètres de ces relaxations dans le do-

maine des verres borosilicatés qui nous concerne, mais au final, à défaut d’en avoir trouvé des

complètes, ce sont des propriétés de verres silicatés sodo-calciques que nous utilisons. La mise en

perspective partielle de cette hypothèse de calcul sera illustrée au paragraphe § II.3.3 page 68 en

étudiant des résultats de relaxation du verre borosilicaté SON68.
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TAB. II 5 : Propriétés thermomécaniques du verre SON68, en partie de [DDC+10].

Phase solide liquide

T [K] 293 373 473 573 673 773 toute T

αg ou αl [10-6/K] 8,31 8,31 8,31 8,31 9,13 9,13 76,2

Module d’Young E [GPa] 92,8 89,3 88,3 87,2 86,1 39,8 6,625×10−4

Coefficient de Poisson ν 0,22 0,245 0,21 0,215 0,24 0,2 0,499995
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TAB. II 6 : Fonctions de réponse de la relaxation d’un verre, utilisées dans les calculs, de Soules et
al. [SBR+87]. Les termes c V

i avaient leur somme mal normalisée à 1, ce que nous avons corrigé. Les
paramètres MS proviennent de Kurkjian [Kur63]. Notons que le 6e temps de relaxation est donné
avec une erreur dans la référence correspondante : τS

6 = 107 500 s au lieu de τS
6 = 222 222 s. La

différence est importante, néanmoins l’influence de cette relaxation reste mineure sur le calcul de
structure.

Série de Prony Fonctions de réponse des relaxation à Tréf= 746,15 K

(ici n V =nS) MV MS

Premier terme c V
1 = 0,05640 τV

1 = 27 070 s cS
1 = 0,067 τS

1= 10,75 s

i ,k = 2 c V
2 = 0,51010 τV

2 = 121 300 s cS
2 = 0,053 τS

2= 155 s

i ,k = 3 c V
3 = 0,21745 τV

3 = 329 700 s cS
3 = 0,086 τS

3= 1 406 s

i ,k = 4 c V
4 = 0,13270 τV

4 = 896 300 s cS
4 = 0,230 τS

4= 10 150 s

i ,k = 5 c V
8 = 0,04101 τV

5 = 2 436 000 s cS
5 = 0,340 τS

5= 46 080 s

Dernier terme i ,k = 6 c V
6 = 0,04234 τV

6 = 10 920 000 s cS
6 = 0,224 τS

6= 107 500 s
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II.3.3 Essais de relaxation

Des essais de relaxation ont été menés au laboratoire LMS ¶, partenaire du programme, sur

des échantillons en flexion biaxiale (éprouvettes de 4 cm de diamètre, 2 mm d’épaisseur) dont le

protocole expérimental suit la norme ASTM C1499–05. Ces essais sont effectués à des tempéra-

tures constantes (initiales et de maintien). Les courbes obtenues par le LMS présentent le niveau

de contrainte en fonction du temps, et sont reproduites sur la FIG. II 18 page suivante. Ces tem-

pératures de maintien sont 643, 693, 733 et 773 K. Des séries de Prony à deux termes avaient été

proposées pour chaque T afin de caractériser les relaxations observées.

Pour déterminer les caractéristiques de relaxation de ces échantillons, nous nous fondons sur

l’évolution de leur état interne de relaxation structurale telle que prise en compte dans l’approche

du modèle de TNM, par la valeur Tf (température fictive pour la relaxation du module de cisaille-

ment étudiée ici).

Nous considérons donc que les éprouvettes maintenues aux températures des expériences de

relaxation menées voient leur structure interne évoluer de sorte à être à une relaxation totale avant

l’essai de relaxation (Tf =T ). C’est particulièrement vrai pour les essais de relaxation à haute tem-

pérature (773 K) mais peu crédible pour les essais à plus basse température (643 K) qui devraient

en toute rigueur conserver la température fictive initiale, inconnue a priori à l’issue de l’ensemble

des traitements thermiques appliqués. Lorsque Tf 6=T le modèle fait intervenir le paramètre x de

non-linéarité du verre qui permet par exemple de prendre en compte des chutes de températures

sur la structure interne du verre.

Par contre, à haute température, même si on suppose davantage connu l’état interne de relaxa-

tion structurale, l’essai de relaxation devient bien plus rapide et voit donc une baisse de fiabilité

de certaines hypothèses qu’on va formuler, ainsi que de la définition dans le temps des mesures.

Il apparaît que, même si le verre devient un liquide surfondu (Tf = T ) avant le commencement

des essais, on suppose que la durée du chargement initial des essais est suffisamment courte pour

qu’au début de la sollicitation mécanique (mesurant la relaxation) on a bien la réponse immédiate

de l’état vitreux, solide.

Dans ces cas où Tf = T , pour ces éprouvettes où la température est maintenue à T , cela im-

plique donc vis-à-vis du modèle de TNM de ne s’intéresser qu’à l’énergie d’activation totale∆h∗,

ce que nous faisons dans cette partie.

Remarquons que le même type d’approche de relaxation structurale expérimentale pourrait

être entrepris sur des essais de dilatométrie pour MV , mais comme cela n’a pas été fait nous

n’utiliserons pas les résultats partiels de cette partie dans le modèle (au sens de paramètres ex-

périmentaux du verre SON68 uniquement pour MS ). Notons également que des auteurs tels que

Hodge [Hod94] discutent de protocoles efficaces expérimentalement pour déterminer les para-

mètres du modèles de TNM-KAHR, ce que nous n’avons pas suivi ici.

¶. Laboratoire de mécanique des solides, UMR CNRS 7649 – École Polytechnique, Palaiseau
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FIG. II 18 : Courbes de relaxation expérimentales (arbitrairement discrétisées dans le domaine de
mesure) et séries de Prony correspondantes proposées.
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II.3.3.1 Changements de variable

i) Changement en temps réduit Comme on vient de le voir, le traitement isoterme impose

dans le modèle TNM un temps réduit ξ (cf. ÉQ. I 2a page 25) qui se simplifie en :

ξ(t )= t ×exp

�
∆h∗

R
×
�

1

Tréf
− 1

T

��
= t ×constante (II 9)

ii) La relaxation viscoélastique G avec sa fonction de réponse MS est une relaxation qui se

propage au module d’Young et au coefficient de Poisson sous les formes suivantes (tendant res-

pectivement vers 0 et 0,5 à t =∞) :

E (T,t )=
9K (T )×G (T,0)×MS (t )

3K (T )+G (T,0)×MS (t )
(II 10)

ν (T,t )=
3K (T )−2G (T,0)×MS (t )

2(3K (T )+G (T,0)×MS (t ))
(II 11)

Pour information quant à l’état de relaxation structurale des éprouvettes, la fabrication des

barreaux de verre SON68 desquels sont issus les échantillons a été effectuée selon les traitements

thermiques suivants (note interne du CEA) :

✧ Montée en 3 h à 1423 K.

✧ Stabilisation de la fusion à 1423 K pendant 1 h–1 h 30.

✧ Coulée dans un creuset en graphite.

✧ Recuit d’une heure à 793 K.

✧ Descente en température de 10 K/h jusque 763 K.

✧ Descente en température jusqu’à température ambiante en suivant l’inertie du four.

Ensuite, pour les essais de relaxation correspondants sur la figure II 18 page précédente, les

éprouvettes obtenues par découpe des barreaux traités thermiquement sont ensuite considérées

comme directement montées à la température d’essai. Pour connaître la température fictive Tf

du verre à l’issue de la fabrication des barreaux de verre, d’après cet historique thermique, en te-

nant compte en plus du recuit ultérieur, il faudrait connaître les propriétés de relaxation que nous

cherchons à évaluer ici, ce qui n’est pas possible. Notons de plus que les constantes mécaniques

nécessaires dans la norme à l’obtention de figure II 18 page précédente étaient prises aux valeurs

instantanées (E , ν non relaxés).

En pratique, l’essai de relaxation comprend une courte période de chargement de durée t L et

jusqu’à l’état de contrainte qu’on nomme iciσHaut avant un maintien en déformation (en partant

à t = 0 d’un état libre de toute contrainte et toute déformation).

On peut écrire la loi d’évolution viscoélastique sous une forme de (linear hereditary stress-strain

law) :

σ(t )=

t∫

0

Y (t −ξ)dǫ(ξ)
dξ

dξ (II 12)

avec Y (t )= E (T,0)f (t ) et f (t ) la fonction de réponse de la relaxation de E au sens de la propriété
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viscoélastique S introduite (f (t ) étant adimensionnel entre 0 et 1).

En supposant une déformation linéaire lors du chargement initial, et des phénomènes de re-

laxation qui ne sont pas pris en compte pendant ce temps t L que dure le chargement, il vient :

σ(t )= t
σHaut

t L
, pour tout t ≤ t L (II 13)

Et pour tout t > t L en supposant une déformation constante après t L :

σ(t )=

t∫

0

Y (t −ξ)dǫ(ξ)
dξ

dξ=

tL∫

0

Y (t −ξ) σHaut

E (T,0)t L
dξ (II 14)

d’où :

σ(t )=
σHaut

E (T,0)t L
×

t L∫

0

Y (t −ξ)dξ≈ σHaut

E (T,0)t L
× Y (t )+Y (t −t L)

2
×t L (II 15)

En supposant enfin que t L tende vers 0, on obtient :

σ(t )=σHaut× f (t ), pour tout t > 0 (II 16)

Or :

f (t )=
σ(t )

σHaut
=

E (T,t )

E (T,0)
=MS(t )×

3K (T )+G (T,0)

3K (T )+G (T,0)×MS (t )
(II 17)

Les σ(t )
σHaut

= f (t ) sont a priori fournies par les courbes de relaxation du LMS. On en déduit alors

le changement de variable suivant en ordonnée, en inversant l’ÉQ. II 17 :

MS (t )=
1

σHaut
σ(t ) +

G (T,0)
3K (T )

�
σHaut
σ(t ) −1

� (II 18)

En fait, σHaut est calculé pour des paramètres mécaniques indépendants du temps ; afin de

rétablir des modules élastiques corrects dans le changement de variable (qui évolue alors un peu),

nous allons réintroduire les équations utilisées dans la norme d’essai, au paragraphe suivant, et

améliorer ce changement de variable.

iii) ASTM C1499 et changement de variable Afin de relier les résultats expérimentaux avec les

équations du modèle, nous avons extrait certaines équations de la norme ASTM C1499. L’utilisa-

tion de cette norme de flexion biaxiale implique que l’état de relaxation est le même partout dans

l’échantillon. En particulier, quel que soit le champ de contrainte, E et ν sont supposés être dans

le même état de relaxation interne. De même, les histoires thermiques doivent être identiques à

cœur et à la surface des échantillons (même Tf ).
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La nomenclature utilisée ici (comprenant les longueurs caractéristiques de la géométrie de

l’installation) est la suivante :

δ déflexion de l’échantillon [mm]

DD ou D diamètre de l’échantillon [mm]

DL diamètre de l’anneau de chargement [mm]

DS diamètre du support annulaire [mm]

E (T,t ) module d’Young [MPa]

F force appliquée à l’échantillon [N]

G (T,t ) module de cisaillement [MPa]

G0 =G (T,0)

h épaisseur de l’échantillon [mm]

K (T ) ou K module d’élasticité isostatique [MPa]

ν (T,t ) coefficient de Poisson

σ f contrainte maximale dans l’échantillon (equibiaxial flexural

strength) [MPa]

La géométrie suivante est employée en pratique pour les essais de relaxation :



DL 10 mm

DS 30 mm

h 2 mm

DD 40 mm

La déflexion de l’échantillon, mesurée, s’écrit :

δ=
3F ×

�
1− [ν (T,t )]2

�
×D2

L

8π×E (T,t )×h3

�
D2

S

D2
L

�
1+
(1−ν (T,t ))× (D2

S−D2
L)

2(1+ν (T,t ))×D2
D

�
−
�

1+ ln
DS

DL

��
(II 19)

Une transformation de variable fondée sur cette formule doit permettre de récupérer MS quel-

les que soient la température, la force mesurée et enfin la déflexion imposée. Nous n’avons pas

validé cette démarche dans la suite du calcul pour déterminer MS car nous nous sommes reposés

sur l’exploitation des résultats obtenus par le LMS en termes de contrainte équibiaxiale en utilisant

directement, après un premier calcul, les courbes de résultats présentées sur la figure II 18 page 69.

On utilise ainsi plutôt la formule de la contrainte équibiaxiale à rupture :

σ f =
3F

2πh2

�
(1−ν (T,t ))× (D2

S−D2
L)

2D2
D

+(1+ν (T,t ))× ln
DS

DL

�
(II 20)

L’évolution de σ(t ) avec ν (T,t ) et F (t ) est donc étendue en dehors du phénomène de rup-

ture. En calculant avec ν (T,t )=ν (T,0) cette contrainte, à déflexion δ imposée (pour pratiquer un

essai de relaxation), on obtient les courbes σ(t ) de la figure II 18 page 69 – notées dorénavant
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σLMS(t ). En se replaçant dans les hypothèses d’hérédité linéaire de la viscoélasticité, avec la même

approche qu’au § ii) page 70, on a toujours :

f (t )=
σ(t )

σHaut
=

E (T,t )

E (T,0)
=MS(t )×

3K (T )+G (T,0)

3K (T )+G (T,0)×MS (t )
(II 21)

mais avec l’expression corrigée de :

σ(t )=σLMS(t )

(1−ν (T,t ))×(D2
S−D2

L )

2D2
D

+(1+ν (T,t ))× ln DS

DL

(1−ν (T,0))×(D2
S−D2

L )

2D2
D

+(1+ν (T,0))× ln DS

DL

(II 22)

Comme σHaut est supposé atteint avant toute relaxation à t = 0, sa valeur reste correcte. Et il

vient en substituant l’ÉQ. II 22 dans l’ÉQ. II 21 que :

MS =
1

σHaut

σLMS(t )
+

4G0×( σHaut
σLMS(t )

−1)×(D2
S−D2

L )

3K×(6D2
D×ln

DS
DL
+D2

S−D2
L )

(II 23)

Cette relation est valable pour une déflexion imposée constante lors de l’essai et un temps de

chargement très court par rapport à la relaxation viscoélastique.

II.3.3.2 Courbes maîtresses obtenues

Les équations de changement de variable ÉQ. II 9 page 70 et ÉQ. II 23 sont utilisées pour

tenir compte de la relaxation. On peut alors obtenir des courbes maîtresses de cette relaxation

où l’ensemble des séries de résultats sont mis côte à côte afin d’identifier le paramètre examiné

du modèle de relaxation (∆h∗) inconnu a priori mais importants vis-à-vis des changements de

variable. Les séries des relaxations sont ainsi toutes rapprochées de façon optimale pour ∆h∗/R

vers 59 000 K. Ce résultat est présenté sur la figure II 19 page 75.

La courbe maîtresse devant normalement regrouper sur une courbe unique l’ensemble des es-

sais effectués, il est nécessaire d’interpréter les résultats de la figure II 19 page 75. Comme indiqué

précédemment, nous ne sommes pas certains de l’hypothèse Tf = T pour les essais à plus basse

température. Nous proposons donc de présenter une nouvelle courbe maîtresse tenant compte

d’un rapprochement optimal des séries à haute température seules (773 K et 733 K).

L’intérêt d’une mise en avant de ces températures les plus hautes provient de la connaissance

de la transition liquide/solide qui y a lieu (du changement de phase) par l’estimation des tem-

pératures fictives à ce moment-là, même si le début de la relaxation en devient très imprécis (à

des temps courts). Ainsi, n’ayant pas d’information directement pertinente sur la relaxation à long

terme du verre, il n’est pas possible de déterminer avec précision la courbe maîtresse aux « basses »

températures (donc aux temps réduits les plus courts). Le résultat du rapprochement à « hautes »

températures est illustré sur la figure II 20 page 75 ainsi que la figure II 21 page 76 en échelle

logarithmique. La courbe maîtresse est obtenue par identification du paramètre matériau∆h∗/R

vers 68 000 K.
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Les données expérimentales actuellement disponibles sur la relaxation MS du verre SON68 ne

sont pas suffisantes pour déterminer l’ensemble des paramètres nécessaires au calcul visqueux

du verre SON68 dans le code éléments finis. Pour cette raison, nous utilisons les propriétés de re-

laxation d’un verre silico-sodo-calcique [SBR+87], tant du point de vue de la relaxation du module

de cisaillement (objet des résultats que nous venons d’étudier) que du point de vue de la relaxa-

tion du volume massique du verre. La relaxation MS de ce verre est représentée par une courbe

bien au-dessus des courbes maîtresses obtenues pour le SON68 aux figures précédentes. De plus,

l’énergie d’activation de ce verre (∆h∗/R vers 80 000 K) est également supérieure à l’énergie dé-

terminée par l’établissement de la courbe maîtresse de la figure II 20 page suivante (68 000 K). Le

verre silico-sodo-calcique en question est donc plus visqueux que le SON68.

Pour pouvoir prendre en compte le comportement complet du verre SON68 à partir des don-

nées expérimentales, il conviendrait maintenant de déterminer la tendance de la non-linéarité des

sauts en températures (T-jumps) par le paramètre de non-linéarité x . D’autres essais complémen-

taires sont donc nécessaires pour déterminer ces énergies d’activation et obtenir une forme fiable

et étendue de la courbe maîtresse de relaxation (d’ailleurs, tant pour la relaxation du module de

cisaillement que de celle du volume massique que nous n’avons pas traitée ici).
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FIG. II 19 : Courbe maîtresse de rapprochement optimal de toutes les séries d’essais de relaxa-
tion, la courbe maîtresse en pointillés montre la référence utilisée dans le code de relaxation ac-
tuel [SBR+87].

FIG. II 20 : Courbe maîtresse de rapprochement optimal des deux séries d’essais de relaxation aux
plus hautes températures (733 K et 773 K), la courbe maîtresse en pointillés montre la référence
utilisée dans le code de relaxation actuel [SBR+87].
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FIG. II 21 : Idem que la figure II 20 mais en échelle de temps logarithmique du temps réduit.

76



Endommagement et fracturation

II.4 Endommagement et fracturation

Le calcul de structure thermomécanique tel qu’établi actuellement donne une simulation plau-

sible du comportement d’un colis expérimental, si on tient compte des relaxations structurales MS

dans le tenseur de rigidité K , et MV dans le tenseur des déformations totales (par ǫth) :




σ11

σ22

σ33

σ12

σ13

σ23




= ¹K ºijkl




ǫ
mécanique
11 −ǫth

ǫ
mécanique
22 −ǫth

ǫ
mécanique
33 −ǫth

γ
mécanique
12

γ
mécanique
13

γ
mécanique
23




,ij et kl∈{11,22,33,12,13,23} (II 24)

en considérant dorénavant le tenseur total des déformations « ǫ » comme celui qu’on vient d’ex-

pliciter ici.

Quand on applique un tel calcul de structure au cas de la thermique expérimentale d’un pro-

cédé de vitrification, les phénomènes décrits permettent une bonne prise en compte de la phy-

sique initialement. Cependant, il peut arriver qu’elle ne devienne plus valable si la fracturation du

verre a lieu. Cette physique supplémentaire à prendre en compte dans le calcul de structure est

susceptible d’arriver vers des contraintes internes de l’ordre de 50 MPa en traction, par exemple

en rupture de mode I.

Le modèle viscoélastique sans endommagement correspond donc à la modélisation retenue

du comportement thermomécanique, plausible jusqu’à un endommagement du bloc de verre. On

le nomme modèle « M0 ». Le modèle de Sun et Khaleel [SK04], qu’on appelle dorénavant modèle

« M1 » ou « SK » (il a été introduit au § I.4.2 page 29) peut ensuite prendre le relais du modèle M0 à

l’initiation de l’endommagement. Il superpose alors au comportement viscoélastique du verre un

comportement de CDM.

À partir du § II.4.2 page 80 à venir, nous avons modifié le modèle SK après des prises en compte

diverses relatives à la physique de ce modèle, jusqu’au modèle noté « M4 » que nous utilisons dans

les résultats présentés au chapitre III page 98.

L’ensemble de ces modèles nécessitent la détermination des paramètres C1 et C2 que nous

abordons succinctement dans la construction des modèles M2–M4 (et plus spécifiquement en an-

nexe A page 152). Pour la réactualisation de l’endommagement dans tous ces modèles, nous avons

besoin des seuilsσseuil,σcritique, τseuil et τcritique qui sont conservés à l’identique sur l’ensemble de

ces modèles (ce sont des paramètres matériau), et dont la détermination depuis l’expérience est

abordée au § II.4.1.

II.4.1 Détermination des contraintes seuil et critique

En mode I de rupture, afin de connaître les paramètresσseuil etσcritique, la statistique de Weibull

a été déterminée en flexion biaxiale sur des éprouvettes de verre SON68 (de 4 cm de diamètre et
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2 mm d’épaisseur) par le LMS ‖, laboratoire partenaire du programme.

Cette statistique, illustrée à la figure II 22 page suivante a été appliquée sur 12 échantillons

ayant rompu conformément aux préconisations de la norme ASTM C1499, et la courbe de régres-

sion a été déterminée pour ces échantillons afin d’obtenir la probabilité de rupture du verre en

fonction du niveau de contrainteσ f .

Le choix des contraintes s’est ensuite effectué de la sorte :

✧ σseuil= 41,6 MPa, correspondant à une probabilité de rupture à 5 %,

✧ σcritique= 64,1 MPa, correspondant à une probabilité de rupture à 50 %.

Quant à l’endommagement de mode II, nous n’avions pas à disposition de statistique de type

Weibull, néanmoins le travail d’Ougier-Simonin [OS10, OSFG+11] au LG ∗∗, laboratoire partenaire

du programme, recense un grand nombre d’événements acoustiques liés à la fissuration sous sol-

licitation mécanique en cisaillement (sous presse triaxiale). Les éprouvettes correspondantes sont

cylindriques, en verre SON68, de 4 cm de diamètre pour 8 cm de haut.

Pour la contrainte de cisaillement seuil « τseuil » nous posons l’hypothèse que l’endommage-

ment démarre globalement avec les premiers événements acoustiques caractérisés. Pour la con-

trainte de cisaillement critique « τcritique », nous posons qu’elle est atteinte lorsque les éprouvettes

sont cassées. Nous avions des considérations identiques en ce qui concerne le mode I.

Nous interprétons ces critères de rupture à travers τmax sur des échantillons préfissurés par

trempe thermique, car pour une éprouvette vierge de toute fissuration (verre sain), analysée en

suivant ces mêmes protocoles, nous n’aurions pu avoir qu’une unique donnée de rupture à un

seuil de cisaillement unique (donc une statistique absente). Ces résultats donnent approximative-

ment :

✧ τseuil≃σseuil= 41,6 MPa,

✧ τcritique= 85 MPa.

‖. Laboratoire de mécanique des solides, UMR CNRS 7649 – École Polytechnique, Palaiseau
∗∗. Laboratoire de géologie, École Normale Supérieure – CNRS UMR 8538, Paris
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FIG. II 22 : Statistique de Weibull employée (à 20 °C) issue de [DDC+10].
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II.4.2 Modèle M2 : Admissibilité thermodynamique et positive, notation corrigée du

modèle SK

i) Loi de comportement On a vu au § I.4.2.1 page 29 que pour le potentiel écrit à l’ÉQ. I 10

page 30, des auteurs de la littérature arrivaient à des formes condensées différentes du tenseur

de rigidité K d . Nous considérons la dérivée du potentiel écrite correctement pour la notation

condensée suivante, à comparer avec l’ÉQ. I 13 page 31 du modèle SK (M1) :

¹K ºijkl =
�

K e�
ijkl+C1

�
δijDkl+δklDij

�
+

C2

2

�
δjkDil+δilDjk+δikDjl+δjlDik

�
(II 25)

En explicitant cette notation condensée en notation matricielle avec les conventions habi-

tuelles de ce manuscrit, on obtient :




σ11

σ22

σ33

σ12

σ13

σ23




=
�

K e +K d
�

ijkl




ǫ11

ǫ22

ǫ33

γ12

γ13

γ23




,ij et kl∈{11,22,33,12,13,23} (II 26a)

avec :

�
K e�

ijkl=

°
´́

²́

λ+2µ λ λ 0 0 0
λ+2µ λ 0 0 0

λ+2µ 0 0 0
µ 0 0

sym. µ 0
µ

±
µµµ³

,

et :
�

K d
�

ijkl
=

°
´́
´́
²

2(C1+C2)D11 C1(D11+D22) C1(D11+D33) (C1+C2)D12 (C1+C2)D13 C1D23
2(C1+C2)D22 C1(D22+D33) (C1+C2)D12 C1D13 (C1+C2)D23

2(C1+C2)D33 C1D12 (C1+C2)D13 (C1+C2)D23
C2
2 (D11+D22)

1
2 C2D23

1
2 C2D13

symétrique
C2
2 (D11+D33)

1
2 C2D12

C2
2 (D22+D33)

±
µµµµ³

(II 26b)

Lorsqu’on écrit cette équation de comportement sous forme tensorielle, avec uniquement les

tenseurs d’ordre 2 de ce modèle qui sontσij, ǫij et D ij, on obtient la forme suivante, (qui se résume

à la loi de Hooke, comme pour le modèle SK, si D ij=0ij) :

σij=λǫkkδij+2µǫij+C1ǫklD lkδij+C1ǫkkD ij+C2

�
ǫikD kj+D ikǫkj

�
(II 27)

où δij est le tenseur de Kronecker (tenseur identité d’ordre 2).

Dans une autre notation tensorielle, l’ÉQ. II 27 donne :

σ=λtr(ǫ)1+2µǫ+C1 (ǫ : D )1+C1tr(ǫ)D +C2 (ǫ ·D +D ·ǫ) (II 28)

où 1 est le tenseur identité.
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ii) Positivité de la matrice de rigidité Cette relation reste vraie pour toute rotation simultanée

des tenseurs σ, ǫ et D . On se place alors dans un repère pour lequel Dij = 0 pour les i 6= j , le

déterminant de
�

K e +K d
�

ijkl
devient alors :

Det
�h

K e
i j k l

i
+
h

K d
i j k l

i�
=(

1

2
C2(D11+D22)+µ)(

1

2
C2(D11+D33)+µ)(

1

2
C2(D22+D33)+µ)P (II 29a)

avec :

P = 2X12X13X23−Y1X 2
23−Y2X 2

13−Y3X 2
12+Y1Y2Y3 (II 29b)

et :





X12=C1(D11+D22)+λ

X13=C1(D11+D33)+λ

X23=C1(D22+D33)+λ

Y1= 2(C1+C2)D11+λ+2µ

Y2= 2(C1+C2)D22+λ+2µ

Y3= 2(C1+C2)D33+λ+2µ

(II 29c)

La non positivité stricte de ce déterminant entraînant des problèmes de résolution de l’équi-

libre mécanique par le code de calcul FE, nous pouvons voir qu’en utilisant les paramètres pour

la traction uniaxiale dans le modèle de M1 nous pouvons alors rencontrer fréquemment cette dif-

ficulté pour plusieurs endommagements actifs (ce qui est susceptible de se produire dans nos

calculs en 3D). Ces valeurs de M1 qui correspondent au cas limite de la traction simple (pour un

unique endommagement tendant vers 1) étaient de (C1,C2) =
�
µ,− 3

2µ
�

(le problème resterait le

même, physiquement, dans une version corrigée pour M2 – mais l’identification est alors moins

évidente pour les problèmes qu’on a identifiés en annexe A page 152).

La question de la généralisation à un calcul pleinement 3D, susceptible de générer ces mul-

tiples endommagement, est donc en question ici vis-à-vis de l’identification en traction uni-/ ou

biaxiale des paramètres (C1,C2) du modèle.

Ainsi, par exemple, prenons E =93 GPa, ν =0,24, D11=1, D22=0,25 et D33=0 ; nous obtenons

alors un déterminant négatif de l’ordre de−53×1066 Pa6 (il était positif et égal à celui de la rigidité

élastique à l’endommagement nul).

Choisir un jeu de paramètres (C1,C2)=
�

2µ,−3µ
�

calé sur la cas de la traction biaxiale revient à

un cas identique.

Du point de vue de la résolution de ce problème, nous préférons alors le cas de la traction

triaxiale (C1,C2)=
�
−λ2 ,−µ

�
, qui correspond en limite à l’écriture d’un tenseur D ij qui est unitaire

dans la loi de comportement précédente de M2 (voir en annexe A page 152 cette identification).

Le déterminant peut toujours s’annuler quand deux Dii différents sont à la valeur 1, ce qui génère

aussi quelques problèmes à travers le caractère de conditionnement des valeurs propres de la
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matrice de rigidité, mais d’un point de vue numérique ce cas peut se contrôler plus facilement.

L’équation de comportement devient sous la forme tensorielle, en identification triaxiale :

σ=λtr(ǫ)1+2µǫ− λ
2
(ǫ : D )1− λ

2
tr(ǫ)D −µ(ǫ ·D +D ·ǫ) (II 30)

avec indifféremment l’une ou l’autre de ces notations ǫ : D = tr(ǫ ·D ) ; et où 1 est le tenseur identité.

Cette relation s’écrit également en fonction de ǫ et de (D −1) sous la forme factorisée :

σ=−λ
2

tr(ǫ ·(D −1))1− λ
2

tr(ǫ)(D−1)−µ(ǫ ·(D −1)+(D −1) ·ǫ) (II 31)

Cette relation rend évident le fait qu’à D = 1, σ= 0 (c’était la définition de cette identification

triaxiale).

Signalons enfin qu’il existe des modèles CDM cadrés par des opérateurs mathématiques pour

éviter justement ce genre de problèmes, par exemple le modèle de Genet-Ladevèze [Gen10].

II.4.3 Modèle M3 : Évaluation des endommagements normaux et de cisaillement, ad-

ditivité et négativité de D

M2 étant écrit en contraintes principales, il est donc nécessaire de diagonaliser la matrice

des contraintes afin de pouvoir déterminer le tenseur D qui en découle. Cela est vrai pour les

contraintes normales. En ce qui concerne l’endommagement de cisaillement, il est déterminé à

partir du calcul du cisaillement maximal, que nous supposons être propre à chacun des 3 systèmes

de deux axes définissant un cisaillement une fois les contraintes principales déterminées (ou les 3

rayons des cercles de Mohr définis par les contraintes principales).

Tant que le repère dans lequel sont calculées les contraintes principales ne change pas, on peut

accumuler les composantes de D de façon monotone en constante augmentation, ce qui ne pose

pas de problème particulier. Par contre, lorsque les directions principales de chargement changent

(à cause des conditions aux limites, de la physique ou du type de chargement), l’endommagement

va s’accroître dans une direction différente de la précédente.

Afin de pouvoir incrémenter la matrice d’endommagement en un point donné, il est donc né-

cessaire de recalculer celle-ci dans le nouveau repère correspondant aux nouvelles contraintes

principales évaluées. Malheureusement, tel que le tenseur D est construit, cela pose un problème

majeur car l’endommagement est une variable cumulative définie positive. Il existe de nombreux

cas de figure montrant l’apparition de composantes négatives dans le tenseur D pour une rotation

donnée. Ce serait impossible car l’endommagement se doit d’être strictement positif.

Différentes rotations sont à mener lors du passage d’un repère principal à un autre et lors d’un

changement de direction de chargement. En tournant le tenseur D , on est amené à s’interroger

sur sa positivité. La loi de comportement du modèle M2 reste vraie quand on tourne l’ensemble

des tenseurs selon ces rotations, il convient donc d’avoir un tenseur D tout à fait adapté à ces

rotations, par exemple en recadrant l’ensemble des endommagements sur des valeurs propres de

D , ce qui dépasse le cadre du travail de la thèse.

82



Endommagement et fracturation

L’endommagement ne doit pas seulement être positif, il doit aussi être inférieur à 1. De plus,

lors d’un chargement complexe, on pourrait même devoir incrémenter du mode II après rotation

du repère principal, sur des mêmes composantes incrémentées auparavant en mode I (le cumul

des mode I et du mode II dépasse également le travail de cette thèse).

Il est donc clair que la non additivité du modèle nous impose de séparer les évaluations d’en-

dommagements de traction ¹Dºii des endommagements de cisaillement ¹Dºij. Le tenseur d’en-

dommagement D ne peut donc pas être considéré comme une seule entité pour ces deux modes

simultanément.

II.4.4 Modèle M4, non couplé en mode II : Hypothèse des directions principales et

adaptations

Nous avons laissé de côté dans un premier temps l’endommagement de mode II, qui ne nous

semblait pas correctement formulé pour faire ce en quoi il avait sûrement été écrit dans M1 pour

des problèmes simples : endommager via le déviateur des contraintes (le problème était alors de

laisser les composantes diagonales identiques, même si elles contribuent au déviateur).

Inversement, l’endommagement de mode I tel qu’écrit dans le modèle de SK/M1 ne laissait pas

présager de l’influence qu’on observe sur les termes non-diagonaux, du déviateur, qui s’annulent

par exemple tout comme pour la pression à D =1 dans la loi de comportement de M2.

II.4.4.1 Considérations supplémentaires

Nous avons mené des études de l’orientation du repère principal dans un cas simplifié sur le

creuset chaud où la viscoélasticité n’est pas prise en compte et où les propriétés élastiques sont

constantes à celles de la température ambiante. Des résultats de cette étude simple sont illustrés

par exemple dans les figures II 23 à II 26 pages 86–87 sans endommagement avec ces propriétés

mécaniques particulières du colis.

Il est possible de restreindre l’hypothèse d’un endommagement exprimé dans le repère prin-

cipal en endommagement fixé dans un repère particulier, par exemple le repère de structure, si

et seulement si les contraintes principales sont orientées approximativement suivant le repère de

structure pendant l’incrémentation de l’endommagement.

Nous avons mis en évidence les faibles variabilités des directions principales des contraintes

pendant de telles périodes d’endommagement (à un chargement thermique important dans ce

colis), ce qui nous amène à faire l’hypothèse suivante : on considère que le repère principal n’évo-

lue pas pendant l’endommagement et qu’il est de plus identifié par le repère de structure cylin-

drique du colis (qui devient donc la base diagonalisant D , tenseur incrémenté ici uniquement par

l’endommagement de mode I). Il est probable que cela mène à commettre des erreurs sur le cal-

cul de l’endommagement en utilisant cette hypothèse : dans les zones où l’échange thermique est

complexe par exemple (surface libre du verre et zone basse du colis). Ces zones présentent un ac-

cord moyen avec cette hypothèse, mais leur volume représente une faible fraction de l’ensemble

du colis.
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Le modèle d’incrémentation de l’endommagement de mode I qui correspond à ces hypothèses

se réduit donc au problème suivant, mis à jour de l’ÉQ. I 15 page 32 :

¹Dºii=





0, ¹σºii≤σseuil

¹σºii−σseuil

σcritique−σseuil
, σseuil< ¹σºii<σcritique

1, ¹σºii≥σcritique





, i ∈{r,θ,z } (II 32)

En ce qui concerne l’endommagement de cisaillement, comme nous l’avons vu, il ne provoque

pas de réactualisation des contraintes. Malheureusement, nous verrons qu’un certain nombre de

contraintes de compression existent néanmoins dans les analyses thermomécaniques mises en

place. Même si l’endommagement de cisaillement est difficile à interpréter ici, il est aisé de calcu-

ler un/ou des cisaillements maximaux critiques afin de caractériser leur évolution face aux critères

d’endommagement de mode II en fonction de l’avancement du chargement thermique.

L’hypothèse qu’on vient de faire implique la loi de comportement suivante, tenant compte

de l’identification du modèle en traction triaxiale, et de l’utilisation du repère de structure cy-

lindrique :




σrr

σθθ

σzz

σrθ

σrz

σθz




=
�

K e +K d
�

ijkl




ǫrr

ǫθθ

ǫzz

γrθ

γrz

γθz




,ij et kl∈{rr,θθ ,zz,rθ ,rz,θz} (II 33a)
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avec :

�
K d
�

ijkl
=

°
´́
´́
´́
´́
´́
´́
´́
²

2(C1+C2)Drr C1(Drr+Dθθ ) C1(Drr+Dzz) 0 0 0

2(C1+C2)Dθθ C1(Dθθ +Dzz) 0 0 0

2(C1+C2)Dzz 0 0 0

C2(Drr+Dθθ )
2 0 0

symétrique C2(Drr+Dzz)

2 0

C2(Dθθ+Dzz)

2

±
µµµµµµµµµµµµµµ³

�
K e�

ijkl =

°
´́
´́
´́
´́
´́
´́
´́
²

λ+2µ λ λ 0 0 0

λ+2µ λ 0 0 0

λ+2µ 0 0 0

µ 0 0

sym. µ 0

µ

±
µµµµµµµµµµµµµµ³

(II 33b)

Ces modifications nous permettent donc de pouvoir faire un calcul d’endommagement par FE

jusqu’au refroidissement complet du colis. Dans le cas de l’endommagement de mode I, le pro-

blème est simple à prendre en compte avec un endommagement cumulatif par direction du repère

cylindrique. Pour les endommagements de cisaillements, ils seront évalués de manière qualitative

par un critère unique de seuil sur le τmax, même si le verre reste gouverné localement dans ces

zones par une loi de comportement (visco)élastique sans CDM (en périphérie du colis générale-

ment).

II.4.4.2 Considérations énergétiques

En mode I, on peut récupérer l’énergie dissipée par le modèle de CDM lors des mises à jour de

D . Nous détaillons ce point au § II.4.6 page 89.

Quant aux surfaces de fracturation pour le mode II, il n’y a pas d’énergie dissipée dans ce mo-

dèle (non couplé) car le verre reste localement viscoélastique au-delà du critère τseuil. On peut

alors majorer de telles surfaces possibles en prenant en compte le maximum de l’énergie méca-

nique atteinte (ce qui arrive en fin de chargement thermique dans le colis, quand il est entièrement

refroidi à température ambiante). Ce type de calcul des surfaces de fracturation a été appliqué

pour le mode I à des échantillons de trempe en SON68 dans l’article de Dubé et al. [DDC+10].
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FIG. II 23 : Une des localisations investiguées dans le colis, intensité des contraintes principales.

FIG. II 24 : Directions de la contrainte maximale en termes de cosinus directeurs dans le repère
cartésien.
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FIG. II 25 : Directions de la contrainte principale intermédiaire en termes de cosinus directeurs
dans le repère cartésien.

FIG. II 26 : Directions de la contrainte minimale en termes de cosinus directeurs dans le repère
cartésien.
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II.4.5 Modèle M4, couplé en mode II

Dans le code d’endommagement M4 utilisé jusqu’à présent, les contraintes et la rigidité étaient

mises à jour uniquement en mode I. Ce modèle M4 a été modifié afin d’introduire l’endommage-

ment de mode II en complétant la loi d’incrémentation de l’endommagement, alors désactivée

pour le mode II dans la version du modèle M4 non couplé. La réactualisation des contraintes et la

réactualisation de la rigidité, quel que soit le mode d’endommagement (I ou II), étaient envisagées

en modèle M1 mais avec les problèmes soulevés lors des modèles M2–M4.

Dans la mesure où l’endommagement de mode I, tel qu’il est écrit dans le modèle M4 non

couplé, affecte également le cisaillement, il vaut mieux garder la formulation actuelle de la loi

de comportement et de l’endommagement lié à ce qu’il est pour le mode I (afin d’éviter de de-

voir synthétiser deux ensembles de variables internes jouant un rôle similaire). Pour le mode II,

comme pour le mode I, on écrit alors une incrémentation du mode II de sorte à avoir une dimi-

nution généralisée du tenseur des contraintes (par le biais d’une réactualisation de la rigidité qui

baisse d’autant que D s’approche de 1). Cette réactualisation baisse les contraintes trop élevées

en traction et en compression, et par ce rapprochement vers 0 baisse donc les cisaillements trop

élevés (on ne sépare pas la contribution de la pression iso-statique d’un côté et du déviateur des

contraintes de l’autre côté, comme cela avait envisagé sur des problèmes non 3D dans M1).

Il serait donc judicieux, avant d’appliquer ces règles, de réfléchir au cahier des charges que doit

avoir l’endommagement de mode II dans nos modèles. (On peut formuler en amont de ce cahier

des charges des questions classiques en CDM, comme le rôle de l’endommagement de mode I une

fois repassé en compression.) En l’occurrence pour ce mode II prévu ici, il faut vérifier qu’on peut

vraiment réactualiser les contraintes au prix d’un endommagement de la pression iso-statique,

et si l’endommagement est cohérent avec ce qui se passe expérimentalement. Dans notre cas du

colis, nous avons essentiellement de l’endommagement de mode II par cisaillement biaxial en

périphérie. La contrainte maximum, contribuant à chaque cisaillement, est proche d’un état non

contraint (nous illustrerons en détail la réponse mécanique du colis ultérieurement). Cet endom-

magement de mode II est donc tout à fait adapté.

Vis-à-vis du modèle M4, on continue à se placer dans le repère de structure cylindrique pour

diagonaliser D (en mode II comme en mode I). De plus, le mode I et le mode II se doivent de res-

ter isolés pour pouvoir identifier séparément l’endommagement (et extraire les surfaces fissurées

dans le code de fracturation, ultérieur, opérant par la mécanique de la rupture). Cette partition

des endommagements de mode I et de mode II convient assez bien ici, dans les colis, comme les

critères d’endommagement ne sont généralement pas atteints simultanément dans une même

région du colis (sauf de façon marginale à la périphérie de la surface libre du verre dans le colis,

zone pour laquelle l’endommagement de mode II arrive normalement en premier).

Au niveau de l’activation du mode II tel qu’écrit dans le modèle SK, qu’on généralise ici, l’hy-

pothèse nous semblait trop forte sur le fait que la contrainte maximale devait être en compression

pour permettre ce mode II. Nous utilisons ici dans le modèle M4 couplé plutôt une compétition

entre le critère en mode I et celui en mode II (avec priorité au mode I en cas de franchissement

simultané des seuils de fracturation, mais cela n’arrive pas dans les cas du colis ici).
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On écrit ici dans le repère de structure cylindrique l’endommagement de mode II, repère qu’on

suppose proche du repère principal. Le mode II est défini comme activable uniquement lorsqu’au-

cun critère de mode I n’a été activé (max(¹σºii)<σseuil). On évalue les 3 cisaillements maximaτmax
ij

simultanément, liés chacun aux deux composantes ¹σºii et ¹σºjj (en négligeant les ¹σºij avec

i 6= j ) afin d’évaluer si le critère de mode II est atteint. Si c’est le cas avec
���τmax

ij

���≥τseuil, le mode II

devient irréversiblement activé et l’ÉQ. I 16 page 33 (du modèle SK/M1) devient dans M4 :





τseuil≤
���τmax

ij

���≤τcritique ⇒





¹Dºii=max

 
¹Dºii ,

���τmax
ij

���−τseuil

τcritique−τseuil

!

¹Dºjj=max

 
¹Dºjj ,

���τmax
ij

���−τseuil

τcritique−τseuil

!

���τmax
ij

���≥τcritique ⇒ ¹Dºii= ¹Dºjj= 1





i , j ∈{r,θ,z },i 6= j (II 34)

avec τseuil la contrainte de cisaillement seuil ; τcritique la contrainte de cisaillement critique ; ¹Dºii

et ¹Dºjj sont les deux composantes diagonales de D qui sont mises à jour simultanément pour

tout cisaillement actif
���τmax

ij

���. Cette double mise à jour assure un cisaillement borné par cet en-

dommagement accru, et avec une rigidité correspondante en décroissance suivant les compo-

santes diagonales concernées de D tendant vers 1.

À l’intérieur du code de fracturation, pour calculer les surfaces de fracturation, on peut utiliser

directement les incréments d’endommagement obtenus en mode I ou II. Les surfaces de fractura-

tion sont donc toutes calculées, cette fois, à partir de l’énergie dissipée au moment de ces endom-

magements (à chaque incrément d’endommagement ∆D , et non plus pour partie en fonction

d’un critère d’énergie mécanique totale qui majore les surfaces).

II.4.6 Prise en compte de l’énergie dissipée

Dans le modèle M4, les endommagements sont incrémentés selon trois directions dans le re-

père de structure. La topologie des fissures correspondant aux différents modes d’endommage-

ment est illustée à la figure II 27 page suivante. Ces surfaces de fracturation sont supposées

adopter une topologie particulière dans le repère de structure cylindrique, repère lié au verre par

exemple dans le colis (ou dans des échantillons sollicités selon une axisymétrie). Dans un repère

principal qui serait cartésien, les plans de fissures restent planaires à l’échelle macroscopique.

Parfois, le modèle génère des singularités/instabilités qui se propagent dans le modèle FE avec

ces topologies. Plus généralement, on suppose ces surfaces de fracturation créées localement à

chaque incrément d’endommagement (et quelle que soit la fissuration macroscopique propagée

dans le modèle FE).

Les surfaces sont quantifiées à partir de l’endommagement créé dans le modèle M4, selon la

procédure détaillée dans cette partie, qui comprend une phase de mise à jour de l’énergie méca-

nique au § II.4.6.1 page 91, et la phase de dissipation au § II.4.6.2 page 92. Toute l’énergie dissipée

par ce modèle est supposée créer des surfaces de fracturation, à la topologie correspondant aux

composantes de D qui augmentent lors de la dissipation. Nous voyons au chapitre III page 98

comment, en plus, identifier de telles surfaces de fracturation sur des essais d’endommagement.
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Fissures circonférentielles

Fissures ouvertes en mode I par Drr

Fissures radiales

Fissures ouvertes en mode I par Dθθ

Fissures axiales

Fissures ouvertes en mode I par Dzz

Fissures en spirales cylindriques

Fissures ouvertes en mode II par Drθ (venant pour M4 de Drr et Dθθ )

Fissures coniques

Fissures ouvertes en mode II par Drz (venant pour M4 de Drr et Dzz)

Fissures hélicoïdales

Fissures ouvertes en mode II par Dθz (venant pour M4 de Dθθ et Dzz)

FIG. II 27 : Endommagements et surfaces de fracturation en repère cylindrique.
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II.4.6.1 Incrémentation de l’énergie pendant la (visco)élasticité endommagée

La forme globale de l’énergie mécanique, valable pour des modules d’élasticité constants, est :

W =
1

2
σijǫji (II 35)

Entre l’influence de la température sur les modules d’élasticité, de la viscoélasticité (relaxation

de G ), et surtout de l’endommagement, cette forme globale n’est plus valable. On généralise donc

l’énergie au cas qui nous concerne par sa forme incrémentale dans le modèle M4 (suivant la mé-

thode d’intégration numérique par des trapèzes) :

∆W =

�
σij+

1

2
∆σij

�
∆ǫji (II 36)

En cas de non linéarité de la loi de comportement, cette méthode est soumise aux erreurs d’inté-

gration qui sont fonction de la taille des incréments.

En prenant par la suite le cas particulier d’un tenseur d’endommagement D diagonalisé dans

la base en cours, on choisit de séparer la contribution à l’énergie liée à chacune des composantes

diagonales du tenseur D . À cette fin, on commence par séparer les différentes contributions aux

incréments des contraintes en fonction des composantes diagonales ¹Dºii concernées :




∆σ

(ll)
kk =

�
K e +K d

�
kkll
×∆ǫll avec k,l∈{1,2,3}, pour les Dkk et éventuellement Dll

∆σ
(kl)
kl =

�
K e +K d

�
klkl
×∆γkl avec kl∈{12,13,23}, pour les Dkk et Dll

(II 37)

de sorte qu’au début de l’incrément ayant cours, on obtient ainsi le champ total des contraintes

discrétisé sur ces 12 éléments :




σ
(ll)
kk =

∑
∆σ

(ll)
kk avec k,l∈{1,2,3}

σ
(kl)
kl =

∑
∆σ

(kl)
kl avec kl∈{12,13,23}

(II 38)

avec les composantes diagonales du tenseur des contraintes définies par :





∆σkk=

3∑

l=1

∆σ
(ll)
kk avec k ∈{1,2,3}

σkk=

3∑

l=1

σ
(ll)
kk avec k ∈{1,2,3}

(II 39)

et les composantes non diagonales du tenseur des contraintes étant inchangées dans cette nota-

tion :




∆σkl =∆σ

(kl)
kl avec kl∈{12,13,23}

σkl=σ
(kl)
kl avec kl∈{12,13,23}

(II 40)
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Enfin, on sépare les incréments de l’énergie en 9 éléments issus des projections de ces con-

traintes :





∆W (kk)
kk =

�
σ
(kk)
kk +

1

2
∆σ

(kk)
kk

�
×∆ǫkk avec k ∈{1,2,3}

∆W (ll)
kk =

�
σ
(ll)
kk +

1

2
∆σ

(ll)
kk

�
×∆ǫkk+

�
σ
(kk)
ll +

1

2
∆σ

(kk)
ll

�
×∆ǫll avec kl∈{12,13,23}

∆W (kl)
kl =

�
σ
(kl)
kl +

1

2
∆σ

(kl)
kl

�
×∆γkl avec kl∈{12,13,23}

(II 41)

tout en conservant l’identification de la somme de ces 9 éléments à l’incrément d’énergie totale :

∆W =

k,l∈{1,2,3}∑

k≤l

∆W (kl)
kl +

k,l∈{1,2,3}∑

k<l

∆W (ll)
kk (II 42)

Chaque élément d’énergie mécanique est concerné par un type d’endommagement ou des

types conjoints d’endommagement. Cette discrétisation et ce découpage particulier n’a pas d’ori-

gine thermodynamique, seule la somme de tous ces termes a un sens thermodynamique. Il con-

vient donc d’éviter de récupérer de l’énergie dissipée qui donnerait des surfaces de fracturation

négatives à partir de certains de ces éléments énergétiques. Ce phénomène peut se produire en

endommagement quelconque 3D et, s’il arrive, on surestime alors la fracturation qui arrive dans

ces cas de figure particuliers (la somme de l’énergie, dissipée par l’ensemble des endommage-

ments, était en fait moindre).

II.4.6.2 Principes de la dissipation de l’énergie

À chaque incrément, le code FE fournit l’état de contraintes initial, l’incrément de tempéra-

ture et l’incrément de déformation mécanique à appliquer. Les contraintes en début d’incrément

dictent si un incrément d’endommagement devra avoir lieu lors de l’incrément en cours selon les

principes du modèle de SK, en réactualisant l’endommagement piloté en contrainte à l’incrément

d’après.

Si aucun incrément d’endommagement n’a lieu (contraintes initiales trop faibles), on se situe

dans le cas de figure du paragraphe précédent, et on doit simplement mettre à jour les variables

internes de l’énergie de déformation emmagasinée – on met à jour les contraintes et l’énergie avec

D constant sur cet incrément.

Si un incrément d’endommagement doit avoir lieu, nous décidons d’effectuer la prise en comp-

te de la dissipation au milieu de l’incrément en cours. Les déformations et le travail des forces sont

appliqués selon le paragraphe précédent :

✧ pour la première moitié de l’incrément avec l’endommagement initial (D ),

✧ et pour une rigidité avec l’endommagement final (D +∆D ) dans la seconde moitié de l’in-

crément.

Pour prendre en compte la dissipation d’énergie au milieu de l’incrément lorsqu’on incrémente

∆D , on établit tout d’abord les 9 modules suivants en fonction de l’endommagement en début
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d’incrément et de celui à prendre en compte dans l’incrément :





M (ii)
ii =

1−Dii−∆Dii

1−Dii
avec i ∈{1,2,3}

M (kk)
jj =

2−Djj−Dkk−∆Djj−∆Dkk

2−Djj−Dkk
avec jk∈{12,13,23}

M (lm)
lm =

∆Dll

∆Dll+∆Dmm
avec lm∈{12,13,23}

(II 43)

Avec les 6 premiers de ces modules, on peut alors réactualiser l’ensemble du tenseur des con-

traintes (décomposé suivant les 12 éléments comme précédemment) :





σ
(ll)
kk ⇐=σ

(ll)
kk ×M (ll)

kk avec k,l∈{1,2,3},k ≤ l

σ
(ll)
kk ⇐=σ

(ll)
kk ×M (kk)

ll avec k,l∈{1,2,3},k > l

σkl⇐=σkl×M (ll)
kk avec kl∈{12,13,23}

(II 44)

On souhaite récupérer l’énergie qui est dissipée par cette mise à jour des contraintes (par la

mise à jour de la rigidité). Toute l’énergie qui est au-dessus de la courbe σ(ǫ) avec la nouvelle

rigidité abaissée doit être récupérée, cette rigidité diminuant d’autant plus avec∆D .

Cette énergie est donc projetée suivant les 3 directions liées aux composantes diagonales de D

et convertie entièrement en surface de fracturation si cette projection est bien positive (on rappelle

que si elle est négative, on surestime alors l’endommagement ; c’est ce qui arrive dans certains cas

de chargements tels que ceux où une contrainte joue un rôle de force résistante) :
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(II 45)

avec γS l’énergie de surface en J×m2 (le coefficient 2 dénombre les 2 surfaces topologiques ou-

vertes de part et d’autre, parallèlement au plan de fracturation, virtuel). On prend ce paramètre

matériau à γS = 3,89 J×m2 pour le verre SON68 selon la relation :

γS =
K 2

IC

2E
(II 46)

93



Chapitre II : Phénoménologie, méthodes & expériences

à 293 K, pour KIC = 0,85 MPa
p

m [DDC+10].

Quelle qu’en soit la nature, l’énergie qui était accumulée suivant 9 éléments doit aussi être

diminuée au final du fait de la réactualisation des contraintes à déformation constante, ceci à

l’aide des 6 premiers modules :





W (ll)
kk ⇐=W (ll)

kk ×M (ll)
kk avec k,l∈{1,2,3},k ≤ l

W (kl)
kl ⇐=W (kl)

kl ×M (ll)
kk avec kl∈{12,13,23}

(II 47)

Le but de toute cette procédure est donc dans un premier temps la récupération de l’énergie

dissipée dans le modèle M4, à savoir que l’énergie dissipée à l’ÉQ. II 47 est récupérée entièrement,

voire en excès, à l’ÉQ. II 45 page précédente. Cette énergie sert de donnée intermédiaire au code de

fracturation qui quantifie ensuite la fracturation sans se préoccuper après cela de l’énergie dans le

modèle d’endommagement ou de sa réactualisation dans le modèle FE (le code de fracturation est

découplé). D’autres retours expérimentaux sont enfin pris en compte sur ces surfaces Skk établies

afin d’identifier le modèle M4 à des essais simples où la surface de fracturation expérimentale est

caractérisée dans le verre. Cela implique alors de la mécanique de la rupture qui ne faisait pas

partie du modèle M4 qui est en effet un modèle CDM (par essence d’initiation de l’endommage-

ment).

II.5 Résumé du chapitre

Les simulations du comportement thermomécanique des colis de déchets vitrifiés sont issues

de la prise en compte d’une modélisation multi-physiques dont la force motrice est la sollicita-

tion thermique. Un calcul thermique par la méthode des éléments finis est entrepris. Il se fonde

sur des expériences de vitrification donnant les relevés en température de certains points du verre

nucléaire ou de l’acier inoxydable du conteneur (pour deux procédés de vitrification différents

présentés). Une méthode d’analyse inverse en flux thermiques est appliquée pour obtenir un

ensemble de flux homogénéisés convergeant vers des relevés expérimentaux du verre. Ainsi, on

permet des applications plus réalistes des conditions aux limites thermiques étudiées (comme

prendre en compte une puissance thermique dans les colis chauds pour en étudier le refroidisse-

ment à long terme, en milliers d’années).

De façon découplée vis-à-vis de ce calcul thermique, les propriétés de relaxation structurale du

verre sont établies pendant le procédé de vitrification, en fonction de l’histoire thermique locale

du verre (à l’intérieur du modèle d’éléments finis, conservé tout au long des simulations multi-

physiques). La relaxation du volume massique et celle du module de cisaillement permettent de

rendre compte de phénomènes complexes de transition de phase, néanmoins fondamentaux pour

permettre un calcul correct de la réponse thermomécanique de la structure-colis. Les propriétés

de relaxation du verre nucléaire étudié n’étaient pas toutes disponibles, et il a fallu effectuer des

compromis sur cette physique en tenant compte de propriétés de verres similaires étudiés dans la

littérature sur des approches identiques de la relaxation structurale.
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De façon découplée de la thermique du colis, et du calcul des propriétés en relaxation, le calcul

de structure de l’ensemble du colis (acier et verre) est ensuite réalisé (il n’y a pas de rétroaction

de la réponse mécanique du colis sur les deux premières physiques). L’algorithme proposé par

Soules et al. [SBR+87] a été adapté à la résolution de la réponse viscoélastique du verre pendant le

procédé de vitrification, et à la particularité de la présence d’un volume de verre liquide à cœur.

Un couplage du calcul de structure viscoélastique est ensuite réalisé, pour le verre solide, à la

mécanique de l’endommagement continu du verre lorsque ce dernier dépasse localement une

criticité du champ de contrainte. Le modèle d’endommagement élaboré par Sun et Khaleel [SK04]

a été envisagé pour atteindre des objectifs identiques sur d’autres verres nucléaires, et a été égale-

ment appliqué à d’autres endommagements des verres. Suite à des incohérences rencontrées lors

du travail de documentation sur la construction de ce modèle, il a d’abord été reformulé de façon

correcte, puis il a été porté à une généralisation pleinement 3D dans le cadre du travail de thèse.

Le modèle obtenu, nommé M4, est couplé en endommagement de mode I et de mode II pour

prendre en compte l’endommagement du bloc de verre dans le colis. Ces lois d’endommagement

sont synthétisées dans le TAB. II 8 page suivante.

Une attention particulière a enfin été portée à l’énergie emmagasinée et dissipée lors du cal-

cul de structure. En la considérant de façon découplée (en post-process), elle permet d’aborder

des notions comme la nature et la quantité des surfaces de fracturation supposées créées lors de

l’endommagement du verre pour le colis sollicité thermiquement.
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TAB. II 8 : Récapitulatif des modèles et hypothèses.
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Chapitre III : Résultats de la simulation

Nous voyons dans ce chapitre des résultats successifs en thermique au § III.1, en relaxation

structurale au § III.2 page 106, du calcul de structure appliqué au colis au § III.3 page 113 et enfin

en endommagement au § III.4 page 124.

III.1 Températures simulées dans le bloc de verre

Les simulations thermiques, issues de l’expérience thermique du procédé creuset chaud, sont

menées sur le bloc de verre simplifié (sans acier, 40 cm de diamètre, 1,1 m de haut). Elles per-

mettent de définir les grandes tendances observables sur le verre et permettent aussi de mettre

en perspective d’autres procédés de vitrification. Nous présentons ces résultats au § III.1.1, avant

de passer à l’application de la même méthodologie mais au cas plus réaliste des colis CSD-V au

§ III.1.2 page 103. La présence d’acier ne change pas fondamentalement les conditions aux limites

thermiques dans ces simulations puisque la conduction y est bien plus importante que dans le

verre (ce n’est pas une barrière de diffusion thermique).

III.1.1 Creuset chaud, thermique simplifiée

On caractérise l’état interne des colis par des profils de température à des moments particu-

liers de la solidification du verre. La solidification est une période clé, d’une part vis-à-vis des

contraintes transitoires qui peuvent être critiques en mode I (en périphérie du verre), comme cela

a été rapporté pour le verre trempé [DC98] ou observé dans un cas de modélisation particulier à la

figure II 23 page 86 ; et d’autre part pour l’établissement des contraintes résiduelles à température

ambiante (une fois tous les profils de température refroidis et aplanis – sans gradient thermique

spatial – ce qui se passe par rapport aux profils en début de solidification est donc important). Les

temps successifs de référence, choisis pour caractériser la solidification, sont au nombre de quatre

et décrits ci-dessous :

(i) le début de la solidification (ici à la température fixe de 773 K, repérée par des droites en tirets

dans certaines des figures), la solidification commence en périphérie du verre sur le bord à

R =±0,2 m dans le repère cylindrique ;

(ii) lorsque le profil de température (selon un diamètre passant par le point le plus chaud du

colis) est tel qu’il est solidifié sur 1
4 du rayon en périphérie (front de solidification à R =

±0,15 m) ;

(iii) lorsque ce profil de température est tel qu’il est solidifié sur la moitié du rayon en périphérie

(front de solidification à R =±0,1 m) ;

(iv) la fin de la solidification (l’ensemble des profils de température vient de passer sous 773 K).

Les conditions aux limites thermiques présentées au § II.2.3.1 page 51 correspondent à une pre-

mière approximation de procédés de vitrification alternatifs ou de traitements thermiques qu’on

pourrait appliquer aux colis réalisés selon la thermique du creuset chaud. On rappelle brièvement

leur signification en ces termes :

✧ Cas I – De référence, expérimental.
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TAB. III 1 : Temps de référence [minutes écoulées depuis la fin de la coulée, le Cas II et le Cas III
commençant respectivement à 0 et 150 minutes dans ce référentiel, cf. FIG. II 10 p. 54].

Temps de référence Cas I Cas II Cas III Cas IV Cas V

Réf. H high T H low T Linear BC Quench BC

(i) 159 159 161 386 150

(ii) 273 294 215 516 198

(iii) 374 400 308 593 295

(iv) 478 508 408 754 367

✧ Cas II et III – Traitements thermiques d’homogénéisation des T :

✼ Cas II : H high T à haute température – 1373 K (température de coulée).

✼ Cas III : H low T à « basse » température – 856 K (proche de Tg dans la phase liquide, d’au

moins 50 K au-dessus).

✧ Cas IV et V – Conditions expérimentales suivies jusqu’à 856 K dans le refroidissement final,

puis on modifie le taux de refroidissement des surfaces :

✼ Cas IV : taux linéaires (linear BC), on passe initialement à un plus bas taux de refroidisse-

ment que le refroidissement expérimental (taux constant jusqu’à température ambiante).

✼ Cas V : pour des conditions aux limites de trempe (quench BC).

Les profils de température correspondant à ces temps de référence et à ces conditions aux li-

mites thermiques sont illustrés à la figure III 1 page 101 aux gradients spatiaux les plus importants

(soit des profils positionnés sur un diamètre du bloc de verre où Tcœur−Textérieur est maximum).

Les temps exprimés dans le même repère lié au procédé sont donnés au TAB. III 1 , là aussi pour

chaque temps de référence et chaque cas de conditions aux limites thermiques.

La carte complète des températures pour ce Cas I expérimental est illustrée à la figure III 2

page 101 pour un colis dans cette géométrie simplifiée, dans le référentiel de temps du TAB. III 1

mais à partir du début de la solidification (i).

Des résultats sur l’évolution du gradient thermique spatial selon l’épaisseur de verre solidifié

sont donnés aux figures III 3a à III 3b page 102. Cette valeur n’est pas déterminée numériquement

en tout début de solidification – vers le temps (i) – mais elle y tend à la valeur de la pente aux bords

des profils de température de la figure III 1 page 101 (pente liée au flux de Fourier – de conduction –

dans le verre à proximité du bord).
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Ces résultats de gradients thermiques sont pour le moment exprimés de façon spatiale, mais

la dimension temporelle est également importante dans l’évolution des profils de température,

telle qu’on l’observe au travers de la séquence des temps (i) – (ii) – (iii) – (iv) présentée à la fi-

gure III 1 page ci-contre. Cette séquence est à mettre en perspective également avec un profil plat

à Tamb en fin de refroidissement. Cette caractéristique temporelle des gradients thermiques est par

exemple rapportée par Faletti et Ethridge [FE88], mais dans la mesure où nous effectuons le calcul

de structure mécanique sur ces thermiques plus loin dans ce chapitre, nous ne traiterons pas de

ces aspects dans les résultats thermiques.

Les gradients thermiques spatiaux déterminés ici peuvent être mis en perspective par les trai-

tements similaires étudiés dans la littérature :

✧ Faletti et Ethridge [FE88] rapportent autour de leur début de solidification une différence de

températures du centre au bord du colis qui est de l’ordre de 150 K alors qu’elle est à 350 K

dans le procédé expérimental à creuset chaud (Cas I, (i), à la figure III 1 page suivante).

✧ Dans les mêmes travaux [FE88], lorsque la température descend à 473 K, cette différence

n’est plus que de 85 K alors qu’elle reste élevée à 300 K pour le procédé creuset chaud étudié

ici.

✧ Dans les mêmes travaux [FE88], Faletti et Ethridge passent en revue de nombreuses expé-

riences caractérisant des profils de température à une température extérieure de 773 K qui

correspond à notre début de solidification (i). Les traitements les plus élevés passés en revue

dépassent 300 K de différence de températures entre le centre et le bord, ce qui est proche

des 350 K du procédé creuset chaud ici.

✧ Divers auteurs expriment ces gradients en K/m comme nous l’avons fait. Dans notre simu-

lation thermique de référence du creuset chaud (Cas I), les températures de 350 à 400 K

majorent les différences du centre au bord du bloc de verre (vers 2 h après le début de la

solidification, au niveau de la deuxième coulée) ; ils deviendraient dans ce cas 1750 K/m à

2000 K/m.

✧ Ainsi, Kahl et al. [KKS+91] rapportent des gradients thermiques maxima (sur 0,15 m de rayon)

qui sont de 767 K/m et 1 000 K/m pour des colis chauds avec une puissance thermique de

volume (l’un étant isolé thermiquement). Initialement, dans le four de recuit à 1 200 K, ces

gradients étaient de 433 K/m et 667 K/m (même pour un four où la température est impo-

sée en régime permanent, un gradient existe dans le verre dû à la puissance thermique). Ces

gradients sont difficiles à comparer directement à la thermique du creuset chaud comme le

diamètre a une différence de 13 cm.

✧ Quant au procédé de verre trempé, Daudeville et Carré [DC98] rapportent des gradients de

l’ordre de 150 K entre le centre et le bord de plaques fines (6,1 mm d’épaisseur), ce qui corres-

pond à 49 180 K/m. Ce gradient est bien au-dessus des simulations entreprises ici dans notre

fenêtre paramétrique autour du procédé creuset chaud, le maximum des gradients établis ici

étant obtenu par le cas d’une trempe (Cas V) qui donne 9 500 K/m (au temps (ii) pour une

épaisseur de solide de 50 mm, même si la taille des éléments dans ce modèle à géométrie

simplifiée commence à être discutable pour la bonne définition de tels gradients).
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FIG. III 1 : Série des profils de température qui correspondent aux temps de référence (i à iv)
pour chaque système de conditions aux limites thermiques étudié ici pour le creuset chaud. Ces
profils sont tracés selon des diamètres passant par le point le plus chaud du colis. Les températures
expérimentales sont rapportées (aux bords) aux mêmes temps que ceux auxquels sont définis les
profils (cf. FIG. II 10 p. 54).

FIG. III 2 : Cas I, expérimental du creuset chaud, à 76 min (a) et 620 min (b) après le début de la so-
lidification (i). Les températures internes sont axisymétriques comme les conditions aux limites le
sont aussi (la moitié du modèle est représentée ici). Les teintes de couleurs définissent les courbes
iso-T tous les 50 K. La même température uniforme est appliquée à toute la surface à ce stade du
refroidissement. Les flèches montrent le centre du colis (hauteur de mi-coulée) avec la 1ère coulée
(la plus ancienne) à gauche, et la 2e à droite.
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Chapitre III : Résultats de la simulation

(a) Cas I, II, III : Simulations thermiques à tempéra-
tures internes homogénéisées (et celle du Cas I à titre
comparatif) et au refroidissement externe identique
au Cas I.

(b) Cas I, IV, V : Simulations thermiques à tempéra-
tures internes identiques au Cas I jusqu’au refroidis-
sement final différent pour chaque simulation.

FIG. III 3 : Différences radiales maximum des températures exprimées par rapport à l’épaisseur
radiale de la phase solide du verre. Les trois premiers points illustrés sur chaque courbe corres-
pondent aux temps de référence consécutifs (ii) – (iii) – (iv). La ligne continue est utilisée dès lors
que le colis est entièrement solidifié (d = 0,2 m).
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III.1.2 Thermique des colis CSD-V

La thermique des procédés de vitrification est simulée également de façon plus réaliste avec

la présence du conteneur en acier inoxydable et des propriétés thermiques plus adaptées pour

le verre liquide. On confronte les deux procédés de vitrification étudiés à la figure III 4 page

suivante (creuset chaud/creuset froid), non plus avec des températures en périphérie du colis,

comme c’était le cas à la figure II 5 page 49, mais par rapport aux cartes des températures cal-

culées dans le colis pour chaque procédé. Un temps caractéristique commun est choisi pour re-

présenter ces procédés, il correspond à la fin de la solidification, qui avait également été illustrée

par un profil de température à la figure III 1 page 101 pour la simulation en propriétés simplifiées

(Cas I, temps (iv)).

Les gradients thermiques spatiaux pour le creuset chaud apparaissent comme étant du même

ordre de grandeur (et qualitativement semblables) dans cette nouvelle simulation plus réaliste.

Les gradients y sont maintenant légèrement supérieurs. En effet, le colis en propriétés simplifiées

avait un plus petit diamètre de 3 cm et surtout moins d’énergie interne dans la phase liquide à

cause des chaleurs massiques sous-estimées dans la simulation simplifiée.

Les deux procédés creuset chaud et creuset froid ont des signatures très différentes au niveau

des cartes de températures, nous aurons l’occasion d’y revenir en confrontant les différentes phy-

siques des modèles, appliquées à ces sollicitations thermiques.

Pour le creuset froid, comme la simulation actuelle (notée « Aii-a ») est modélisée en flux ho-

mogénéisés fondés sur l’expérience, nous pouvons considérer directement le cas d’un colis chaud

réalisé pour ce même procédé, qu’on fixe à une puissance thermique de 2 500 W pour l’ensemble

du colis au moment de la coulée (simulation notée « Aii-b »). Les conditions aux limites de re-

froidissement, simplifiées, sont appliquées sur 100 ans de temps simulé par des conditions de

refroidissement en convection naturelle (identiquement à ce qui se passe en fin du refroidisse-

ment pour la simulation du colis inactif Aii-a). On confronte les deux thermiques sur une échelle

logarithmique des temps, pour le cœur et à la surface externe à mi-hauteur de chaque colis, à la

figure III 5 page 105.
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Chapitre III : Résultats de la simulation

(a) Procédé creuset chaud, à 20 h depuis le début de la
coulée (no 1) ou 10 h depuis la fin de la coulée (no 2).

(b) Procédé creuset froid, à un peu plus de 10 h depuis
le début de la coulée (ou coulée no 1) ou 5 h depuis la
fin de la coulée (ou coulée no 2).

FIG. III 4 : Comparatif des cartes thermiques dans les procédés de vitrification expérimentaux
simulés, instant choisi à la fin de la solidification, qui était référencé (iv) précédemment pour le
bloc de verre simplifié [les échelles de température, en K, sont similaires dans cette figure].
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Températures simulées dans le bloc de verre

FIG. III 5 : Comparatif des températures simulées dans un colis inactif et dans un colis chaud,
pour le procédé creuset froid. Les points de comparaison sont ici à cœur et à la surface externe à
mi-hauteur dans chacune des simulations.
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Chapitre III : Résultats de la simulation

III.1.3 Résumé des résultats thermiques

Le protocole de simulation thermique mis en place permet, en fonction des relevés expérimen-

taux, de simuler la thermique des colis dans les procédés de vitrification étudiés (creuset chaud

ou creuset froid). Diverses caractéristiques importantes de la sollicitation thermique sont acces-

sibles, comme les gradients thermiques qui au niveau du calcul de structure à venir en sont la

force motrice.

Des conditions aux limites thermiques alternatives aux deux procédés ont été testées et per-

mettent d’entrevoir les capacités de cet outil à prévoir les gradients thermiques des expériences

de vitrifications correspondantes. La thermique en géométrie simplifiée du bloc de verre, abordée

principalement ici, s’avère une bonne approximation par rapport au cas plus réaliste d’un colis

CSD-V.

Du point de vue des conditions aux limites alternatives étudiées, les gradients thermiques per-

mettent la quantification fine des grandes tendances observées ici. De façon totalement attendue,

la trempe les augmente fortement alors qu’une simulation d’isolation thermique particulière les

diminue significativement. Les changements internes de la carte des températures (dans la fenêtre

paramétrique simulée) ont une influence moindre sur les gradients thermiques déterminés. Ces

résultats avec des thermiques différentes ont forcément une influence sur le calcul de structure

(l’histoire thermique donne une transition vitreuse qui peut fortement évoluer, et les gradients

donnent une réponse mécanique qui peut fortement évoluer aussi).

Le cas du colis chaud a été traité avec un terme source de 2 500 W à la coulée et qui évolue dans

le temps (puissance thermique de ce colis en entier). Ce cas n’est pas tellement différent du reste

des conditions aux limites étudiées ici, quand on le considère à chargement thermique constant

(distance à Tamb en fin de refroidissement). Les périodes mises en jeu dans la thermique du colis

chaud, qu’on simule en centaines d’années quel que soit le refroidissement, sont ici totalement

équivalentes à des périodes de quelques heures en fin de refroidissement d’un colis inactif. Néan-

moins, la considération de telles périodes de temps dans le calcul viscoélastique à suivre n’est

pas équivalent a priori (à cause de l’équivalence temps–température, la transition vitreuse peut

fortement évoluer).

III.2 Résultats de la relaxation structurale

Dans un premier temps, nous voyons uniquement des résultats quant à la transition vitreuse,

pour l’étudier séparément en dehors du calcul de structure qui viendra s’y greffer. Au § III.2.1 page

ci-contre nous voyons les grandes tendances des températures de transition vitreuse calculées

à l’échelle d’un colis à la fin du refroidissement à Tamb (et au bout d’une période allant jusqu’à

100 ans). Puis au § III.2.2 page 109 nous étudions l’évolution de cette transition, telle que quantifiée

dans le temps en fonction de l’histoire thermique locale par l’état interne de relaxation structurale

Tf (dans le modèle de TNM).
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III.2.1 Températures de transition vitreuse finales

L’application des modèles de transition de phase (code de relaxation) aux différents résul-

tats thermiques obtenus et présentés jusqu’à présent donne une relaxation structurale qui n’évo-

lue plus dans l’état solide après le refroidissement subi lors de la transition vitreuse (durant les

100 premières années, et d’après les propriétés matériau de relaxation structurale MV utilisées

dans le modèle de TNM, cf. TAB. II 6 page 67). Ce phénomène de stabilisation du verre est absent

notamment de la simulation du procédé creuset froid pour le cas d’un colis chaud à 2 500 W (Aii-

b), pour ce refroidissement proposé en convection naturelle. Nous n’avons pas étudié les spécifi-

cités de début des phénomènes de relaxation du verre dans nos modèles (selon une équivalence

temps-température par exemple). Néanmoins, des procédés thermiques comme ce dernier (colis

chaud) favorisent fortement l’apparition de ce phénomène.

On représente la carte des températures de transition vitreuse dans le colis, telles qu’on pour-

rait les obtenir après un refroidissement qui suit de près la transition vitreuse, ou à 100 ans. Comme

on l’a vu, cette carte dépend de l’histoire thermique locale du verre de sorte que les zones refroi-

dissant plus lentement autour de la transition vitreuse ont une température de transition vitreuse

plus faible. Quatre procédés sont confrontés entre eux à la figure III 6 page suivante :

a) le procédé creuset chaud expérimental en propriétés thermiques et géométriques simplifiées,

b) le procédé creuset chaud avec le bloc de verre en configuration de conteneur CSD-V,

c) le procédé creuset froid, d’un colis inactif, avec le bloc de verre en configuration de conteneur

CSD-V,

d) le procédé creuset froid, d’un colis chaud à 2 500 W, avec le bloc de verre en configuration de

conteneur CSD-V.
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Chapitre III : Résultats de la simulation

(a) Creuset chaud en propriétés simplifiées. (b) Creuset chaud avec le bloc de verre
en configuration de conteneur CSD-V.

(c) Creuset froid, colis inactif (Aii-a),
avec le bloc de verre en configuration
de conteneur CSD-V.

(d) Creuset froid, colis chaud (Aii-
b), avec le bloc de verre en configu-
ration de conteneur CSD-V.

FIG. III 6 : Comparatif des cartes des températures de transition vitreuse finales pour les procédés
expérimentaux modélisés [les légendes des Tg , en K, sont différentes].
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III.2.2 Évolution de la transition vitreuse dans le colis

i) Front de solidification Pendant la solidification, le front de solidification évolue de façon

caractéristique en fonction du procédé (due à la répartition des histoires thermiques dans le colis),

ce qu’on visualise par exemple séquentiellement pour le procédé creuset chaud à la figure III 7

page suivante.

Le front de solidification à l’instant qu’on appelle début de solidification (lorsque le liquide est

entièrement entouré de solide), est très différent pour le creuset froid, que ce soit pour le colis

inactif (Aii-a), représenté à la figure III 8 page 111, ou le colis chaud (Aii-b). Dans le procédé creu-

set froid, le solide qui se forme à l’issue de la coulée no 1 ne redevient pas totalement liquide au

moment de la coulée no 2, alors que c’était le cas pour le creuset chaud. Cela entraîne des phé-

nomènes complexes de refonte qu’il faut prendre ensuite en charge dans le calcul de structure, ce

que nous avons fait avec des outils simples. Il n’empêche qu’une trempe chaude par la deuxième

coulée est quand même en activité en périphérie de l’interface des deux coulées, sur un verre qui

reste solide jusqu’à Tamb.

Dans le procédé creuset chaud étudié le premier dans les résultats de thermique, le calcul com-

mence plus tard comme les températures sont plus élevées, globalement dans le colis, ce qui efface

tout aspect mécanique lié à la seule coulée no 1.

ii) Évolution des températures fictives Pour le creuset chaud étudié en propriétés simplifiées

nous caractérisons l’évolution temporelle de la relaxation structurale en deux points extrêmes de

chaque colis, du point de vue de ce comportement-là (toutes les autres températures de transition

vitreuse dans chaque simulation de colis sont comprises dans cet intervalle délimité).

Nous voyons à la figure III 9 page 112 à quel point la transition vitreuse dépend de l’histoire

thermique en illustrant les différents cas de conditions aux limites thermiques étudiées dans ce

modèle (Cas I à V). (Les taux de refroidissement sont les pentes des courbes dans la figure III 9a

page 112, même si une partie de l’histoire thermique avant la transition n’est pas visible.)

D’autre part, pour chaque cas étudié, l’étendue entre ces deux valeurs extrêmes de tempéra-

tures de transition vitreuse est d’autant plus grande que la différence de taux de refroidissement

entre le cœur et la périphérie est grande (le refroidissement a généralement le plus bas taux au

cœur pendant la transition).
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Chapitre III : Résultats de la simulation

(a) Début de solidification. (b) 1
3 du temps de solidification écoulé.

(c) 2
3 du temps de solidification écoulé. (d) Fin de solidification (au bout de 423 minutes écoulées

depuis le début de la solidification).

FIG. III 7 : Évolution du front de solidification dans le procédé à creuset chaud, telle que simulée
après relaxation du verre SON68 en étudiant le retard Tf −T (qui s’écarte de l’équilbre Tf =T à la
solidification).
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Résultats de la relaxation structurale

FIG. III 8 : Front de solidification pour le colis inactif (Aii-a) du procédé creuset froid, au moment
où le verre liquide est initialement entouré de solide (on considérait ce phénomène comme le
début de la solidification pour le creuset chaud) [liquide en bleu, solide en grisé, les autres couleurs
marquant la zone où la transition est active à ce moment-là].
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Chapitre III : Résultats de la simulation

(a) Tf en fonction du temps dans le procédé. Dans l’étude purement thermique, les simu-
lations donnent des résultats en termes de gradients thermiques, ordonnés ici de (1) à (5)
du plus élevé au plus faible, avec les valeurs respectives suivantes : 9460, 4472, 4297, 3239 et
1303 K/m, gradients calculés dans le verre solide.

(b) Les Tf , dont l’évolution est identique ici, sont maintenant présentées en fonction de la
température.

FIG. III 9 : Dans le référentiel de temps lié au procédé, deux évolutions extrêmes à deux positions
différentes du bloc de verre en ce qui concerne les températures fictives dans les modèles (pro-
cédés en creuset chaud à propriétés simplifiées, Cas I–V des conditions aux limites thermiques).
Ces deux points extrema sont obtenus pour l’un au milieu de la surface libre du verre en haut du
bloc de verre, et pour l’autre à cœur au niveau du dernier volume de verre solidifié (ce qui n’est
pas forcément à la même hauteur pour toutes les simulations). Les symboles sur chaque courbe
délimitent le début de la solidification globale et sa fin dans les simulations.
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III.3 Calcul de structure viscoélastique non endommageable

La loi de comportement viscoélastique ayant plusieurs relaxations prises en compte (MV et

MS), on peut être amené dans cette partie à étudier successivement l’influence de chacune de

ces relaxations, pour le creuset chaud par exemple (les températures de transition vitreuse y sont

déterminées à des valeurs entre 778 K et 799 K sur l’ensemble du colis) :

✧ Cas I-a « MV &MS » : on prend en compte les deux relaxations dans l’algorithme, une Tf est

calculée d’après MV .

✧ Cas I-b « MV −MS » : on prend en compte MV dans l’algorithme, Tf est calculée mais ensuite

la relaxation MS n’est pas prise en compte : si on est dans le solide (d’après Tf ), on applique

les propriétés thermomécaniques du verre solide, sinon ce sont directement les propriétés

du liquide qui sont appliquées.

✧ Cas I-c « ni MV ni MS » : modèle sans aucune relaxation. On prend la température de tran-

sition fixe pour le verre SON68, caractérisée par dilatométrie à 775 K, pour déterminer ses

propriétés élastiques et de dilatation : soit à celles du liquide, soit à celles du solide.

Cette approche rapportée par Ganghoffer [Gan00] permet d’étudier l’influence de la relaxation MS

en comparant les résultats du Cas I-a avec ceux du Cas I-b. L’influence de la relaxation MV (et de

la distribution des Tg dans le colis) s’effectue en comparant les résultats du Cas I-b avec ceux du

Cas I-c.

III.3.1 Pression du verre liquide

Dans les modèles viscoélastiques appliqués au cas des procédés de vitrification, on peut avoir

accès à l’état de contrainte en périphérie du colis, où le verre vient de solidifier, afin de voir si ce

dernier est susceptible de s’endommager en mode I par les contraintes transitoires régissant le

début de la solidification. Avec une très bonne approximation géométrique de ce bord, on pour-

rait étudier le dépassement local de la contrainte seuil/critique pour l’endommagement lors de

phénomènes violents de type trempe (ce cas est traité – pour des simulations de résultats expéri-

mentaux – pour des échantillons de trempe au § III.4.1.1 page 126). Une autre approche consiste à

considérer le verre liquide, qui est à cœur, en équilibre mécanique avec ce solide qui l’entoure.

Dans le domaine des verres trempés, l’équilibre du cœur liquide en compression est rapporté

par Daudeville et Carré [DC98] qui s’intéressent aux contraintes transitoires de traction au bord.

Ils expliquent ce phénomène comme étant dû au voisinage de la surface du verre qui se contracte

plus rapidement que le cœur (pour des géométries de plaques en verre).

Nous avons extrait de tels résultats pour le procédé expérimental selon les modélisations suc-

cessives de la relaxation (Cas I-a, Cas I-b et Cas I-c) à la figure III 10 page 115, ainsi que pour les

différentes conditions aux limites thermiques (Cas I–V) à la figure III 11 page 116.

Il n’y a pas de montée en surpression significative du verre liquide pour le traitement de réfé-

rence (Cas I-a). D’après le calcul de structure correspondant aux différents cas abordés, les Cas I-a

à /-c n’ont pas franchi de seuil d’endommagement en mode I dans ce modèle du creuset chaud

aux propriétés simplifiées. Pour la fenêtre paramétrique liée aux Cas I à V, seul le Cas V de trempe

présente des contraintes transitoires critiques dans ce modèle (Cas V-a), même si elles ne sont
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Chapitre III : Résultats de la simulation

présentes que de façon isolées aux bords supérieur et inférieur du bloc de verre simplifié. Cette

simulation avait bien la plus haute pression du liquide, à la figure III 11 page 116, qui monte à

1 300 kPa pour causer ce cas de figure (les pressions positives sont par convention en surpression).

114



Calcul de structure viscoélastique non endommageable

FIG. III 10 : Pression du verre liquide pendant la solidification du creuset chaud (Cas I, en proprié-
tés simplifiées). La pression est déterminée suivant 3 modèles (visco)élastiques introduits (Cas I-a,
Cas I-b, Cas I-c).
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Chapitre III : Résultats de la simulation

(a) Vue globale de l’échelle des pressions.

(b) Zoom sur les petites pressions.

FIG. III 11 : Pression du verre liquide pendant la solidification du creuset chaud (Cas I à V, en
propriétés simplifiées, avec la prise en compte des relaxations MV &MS ).
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III.3.2 Calculs de structure (visco)élastique sur le bloc de verre seul

On caractérise dans le procédé de vitrification creuset chaud, en propriétés simplifiées, les

contraintes résiduelles à la figure III 12 page 119 (Cas I-a, fin du refroidissement à Tamb).

Tous les procédés de vitrification simulés, ainsi que les variantes avec des conditions aux li-

mites thermiques modifiées, montrent dans le colis des états de contrainte qualitativement simi-

laires à celui du bloc de verre seul : traction proche d’une traction triaxiale au centre, et compres-

sion biaxiale en périphérie.

Pour caractériser de façon simple ces contraintes résiduelles, nous pouvons extraire les inten-

sités extrêmes du champ de contrainte rencontrées dans ces volumes caractéristiques :

✧ pour caractériser l’état en traction triaxiale (mode I susceptible), en récupérant à cœur le

long de l’axe cylindrique la valeur maximum de la contrainte maximum ;

✧ pour caractériser l’état en compression biaxiale du bord (mode II susceptible), en récupérant

sur la périphérie du bloc de verre la valeur maximum du cisaillement maximum ;

✧ (par volumes caractéristiques on excluait en fait une zone du bloc de verre d’1/16 de la hau-

teur à chaque extrémité, considérant qu’il s’agit là d’un effet de bords non significatif).

Des caractérisations de ce type ont été relevées aux TABS. III 2 à III 3 page suivante, dans les

calculs menés pour les mêmes simulations du creuset chaud en conditions simplifiées (dont on

avait regardé précédemment la pression du verre liquide pendant la solidification).

Deux représentations rencontrées habituellement dans la littérature caractérisent assez bien

l’évolution des contraintes internes avant le chargement thermique final (contraintes résiduelles),

il s’agit d’une représentation en profils de contraintes à des instants successifs, à la figure III 13

page 120, et l’évolution de l’état de contrainte à des positions particulières du colis à la figure III 14

page 121 (une telle représentation pour le verre trempé est rapportée par exemple par Nielsen et

al. [NOPS10]).
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Chapitre III : Résultats de la simulation

TAB. III 2 : Évaluation des contraintes résiduelles à la fin du refroidissement pour le procédé creuset
chaud en propriétés simplifiées (Cas I) en ce qui concerne les différents modèles (visco)élastiques
utilisés.

Modèle mécanique

Cas I-a Cas I-b Cas I-c

MV &MS MV −MS ni MV ni MS

Réf. exp. sans relaxation

MV mais sans relaxation MS

Contrainte principale maxi-
mum, valeur maximum à
cœur [MPa]

193 258 185

Contrainte de Tresca (2τmax),
maximum sur la périphérie du
colis [MPa]

233 415 206

TAB. III 3 : Évaluation des contraintes résiduelles à la fin du refroidissement pour les différentes
conditions aux limites thermiques (Cas I à V) et pour le modèle tenant compte de MV &MS (-a).

Modèle thermomécanique
Cas I-a Cas II-a Cas III-a Cas IV-a Cas V-a

Réf. exp. H high T H low T Linear BC Quench BC

Contrainte principale maxi-
mum, valeur maximum à
cœur [MPa]

193 192 176 112 294

Contrainte de Tresca (2τmax),
maximum sur la périphérie du
colis [MPa]

233 235 206 136 449
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FIG. III 12 : Contraintes résiduelles à l’issue de la vitrification creuset chaud, en propriétés simpli-
fiées, pour le modèle tenant compte de MV &MS (Cas I-a). La coulée no 2 est ici à droite.
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Chapitre III : Résultats de la simulation

FIG. III 13 : Profils de pression du tenseur des contraintes sur des diamètres du bloc de verre. Les
temps choisis sont arbitraires, néanmoins les quatre premiers (0 min ; 70 min ; 175 min ; 277 min)
correspondent aux temps caractéristiques introduits dans les résultats thermiques (i) à (iv) ; les
temps suivants concernent donc forcément des diamètres au long desquels le verre est unique-
ment solide. Cette simulation est le Cas I-a.
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FIG. III 14 : Contraintes principales à la mi-hauteur du bloc de verre. Cette simulation est le Cas I-a.
Les temps courts (0–1000 s) ne sont pas représentés, ils ne montraient pas de contrainte significa-
tive.
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III.3.3 Calculs de structure viscoélastique sur le colis avec conteneur

Afin de comparer ces réponses (visco)élastiques à un cas plus réaliste de procédé de vitrifica-

tion (avec la géométrie du bloc de verre en configuration de colis à conteneur en acier inoxydable),

on représente ici uniquement la thermique du creuset chaud pour en fournir les grandes ten-

dances à comparer avec les réponses du bloc de verre seul vues précédemment. La caractérisation

des contraintes résiduelles donne pour ce cas plus réaliste :

✧ La contrainte principale maximum, valeur maximum à cœur, de 200 MPa (+7 MPa par rap-

port à la géométrie simplifiée).

✧ Contrainte de Tresca (2τmax), maximum sur la périphérie du colis, à 305 MPa (+172 MPa par

rapport à la géométrie simplifiée).

Ce cas plus réaliste du creuset chaud avec un colis en géométrie de conteneur CSD-V est pré-

senté à travers ses contraintes résiduelles à la figure III 15 page ci-contre (en fin de refroidisse-

ment). La réponse mécanique du colis pour ce procédé creuset chaud est de même nature que

celle qu’on vient de caractériser pour le bloc de verre seul (simulation correspondante : Cas I-a

tenant compte de MV &MS).

122



Calcul de structure viscoélastique non endommageable

(a)σRR (b)σθθ (c) σZZ

(d) σMaximum (e) σIntermédiaire (f )σMinimum

FIG. III 15 : Contraintes résiduelles [en MPa] à la fin du procédé creuset chaud appliqué au cas d’un
colis CSD-V, comportement viscoélastique du procédé expérimental (avec les relaxation MV &MS ),
sans qu’un modèle d’endommagement ne soit appliqué au verre (M0).
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III.3.4 Résumé des résultats de relaxation structurale dans le calcul de structure

Le code viscoélastique permet la détermination des températures de transition de phase de

façon différenciée en périphérie et en cœur des colis, qui connaissent effectivement en général

des histoires thermiques différentes (un taux de refroidissement différent autour de la transition

vitreuse). Au niveau des simulations de type creuset froid, la théorie prévoit même la transition

en chemin inverse pour les procédés en plusieurs coulées lorsqu’une nouvelle coulée arrive sur la

précédente dont la surface libre est déjà solidifiée.

Ce gradient de propriétés dans le bloc de verre, allié au chargement thermomécanique piloté

par la relaxation structurale du volume MV (qui contribue à fournir un excès de contraction à l’état

relaxé), tend à rendre bien plus importantes les contraintes résiduelles que s’il y avait une tempé-

rature de transition vitreuse fixée dans le calcul de structure à 775 K. Parallèlement, la relaxation

des contraintes (telle qu’on a pu l’écrire de Soules et al. [SBR+87]) opère sur cette structure un

abaissement des contraintes résiduelles de l’ordre de la même importance.

Le gradient de ces températures de transition vitreuse dans les colis, est tout aussi dépendant

de la thermique globale appliquée au colis lors du procédé étudié, comme cela a été caractérisé

dans une fenêtre paramétrique autour du procédé creuset chaud.

Les contraintes résiduelles caractérisées à l’issue de nos procédés de vitrification (à Tamb) mon-

trent un état assez similaire au verre trempé (contraintes de compression au bord, et de traction au

centre). Néanmoins, la compression du cœur par le verre solide environnant, rapportée dans des

travaux sur le verre trempé, n’est pas un processus qui arrive facilement pour le procédé creuset

chaud étudié ici.

La fenêtre paramétrique autour du procédé creuset chaud, définie et caractérisée par des gra-

dients maxima de température dans le bloc de verre simple, précédemment , suit aussi ces mêmes

tendances pour le calcul de structure, tendances caractérisées cette fois par une réponse méca-

nique en contraintes résiduelles.

Le cas du colis chaud étudié pour le procédé creuset froid n’a pas permis d’observer d’évolu-

tion significative de l’état de relaxation structural pendant 100 années simulées (la carte des tem-

pératures de transition vitreuse est néanmoins légèrement différente, comme le refroidissement

évolue en s’atténuant légèrement à la transition dans ce cas du colis chaud).

Le chargement menant aux contraintes résiduelles a été illustré dans le temps pour le procédé

creuset chaud expérimental, et l’état de contraintes résiduelles comparé dans ce cas à la simula-

tion plus réaliste du colis avec un conteneur en acier enveloppant le bloc de verre.

III.4 Endommagements par le modèle de CDMÂM4

Dans la réponse uniquement viscoélastique du colis, modélisée pour le creuset froid ou le creu-

set chaud, la réponse mécanique du colis est assez continue sur l’ensemble du volume de verre. À

température ambiante, vis-à-vis des contraintes résiduelles supposées atteintes en l’absence d’en-

dommagement, il y a clairement des zones qui dépassent les critères de rupture fixés en mode I

(traction triaxiale importante au centre du colis) et en mode II (compression biaxiale importante
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en périphérie).

Pour ces procédés, nous n’étudions plus spécifiquement les contraintes transitoires qui sont

susceptibles de fracturer la périphérie du verre en mode I, car étant donnés les seuils de fractura-

tion, cet endommagement n’apparaît pas dans nos modèles les plus réalistes vis-à-vis des procé-

dés de vitrification (creuset chaud ou froid). Le chargement thermomécanique, et donc l’endom-

magement progressif de la structure afin de borner le niveau de contrainte, va constamment en

augmentant lorsqu’on s’approche du refroidissement final (à Tamb).

Dans les zones où l’endommagement est critique, l’état de contrainte est donc majoré dans le

modèle M4 (notamment par σcritique pour les composantes ¹σºii en mode I, et le τmax est majoré

par τcritique lorsque le mode II est couplé au modèle). Néanmoins, l’endommagement n’y est gé-

néralement pas présent sous forme régulière avec des iso-D qui correspondraient aux iso-σ du

calcul viscoélastique seul (ce qui arrive tout de même en début d’endommagement).

L’endommagement dans notre modèle CDM est un processus non linéaire et la concentration

des contraintes dans le modèle peut devenir telle que des singularités/instabilités sont favorisées

dans la structure, ce qui superpose 2 phénomènes dans le volume, à l’échelle de la réponse visco-

élastique du modèle :

✧ cette notion d’endommagement régulier qui suit de près les iso-σ du calcul viscoélastique

seul (nos sollicitations thermiques restent les mêmes après endommagement, mais la struc-

ture évolue) ; il correspond à de l’endommagement en initiation seulement ;

✧ un endommagement qui est lui davantage cinétique ou de propagation dans le modèle (on

pourrait passer quelques incréments de calculs à sollicitation constante afin qu’il trouve un

équilibre) ; ce deuxième type d’endommagement est affecté par exemple par :

✼ des éléments propres au calcul numérique et au code FE,

✼ divers paramètres de l’algorithme de M4 en place,

✼ la qualité du maillage, ou la présence de défauts (bulles par exemple) modélisés dans l’ap-

proximation géométrique.

Le code de fracturation tient compte de ces deux endommagements de la même façon afin de

calculer les surfaces de fracturation dans les simulations. Le calcul FE peut ne pas converger s’il y

a trop de singularités qui se développent dans le modèle.

Les résultats de thermique avec des propriétés thermiques simplifiées (qu’on avait obtenus sur

une géométrie simplifiée du bloc de verre) ne sont pas utilisés dans un calcul de structure endom-

mageable dans cette partie. Les tendances n’ont pas de raison d’être différentes de celles qu’on

s’apprête à dresser dans la géométrie plus réaliste avec le conteneur en acier inoxydable (qui ne

joue pas à lui seul le rôle de force motrice du chargement thermomécanique, comme on l’a déjà

vu). De plus, nous ne traitons plus des conditions aux limites thermiques alternatives appliquées

en températures imposées au procédé creuset chaud, en leur préférant celles appliquées au pro-

cédé creuset froid (procédé modélisé en flux, elles sont donc plus réalistes).

On se focalise dans cette partie essentiellement sur ce qui fait suite à la thermique des essais

expérimentaux pour les procédés creuset chaud et creuset froid, pour le modèle M4 en mode I

uniquement au § III.4.1.2 page 130, pour le modèle M4 couplé en mode II au § III.4.2.2 page 140.

En tout début des § III.4.1 page suivante et § III.4.2 page 135 concernés, on détaille des simulations
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sur des modèles élémentaires pour chaque mode d’endommagement.

III.4.1 Résultats du modèle M4 non couplé en mode II

Des résultats du modèle en termes d’endommagement de mode I sont présentés dans cette

partie. Des expériences et simulations de trempe à l’eau froide sont présentées au § III.4.1.1, puis

nous passons aux cas de colis vitrifiés au § III.4.1.2 page 130.

III.4.1.1 Échantillons de trempe, identification du mode I

Divers essais de trempe à l’eau froide (Tamb) ont été entrepris par nos partenaires sur le pro-

gramme de recherche. Nous rapportons ici le cas des échantillons de trempe publiés par Dubé et

al. [DDC+10].

Des éprouvettes cylindriques (4 cm de diamètre pour 2 mm d’épaisseur) ont été soumises à

des chocs thermiques par trempe dans de l’eau à 23 °C depuis différentes températures, puis la

fissuration a été quantifiée au microscope optique sur des coupes longitudinales de ces disques

de verre SON68 :

✧ 80 °C aucune fracturation constatée (∆T = 57 °C),

✧ 100 °C aucune fracturation constatée (∆T = 77 °C),

✧ 110 °C avec de la fissuration macroscopique mesurée (∆T = 87 °C),

✧ 120 °C avec de la fissuration macroscopique mesurée (∆T = 97 °C),

✧ 140 °C avec de la fissuration macroscopique mesurée (∆T = 117 °C),

✧ 160 °C avec de la fissuration macroscopique mesurée (∆T = 137 °C),

✧ 180 °C avec de la fissuration macroscopique mesurée (∆T = 157 °C),

✧ 190 °C (∆T = 167 °C) la fissuration traverse l’épaisseur de l’échantillon de part et d’autre, et

on considère que les surfaces ne sont plus mesurables suivant le protocole fixé (ce différen-

tiel de températures n’est pas pris en compte dans les résultats expérimentaux).

Ces essais ont été modélisés suivant le protocole de simulation thermique introduit au § II.2.1.1

page 39 et du modèle M4 non couplé. La viscoélasticité est négligeable à ces basses températures,

seule compte la sollicitation thermique de la structure.

Le chargement thermique de trempe provoque des contraintes transitoires biaxiales en mode I

à la surface, conformes au repère cylindrique à proximité de la majorité des surfaces. Le cisaille-

ment ne dépasse pas les seuils de fracturation de mode II dans ces simulations. Les contraintes

résiduelles obtenues sont proches de 0 à Tamb (comme nous avons considéré qu’elles l’étaient

aussi en sortie du four).

Les résultats du calcul d’endommagement montrent, pour des différentiels de températures de

plus en plus importants, des zones d’endommagement de plus en plus marquées à la surface des

échantillons (voir à la figure III 16 page 128).

Nous représentons à la figure III 17 page 129 les surfaces obtenues à l’issue du code de frac-

turation (« Surface dissipée ») confrontées à celles mesurées expérimentalement. Le rapport des

pentes des régressions linéaires de chacune de ces deux séries de résultats (dès lors que la surface

dissipée est supérieure à 0 mm2, et avant la ruine expérimentale des échantillons trempés) donne
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un coefficient d’identification lié à la propagation des fissures (macroscopiques, en mode I) qui

est mal prise en compte dans le modèle d’endommagement continu M4 (il sous-estime ce phé-

nomène en endommageant ici uniquement la zone d’initiation des fissures, de faible volume). Ce

rapport est de 5 dans cette campagne d’identification, et l’application de ce coefficient est illustrée

par exemple par la courbe « Surface dissipée avec identification » à la figure III 17 page 129.
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Chapitre III : Résultats de la simulation

(a) Trempe de 110 °C à 23 °C.

(b) Trempe de 190 °C à 23 °C.

FIG. III 16 : Résultat final d’une simulation d’endommagement (modèle M4) d’échantillons de
4 cm de diamètre, 2 mm d’épaisseur par un traitement thermique de trempe dans l’eau [endom-
magement moyen Dii

3 ].
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FIG. III 17 : Surfaces de fracturation obtenues à l’issue du code de fracturation sur ces essais de
trempe, appliqué au modèle M4 ; les surfaces expérimentales viennent de Dubé et al. [DDC+10].
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Chapitre III : Résultats de la simulation

III.4.1.2 Résultats concernant les procédés de vitrification

L’ensemble du protocole de simulation est appliqué aux cas réalistes des sollicitations ther-

miques d’un colis vitrifié. Le protocole de simulation tient compte ici au final du modèle d’en-

dommagment M4 avec le mode II qui n’est pas couplé au mode I, et du calcul des surfaces de frac-

turation tel qu’identifié au paragraphe précédent pour le mode I. On rappelle que pour le mode II

on surestime la fracturation en prenant en compte le terme total de l’énergie mécanique dispo-

nible, cela dit, sans que ce mode de fracturation ne soit identifié à l’expérience.

De tels résultats d’endommagement sont présentés à la figure III 18 page suivante pour le creu-

set chaud, à un instant du refroidissement final où la température extérieure est proche de Tamb

(mais le chargement thermique se poursuit après cet instant illustré ici). Nous y avons repéré des

propagations de singularités, par le modèle M4, en accord avec la théorie proposée sur la topolo-

gie des fissures pour un tenseur D diagonalisé dans le repère cylindrique, topologie rappelée dans

cette figure uniquement pour le mode I de rupture à cœur.

En ce qui concerne le procédé creuset froid, nous illustrons à la fin du refroidissement (char-

gement thermique total) :

✧ l’endommagement de mode I et le critère de mode II à la figure III 19 page 132 ;

✧ les contraintes résiduelles après ces endommagements, illustrées dans le repère principal à

la figure III 20 page 133.

En fait, l’endommagement du creuset chaud s’est développé de façon importante sur la toute

fin du refroidissement, par rapport à l’endommagement illustré à la figure III 18 page ci-contre. On

visualise cet endommagement final (à Tamb atteinte totalement dans le verre) de façon synthétisée

à la figure III 21a page 134.

Le creuset froid dont on vient d’illustrer l’état de contrainte (cf. FIG. III 20) est confronté se-

lon la même représentation de l’endommagement à la figure III 21b page 134 afin d’établir une

comparaison. De plus, des surfaces de fracturation qu’on calcule à l’issue de ces procédés y sont

exprimées ici après normalisation. Pour le creuset chaud, on montre aussi l’évolution de ces sur-

faces de fracturation, plus importantes que pour le creuset froid, selon leur mode de rupture (à la

figure III 21c page 134).
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(a) DRR (b) Dθθ (c) DZZ

FIG. III 18 : Endommagement simulé au cours du refroidissement final du procédé creuset chaud
[à 30 h depuis la fin de la 2e et dernière coulée].
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Chapitre III : Résultats de la simulation

(a) DRR

Dii
(b) Dθθ

(c) DZZ (d) σTresca=2τmax [MPa]

FIG. III 19 : Endommagement simulé à la fin du refroidissement final pour le procédé creuset froid,
et le critère de mode II dans le colis τmax.
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(a) σMax (b) σIntermédiaire (c)σMin

FIG. III 20 : Contraintes résiduelles, principales, ayant produit l’endommagement simulé à la fin
du refroidissement final pour le procédé creuset froid, cf. FIG. III 19.
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Chapitre III : Résultats de la simulation

(a) Endommagement moyen D ii
3 pour le creu-

set chaud en fin de refroidissement.
(b) Endommagement moyen D ii

3 pour le creu-
set froid en fin de refroidissement.

(c) Évolution de la somme des surfaces de fracturation dans le procédé creu-
set chaud, selon que la fracturation est de mode I ou de mode II (qui n’est pas
couplé ici).

FIG. III 21 : Résultats synthétisés de l’endommagement par M4 non couplé en mode II, et résultats
des surfaces de fracturation de mode I et II calculées à l’issue de ce modèle pour les procédés creu-
set chaud et le creuset froid [unité arbitraire de surface ; « Surf » représente une unité de surface
normalisée, permettant de comparer entre eux les taux de fracturation obtenus].
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III.4.2 Résultats du modèle couplé en mode II

Nous avons obtenu des surfaces de fracturation en mode I ou II dans le modèle M4 non couplé,

mais nous pouvons également considérer l’équilibre mécanique de la structure, et les résultats

obtenus des surfaces de fracturation, dans le cadre du modèle M4 couplé en mode II, ce qui est

traité au § III.4.2.2 page 140. Avant cela, au § III.4.2.1, testons ce modèle sur des cas plus ou moins

généraux d’endommagement de mode II en cisaillement.

III.4.2.1 Simulations test

Le mode II d’endommagement a été testé sur des configurations simples telles que le modèle

suivant à géométrie cubique de 20×20×20 m représentant un 8ième de cube par les symétries

imposées sur les faces non visibles de la figure III 22 page 137, qui représente ce modèle FE.

Le repère de structure y est cartésien (M4 fonctionne aussi en cartésien, seul compte la jus-

tesse du repère par rapport au repère principal). On impose des pressions ou déplacements quel-

conques aux faces du cube dans ce modèle pour favoriser l’apparition de cisaillements critiques,

ces conditions aux limites étant appliquées sur les faces visibles de la figure III 22 page 137. Il y a

8 000 éléments hexaédriques dans ce modèle de validation, à 8 points de Gauss chacun.

Le matériau modélisé est le verre SON68 à 20 °C, mais les contraintes de cisaillement seuil et

critiques ont été prises arbitrairement à 50 et 75 MPa. Les sollicitations imposées, uniquement

mécaniques, sont respectivement :

1. En déplacement imposé dans un cas symétrique forcé « E0 », cas illustré au sommet du cube

à la figure III 23 page 138 (en favorisant l’apparition de singularités d’endommagement

pendant cette simulation).

2. En déplacement imposé pour une sollicitation quelconque d’endommagement de mode II

« E1 ».

i) Cas symétrique forcé (E0) Un cas de sollicitation par un seul des 3 cisaillements maxima

possibles est activé en endommagement de mode II (τmax
XY ), par des contraintes σXX et σYY de

valeurs opposées (dont on force en plus le comportement de sorte à ne pas activer de critère de

mode I). Cette simulation a été employée sur le modèle en effectuant de multiples incréments

pendant la sollicitation (638 incréments ici), de sorte à favoriser l’apparition de singularités repré-

sentant les fissures se propageant dans le modèle CDM utilisé (à l’échelle du maillage).

La finesse d’incrémentation pour cette sollicitation en déplacement s’observe par exemple au

niveau de la discrétisation de la courbe d’incrémentation en endommagement, visualisée dans le

cadran central de la figure III 23 page 138, cette figure montrant la réponse particulière d’un point

d’intégration du sommet du cube, au centre de la figure III 22 page 137.

Nous arrivons ainsi à faire en sorte que le modèle perde l’homogénéité de sa réponse méca-

nique, visualisée par exemple par un endommagement moyen ( Dii
3 ) uniforme dans tout le modèle

aux premiers instants enregistrés de la figure III 23 page 138.
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La figure III 24 page 138 montre le résultat de telles propagations/singularités pouvant avoir

lieu dans cette configuration lors de la mise à jour de l’endommagement de mode II (les endom-

magements devenant proches de 1 dans ces zones du volume concernées par des singularités).

Les singularités apparaissent avec un angle de 45° avec les axes principaux, correspondant bien

au cisaillement τmax
XY théorique.

ii) Déformation imposée (E1) Pour passer à un cas plus général d’endommagement de mo-

de II, sous sollicitation à déformation imposée, nous utilisons à présent des valeurs assez quel-

conques de déplacement des facettes du cube modélisé. Ce cas appelle à un endommagement de

mode II car le critère de rupture en mode I est sous le seuil d’endommagement pour chacune des

3 directions principales.

La réponse du modèle obtenue pour une incrémentation dans le temps assez grossière (72 in-

créments) est présentée en figure III 25 page 139. Le modèle se comporte de façon uniforme selon

cette réponse. On y voit qu’un endommagement de cisaillement dans deux systèmes différents de

directions est pris en compte (τmax
XY commençant vers 1 500 s et τmax

XZ commençant vers 2 500 s).

Nous reprenons ensuite cette même sollicitation avec une incrémentation plus fine (en 547

incréments), ce qui amène à un certain moment le développement de singularités dans le modèle,

et donc la perte d’homogénéité de la réponse mécanique du cube.

De la même façon que pour le cas symétrique forcé, on représente des vues globales de l’en-

dommagement moyen aux bords du modèle Dii
3 à la figure III 26 page 139 pour visualiser la topo-

logie des singularités propres au modèle d’endommagement (appliqué à cette sollicitation).

La morphologie des singularités se développant dans cette simulation présente des angles dif-

férents d’unτmax dans ce cas plus général (6=45°). Les surfaces de propagation des fissures perpen-

diculaires à l’axe X sont ici moins bien représentées que pour la propagation des fissures suivant

l’autre axe des cisaillements activés. Comme il s’agit d’un endommagement biaxial de cisaille-

ment, on observe tout à fait la morphologie pyramidale théorique (mis à part l’angle) pour ces

surfaces de fracturation propagées par le modèle.

La contrainte σXX est d’amplitude moindre que les autres (en valeur absolue) pour cette sol-

licitation E1, ce qui pourrait expliquer pourquoi le modèle a tendance à davantage répercuter la

propagation des fissures suivant ces deux autres axes où la réactualisation des contraintes est plus

importante. Dans le modèle M4 couplé en mode II, l’endommagement provoque en effet l’ap-

plication d’un même facteur de proportionnalité pour de mêmes endommagements (via la rigi-

dité). Ce phénomène existe car les deux axes participant au cisaillement ne sont pas réactualisés,

en contraintes, avec des incréments de contraintes opposés (pression isostatique non endomma-

gée) mais à rigidité égale (pression endommagée, de plus il y a forcément une perte du champ de

contrainte suivant les deux axes, champ qui tend vers 0 à l’endommagement total D =1).
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FIG. III 22 : Maillage utilisé pour représenter 1/8 de cube pour le modèle considéré ici pour les cas
test.
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FIG. III 23 : État des contraintes, endommagements, déformations lors de la sollicitation E0 pour
un cas à incrémentation fine. Le cube étant non homogène du point de vue de la réponse mé-
canique à la fin du chargement, ici il s’agit d’un point d’intégration de l’élément au sommet du
cube.

FIG. III 24 : Simulation en déformation imposée, cas symétrique E0, au temps caractéristique de
t = 4 000 s. Le déplacement du modèle est accentué d’un facteur 10, l’endommagement moyen
[

Dii
3 ] est visualisé par transparence sur les 6 bords du modèle, dont 3 représentent un plan de sy-

métrie différent.
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FIG. III 25 : État des contraintes, endommagements, déformations lors de la sollicitation E1 pour
un cas à incrémentation assez grossière (la réponse mécanique du cube est homogène à ce qui est
observé ici). DXX et DYY sont superposés sur cette plage de temps.

(a) t =5 000 s (b) t =7 800 s

FIG. III 26 : Endommagement moyen [Dii
3 ] pour la sollicitation E1 (en incrémentation fine) à 2

temps caractéristiques. Le déplacement du modèle est accentué d’un facteur 10, l’endommage-
ment est visualisé par transparence sur les 6 bords du modèle, dont 3 représentent un plan de
symétrie différent.
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III.4.2.2 Comparatif pour le creuset froid, simulations d’une unique coulée

Une petite zone énergétiquement mal définie ∗est liée à l’endommagement de mode II qui ar-

rive pendant la sollicitation thermique du creuset froid, et puisque nous regardons la fracturation

d’un point de vue énergétique aussi, nous préférons utiliser un autre modèle thermique issu du

procédé creuset froid. Ce modèle retenu ici ne compte qu’une unique coulée du verre de 400 kg

(simulation notée « E ») au lieu d’être manufacturé suivant les deux coulées du procédé de vitrifi-

cation expérimental (Aii-a).

La simulation en fin de refroidissement après application du modèle M4 non couplé en mode II

est d’abord présentée à la figure III 27 page 142 à titre de référence, en ce qui concerne ses endom-

magements de mode I à cœur et le critère de rupture utilisé en mode II.

La simulation en fin de refroidissement après application, cette fois-ci, du modèle M4 couplé

en mode II est présentée à la figure III 28 page 143 (endommagements de mode I à cœur, endom-

magements de mode II en périphérie). Le critère de rupture de mode II à la figure III 28d page 143

est à comparer à celui de la figure III 27d page 142 pour illustrer l’efficacité de cette mise à jour

des cisaillements par l’endommagement.

Les surfaces dans le colis sont comparées au TAB. III 5 page suivante quant au couplage en

mode II dans ce procédé. Pour information, les surfaces obtenues dans la simulation d’une coulée

monobloc sont environ 10–20 % supérieures à celles calculées précédemment pour le procédé à

creuset froid (résultat à l’issue du modèle M4 non couplé en mode II). D’autre part, on rappelle

que la méthode de calcul des surfaces de mode II change en fonction du modèle utilisé ici (avec

couplage, on se repose sur l’énergie dissipée par l’endommagement). Les résultats de mode I sont

proposés ici après identification expérimentale (cf. § III.4.1.1 page 126), alors qu’il viennent direc-

tement du modèle M4 ici pour le mode II.

Les résultats des surfaces de fracturation à l’issue du couplage sur la simulation de la coulée

monobloc (E) montrent une forte décroissance de la quantification de la surface en mode II, due à

la modification du calcul de l’énergie (énergie mécanique totale – énergie dissipée). De plus, l’en-

dommagement de mode I est lui aussi réduit par la réactualisation des contraintes de compression

à la périphérie (par équilibre de la structure).

∗. En ce qui concerne l’énergie mécanique dans la simulation du creuset froid, pour utiliser les résultats bruts du
creuset froid en deux coulées il est nécessaire de gérer un pic d’énergie mécanique du verre solide. Il se situe pendant
la transformation solide–liquide, et est très localisé selon une couronne au niveau de la surface libre de la coulée no 1.
La surface qu’on pourrait en extraire en mode II, depuis le modèle M4 non couplé en mode II, est de l’ordre de 2 fois
l’ensemble de la surface calculée dans le colis.

La prise en compte de la physique au niveau de la fusion du verre solidifié en haut de la coulée no 1 est actuellement
très simple et explique en grande partie cet artéfact numérique pour la variable interne de l’énergie. Le modèle visco-
élastique de transition de phase, tel qu’écrit actuellement, ne peut pas gérer – en quelque sorte – cet endommagement
total à appliquer au verre solide en mode II à pression constante (pour le liquéfier du point de vue du comportement).
Pour les éléments solides qui redeviennent totalement liquides, cela ne pose pas particulièrement de problèmes. Il y a
cependant du verre qui reste quant à lui solide, à proximité de ceux-ci, et qui est affecté par la modélisation de cette
transition.
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Endommagements par le modèle de CDM ÂM4

TAB. III 5 : Résultats du code de fracturation, à l’issue du modèle d’endommagement M4 sur la
simulation de coulée monobloc (E), M4 pratiquant, ou non, l’endommagement de mode II dans
le colis, selon les cas.

Creuset froid, coulée monobloc (E) :

M4 sans couplage de mode II M4 couplé en mode II

Surface de mode I [unité arbitraire] 2,1 1,5

Surface de mode II [même u. a.] 5,9 1
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Chapitre III : Résultats de la simulation

(a) DRR

Dii
(b) Dθθ

(c) DZZ (d) σTresca=2τmax [MPa]

FIG. III 27 : Endommagement M4 où le mode II n’est pas encore couplé. Ici cette simulation est à
la fin du refroidissement final pour le procédé creuset froid, pour une modélisation d’un procédé
à une unique coulée. On y montre les endommagements de mode I et le critère de mode II dans le
colis, τmax.
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Endommagements par le modèle de CDM ÂM4

(a) DRR

Dii
(b) Dθθ

(c) DZZ (d) σTresca=2τmax [MPa]

FIG. III 28 : Endommagement M4 où le mode II est couplé. Ici cette simulation est à la fin du
refroidissement final pour le procédé creuset froid, pour la même modélisation d’un procédé à
une unique coulée. On y montre les endommagements valables pour le mode I à cœur et pour le
mode II en périphérie du colis. Le critère de mode II est aussi illustré dans le colis (τmax), à l’issue
de la réactualisation des contraintes par l’endommagement de mode II.
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Chapitre III : Résultats de la simulation

III.4.3 Résumé des résultats d’endommagement

L’endommagement de mode I et l’endommagement de mode II ont été illustrés tout d’abord

sur des cas simples.

Pour le mode I, ces simulations simples sont celles d’échantillons de trempe où la fissura-

tion macroscopique a été caractérisée expérimentalement. La modélisation de tels essais permet

l’identification de paramètres énergétiques employés pour rendre compte de la propagation ex-

périmentale des fissures de mode I. En effet, à l’issue du code d’endommagement utilisé (M4),

l’endommagement est par nature majoritairement un endommagement d’initiation.

Pour le mode II, des chargements sont simulés en repère cartésien dans un cube, et constituent

essentiellement un outil de validation sur des cas test de la loi de comportement en endommage-

ment (dont la loi de réactualisation de l’endommagement qui est associée au modèle M4 couplé).

Ces cas test sont soit très spécifiques, soit volontairement plutôt généraux pour évaluer la tenue

du modèle M4 lors du chargement 3D.

En se reposant sur l’ensemble des physiques modélisées précédemment, l’endommagement

est ensuite étudié en détail sur les procédés de vitrification illustrés ici, à savoir le procédé creuset

chaud expérimental, celui creuset froid expérimental, et un procédé creuset froid extrapolé pour

une coulée monobloc du verre dans le conteneur. Les surfaces de fracturation y sont également

rapportées afin de pouvoir en faire une étude comparative (à l’issue des codes de fracturation

adaptés au modèle en cours : M4 couplé en endommagement de mode II ou non couplé).
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Conclusion générale et

perspectives

L’approche retenue dans le travail de thèse pour la modélisation et la simulation du comporte-

ment à long terme de déchets radioactifs vitrifiés repose sur l’application de physiques successives

qui ont été appliquées et adaptées au cas des colis simulés.

La simulation thermique du procédé de vitrification est primordiale pour toute la suite du com-

portement du colis en tant que structure à la réponse thermomécanique. Elle a reposé sur des

expériences de vitrification de colis à l’échelle 1:1 dont une a été modélisée en flux thermiques

homogénéisés pour reproduire la thermique expérimentale. Cette modélisation nous permet d’ex-

trapoler ces conditions aux limites thermiques à des procédés aux paramètres modifiés, en sup-

posant la présence d’un terme source de chaleur (puissance thermique des colis chauds) et sa

décroissance sur le long terme.

La relaxation structurale du verre a été modélisée pour le volume massique et le module d’élas-

ticité en cisaillement dans la loi de comportement viscoélastique appliquée au calcul de struc-

ture du colis sous sollicitations thermiques. Au travers de différentes conditions aux limites ther-

miques, et pour un colis ayant des caractéristiques au plus près du procédé expérimental, nous

avons illustré la variation de la température de transition vitreuse en fonction de l’histoire ther-

mique pendant le refroidissement et la solidification du verre dans le colis.

L’importance de la réponse mécanique viscoélastique du colis, vis-à-vis de la fracturation, a

exigé le couplage de la viscoélasticité à un modèle d’endommagement dont il a fallu contrôler et

adapter la physique au cas qui nous concerne ici. Ce modèle employé, qui entre dans le cadre de

la mécanique de l’endommagement continu, est formulé de façon robuste du point de vue de la

loi de comportement. Dans notre modèle, l’endommagement augmente linéairement en fonction

des contraintes, entre la contrainte seuil et la contrainte critique. Cependant, il est tout à fait pos-

sible de prendre en compte une phénoménologie plus complexe par une évolution modifiée de la

variation d’endommagement.

D’un point de vue énergétique, la dissipation dans le modèle permet d’extraire les surfaces de



fracturation qu’on suppose créées lors de l’augmentation d’endommagement dans le modèle. Ces

surfaces peuvent être identifiées lors d’expériences de fracturation où on cherche à déterminer

la morphologie de la fissuration macroscopique, afin de pouvoir estimer le comportement des

surfaces en configuration de lixiviation du verre.

En perspectives de ce travail de thèse, un certain nombre d’améliorations sont possibles pour

tâcher de rendre les modèles plus précis. On ordonne ces considérations selon les physiques suc-

cessives entreprises ici :

✧ Étudier et considérer la relaxation structurale des propriétés thermiques du verre, lors du

calcul thermique, ce qui modifierait (probablement faiblement) le profil des températures.

✧ Pour la relaxation structurale, dans le calcul thermomécanique :

✼ Il serait souhaitable d’obtenir une détermination complète des paramètres de relaxation

pour le verre nucléaire utilisé, la simulation ayant été effectuée avec des paramètres de la

littérature.

✼ Étudier les couplages entre l’endommagement et la viscoélasticité et leurs effets sur la

stabilisation du verre (contraintes partielles de Soules et al. [SBR+87]).

✼ Étudier les effets de fluage de l’acier sur le comportement global du colis.

✧ Pour l’endommagement dans les modèles :

✼ Dans le cadre des modèles de Sun et Khaleel (M4 couplé en mode II, à ce jour) :

✦ écrire une version du modèle reposant sur les valeurs propres de D , dans un cadre gé-

néralisé où on rétablit des rotations dans la loi de comportement (elles sont négligées

dans le modèle car le plus souvent faibles),

✦ cumuler mode I et mode II de rupture.

✼ Amélioration de la caractérisation expérimentale de la phénoménologie de l’endomma-

gement (seuils, fracturation macroscopique expérimentale) :

✦ de mode I en conditions de traction triaxiale similaires à celles en cœur du colis,

✦ de mode II, pour en répercuter le comportement sur les modèles. Dans ce cadre peut-

être, modéliser de façon plus réaliste le contact acier/verre, la transmission de la pres-

sion de l’acier au verre éventuellement endommagé, et étudier si le verre doit conserver

cette pression dans l’endommagement de mode II.

✼ Coupler les phénomènes de propagation de la fissuration (mécanique de la rupture) au

modèle d’endommagement mésoscopique. Mieux prendre en compte le réseau de fis-

sures réel par des techniques d’homogénéisation et de changements d’échelles.

De façon générale, on peut noter que le problème qui était à traiter est complexe. Une des

difficultés majeures réside dans le côté multi-échelles de la problématique. En effet, l’échelle des

fissures, voire des micro-fissures, n’a rien à voir avec l’échelle macroscopique du colis. À l’échelle

de la fissure, seules les approches de mécanique de la rupture sont susceptibles de fournir des

résultats d’initiation et de propagation vraiment fiables. Malheureusement, peu d’outils existent
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à l’heure actuelle pour passer de cette échelle à une vision de l’endommagement telle que nous

l’avons proposée.

Certes, différents auteurs (Marigo [BFM08], . . . ) ont travaillé cette question de façon très origi-

nale mais il était difficile de prendre en compte leurs travaux dans notre modèle. C’est la raison

pour laquelle nous avons choisi cette approche simplifiée, qui pourtant a soulevé de nombreuses

questions au cours de son implantation, notamment dans la gestion des physiques en jeu.

L’approche retenue dans le travail de la thèse est néanmoins associée à la quantification statis-

tique des phénomènes de fracturation. Ce choix qui a guidé la modélisation permet de disposer

au final d’un outil d’évaluation et de prévision du refroidissement des colis. Ce travail aura fourni

une première vision des choses et il pourra être progressivement amélioré dans l’avenir.

147



148



Annexe





ANNEXE

A

Identification des coefficients
C1 et C2 dans les modèles de
Sun et Khaleel



Annexe A : Identification des coefficients C1 et C2 dans les modèles de Sun et Khaleel

Cette annexe présente les résolutions de systèmes d’équations nécessaires à l’identification des
coefficients C1 et C2 sur des essais de traction simple (mode I) dans les modèles de Sun et Khaleel
(le modèle original, M1, vient de la RÉF. [SK04]). Nous ne nous attachons ici qu’à des aspects ma-
thématiques, ce qui risque généralement de mettre de côté les justifications physiques de telles
identifications.

A.1 Modèle M1

A.1.1 Rappel sur le calage en traction simple

C’est une identification dont le résultat est formulé par Sun et Khaleel dans leur modèle ini-
tial [SK04].

Hypothèses lors de l’essai de traction :¨
σ11=σT

σ22=σ33=σ12=σ23=σ31= 0¨
D11=D
D22=D33=D12=D23=D31= 0¨
ǫ11= ǫT 6= 0
ǫ22= ǫ33= ǫP

Quand l’endommagement D11 devient égal à 1, à la rupture, le système d’équations devient :




σT

0

...

0




=




0

...

0




=




λ+2µ+2(C1+C2) λ+C1 λ+C1 0 0 0
λ+C1 λ+2µ λ 0 0 0
λ+C1 λ λ+2µ 0 0 0

0 0 0 µ 0 0
0 0 0 0 µ 0
0 0 0 0 0 µ







ǫT

ǫP

ǫP

2ǫτa

2ǫτb

2ǫτc




⇐⇒





ǫτI = 0 ,I =a ,b ,c
(λ+2µ+2(C1+C2))ǫT +2(λ+C1)ǫP =σT = 0 (11)
(λ+C1)ǫT +2(λ+µ)ǫP = 0 (22) ou (33)

Si tr(ǫ)= 0 alors :

(22) ou (33)⇒C1=µ

Et il vient :

(11)⇒C2=−
3

2
µ

Remarquons que pour une déformation quelconque, avec cette identification de l’endomma-
gement en traction, les contraintes s’écrivent dans la base de vecteurs propres du tenseur D utili-
sée ci-dessus, pour D = 1 dans un cas général :





τI = 2µǫτI ,I =a ,b ,c

σ11=(λ+µ)tr(ǫ)

σ22=λtr(ǫ)+µǫ11+2µǫ22

σ33=λtr(ǫ)+µǫ11+2µǫ33



 σi i =(λ+µ)tr(ǫ) , i = 1,2,3 dans le cas où ǫ22= ǫ33
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Modèle M1

Notons ainsi particulièrement que les contraintes de cisaillement ont un comportement iden-
tique au cas non endommagé avec une rigidité purement élastique.

A.1.2 Calage en traction biaxiale

Hypothèses lors de l’essai de traction :¨
σ11=σ22=σT

σ33=σ12=σ23=σ31= 0
¨

D11=D22=D
D33=D12=D23=D31= 0

¨
ǫ11= ǫ22= ǫT 6= 0
ǫ33= ǫP

Quand les endommagements D11 et D22 deviennent simultanément égaux à 1, à la rupture, le
système d’équations devient :




σT

σT

0

...

0




=




0

...

0




=




λ+2µ+2(C1+C2) λ+2C1 λ+C1 0 0 0
λ+2C1 λ+2µ+2(C1+C2) λ+C1 0 0 0
λ+C1 λ+C1 λ+2µ 0 0 0

0 0 0 µ 0 0
0 0 0 0 µ 0
0 0 0 0 0 µ







ǫT

ǫT

ǫP

2ǫτa

2ǫτb

2ǫτc




⇐⇒





ǫτI = 0 ,I =a ,b ,c
(2(λ+µ)+2(2C1+C2))ǫT +(λ+C1)ǫP =σT = 0 (11) ou (22)
2(λ+C1)ǫT +(λ+2µ)ǫP = 0 (33)

Si tr(ǫ)= 0 alors :

(33)⇒C1= 2µ

Et il vient :

(11) ou(22)⇒C2=−3µ

Avec cette nouvelle identification, les contraintes s’écrivent dans la base de vecteurs propres
du tenseur D utilisée ci-dessus, pour D = 1 :





τI = 2µǫτI ,I =a ,b ,c

σ11=λtr(ǫ)+4µǫ22+2µǫ33

σ22=λtr(ǫ)+4µǫ11+2µǫ33

σ33=(λ+2µ)tr(ǫ)



 σi i =(λ+2µ)tr(ǫ) , i = 1,2,3 dans le cas où ǫ11= ǫ22

Notons là aussi que les contraintes de cisaillement ont un comportement identique au cas non
endommagé avec une rigidité purement élastique.
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Annexe A : Identification des coefficients C1 et C2 dans les modèles de Sun et Khaleel

A.2 Modèle M2

A.2.1 Version corrigée du calage en traction simple

Prenons les mêmes hypothèses lors de l’essai de traction que pour M1 :¨
σ11=σT

σ22=σ33=σ12=σ23=σ31= 0
¨

D11=D
D22=D33=D12=D23=D31= 0

¨
ǫ11= ǫT 6= 0
ǫ22= ǫ33= ǫP

Comme le chargement se fait suivant (11) et que le cisaillement devient anisotrope dans M2,
il convient de choisir par convention l’ordre dans lequel apparaissent les cisaillements dans la
matrice de rigidité.

La convention choisie ci-dessous pour représenter la matrice de rigidité est différente de celle
d’Abaqus/Standard pour une routine UMAT.

Quand l’endommagement D11 devient égal à 1, à la rupture, le système d’équations devient :




σT

0

...

0




=




0

...

0




=




λ+2µ+2(C1+C2) λ+C1 λ+C1 0 0 0
λ+C1 λ+2µ λ 0 0 0
λ+C1 λ λ+2µ 0 0 0

0 0 0 µ+ C2
2

0 0
0 0 0 0 µ 0
0 0 0 0 0 µ+ C2

2







ǫT

ǫP

ǫP

2ǫ12

2ǫ23

2ǫ31




Deux choix se posent alors à nous pour résoudre ce système : soit on continue à supposer des
ǫ12, ǫ23 ou ǫ31 négligeables dans cette base pour toutes les sollicitations à venir du comportement
endommagé, soit on introduit un C2 adapté pour annuler, par exemple, certaines sollicitations en
cisaillement pour toute déformation correspondante.

La première alternative nous renvoie au (C1,C2) calculés pour le modèle précédent M1. Appli-
quer ces coefficients ici ne provoque pas a priori le changement du signe du déterminant de la
matrice de rigidité – pour cet unique endommagement D11 entre 0 et 1.

La deuxième alternative conduit au nouveau système d’équations :

⇐⇒





ǫ23= 0
2(µ+ C2

2 )ǫIJ = 0 ,IJ = 12,31
(λ+2µ+2(C1+C2))ǫT +2(λ+C1)ǫP =σT = 0 (11)
(λ+C1)ǫT +2(λ+µ)ǫP = 0 (22) ou (33)

Les cisaillements donnent alors :

C2=−2µ

Si tr(ǫ)= 0 alors on ne peut pas résoudre ((22) ou (33)) et (11) simultanément.

Nécessairement tr(ǫ) 6= 0, mais C1 n’admet pas de racine dans ℜ à l’issue de son écriture dans
une équation du second degré (et après élimination de ǫT /tr(ǫ) ou ǫP/tr(ǫ) de ce système d’équa-
tions). L’identification n’est donc ici pas possible.
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Modèle M2

A.2.2 Version corrigée du calage en traction biaxiale

Prenons les mêmes hypothèses lors de l’essai de traction que pour M1 :¨
σ11=σ22=σT

σ33=σ12=σ23=σ31= 0¨
D11=D22=D
D33=D12=D23=D31= 0¨
ǫ11= ǫ22= ǫT 6= 0
ǫ33= ǫP

Comme le chargement se fait suivant (11) et (22) et que le cisaillement devient anisotrope dans
M2, il convient de choisir par convention l’ordre dans lequel apparaissent les cisaillements dans la
matrice de rigidité. Rappelons que la convention choisie ci-dessous est différente de celle d’Aba-
qus/Standard pour une routine UMAT.

Quand les endommagements D11 et D22 deviennent simultanément égaux à 1, à la rupture, le
système d’équations devient :




σT

σT

0

...

0




=




0

...

0




=




λ+2µ+2(C1+C2) λ+2C1 λ+C1 0 0 0
λ+2C1 λ+2µ+2(C1+C2) λ+C1 0 0 0
λ+C1 λ+C1 λ+2µ 0 0 0

0 0 0 µ+C2 0 0

0 0 0 0 µ+
C2
2 0

0 0 0 0 0 µ+
C2
2







ǫT

ǫT

ǫP

2ǫ12

2ǫ23

2ǫ31




Deux choix se posent à nouveau à nous pour résoudre ce système : soit on continue de suppo-
ser des ǫ12, ǫ23 ou ǫ31 négligeables dans cette base pour toutes les sollicitations à venir du com-
portement endommagé, soit on introduit un C2 adapté pour annuler certaines sollicitations en
cisaillement, par exemple.

La première alternative nous renvoie au (C1,C2) calculés pour le modèle précédent M1 ce qui
produit ici les composantes dont un changement de signe a été remarqué sur la deuxième moitié
de la diagonale de la matrice de rigidité. Entre le moment où (D11,D22)= (0,0) et (D11,D22)= (1,1),
le déterminant de la matrice de rigidité change effectivement de signe.

La deuxième alternative nous conduit quant à elle au nouveau système d’équations :

⇐⇒





2(µ+C2)ǫ12= 0
2(µ+ C2

2 )ǫIJ = 0 ,IJ = 23,31
(2(λ+µ)+2(2C1+C2))ǫT +(λ+C1)ǫP =σT = 0 (11) ou (22)
2(λ+C1)ǫT +(λ+2µ)ǫP = 0 (33)

Le cisaillement (12) donne alors :
C2=−µ

Si tr(ǫ) = 0 alors on peut montrer qu’on ne peut pas résoudre ((11) ou (22)) et (33) simultané-
ment. Nécessairement tr(ǫ) 6= 0 et on a :

⇐⇒





ǫIJ = 0 ,IJ = 23,31
(λ+2C1)−C1

ǫP
tr(ǫ) =

σT
tr(ǫ) = 0 (11) ou (22)

(λ+C1)+(2µ−C1)
ǫP

tr(ǫ) = 0 (33)

Ces solutions possibles impliquent alors une relation précise entre ǫT , ǫP ou ǫ, en fonction de
la valeur C1.

L’équation du second degré en C1 obtenue de (11) ou (22) et (33) a deux solutions possibles de
signes contraires avec ci-dessous λ

2µ =
ν

1−2ν > 0 (comme ν < 0,5) :
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Annexe A : Identification des coefficients C1 et C2 dans les modèles de Sun et Khaleel

¨
C1= 2µ

�
1+
p

1+ ν
1−2ν

�
> 0

C2=−µ
et

¨
C1= 2µ

�
1−
p

1+ ν
1−2ν

�
< 0

C2=−µ

Remarquons que pour une déformation quelconque, à la suite de cet endommagement total
de traction, les contraintes de cisaillement s’écrivent dans la base de vecteurs propres du tenseur
D utilisée ci-dessus :





σ12= 0
σ23=µǫ23

σ31=µǫ31

Et donc pour ce double endommagement D11 et D22 la contrainte de cisaillement liée aux deux
axes de traction sera toujours nulle quelque soit ǫ12 alors que les autres cisaillements avec un
unique axe non endommagé dans leur plan sont modulés de moitié par rapport au cas purement
élastique.

Cette conclusion restera vraie dans le cas de coefficients calés sur la traction triaxiale pour un
endommagement total selon 2 axes (et aucun selon le 3e axe).

A.3 Cas de la traction triaxiale

Hypothèses communes lors de l’essai de traction :¨
σ11=σ22=σ33=σT

σ12=σ23=σ31= 0¨
D11=D22=D33=D
D12=D23=D31= 0

ǫ11= ǫ22= ǫ33= ǫT 6= 0

Quand les endommagements D11, D22 et D33 deviennent simultanément égaux à 1, à la rup-
ture, le système d’équations devient :




0

...

0




=




λ+2µ+2(C1+C2) λ+2C1 λ+2C1 0 0 0
λ+2C1 λ+2µ+2(C1+C2) λ+2C1 0 0 0
λ+2C1 λ+2C1 λ+2µ+2(C1+C2) 0 0 0

0 0 0 µ+C2 0 0
0 0 0 0 µ+C2 0
0 0 0 0 0 µ+C2







ǫT

ǫT

ǫT

2ǫ12

2ǫ23

2ǫ31




⇐⇒
¨

2(µ+C2)ǫIJ = 0 ,IJ = 12,23,31
(3λ+2µ+6C1+2C2)ǫT =σT = 0 (11), (22) ou (33)

Si on se place dans le cadre du modèle M1 où les cisaillements sont supposés négligés alors il
n’y a pas unicité de la solution en (C1,C2) qui se trouve sur la droite :

3λ+2µ+6C1+2C2= 0

Par contre dans le cadre du modèle corrigé en cisaillement M2 on résout (12), (23) et (31) en
fixant :

C2=−µ

donc d’après l’équation de la droite :
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Cas de la traction triaxiale

C1=−
λ

2

Ceci se vérifie aussi avec l’écriture tensorielle de la relation constitutive corrigée :

σ=λ(tr(ǫ))1+2µǫ+C1tr(ǫ ·D)1+C1(trǫ)D+C2(ǫ ·D+D ·ǫ)

avec 1 le tenseur unité et pour laquelle en faisant D = 1 on obtient le cas limite :

σ= 0=(λ+2C1)(tr(ǫ))1+2(µ+C2)ǫ

Qu’on peut résoudre quel que soit ǫ en commençant par annuler les termes non diagonaux :

µ+C2= 0

Puis les termes diagonaux restants :

λ+2C1= 0

On remarque ici qu’on a aucun reliquat des déformations sur les contraintes de cisaillement
lorsqu’on est totalement endommagé, contrairement au modèle M1.
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Identification des coefficients C1 et C2 dans les modèles de Sun et Khaleel
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Sur la modélisation et la simulation du comportement mécanique endommageable de verres

borosilicatés sous sollicitation thermique

Résumé

On étudie le comportement thermomécanique de colis de déchets vitrifiés par mo-

délisation multi-physiques. Les colis sont réalisés avec un conteneur en acier inoxydable

dans lequel est coulé un verre borosilicaté. Pour le verre, la méthode des éléments finis

est employée pour les calculs thermiques, la relaxation structurale du volume massique,

le comportement viscoélastique et l’endommagement. Ces lois consécutives modélisent

l’influence de la sollicitation thermique initiale.

La relaxation structurale du verre, issue du modèle TNM-KAHR, permet la prise en

compte d’effets fondamentaux quant à la transition vitreuse, en fonction des traitements

thermiques expérimentaux et simulés.

Lorsque le verre dépasse localement une criticité du champ de contrainte, on pro-

cède au couplage du calcul de structure viscoélastique, pour le verre solide en relaxation,

avec la mécanique de l’endommagement qui réactualise la rigidité et les contraintes en

mode I et en mode II.

On applique cette méthodologie complète de simulation à l’issue des adaptations

nécessaires au cas de blocs de verre massifs en solidification. Ces modèles permettent

alors l’obtention de surfaces de fracturation quantifiées, dans le verre, à partir de l’éner-

gie dissipée par le modèle d’endommagement.

On the modeling and simulation of the mechanical behavior and damage of borosilicate glass

under thermal loading

Abstract

We study the thermomechanical behavior of vitrified waste packages by multi-

physics modeling. The packages are manufactured by the cast of borosilicate glass into

stainless steel canisters. The finite element method is used for the thermal computa-

tions. In the glass, the finite element analysis is also used to compute the specific volume

evolution and the viscoelastic behavior, due to the structural relaxation of glass, as well

as the simulation of the damage behavior. These consecutive behavior laws model the

influence of the initial thermal response.

Glass structural relaxation is computed using the TNM-KAHR model, which allows us

to take into account fundamental phenomena of the glass transition, depending on the

results of experimental and simulated thermal treatments.

For the solid glass within this relaxation process, the stress may locally increase

beyond critical values. The viscoelastic structure simulation is then coupled with conti-

nuum damage mechanics where stresses and stiffness are updated in mode I and

mode II.

We apply this simulation protocol after adopting conditions relative to the case of

these manufactured bulky solidifying glass casts. The models then allow us to quantify

the cracking surfaces inside the glass from the energy dissipated within the damage mo-

del.


