
 

UNIVERSITÉ DE STRASBOURG 

 
 

ÉCOLE DOCTORALE  

 INSTITUT DE RECHERCHE MATHÉMATIQUE  AVANCÉE  

 
 

THÈSE  présentée par : 

 Laila TOUFAYLI  
 

soutenue le : 18 Janvier 2013 
 

 

pour obtenir le grade de : Docteur de l’université de Strasbourg 

Discipline/ Spécialité : MATHÉMATIQUES 

 

TITRE de la thèse : 

Stabilisation polynomiale  et contrôlabilité 
exacte des équations des ondes par des 

contrôles indirects et dynamiques 

 

 
 

 
THÈSE dirigée par : 

M. B. RAO                                         Professeur, Université de Strasbourg  
M. A. WEHBE Professeur, université Libanaise 

 

RAPPORTEURS : 
M. S. NICAISE Professeur, Université de Valenciennes 
M. F. AMMAR-KHODJA Maitre de conférences HDR, Universite de Franche-Comté 
 

 

AUTRES MEMBRES DU JURY : 
M. V. KOMORNIK Professeur, Université de Strasbourg 
M. A. MOURAD Professeur, Université  Libanaise 
M. H. IBRAHIM Maitre de conférences, Université Libanaise 



 

Laila TOUFAYLI 

Stabilisation polynomiale  et 
contrôlabilité exacte des 

équations des ondes par des 
contrôles indirects et 

dynamiques 

 

 

Résumé 

La thèse est portée essentiellement sur la stabilisation et la contrôlabilité de deux équations des 
ondes moyennant un seul contrôle agissant sur le bord du domaine. Dans le cas du contrôle 
dynamique, le contrôle est introduit dans le système par une équation différentielle agissant sur le 
bord. C'est en effet un système hybride. Le contrôle peut être aussi applique directement sur le bord 
d'une équation, c'est le cas du contrôle indirecte mais non borne. La nature du système ainsi couple 
dépend du couplage des équations, et ceci donne divers résultats par la stabilisation (exponentielle 
et polynomiale) et la contrôlabilité exacte (espace contrôlable). Des nouvelles inégalités d'énergie 
permettent de mettre en œuvre la Méthode fréquentielle et la Méthode d'Unicité de Hilbert. 

Mots-clés : semi groupes , équations des ondes, système d'équations couplées, contrôle 
dynamique frontière, contrôle direct, méthode de HUM, méthode des multiplicateurs, méthode 
fréquentielle, stabilité forte, stabilité uniforme, stabilité polynomiale, contrôlabilité exacte. 

 

Résumé en anglais 

This thesis is concerned with the stabilization and the exact controllability of two wave equations by 
means of only one control acting on the boundary of the domain.  In the case of dynamic control, the 
control is introduced into the system by differential equation acting on the boundary. It is indeed a 
hybrid system. The control can be also applied directly on the boundary of one of the equations. In 
this case, the control is indirect but unbounded. The behavior of the obtained system depends on the 
ways of coupling.  Various results are established for the stabilization (exponential or polynomial) 
and the exact controllability (controllable space of initial data). A new inequality of energy allows to 
apply the Frequency Method and the Hilbert Uniqueness Method. 

Keywords: semi-group, wave equations, coupled system, boundary dynamical control, HUM 
method, multiplier method, frequency domain method, uniform stability, polynomial stability, exact 
controllability. 
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Introduction

Le mécanisme des contrôles indirects et dynamiques a été introduit par Russell

dans [30]. Depuis lors, il a retenu l'attention de nombreux chercheurs, citons par

exemple les articles [50, 49, 48, 56, 60, 57] sur la stabilisation et la contrôlabilité

exacte des systèmes hyperboliques par des feedbacks ou des contrôles internes et

frontières indirectes et [4, 1, 3, 2], sur la stabilisation et la controlabilité exacte des

systèmes hyperboliques par des feedbacks ou des contrôles frontières dynamiques.

La thèse est consacrée à l'étude de la stabilisation polynomiale et la contrôlabilité

exacte de quelques systèmes d'équations des ondes couplées par des feedbacks ou

des contrôles indirects et dynamiques.

Partie 1. Stabilisation et contrôlabilité exacte frontière de système d'équa-

tion des ondes par des contrôles dynamiques.

Soit Ω un ouvert borné non vide de RN ayant une frontière Γ de classe C2 com-

posée de deux morceaux : Γ0 la partie encastrée et Γ1 la partie où on applique

un amortissement dynamique où ν = (ν1, ν2, ..., νN) est le vecteur normal unitaire
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exterieur à Γ. On suppose qu'il existe une constante γ > 0 telle que

(m · ν) ≥ γ−1, ∀ x ∈ Γ1 (H1)

et

(m · ν) ≤ 0, ∀ x ∈ Γ0 (H2)

où m(x) = x−x0 et (·, ·) désigne le produit scalaire dans RN . On pose R = ‖m‖∞.

Chapitre 1. Dans ce chapitre, on a étudié la stabilisation frontière d'une équation

des ondes sous l'action d'un amortissement dynamique. On considère l'équation

suivante :



utt −∆u = 0, dans Ω× R+,

u = 0, sur Γ0 × R+,
∂u

∂ν
+ η(t) = 0, sur Γ1 × R+,

ηt(t)− ut(t) = −η(t), sur Γ1 × R+,

(0.0.1)

où η désigne l'amortissement dynamique. Les conditions initiales sont données par

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω, (0.0.2)

η(0) = η0, x ∈ Γ1, (0.0.3)

Dans [1], Wehbe a étudié la stabilisation du système (0.0.1) dans le cas monodi-

mensionnel. En utilisant la méthode de décomposition spectrale de Sz-Nagy-Foias,

Foguel et Benchimol (voir [20]), il a montré que le système est fortement stable.

Puis par une méthode de perturbation compacte de Russell, il a montré la non sta-

bilité uniforme du système. En�n, par une méthode de multiplicateurs, il a établi
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un tau de décroissance polynomial de l'énergie et par une méthode spectrale, il a

prouvé l'optimalité du tau obtenu.

Dans le cas multidimensionnel, la résolvante de l'opérateur in�nitésimal du semi-

groupe associé est non compacte dans l'espace de l'énergie. Ainsi, pour étudier

la stabilité forte du système, les méthodes classiques de décomposition spectrale

de Sz-Nagy-Foias, Foguel et Benchimol (voir [20]) ne s'appliquent pas. De plus, à

cause de la nature de l'espace de l'énergie, la méthode de perturbation compacte de

Russell ne s'applique pas dans ce cas. Pour contourner le problème, on a construit

une suite d'éléments du domaine de l'opérateur in�nitésimal du semi-groupe associé

et on a montré que la résolvante de l'opérateur n'est pas uniformément bornée sur

l'axe immaginaire. Grâce à un théorème de Huang et Prüss (voir [33], [34]), on en

déduit que le système n'est uniformément stable. Il est donc naturel d'espérer un

taux de décroissance polynomial de l'énergie. Par une méthode de multiplicateurs,

on a établi un taux de décroissance polynomial de l'énergie du système pour toutes

solutions régulières. Plus précisement, on a montré :

Theorem 0.0.1. Supposons que les conditions géométriques (H1) et (H2) soient

véri�ées. Pour toute donnée initiale régulière, il existe une constante M > 0 dé-

pendant seulement de u0 telle que l'énérgie E(t) du système (0.0.1) satisfait l'esti-

mation suivante :

E(t) ≤ E(0)
2M

M + t
, ∀t ≥ 0. (0.0.4)

En�n, par une approximation de densité, on obtient la stabilisation forte du sys-

tème. Ce travail est une généralisation des résultats publiés dans [1].
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Chapitre 2. Dans ce chapitre, on s'intéresse à la contrôlabilité exacte de l'équation

des ondes avec un contrôle frontière dynamique. On considère le système suivant :



utt −∆u = 0, dans Ω× [0, T ],

u = 0, sur Γ0 × [0, T ],

∂u
∂ν

+ η = 0, sur Γ1 × [0, T ],

ηt − ut = v, sur Γ1 × [0, T ],

(0.0.5)

avec les données initiales suivantes

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω, (0.0.6)

η(x, 0) = η0, x ∈ Γ1, (0.0.7)

où v est le contrôle dynamique.

Dans le cas monodimensionnel, la contrôlabilité exacte du système (0.0.5) a été

étudiée par Wehbe dans [2]. D'abord, il a établi deux inégalités d'observabilité di-

recte et inverse. Ensuite, il a montré que le système est exactement contrôlable par

un contrôle frontière dynamique.

Dans le cas multidimensionnel, des di�cultés dues à la présence du contrôle dya-

mique sur la frontière necéssitent des nouvelles techniques pour établir la contrô-

labilité exacte du système. En e�et, pour appliquer la méthode HUM, le système

ne peut pas s'écrire sous une forme abstraite du second ordre. D'abord, par une

méthode de multiplicateurs, on établi le résultat d'observabilité suivant :

Theorem 0.0.2. Soit T > 2R. Alors il existe une constante c1 > 0 telle que

pour toute donnée initiale régulière Φ0 = (ϕ0, ϕ1, η0), la solution Φ(x, t) du système
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homogène (0.0.5), satisfait l'inégalité inverse suivante :

‖Φ0‖2
H ≤ c1

∫ T

0

[ ∫
Γ1

|∂νϕ|2 dΓ +

∫
Γ1

|∂νϕt|2 dΓ

]
dt. (0.0.8)

Ensuite, on a adapté la méthode HUM (voir [39], [40], [24]) au système abstrait

du premier ordre et on a montré que le système est exactement contrôlable par un

contrôle frontière dynamique pour des données initiales usuelles. Plus précisement :

Theorem 0.0.3. Soit T > 2R. Alors pour tout donnée initiale usuele, il existe un

contrôle

v(t) = v0(t)− d

dt
v1(t), v0, v1 ∈ L2(0, T ;L2(Γ1))

tel que la solution (u, η) de problème (0.0.5) véri�e la condition �nale

u(T ) = ut(T ) = η(T ) = 0.

Partie 2. Stabilisation et contrôlabilité exacte d'un système d'équations

des ondes par un feedback et un contrôle frontière ou interne indirect.

Chapitre 3. Soit Ω un ouvert borné dans RN ayant une frontière régulière Γ

de classe C2 et ν le vecteur unitaire normal exterieur à Γ. Dans ce chapitre, on a

considéré un système de deux équations des ondes couplées avec un contrôle interne

localement distribué dans Ω au voisinage de Γ et aggissant sur une seule équation :
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utt −∆u− byt = 0 , dans Ω× R+,

ytt − a∆y + but + cyt = 0 , dans Ω× R+,

u = y = 0, sur Γ× R+,

(0.0.9)

où a est une constante strictement positive, b, c ∈ C1(Ω;R+). Les conditions ini-

tiales sont données par

(u(x, 0), y(x, 0)) = (u0, y0), (ut(x, 0), yt(x, 0)) = (u1, y1). (0.0.10)

Soit α > 0, on dé�nit l'ouvert Oα par :

Oα ≡ {x ∈ Ω : | x− y |< α, y ∈ Γ}. (0.0.11)

Il est clair que si α est su�sament petite, on a Oγ ⊂ Ω. On suppose qu'il existe

une constante positive β > 0 tel que la fonction c vérri�e :

c(x) > 0, ∀x ∈ Oα ⊂ Ω. (0.0.12)

Dans [7], Kapitonov a étudié la stabilité indirecte de système (0.0.9) dans le cas

où le support de b coincide avec le support de c. Sous la condition d'égalité de

vitesse de propagation, a = 1, il a établi un taux de décroissance exponentiel de

l'énérgie du système. En revanche, quand les vitesses sont di�érentes, aucun taux

de décroissance de l'énergie n'est discuté.

Dans [10], Ammar-Khodja et Bader ont étudié la stabilité indirecte du système

(0.0.9) dans le cas monodimensionnel où le support de b et le support de c sont

disjoints. Sous la condition d'égalité de vitesse de propagation, a = 1, ils ont établi
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un taux de décroissance exponentiel de l'énérgie dans un sous espace orthogonal à

un sous espace de dimension �nie mais non précisé. En revanche, quand les vitesses

sont di�érentes, ils ont prouvé la stabilisation forte et non exponentiel mais aucun

taux de décroissance de l'énergie n'est discuté.

Notre objectif est de généraliser les résultats publiés dans [7] dans le cas a 6= 1.

Pour cela, on suppose qu'il existe γ > 0 tel que :

Oγ ⊂ Oα ⊂ Ω et b(x) ≥ b0 pour tout x ∈ Oγ (Q 1)

et

supp∂ib ⊂ Oα, pour tout i = 1, 2..., N (Q 2)

D'abord, sous la condition a = 1, en utilisant un théorème de Huang (voir[33]) et

Pruss(voir[34]), on établit la stabilisation uniforme du système :

Theorem 0.0.4. Supposons que les conditions (Q1) et (Q2) sont véri�ées et b ≥

0. Soit a = 1. Alors, il existe des constantes strictement positives ω > 0 et M ≥ 1

telles que l'enérgie E(t) du système (0.0.9) véri�e l'estimation suivante :

E(t) ≤Me−ωt, ∀ t ≥ 0

pour toute solution faible du système (0.0.9).

Ensuite, dans le cas a 6= 1, en utilisant un théorème de Huang (voir[33]) et Pruss

(voir[34]), on montre la non stabilité uniforme du système (0.0.9). En�n, on utilise

un résultat de [63] (voir aussi [41]) pour établir le taux de décroissance polynomial

suivant :
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Theorem 0.0.5. Supposons que les conditions (Q1) et (Q2) sont véri�ées et b ≥

0. Soit a 6= 1 Alors, il existe une constante strictement positive C telle que l'énergie

E(t) du système (0.0.9) véri�e l'estimation suivante :

E(t) ≤ C

t
, ∀ t > 0 (0.0.13)

pour toute solution régulière du système (0.0.9).
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Chapitre 4. Dans ce chapitre, on considère le même système du chapitre 3 dans le

cas monodimensionnel sur ]0, 1[. A la di�érence du cas multidimensionnel, on sup-

pose qu'il existe 0 ≤ α < α̂ ≤ 1 tels que la fonction c est strictement positive sur

]α, α′[. Alors l'amortissement est localisé à l'interieur du domaine et pas necessai-

rement au voisinage de la frontière. On suppose, de plus, qu'il existe 0 < γ < β < 1

tels que

[γ, β] ⊂ [α, α′], et b(x) ≥ b0 > 0 pour toutx ∈ ]γ, β[ (Q 3).

Chapitre 5. Dans ce chapitre, on a étudié la stabilsation frontière d'un système

multidimensionnel de deux équations des ondes couplées :

utt −∆u+ byt = 0 , dans Ω× R+,

ytt −∆y − but = 0 , dans Ω× R+,

u = 0, sur Γ× R+,

y = 0, surΓ0 × R+,

∂y
∂ν

= −yt surΓ1 × R+,

(0.0.14)

où ν est le vecteur unitaire normal exterieur à Γ et b ∈ R. Les conditions initiales

sont données par

(u(x, 0), y(x, 0)) = (u0(x), y0(x)), (ut(x, 0), yt(x, 0)) = (u1(x), y1(x)).

(0.0.15)

Dans [60], Z. Lui et B. Rao ont étudié la stabilisation frontière indirecte d'un sys-

tème d'équations des ondes faiblement couplées. Par une méthode spectrale, ils

ont établi un taux de décroissance polynomial de l'énergie pour les solutions fortes.

Dans [10], Ammar-Khodja et Bader, ont étudié la stabilité simultanée de système
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(0.0.14) dans le cas monodimensionnel. Ils ont établi un taux de décroissance ex-

ponentiel de l'énérgie.

Dans ce chapitre, notre objectif est de généraliser les traveaux publiés dans [10].

D'abord, par une méthode spectrale de Benchimol (voir [20]), on a montré que

le système est fortement stable pour des données initiales usuel. Ensuite, en utili-

sant un théorème de Huang (voir[33]) et Pruss(voir[34]), on établit la stabilisation

uniforme du système :

Theorem 0.0.6. Supposons que b est su�sament petit. Alors, il existe des constantes

strictement positives ω > 0 et M ≥ 1 telles que l'enérgie E(t) du système (0.0.14)

véri�e l'estimation suivante :

E(t) ≤ ME(0) e−ωt, ∀ t ≥ 0

pour toute solution faible du système (0.0.14).

Chapitre 6. Dans ce chapitre, on étudit la cont�rolabilité exacte frontière indirecte

d'un système de deux équations des ondes couplées :



utt −∆u+ byt = 0, dans Ω× R+,

ytt −∆y − but = 0, dans Ω× R+,

u = 0, sur Γ× R+,

y = 0, sur Γ0 × R+,

y = v, sur Γ1 × R+,

(0.0.16)

avec les condition initiales :

(u(x, 0), y(x, 0)) = (u0, y0), (ut(x, 0), yt(x, 0)) = (u1, y1), (0.0.17)
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où b est une constante strictement positif.

En utilisant une méthode de multiplicateurs adaptés, on montre les inégalités d'ob-

servabilité suivantes :

E(0) ≤ c1

∫ T

0

∫
Γ1

|∂ψ
∂ν
|2dΓdt ∀T > M, (0.0.18)

E(0) ≥ c2

∫ T

0

∫
Γ1

|∂ψ
∂ν
|2dΓdt ∀T > M, (0.0.19)

où c1 et c2 sont des constantes positives et Φ(x, t) = (ϕ(x, t), ψ(x, t), ξ(x, t), %(x, t))

est l'état du système homogène associé à (0.0.16), puis on étudie la contrôlabilité

exacte de l'équation des ondes sous l'action d'un contrôle frontière dynamique, en

adaptant la méthode d'unicité hilbertienne, H.U.M., introduite par J.L.Lions (voir

[39], [40], [24]) et on obtient le théorème suivant :

Theorem 0.0.7. Supposons que 0 < b < b0, pour T > T0 où b0, T0 sont des

constantes donnés.

∀ U0 ∈ (L2(Ω)×H−1(Ω))2

il existe un contrôle

v(t) ∈ L2(0, T, L2(Γ1))

tel que la solution du systéme contrôlé (0.0.16) véri�e

u(T ) = ut(T ) = y(T ) = yt(T ) = 0.

19
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Partie 1

Stabilisation et contrôlabilité exacte
frontière de système d'équation des
ondes par des contrôles dynamiques.
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Chapitre 1

Stabilisation frontière d'une

équation des ondes sous l'action

d'un amortissement dynamique

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie la stabilisation de l'équation des ondes par un contrôle

frontière dynamique. Ce genre de contrôles ont été introduits par les automaticiens

en dimesnion �nie (voir Francis [21]), Glover et Doyle ([22]). Ils ont été ensuite

généralisés aux systèmes distribués (voir Russell [30], Morgul [26]).

Soit Ω un ouvert borné non vide de RN ayant une frontière Γ de classe C2 com-

posée de deux morceaux : Γ0 la partie encastrée et Γ1 la partie où on applique un
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amortissement dynamique. Considérons le système suivant

utt −∆u = 0, dans Ω× R+,

u = 0, sur Γ0 × R+,
∂u

∂ν
+ η(t) = 0, sur Γ1 × R+,

ηt(t)− ut(t) = −η(t), sur Γ1 × R+,

(1.1.1)

où ν désigne le vecteur normal unitaire extérieur à Γ et η désigne l'amortissement

dynamique. Les conditions initiales sont données par :

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω, (1.1.2)

η(0) = η0, x ∈ Γ1. (1.1.3)

Dans ([1]), Wehbe a étudié la stabilisation du système (1.1.1) dans le cas monodi-

mensionnel. D'abord, par l'application de la théorie de décomposition spectrale de

Sz-Nagy-Foias (voir [32]), Foguel (voir [19]) et Benchimol (voir [20]), il a montré

que le système (1.1.1) est fortement stable. Ensuite, par une méthode de multi-

plicateur introduite par Rao (dans [28]) et basée sur la théorie de perturbation

compacte de Russell (voir [29]), il a montré la non stabilité uniforme du système

(1.1.1). En�n, par une méthode de multiplicateurs, il a établi un taux de décrois-

sance rationnel de l'énérgie pour des solutions régulières. De plus, par l'analyse du

spectre du générateur in�nitésimal du semi-groupe associé, il a justi�é l'optimalité

du taux polynomiale obtenu par la méthode de multiplicateur pour les solutions

régulières.

Dans le cas multidimensionnel, le problème est très di�érent. En e�et, la résol-

vante du générateur in�nitésimal du semi-groupe associé n'est pas compacte dans

l'espace de l'énérgie. Ainsi, pour étudier la stabilité asymptotique du système, les

méthodes classiques de décomposition spectrale de Benchimol (voir [20]) ne s'ap-

pliquent pas dans ce cas. De plus, l'opérateur du générateur in�nitésimal ne s'écrit
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pas comme somme d'un opérateur m-dissipatif et d'un opérateur compact, alors la

méthode de perturbation compacte de Russell (voir [29]) ne s'applique pas.

L'objectif de ce chapitre est d'étudier la stabilité forte, uniforme et pôlynomiale

du système (1.1.1).

Soit u un solution régulière du système (1.1.1). On dé�nit son énergie associée par

E(t) =

∫
Ω

( |ut|2 + |∇u|2)dx+

∫
Γ1

η2(t)dΓ. (1.1.4)

Par un calcul direct, on a

dE(t)

dt
= −

∫
Γ1

η2(t)dt ≤ 0. (1.1.5)

Alors le système est dissipatif au sens où l'énergie est décroissante.

En introduisant U(t) = (u, ut, η), on transforme le problème initial sous la forme

suivante :  Ut = AU,

U(0) = U0,
(1.1.6)

où l'opérateur A est m-dissipatif dans l'espace de l'énergie. Ainsi on montre que le

problème est bien posé au sens de semi-groupes de contractions.

La résolvante de l'opérateur A n'est pas compacte dans l'espace de l'énergie, alors

les méthodes classiques comme la décomposition spectrale de Sz-Nagy-Foias (voir
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[32]), Foguel (voir [19]) et Benchimol (voir [20]) ne s'appliquent pas dans ce cas.

Donc pour contourner le problème, on construit une suite d'éléments du domaine

l'opérateur in�nitésimal du semi groupe associé et on montre que la résolvante de

l'opérateur n'est pas uniformément bornée sur l'axe imaginaire. Ensuite, grâce à

un théorème de Huang et Prüss (voir [33], [34]), on déduit que le système n'est pas

uniformément stable. Il est donc naturel d'espérer un taux de décroissance poly-

nomial de l'énergie. Alors par une méthode de multiplicateurs introduite par Rao

(dans [28]) et basée sur une technique d'analyse non linéaire, on a établi un taux de

décroissance polynomial de l'énergie du système pour toutes solutions régulières.

En�n, par une approche de la densité et de la contraction du semi-groupe associé,

on a établit la décroissance fortement et asymptotiquement de l'énergie du système

(1.1.1).
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1.2 Formulation du problème

On va formuler le problème (1.1.1) dans un espace de Hilbert. Pour cela, on dé�nit

les espaces suivants :

W = {u ∈ H1(Ω); u = 0 sur Γ0 }, (1.2.1)

muni de la norme suivante :

‖ u ‖2
W =

∫
Ω

| ∇u |2 dx (1.2.2)

et l'espace

V = L2(Ω).

En identi�ant L2(Ω) à son dual, on obtient les injections compactes et denses

suivantes :

W ⊆ V ≡ V ′ ⊆ W ′.

Maintenant, on dé�nit l'espace de l'énergie comme suit :

H = W × V × L2(Γ1) (1.2.3)

muni du produit scalaire suivant :

(U, Ũ )H =

∫
Ω

(∇u,∇ũ)dx+

∫
Ω

vṽdx+

∫
Γ1

ηη̃dΓ (1.2.4)

pour tout U = (u, v, η) , Ũ = (ũ, ṽ, η̃) ∈ H. Pour donner un sens convenable au

système (1.1.1), on dé�nit l'opérateur linéaire non borné A par :

D(A) = {(u, v, η) ∈ H : ∆u ∈ L2(Ω), v ∈ W, ∂u
∂ν

+ η = 0, sur Γ1} (1.2.5)

et

AU = (v,∆u, γ(v)− η), ∀U = (u, v, η) ∈ D(A), (1.2.6)
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où l'opérateur de trace γ est dé�ni par :

γ : v → v|Γ1 .

Si U = (u, ut, η) est une solution régulière du système (1.1.1), alors on a l'équation

abstraite suivante :  Ut = AU ,

U(0) = U0 ∈ H.
(1.2.7)

L'opérateur A a les propriétés suivantes :

Proposition 1.2.1. L'opérateur A dé�ni par (1.2.5), (1.2.6) est m-dissipatif dans

l'espace de l'énergie H.

Démonstration. Soit U = (u, v, η) ∈ D(A). En utilisant (1.2.5)-(1.2.6), on ob-

tient :

(AU,U)H =
(
(v,∆u, γ(v)− η), (u, v, η)

)
H.

En utilisant (1.2.4) et la formule de Green, on obtient :

Re{(AU,U)H} = −
∫

Γ1

η2dΓ ≤ 0.

On déduit que l'opérateur linéaire A est dissipatif dans l'espace de l'énérgie H.

Maintenant, soit U0 = (u0, v0, η0) ∈ H. On cherche à résoudre l'équation suivante : U −AU = U0,

U ∈ D(A).
(1.2.8)

Ceci révient au même de résoudre le système suivant :
u− v = u0,

v −∆u = v0,

η − γ(v) + η = η0.

(1.2.9)
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En éliminant v dans (1.2.9), et en utilisant la condition ∂νu + η = 0 sur Γ1, on

obtient le système suivant :

u−∆u = v0 + u0 dans L2(Ω), (1.2.10)
∂u

∂ν
+
u

2
=

u0

2
− η0

2
dans L2(Γ1). (1.2.11)

Soit ϕ ∈ W une fonction test. En multipliant l'équation (1.2.10) par ϕ et en

utilisant la formule de Green, on déduit :

∫
Ω

∇u · ∇ϕdx+

∫
Ω

uϕdx+
1

2

∫
Γ1

uϕdΓ =

∫
Ω

(u0 + v0)ϕdx+
1

2

∫
Γ1

(u0 − η0)ϕdΓ.

(1.2.12)

Maintenant, on dé�nit la forme bilinéaire a sur W ×W par :

a(u, ϕ) =

∫
Ω

∇u · ∇ϕdx+

∫
Ω

uϕdx+
1

2

∫
Γ1

uϕdΓ

et la forme linéaire L sur W par :

L(ϕ) =

∫
Ω

(u0 + v0)ϕdx+
1

2

∫
Γ1

(u0 − η0)ϕdΓ.

En utilisant les inégalitées de Caushy-Shwartz, de Poincaré et le théorème des

traces, on obtient :

|a(u, ϕ)| ≤ c‖∇u‖L2(Ω)‖∇ϕ‖L2(Ω) (1.2.13)

où c est une constante positive dépendant de Ω seulement. Ceci implique que a est

continue.

D'autre part, on a

a(u, u) ≥ ‖∇u‖2
L2(Ω), pour toutu ∈ W.

Ceci implique que a est coercive sur W ×W .
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On montre aussi sans di�culté, que :

|L(ϕ)| ≤ C‖∇ϕ‖L2(Ω) (1.2.14)

pour tout ϕ ∈ W . Ainsi L est une forme linéaire et continue sur W .

En�n grâce au théorème de Lax-Milgram (voir [18]), on déduit qu'il existe une

solution unique u ∈ W du problème :

a(u, ϕ) = L(ϕ), ∀ ϕ ∈ W. (1.2.15)

En particulier, si ϕ ∈ D(Ω) ⊂ W , on obtient :

a(u, ϕ) = L(ϕ), ∀ ϕ ∈ D(Ω). (1.2.16)

Par la dé�nition de la dérivée au sens des distributions, on obtient :

< u−∆u, ϕ >{D′,D}=< u0 + v0, ϕ >{D′,D} ∀ ϕ ∈ D(Ω). (1.2.17)

On en déduit

u−∆u = u0 + v0, dans D′(Ω). (1.2.18)

Comme u0 + v0 ∈ L2(Ω), en utilisant l'équation (1.2.18), on déduit que :

u−∆u = u0 + v0, dans L2(Ω). (1.2.19)

Puis, en utilisant de nouveau la formule de Green dans (1.2.17), d'après (1.2.19),

on obtient : ∫
Γ1

(∂νu+
u

2
)ϕdΓ =

1

2

∫
Γ1

(u0 − η0)ϕdΓ, ∀ ϕ ∈ W, (1.2.20)

Ceci implique

∂νu+
u

2
=

1

2
(η0 − u0), sur Γ1. (1.2.21)

En�n, on dé�nit v ∈ W et η ∈ L2(Γ1) par :

v = u− u0 ∈ W et 2η − γ(v) = η0. (1.2.22)

On déduit que U = (u, v, z) ∈ D(A) est une solution du système (1.2.8).
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Theorem 1.2.2. (Existence et unicité).

(1) Si U0 = (u0, u1, η0) ∈ D(A), alors le problème (1.2.7) admet une solution forte

U = (u, ut, η) véri�ant : u(t) ∈ C2(R+;V ) ∩ C1(R+;W ) ∩ C0(R+;H
3
2 (Ω) ∩W ),

∂u

∂ν
= η(t) ∈ C1(R+, L

2(Γ1)).
(1.2.23)

(2) Si U0 = (u0, u1, η0) ∈ H, alors le problème (1.2.7) admet une solution faible

U = (u, ut, η) véri�ant u ∈ C1(R+;V ) ∩ C0(R+;W ),

η(t) ∈ C0(R+, L
2(Γ1)).

(1.2.24)

Démonstration. (1) Soit U0 ∈ D(A). Alors d'après le théorème de Hille-Yosida

(voir [27]), le problème (1.2.7) admet une solution unique U = (u, ut, η) ∈ D(A)

telle que

U ∈ C0(R+, D(A)) ∩ C1(R+,H).

Ceci combinée avec l'injection continue

D(A) ⊂ (H
3
2 (Ω) ∩W )×W × L2(Γ1)

implique que

u(t) ∈ C2(R+, V ) ∩ C1(R+,W ) ∩ C0(R+, H
3
2 (Ω) ∩W ).

D'autre part, on a
∂u

∂ν
= −η(t) ∈ C1(R+, L2(Γ1)), ce qui donne un sens à la trace

∂ut
∂ν

, bien que ut appartient seulement à l'espace H1(Ω) pour tout t > 0.

(2) Soit U0 ∈ H. Alors d'après le théorème de Hille-Yosida le problème (1.2.7)

admet une solution unique faible

U = (u, ut, η)
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telle que u(t) ∈ C0(R+,W ), ut(t) ∈ C0(R+, V ) et
∂u

∂ν
= −η(t) ∈ C0(R+, L2(Γ1)).

Ceci achève la démonstration.
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1.3 Etude de la stabilité non uniforme.

Dans ce paragraphe, on va montrer la non stabilité uniforme du système (1.1.1) en

utilisant un argument de Huang (voir [33]) et Pruss(voir [34]). Bien que l'opérateur

A n'a pas de valeur propre imaginaire, sa non compacité ne permet pas d'utiliser

la méthode de décomposition spectrale de Sz-Nagy-Foias (voir [32]), Foguel (voir

[19]) et Benchimol (voir [20]) comme dans le cas de dimension d'espace un.

On dé�nit l'opérateur linéaire non borné A0, par :

A0 : D(A0) ⊆ V → V,

où

D(A0) = {u ∈ W et∆u ∈ L2(Ω) et ∂νu+ u = 0, sur Γ1} (1.3.1)

et

A0u = −∆u, ∀ u ∈ D(A0). (1.3.2)

Proposition 1.3.1. L'opérateur A dé�ni dans (1.2.5) et (1.2.6) n'admet pas de

valeur propre imaginaire pure.

Démonstration. Supposons que A admette une valeur propre imaginaire pure.

Alors il existe β ∈ R et U = (u, v, η) ∈ D(A) tel que

AU = iβU. (1.3.3)
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Ceci implique que :

v = iβu, dansΩ, (1.3.4)

∆u = iβv, dansΩ, (1.3.5)

γ(v)− η = iβη, surΓ1. (1.3.6)

De plus, on a

∂νu+ η = 0, sur Γ1. (1.3.7)

En combinant (1.3.4) et (1.3.5), on obtient :

∆u+ β2u = 0, dans Ω. (1.3.8)

En combinant (1.3.4) et (1.3.6), on obtient

(1 + iβ)η = iβγ(u), sur Γ1. (1.3.9)

En multipliant l'équation (1.3.8) par u et en utilisant la formule de Green, on

déduit :

−
∫

Ω

|∇u|2dx+ β2

∫
Ω

|u|2dx+

∫
Γ1

∂νuudΓ = 0. (1.3.10)

Combinant (1.3.7), (1.3.9) et (1.3.10), on conclut que
−
∫

Ω

|∇u|2dx+ β2

∫
Ω

|u|2dx− iβ

1 + β2

∫
Γ1

|u|2dΓ

− β2

1 + β2

∫
Γ1

|u|2dΓ = 0.
(1.3.11)

La partie imaginaire de (1.3.11) vaut zéro, ce qui implique que

u = 0, sur Γ1. (1.3.12)

En utilisant l'équation (1.3.9), on déduit que :

η = 0, sur Γ1. (1.3.13)
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En utilisant (1.3.7), on obtient :

∂νu = 0, sur Γ1. (1.3.14)

D'après les équations (1.3.8), (1.3.12) et (1.3.14), on a le problème suivant :

β2u+ ∆u = 0, dans Ω, (1.3.15)

u = 0, sur Γ, (1.3.16)

∂νu = 0, sur Γ1. (1.3.17)

Grâce au Théorème d'unicité de Carleman, on en déduit que u ≡ 0. La démons-

tration est ainsi terminée.

L'opérateur A0 a les proptiétés suivantes :

Proposition 1.3.2. L'opérateur A0 dé�ni par (1.3.1) et (1.3.2) est auto-adjoint

et à résolvante compacte dans V .

Démonstration. Montrons d'abord que l'opérateur A0 est maximal monotone.

Soit u ∈ D(A0), on a :
Re{(A0u, u)V } = Re{(−∆u, u)V }

=

∫
Γ1

|u|2dΓ +

∫
Ω

|∇u|2dx ≥ 0.
(1.3.18)

Alors A0 est monotone.

Soit f ∈ W , on montre que le problème u − A0u = f admet une solution unique,
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ceci équivaut à résoudre le système :
u+ ∆u = f, dansΩ,

u = 0, surΓ0,
∂u

∂ν
= −u, surΓ1.

(1.3.19)

En utilisant le théorème de Lax-Milgram, on montre d'abord que le système (1.3.19)

admet une solution u ∈ W . Puis comme Γ0 ∩ Γ1 = ∅, grâce aux résultats de

régularité, on obtient que u ∈ H2(Ω), ceci implique que u ∈ D(A0).

Ensuite, pour tout u, v ∈ D(A0), on a :

(A0u, v)W = (u,A0v)W . (1.3.20)

On déduit que A0 est symétrique. En�n, A0 est maximal monotone et symétrique,

il est donc auto-adjoint. En plus, l'injection compacte de W dans L2(Ω) montre la

compacité de la résolvante de A0. La démonstration est achevée.

Proposition 1.3.3. L'énergie E(t) du système (1.1.1) n'a pas de taux de décrois-

sance uniforme.

Démonstration.D'après la Proposition précédante, l'opérateurA0 est auto-adjoint

et à résolvante compacte. Alors ses vecteurs propres forment une base hilbertienne

dans V . Soient µ2
n(n ∈ Z) les valeurs propre de A0 et ϕn ∈ D(A0) les vecteurs

propres associés tels que ‖ ϕn ‖H= 2. Alors, on a :

A0ϕ
n = µ2

nϕ
n. (1.3.21)

On dé�nit la suite Φn par : Φn = (ϕn, ψn, ξn) où ψn = iµnϕn et ξn = −∂νϕn, on

véri�e sans peine que Φn ∈ D(A) pour tout n ∈ N. En utilisant (1.3.1) et (1.3.21),
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on obtient :
AΦn − iµnΦn

= (ψn − iµnϕn,∆ϕn − iµnψn, γ(ψn)− iµnξn − ξn)

= (0, 0,−ξn).

(1.3.22)

Alors,

‖ AΦn − iµnΦn ‖2
H=

∫
Γ1

| ξn |2 dΓ =

∫
Γ1

| ∂ϕ
n

∂ν
|2 dΓ =

∫
Γ1

|ϕn|2dΓ. (1.3.23)

Pour �xer les idées, on normalise ψn, ‖ ψn ‖V = 1. Alors de l'équation(1.3.21), on

déduit :

∫
Γ1

|ϕn|2dΓ +

∫
Ω

|∇ϕn|2dx =

∫
Ω

|µnϕn|2dx =

∫
Ω

|ψn|2dx = 1. (1.3.24)

Ceci donne que :

‖ Φn ‖2
H= 2. (1.3.25)

D'autre part, grâce à l'inégalité d'interpolation, on a :

‖ϕn‖2
L2(Γ1) ≤ c‖ϕn‖L2(Ω)‖ϕn‖W ≤

c

µn
‖ ψn ‖L2(Ω)‖ ϕn ‖W≤

c

µn
. (1.3.26)

En insérant (1.3.26) dans (1.3.23), on trouve

‖ AΦn − iµnΦn ‖2
H≤

c

µn
.

Ceci combiné avec (1.3.25) implique que :

lim
n→∞

‖ (A− iµn)−1 ‖H→∞.

D'aprés la caractérisation de Huang (voir [33]), on montre que l'énérgie du système

(1.1.1) n'a pas de taux de décroissance uniforme.
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Remarque. Comme la résolevante de A n'est pas compacte, la méthode de dé-

composition spectrale de Sz-Nagy-Foias (voir [32]), Foguel (voir [19]) et Benchimol

(voir [20]) ne s'applique pas pour conclure la stabilité forte du système. Nous re-

viendrons sur ce problème par une approche de densité après avoir établi le taux

de décroissance rationnel dans la section suivante.
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1.4 Etude de la stabilité polynomiale.

Bien que l'énergie E(t) du système (1.1.1) n'a pas de taux de décroissance uniforme,

il est naturel d'espérer un taux de décroissance rationnel de l'énergie E(t). Pour

cela, on applique une méthode de multiplicateurs, qui est basée sur la fonction

de Lyapunov et une thechnique introduite dans ([28]). Pour cela, on a besoin des

conditions géométriques sur le domaine Ω.

Supposons que

Γ = Γ0 ∪ Γ1 tel que Γ0 6= ∅ et Γ0 ∩ Γ1 = ∅, (H 1)

et qu'il existe une constante γ > 0 telle que :

(m · ν) ≥ γ−1, ∀ x ∈ Γ1 et (m · ν) ≤ 0, ∀ x ∈ Γ0, (H 2)

où m(x) = x− x0 et ( · ) désigne le produit scalaire dans R2.

Posons également

R =‖ m ‖∞ .

Theorem 1.4.1. Supposons que les conditions géométriques (H 1) et (H 2) sont vé-

ri�ées. Alors pour toute donnée initiale U0 ∈ D(A), il existe une constante M > 0

dépendant seulement de u0 telle que l'énérgie du système (1.1.1) satisfait l'estima-

tion suivante :

E(t) ≤ E(0)
2M

M + t
, ∀t ≥ 0. (1.4.1)

Commencons par citer un résultat classique de Haraux (voir [24]).
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Lemma 1.4.2. Soit E : R+ → R+ une fonction décroissante. On suppose qu'il

existe une constante M > 0 telle que∫ ∞
S

E2(t)dt ≤ME(0)E(S),∀S > 0. (1.4.2)

Alors E(t) véri�e l'estimation suivante :

E(t) ≤ E(0)
2M

M + t
, ∀ t ≥ 0. (1.4.3)

Dans la suite, on désigne par E1(t), l'énergie d'ordre supérieure :

E1(t) =
1

2
‖ AU(t) ‖2

H=
1

2
‖ Ut(t) ‖2

H, ∀ t ≥ 0. (1.4.4)

Lemma 1.4.3. (i) Soit U0 ∈ H. Alors pour tous 0 ≤ S ≤ T <∞, on a :∫ T

S

∫
Γ1

η2(t)dt ≤ E(0). (1.4.5)

(ii) Soit U0 ∈ D(A). Alors pour tous 0 ≤ S ≤ T <∞, on a :∫ T

S

∫
Γ1

η2
t (t)dt ≤ E1(0). (1.4.6)

Démonstration. (i) En utilisant (1.1.5), on a :∫ T

S

∫
Γ1

η2(t)dt = −
∫ T

S

Et(t)dt ≤ E(0), 0 ≤ S ≤ T <∞. (1.4.7)

(ii) Si U0 ∈ D(A), alors U(t) ∈ C1(R+,H). On pose :

Ũ =
dU

dt
∈ H.
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En dérivant l'équation (1.2.7) par rapport à la variable t > 0, on obtient le système

suivant : 
dŨ(t)

dt
= A Ũ ,

Ũ(0) = AŨ0.

(1.4.8)

En appliquant (1.4.4) à Ũ = Ut, on obtient :

∫ T

S

∫
Γ1

η2
t (t)dt ≤ E1(0). (1.4.9)

Lemma 1.4.4. Soit u une solution forte du système (1.1.1). Aors pour tous 0 ≤

S < T <∞, on a :

N

2

∫ T

S

∫
Ω

|ut|2E(t)dxdt+
2−N

2

∫ T

0

∫
Ω

| ∇u |2 E(t)dxdt ≤M1E(S)E(0),

(1.4.10)

où

M1 = 3c1 +
RE1(0)

E(0)
+
R2γ

2
+

3R

2

et c1 est une constante dépendant de R.

Démonstration. On utilise le multiplicateur (m·∇u)E(t) qui est souvent employé

dans des problèmes non linéaires. En multipliant la première équation du système

(1.1.1) par (m · ∇u)E(t) et en intégrant par rapport à x et t, on obtient

∫ T

S

∫
Ω

(utt −∆u)(m · ∇u)E(t)dxdt = 0.

En utilisant la formule de Green, on obtient l'équation suivante :
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[∫
Ω

ut(m · ∇u)E(t)dx

]T
S

−
∫ T

S

∫
Ω

ut(m · ∇u)Et(t)dxdt−∫ T

S

∫
Ω

ut(m · ∇ut)E(t)dxdt−
∫ T

S

∫
Γ

∂u

∂ν
(m · ∇u)E(t)dΓdt+∫ T

S

∫
Ω

∇u · ∇(m · ∇u)E(t)dxdt = 0.

(1.4.11)

En utilisant de nouveau la formule de Green, on obtient :


∫ T

S

∫
Ω

∇u · ∇(m · ∇u)E(t)dxdt =
2−N

2

∫ T

S

∫
Ω

| ∇u |2 E(t)dxdt+

1

2

∫ T

S

∫
Γ

(m · ν)
(
|∂u
∂ν
|2 + |∂u

∂τ
|2
)
E(t)dΓdt.

(1.4.12)

De même, on a :



∫ T

S

∫
Ω

ut(m · ∇ut)E(t)dxdt

=
1

2

∫ T

S

∫
Ω

(m · ∇(|ut|2))E(t)dxdt

=
1

2

∫ T

S

∫
Γ

(m · ν)|ut|2E(t)dΓdt− N

2

∫ T

S

∫
Ω

|ut|2E(t)dxdt.

(1.4.13)

En insérant (1.4.12) et (1.4.13) dans (1.4.11), on obtient :



[∫
Ω

ut(m · ∇u)E(t)dx

]T
S

−
∫ T

S

∫
Ω

ut(m · ∇u)Et(t)dxdt−

1

2

∫ T

S

∫
Γ

(m · ν)|ut|2E(t)dΓdt+
2−N

2

∫ T

S

∫
Ω

| ∇u |2 E(t)dxdt−∫ T

S

∫
Γ

[(m.ν)|∂u
∂ν
|2 + (m.τ)(

∂u

∂ν
)(
∂u

∂τ
)τ)]E(t)dΓdt+

1

2

∫ T

S

∫
Γ

(m · ν)

(
|∂u
∂τ
|2 + |∂u

∂ν
|2
)
E(t)dΓdt+

N

2

∫ T

S

∫
Ω

|ut|2E(t)dxdt = 0.

(1.4.14)
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Comme u = 0 sur Γ0, alors ∂u
∂τ

= 0 sur Γ0 et on a :



N

2

∫ T

S

∫
Ω

|ut|2E(t)dxdt+
2−N

2

∫ T

S

∫
Ω

| ∇u |2 E(t)dxdt+[ ∫
Ω

ut(m · ∇u)E(t)dx

]T
S

−
∫ T

S

∫
Ω

ut(m · ∇u)Et(t)dxdt−

1

2

∫ T

S

∫
Γ1

(m · ν)|ut|2E(t)dΓdt− 1

2

∫ T

S

∫
Γ

(m · ν)|∂u
∂ν
|2)E(t)dΓdt+

1

2

∫ T

S

∫
Γ1

(m · ν)|∂u
∂τ
|2E(t)dΓdt−

∫ T

S

∫
Γ1

(m · τ)(
∂u

∂ν
)(
∂u

∂τ
)E(t)dΓdt = 0.

(1.4.15)

De l'équation (1.4.15), on déduit que



N

2

∫ T

S

∫
Ω

|ut|2E(t)dxdt+
(2−N)

2

∫ T

S

∫
Ω

| ∇u |2 E(t)dtdx =

−
[ ∫

Ω

ut(m · ∇u)E(t)dx

]T
S

+

∫ T

S

∫
Ω

ut(m · ∇u)Et(t)dtdx

+
1

2

∫ T

S

∫
Γ1

(m · ν)|ut|2E(t)dtdΓ +
1

2

∫ T

S

∫
Γ0

(m · ν)|∂u
∂ν
|2E(t)dtdΓ

+
1

2

∫ T

S

∫
Γ1

(m · ν)|∂u
∂ν
|2E(t)dΓdt− 1

2

∫ T

S

∫
Γ1

(m · ν)|∂u
∂τ
|2E(t)dΓdt

+

∫ T

S

∫
Γ1

(m · τ)(
∂u

∂ν
)(
∂u

∂τ
)E(t)dΓdt.

(1.4.16)

En utilisant la condition géométrique (H 2), on obtient


−1

2

∫ T

S

∫
Γ1

(m · ν)|∂u
∂τ
|2dΓdt+

∫ T

S

∫
Γ1

(m · τ)(
∂u

∂ν
)(
∂u

∂τ
)dΓdt ≤

−1

2
γ−1

∫ T

S

∫
Γ1

|∂u
∂τ
|2dΓdt+

∫ T

S

∫
Γ1

R|∂u
∂ν
||∂u
∂τ
|dΓdt.

(1.4.17)

D'autre part, on a


−1

2
γ−1

∫ T

S

∫
Γ1

|∂u
∂τ
|2dΓdt+

∫ T

S

∫
Γ1

R|∂u
∂ν
||∂u
∂τ
|dΓdt =

−1

2

∫ T

S

∫
Γ1

(√
γ−1|∂u

∂τ
| −R√γ|∂u

∂ν
|
)2

dΓdt+
1

2

∫ T

S

∫
Γ1

R2γ|∂u
∂ν
|2dΓdt.

(1.4.18)
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En combinant (1.4.17) et (1.4.18), on déduit que
−1

2

∫ T

S

∫
Γ1

(m · ν)|∂u
∂τ
|2dΓdt+

∫ T

S

∫
Γ1

(m · τ)(
∂u

∂ν
)(
∂u

∂τ
)dΓdt ≤

1

2

∫ T

S

∫
Γ1

R2γ|∂u
∂ν
|2dΓdt.

(1.4.19)

En utilisant (1.4.4) et le fait que E(t) est décroissante, on obtient
1

2

∫ T

S

∫
Γ1

R2γ|∂u
∂ν
|2E(t)dΓdt =

1

2

∫ T

S

∫
Γ1

R2γ|η2(t)|2E(t)dΓdt

≤ 1

2
R2γE(0)E(S).

(1.4.20)

De plus, en utilisant les conditions aux bords dans système (1.1.1), on déduit
1

2

∫ T

S

∫
Γ1

(m · ν)|ut|2E(t)dΓdt =
1

2

∫ T

S

∫
Γ1

(m.ν)(η(t) + ηt(t))
2E(t)dΓdt

≤
∫ T

S

∫
Γ1

(m · ν)(η2(t) + η2
t (t))E(t)dΓdt.

(1.4.21)

En utilisant (1.4.5) et (1.4.6) dans (1.4.21), on obtient∫ T

S

∫
Γ1

(m · ν)|ut|2E(t)dΓdt ≤ E(0)E(S)[R +
RE1(0)

E(0)
]. (1.4.22)

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Shwartz, on obtient∫
Ω

ut(m · ∇u)dx ≤ c1E(t), ∀ t > 0. (1.4.23)

En multipliant (1.4.23) par E(t), on obtient

−
[ ∫

Ω

ut(m · ∇u)E(t)dx

]T
S

≤ 2c1E
2(S). (1.4.24)

De plus, en multipliant (1.4.23) par Et(t) et en intégrant par rapport à t, on obtient

l'inégalitée suivante :∫ T

S

∫
Ω

ut(m · ∇u)Et(t)dxdt ≤
∫ T

S

c1E(t)Et(t)dt ≤ c1E
2(S). (1.4.25)
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Puis en utilisant (1.4.5), on déduit que
1

2

∫ T

S

∫
Γ1

(m · ν)|∂u
∂ν
|2E(t)dΓdt =

1

2

∫ T

S

∫
Γ1

(m · ν)(η(t))2E(t)dΓdt

≤ R

2
E(S)E(0).

(1.4.26)

En�n en combinant (1.4.16), (1.4.19), (1.4.22) et (1.4.24)-(1.4.20)), on déduit l'in-

égalité recherchée (1.4.10).

Lemma 1.4.5. Soit u une solution forte du système (1.1.1). Alors pour tout 0 ≤

S < T <∞, on a :

(1−N)

∫ T

S

∫
Ω

|ut|2E(t)dtdx+(N− 3

2
)

∫ T

S

∫
Ω

|∇u|2dxdt ≤M2E(S)E(0), (1.4.27)

où

M2 =
(N − 1)2cp

2
+ 3(N − 1)max{1, cp},

et cp est la constante de Poincaré.

Démonstration. En multipliant la première équation du système (1.1.1) par (N−

1)uE(t) et en intégrant par rapport à x et t, on obtient :

(N − 1)

∫
Ω

∫ T

S

(utt −∆u)uE(t)dtdx = 0. (1.4.28)

L'intégration par partie nous donne :
(N − 1)

∫ T

S

∫
Ω

uttuE(t)dxdt = −(N − 1)

∫ T

S

∫
Ω

u2
tE(t)dxdt

−(N − 1)

∫ T

S

∫
Ω

utuEt(t)dxdt+ (N − 1)

[ ∫
Ω

utuE(t)

]T
S

dx.

(1.4.29)

Par la formule de Green, on obtient :
−(N − 1)

∫ T

S

∫
Ω

∆uuE(t)dxdt =

−(N − 1)

∫ T

S

∫
Γ1

∂u

∂ν
uE(t)dtdx+ (N − 1)

∫ T

S

∫
Ω

|∇u|2E(t)dxdt.

(1.4.30)
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En insérant (1.4.29) et (1.4.30) dans (1.4.28), on obtient :

−(N − 1)

∫ T

S

∫
Ω

|ut|2E(t)dxdt+ (N − 1)

∫ T

S

∫
Ω

|∇u|2E(t)dxdt =

(N − 1)

∫ T

S

∫
Ω

utuEt(t)dxdt− (N − 1)

[ ∫
Ω

utuE(t)dx

]T
S

+

(N − 1)

∫ T

S

∫
Γ1

∂u

∂ν
uE(t)dΓdt.

(1.4.31)

En utilisant les inégalités de Cauchy-Shwartz et de Poincaré, on obtient :∫
Ω

utudx ≤ max{1, cp}E(t), ∀ t > 0. (1.4.32)

Par la décroissance de l'énergie, on obtient

[
− (N − 1)

∫
Ω

utuE(t)dx

]T
S

+ (N − 1)

∫
Ω

∫ T

S

(utuEt(t))dxdt

≤ 3max{1, cp}(N − 1)E2(S).

(1.4.33)

Puis par les inégalités de Cauchy-Shwartz et de Poincaré, on a :
(N − 1)

∫ T

S

∫
Γ1

∂u

∂ν
udΓdt ≤ (N − 1)2

2ε

∫ T

S

∫
Γ1

|∂u
∂ν
|2dΓdt+

εcp
2

∫ T

S

∫
Ω

|∇u|2dxdt.
(1.4.34)

En utilisant (1.4.5), on déduit que :
1

2

∫ T

S

∫
Γ1

|∂u
∂ν
|2E(t)dΓdt =

1

2

∫ T

S

∫
Γ1

(η(t))2E(t)dΓdt

≤ 1

2
E(S)E(0).

(1.4.35)

Maintenant en posant ε = 1
cp

dans (1.4.34) et en utilisant (1.4.35), on déduit
(N − 1)

∫ T

S

∫
Γ1

(
∂u

∂ν
)uE(t)dΓdt ≤

1

2

∫ T

S

∫
Ω

|∇u|2dxdt+
(N − 1)2cp

2
E(S)E(0).

(1.4.36)
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En�n, en combinant (1.4.36), (1.4.33) et (1.4.31), on déduit le résultat demandé

(1.4.27).

Démonstration du théorème (4.1). En utilisant (1.4.5) et la décroissance de

l'énergie, on obtient :∫ T

S

η2(t)E(t)dt ≤ E(S)E(0), ∀ 0 ≤ S < T <∞. (1.4.37)

En combinant (1.4.10) et (1.4.27), on obtient :∫ T

S

∫
Ω

|ut|2dxdt+
1

2

∫ T

S

∫
Ω

|∇u|2dxdt ≤ (M1 +M2)E(0)E(S). (1.4.38)

De plus, en combinant (1.4.38) et (1.4.37), on déduit que :∫ T

S

E2(t)dt ≤ME(0)E(S), 0 ≤ S ≤ T <∞. (1.4.39)

où la constante M est donnée par :

M =
1

2
+ 2M1 +M2.

En passant à la limite T →∞ dans (1.4.39), on obtient∫ ∞
S

E2(t)dt ≤ME(0)E(S),∀S ≥ 0.

En�n en appliquant le Lemme (4.2), on obtient la décroissance rationnel de l'éner-

gie E(t) du système (1.1.1).

Theorem 1.4.6. Pour toute U ∈ H, l'énergie E(t) du système (1.1.1) décroît

asymptotiquement vers zéro

lim
t→∞

E(t)→ 0.
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Démonstration. Soit U0 ∈ H. Alors il existe une suite Un
0 ∈ D(A) telle que

Un
0 converge vers U0 dans H. Comme le semi-groupe de contractions SA(t) est

continu par rapport aux données initiales Un
0 , on déduit que ‖ SA(t)Un

0 ‖ converge

vers ‖ SA(t)U0 ‖ dans R. Par conséquent, En(t) converge vers E(t). En utilisant

(1.4.1), on déduit la décroissance forte pour toute solution faible du système (1.1.1).
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Chapitre 2

Controlabilité exact frontière d'une

équation des ondes par un contrôle

dynamique.

2.1 Introduction

On considère l'équation des ondes dans un domaine borné Ω ⊂ RN , ayant une

frontière régulière Γ de class C2, composée de deux morceaux fermés disjoints :

Γ0 6= ∅ la partie encastrée, et Γ1 la partie où on applique un contrôle frontière. Ce

système est décrit par :
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utt −∆u = 0, dans Ω× [0, T ],

u = 0, sur Γ0 × [0, T ],

∂u
∂ν

+ η = 0, sur Γ1 × [0, T ],

ηt − ut = v, sur Γ1 × [0, T ],

(2.1.1)

avec les conditions initiales suivantes :

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω, (2.1.2)

η(x, 0) = η0, x ∈ Γ1, (2.1.3)

où ν = (ν1, ν2, ..., νN) est le vecteur normal unitaire exterieur à Γ et v est le contrôle

dynamique.

La commande dynamique peut être réalisée par des amortisseurs de type masse-

ressort (voir [26]). Nous mentionnons que les contrôles dynamiques font partie des

mécanismes indirects proposés par Russell (voir [30]).

Soit u un solution du système (2.1.1). On dé�nit l'énergie associée E(t) par

E(t) =
1

2

{∫
Ω

(|ut|2 + |∇u|2)dx+

∫
Γ1

|η|2dΓ

}
. (2.1.4)

En introduisant U = (u, ut, η) et V = (0, 0, v), on transforme le problème (2.1.1)

sous la forme d'une équation d'évolution suivante : Ut +AU = V,

U(0) = U0,
(2.1.5)
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où A est un opérateur linéaire m-dissipatif dans l'espace de l'énergie H.

L'objectif de ce chapitre est d'étudier la contrôlabilité exacte du système (2.1.1),

en adaptant la méthode d'unicité hilbertienne de J.Lions (voir [24], [39], [40]).

La stabilisation du système (2.1.1) a été étudiée dans le chapitre précédent. D'autre

part, dans le cas monodimensionnel, la contrôlabilité exacte du système (2.1.1) a

été étudiée par Wehbe dans [2]. D'abord, il a établi deux inégalités d'observabilité

directe et inverse. Ensuite, il a montré que le système est exactement contrôlable

par un contrôle frontière dynamique et a obtenu les résultats suivants :

Theorem 2.1.1. Soit T > 2R. Alors pour tout U0 ∈ H, il existe un contrôle

v(t) = v0(t)− d

dt
v1(t), v0, v1 ∈ L2(0, T )

tel que la solution (u, η) de problème (2.4.6) véri�e la condition �nale

u(T ) = ut(T ) = 0, η(T ) = 0.

Theorem 2.1.2. Soit T > 2R. Alors pour tout U0 ∈ D(A), il existe un contrôle

v(t) ∈ L2(0, T ),

tel que la solution (u, η) de problème (2.4.6) véri�e la condition �nale

u(T ) = ut(T ) = 0, η(T ) = 0.

Dans le cas multidimensionnel, des di�cultés dues à la présence du contrôle dya-

mique sur la frontière necéssitent des nouvelles techniques pour établir la contrôla-

bilité exacte du système. En e�et, pour appliquer la méthode de HUM, le système
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ne peut pas s'écrire sous une forme abstraite de second ordre.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2, nous considérons le pro-

blème homogène associé (2.1.1) et on montre que ce dernier a une solution dans

l'espace de l'énergie. Dans le section 3, en utilisant une méthode du multiplicateurs

et sous des conditions géométriques, on établit l'inégalité d'observabilité :

‖Φ0‖2
H ≤ c1

∫ T

0

[ ∫
Γ1

|∂νϕ|2 dΓ +

∫
Γ1

|∂νϕt|2 dΓ

]
dt ∀T > 2R, (2.1.6)

où c1 est une constante dépendant de Ω et Φ(x, t) = (ϕ(x, t), ϕt(x, t), ξ(x, t)) est

l'état du système homogène associé à (2.1.1). Dans la section 4, grâce à la méthode

HUM, nous établissons la controlabilié exacte du système (2.1.1) pour les données

initiales U0 ∈ H par des contrôles singuliers :

v(t) = v0(t)− d

dt
v1(t), v0 ∈ L2(0, T ), v1 ∈ L2(0, T ). (2.1.7)
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2.2 Système homogène.

Dans cette partie, on considère le système homogène associé à (2.1.1). Ensuite, on

montre l'existence et l'unicité d'une solution de ce système.

ϕtt −∆ϕ = 0, dans Ω× [0, T ], (2.2.1)

ϕ = 0, sur Γ0 × [0, T ], (2.2.2)
∂ϕ

∂ν
+ ξ = 0, sur Γ1 × [0, T ], (2.2.3)

ξt − ϕt = 0, sur Γ1 × [0, T ], (2.2.4)

avec les conditions initiales suivantes :

ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x), x ∈ Ω, ξ(x, 0) = ξ0, x ∈ Γ1. (2.2.5)

Soit (ϕ, ϕt, ξ) une solution régulière du système (2.2.1)-(2.2.4) véri�ant les condi-

tions initiales (2.2.5). On dé�nit l'énergie associée à ϕ par :

E(t) =
1

2

∫
Ω

(|ϕt|2 + |∇ϕ|2)dx+
1

2

∫
Γ1

|ξ|2dΓ. (2.2.6)

On va formuler le problème (2.2.1)-(2.2.4) dans un espace de Hilbert. Pour cela,

on dé�nit l'espace :

V =

{
ϕ ∈ H1(Ω) : ϕ = 0 sur Γ0

}
. (2.2.7)

L'espace de l'énergie est dé�ni par

H = V × L2(Ω)× L2(Γ1), (2.2.8)

muni du produit scalaire suivant :
(Φ, Φ̃)H =

∫
Ω

∇ϕ · ∇ϕ̃dx+

∫
Ω

ψψ̃dx +

∫
Γ1

ξξ̃ dΓ,

pourtout Φ = (ϕ, ψ, ξ), Φ̃ = (ϕ̃, ψ̃, ξ̃) ∈ H.
(2.2.9)
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Pour donner un sens convenable au système (2.2.1)-(2.2.4), on dé�nit l'opérateur

linéaire non borné A par :

A : D(A) ⊂ H −→ H par :
D(A) =

{
Φ = (ϕ, ψ, ξ) ∈ H, ∆ϕ ∈ L2(Ω), ψ ∈ V

et ∂νϕ+ ξ = 0, sur Γ1

}
,

(2.2.10)

et

AΦ = (ψ,∆ϕ, γ(ψ)), ∀ Φ = (ϕ, ψ, ξ) ∈ D(A), (2.2.11)

où l'opérateur de trace γ est dé�ni par :

γ : V → L2(Γ1)

ψ → γ(ψ) = ψ|Γ1 .

Maintenant, on va formuler le système (2.2.1)-(2.2.5) sous la forme d'une équation

abstraite du premier ordre :  Φt = AΦ,

Φ(0) = Φ0 ∈ H,
(2.2.12)

où Φ(x, t) = (ϕ(x, t), ϕt(x, t), ξ(x, t)) est l'état du système (2.2.1)-(2.2.4).

Proposition 2.2.1. L'opérateur A dé�ni dans (2.2.10)-(2.2.12) est m-dissipatif

dans l'espace de l'énergie H.

Démonstration. Soit Φ ∈ D(A). On a
(AΦ,Φ)H =

(
(ψ,∆ϕ, γ(ψ)), (ϕ, ψ, ζ)

)
H

=

∫
Γ1

(
(∂νϕ)(ψ) + ψζ

)
dΓ = 0

(2.2.13)
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Il reste à démontrer que R(I − A) = H. Pour cela, soit f = (f1, f2, f3) ∈ H, on

doit chercher :

Φ = (ϕ, ψ, ξ) ∈ D(A) tel que Φ−AΦ = f.

Alors, on a le problème suivant :

ϕ− ψ = f1, (2.2.14)

ψ −∆ϕ = f2, (2.2.15)

ξ − ψ = f3. (2.2.16)

Ceci implique que 
ϕ−∆ϕ = f1 + f2, dans Ω,

ϕ = 0, sur Γ0,
∂ϕ

∂ν
+ ϕ = f1 − f3, sur Γ1.

(2.2.17)

En multipliant la première équation de système (2.2.17) par θ ∈ V , et en utilisant

la formule de Green, on obtient :


∫

Ω

(ϕθ +∇θ.∇ϕ)dx+

∫
Γ

ϕθdΓ =

−
∫

Γ1

f3θdΓ +

∫
Γ1

f1θdΓ +

∫
Ω1

(f1 + f2)θdx.
(2.2.18)

On dé�nit la forme bilinéaire a sur V × V par :

a(ϕ, θ) =

∫
Ω1

(ϕθ +∇θ.∇ϕ)dx+

∫
Γ

ϕθdΓ

et la forme linéaire L sur V par :

L(θ) =

∫
Ω

(f1 + f2)θdx+

∫
Γ1

f1θdΓ−
∫

Γ1

f3θdΓ.

Par les inégalités de Cauchy-Schwartz, de Poincaré et de traces, on déduit a(ϕ, θ) ≤ ‖∇ϕ‖L2(Ω)‖∇θ‖L2(Ω) + c0‖∇ϕ‖L2(Ω)‖∇θ‖L2(Ω)+

c1‖∇ϕ‖L2(Ω)‖∇θ‖L2(Ω)

(2.2.19)
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où c0 et c1 sont respectivement les constantes de Poincaré et de traces. L'inégalité

(2.2.19) montre que a est continue. D'autre part, on a

a(u, u) ≥ ‖∇ϕ‖2
L2(Ω),

ce qui implique que a est coercive.

De même, on a :  |L(θ)| ≤ √c0‖(f1 + f2)‖L2(Ω)‖∇ϕ‖L2(Ω)+
√
c1‖(f1 − f3)‖L2(Γ1)‖∇ϕ‖L2(Ω).

(2.2.20)

Ainsi L est une forme linéaire et continue sur V . Grâce au théorème de Lax-Milgram

(voir [18]), on déduit qu'il existe une unique solution ϕ ∈ V pour le problème

variationnel suiavnt :

a(ϕ, θ) = L(θ), ∀ θ ∈ V . (2.2.21)

Par la formule de Green, on retrouve que ϕ est solution du problème (2.2.17). En

particulier, on a

∆ϕ = ϕ− (f1 + f2) ∈ L2(Ω), ψ = ϕ− f1 ∈ V , ξ = f3 + ψ ∈ L2(Γ1). (2.2.22)

On déduit que Φ = (ϕ, ψ, ξ) ∈ D(A). La démonstration est achevée.

A étant m-dissipatif dans l'espace de l'énergie H, d'après le théorème de Hille-

Yosida (voir [27]), il engendre un semi-groupe de contractions sur H. Plus précisé-

ment, on a le résultat suivant.

Theorem 2.2.2. (Existence et unicité de la solution).

a- Si Φ0 ∈ D(A), alors le système (2.2.12) admet une solution forte unique Φ(t)
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qui satisfait

Φ(t) ∈ C0(0, T ;D(A)) ∩ C1(0, T ;H).

b- Si Φ0 ∈ H, alors le système (2.2.12) admet une solution faible unique Φ(t) qui

satisfait

Φ(t) ∈ C0(0, T ;H).

De plus, on a :

‖Φ0‖2
H = ‖Φ(t)‖2

H, ∀t ∈ R+.
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2.3 Résultats d'observabilité

Dans ce paragraphe, on établit une inégalité d'observabilité inverse. Pour cela, on

a besoin des conditions sur la géométrie du domaine, on suppose qu'il existe une

constante γ > 0 telle que :

(m · ν) ≥ γ−1, ∀ x ∈ Γ1 et (m · ν) ≤ 0, ∀ x ∈ Γ0, (2.3.1)

où m(x) = x− x0 et (·) désigne le produit scalaire dans RN . On pose R = ‖m‖∞.

Theorem 2.3.1. Soit T > 2R. Alors il existe un constante c1 > 0 telle que pour

toute donnée initiale Φ0 = (ϕ0, ϕ1, η0) ∈ D(A), la solution Φ(x, t) du système

(2.2.12) satisfait l'inégalité inverse suivante :

‖Φ0‖2
H ≤ c1

∫ T

0

[ ∫
Γ1

|∂νϕ|2 dΓ +

∫
Γ1

|∂νϕt|2 dΓ

]
dt. (2.3.2)

Commençons par établir les Lemmes suivants.

Lemma 2.3.2. Pour toute donnée initiale Φ0 ∈ D(A), la solution Φ(x, t) du sys-

tème homogène (2.2.1)-(2.2.5) satisfait l'estimation suivante :
N

∫ T

0

∫
Ω

|ϕt|2dxdt+ 2

[ ∫
Ω

ϕt(m · ∇ϕ)dx

]T
0

+ (2−N)

∫ T

0

∫
Ω

| ∇ϕ |2 dxdt

≤
∫ T

0

∫
Γ1

(m · ν)

(
|∂ϕ
∂ν
|2 + |∂ϕt

∂ν
|2
)
dΓdt+

∫ T

0

∫
Γ1

R2γ|∂ϕ
∂ν
|2dΓdt.

(2.3.3)

Démonstration. En multipliant l'équation (2.2.1) par 2(m · ∇ϕ), on obtient :

2

∫ T

0

∫
Ω

(ϕtt −∆ϕ)(m · ∇ϕ)dxdt = 0. (2.3.4)
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En utilisant la formule de Green, on obtient :
2
[ ∫

Ω

ϕt(m · ∇ϕ)dx
]T

0
− 2

∫ T

0

∫
Ω

ϕt(m · ∇ϕt)dxdt

−2

∫ T

0

∫
Γ

(∂νϕ)(m · ∇ϕ)dΓdt+ 2

∫ T

0

∫
Ω

∇ϕ.∇(m · ∇ϕ)dxdt = 0.

(2.3.5)

D'une part, on a :
2

∫ T

0

∫
Ω

∇ϕ.∇(m · ∇ϕ)dxdt = (2−N)

∫ T

0

∫
Ω

| ∇ϕ |2 dxdt+∫ T

0

∫
Γ

(m · ν)

(
|∂ϕ
∂ν
|2 + |∂ϕ

∂τ
|2
)
dΓdt.

(2.3.6)

En utilisant le fait que ϕ et ∂ϕ
∂ν

sont nulles sur Γ0 dans (2.3.6), on obtient :



2

∫ T

0

∫
Ω

∇ϕ.∇(m · ∇ϕ)dxdt =

(2−N)

∫ T

0

∫
Ω

| ∇ϕ |2 dxdt+

∫ T

0

∫
Γ0

(m · ν)|∂ϕ
∂ν
|2dΓdt+∫ T

0

∫
Γ1

(m · ν)|∂ϕ
∂ν
|2dΓdt+

∫ T

0

∫
Γ1

(m · ν)|∂ϕ
∂τ
|2dΓdt.

(2.3.7)

D'autre part, on a :

−2

∫ T

0

∫
Ω

ϕt(m · ∇ϕt)dxdt

= −
∫ T

0

∫
Ω

(m · ∇|ϕt|2)dxdt

= −
∫ T

0

∫
Γ

(m · ν)ϕ2
tdΓdt+N

∫ T

0

∫
Ω

|ϕt|2dxdt.

(2.3.8)

En utilisant les conditions aux bords (2.2.2) et (2.2.3) dans (2.3.8), on en déduit

−2

∫ T

0

∫
Ω

ϕt(m · ∇ϕt)dxdt =

N

∫ T

0

∫
Ω

|ϕt|2dxdt−
∫ T

0

∫
Γ0

(m · ν)|∂ϕt
∂ν
|2dΓdt

−
∫ T

0

∫
Γ1

(m · ν)|∂ϕt
∂ν
|2dΓdt.

(2.3.9)
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De plus, on a :
−2

∫ T

0

∫
Γ

∂ϕ

∂ν
(m · ∇ϕ)dΓdt =

−2

∫ T

0

∫
Γ

(
(m · ν)|∂ϕ

∂ν
|2 + (m · τ)(

∂ϕ

∂ν
)(
∂ϕ

∂τ
)

)
dΓdt.

(2.3.10)

En utilsant les conditions aux bords dans (2.3.10), on en déduit :

−2

∫ T

0

∫
Γ

∂ϕ

∂ν
(m · ∇ϕ)dΓdt =

−2

∫ T

0

∫
Γ0

(m · ν)|∂ϕ
∂ν
|2dΓdt− 2

∫ T

0

∫
Γ1

(m · ν)|∂ϕ
∂ν
|2dΓdt

−2

∫ T

0

∫
Γ1

(m · τ)(
∂ϕ

∂ν
)(
∂ϕ

∂τ
)dΓdt.

(2.3.11)

En combimant les identités (2.3.7), (2.3.9) et (2.3.11), on obtient :

∫ T

0

∫
Γ1

(m · ν)

(
|∂ϕ
∂ν
|2 + |∂ϕt

∂ν
|2
)
dΓdt =

−
∫ T

0

∫
Γ0

(m · ν)|∂ϕ
∂ν
|2dΓdt−

∫ T

0

∫
Γ0

(m · ν)|∂ϕt
∂ν
|2dΓdt

+

∫ T

0

∫
Γ1

(m · ν)|∂ϕ
∂τ
|2dΓdt+ N

∫
Ω

∫ T

0

|ϕt|2dxdt

+
[ ∫

Ω

ϕt(m · ∇ϕ)dx
]T

0
− 2

∫ T

0

∫
Γ1

(m · τ)
∂ϕ

∂ν

∂ϕ

∂τ
dΓdt

+

∫ T

0

∫
Ω

(2−N) | ∇ϕ |2 dxdt.

(2.3.12)

En utilisant (2.3.1) dans (2.3.12), on obtient :

∫ T

0

∫
Γ1

(m · ν)

(
|∂ϕ
∂ν
|2 + |∂ϕt

∂ν
|2
)
dΓdt =

+

∫ T

0

∫
Γ1

m.ν|∂ϕ
∂τ
|2dΓdt+N

∫ T

0

∫
Ω

ϕ2
tdxdt

+ 2
[ ∫

Ω

ϕt(m · ∇ϕ)
]T

0
− 2

∫ T

0

∫
Γ1

(m · τ)(
∂ϕ

∂ν
)(
∂ϕ

∂τ
)dΓdt.

(2.3.13)

En utilisant (2.3.1), on obtient l'estimation :
−2

∫ T

0

∫
Γ1

(m · τ)(
∂ϕ

∂ν
)(
∂ϕ

∂τ
)dtdΓ +

∫ T

0

∫
Γ1

(m · ν)|∂ϕ
∂τ
|2dΓdt

≥ −2R

∫ T

0

∫
Γ1

(m · τ)(
∂ϕ

∂ν
)(
∂ϕ

∂τ
)dΓdt+

∫ T

0

∫
Γ1

γ−1|∂ϕ
∂τ
|2dΓdt.

(2.3.14)
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En retranchant le terme R2γ

∫ T

0

∫
Γ1

|∂ϕ
∂ν
|2dΓdt au deuxième membre de (2.3.14),

on obtient :

−2

∫ T

0

∫
Γ1

(m · τ)(
∂ϕ

∂ν
)(
∂ϕ

∂τ
)dΓdt+

∫ T

0

∫
Γ1

(m · ν)|∂ϕ
∂τ
|2dΓdt

= −2

∫
Γ1

∫ T

0

(m · τ)(
∂ϕ

∂ν
)(
∂ϕ

∂τ
)dΓdt+

∫ T

0

∫
Γ1

(m · ν)|∂ϕ
∂τ
|2dΓdt

+R2γ

∫ T

0

∫
Γ1

|∂ϕ
∂ν
|2dΓdt−R2γ

∫ T

0

∫
Γ1

|∂ϕ
∂ν
|2dΓdt

≥
∫ T

0

∫
Γ1

(√
γ−1

∂ϕ

∂τ
−R√γ ∂ϕ

∂ν

)2

dΓdt−
∫ T

0

∫
Γ1

R2 γ|∂ϕ
∂ν
|2dΓdt.

(2.3.15)

Il vient que
−2

∫ T

0

∫
Γ1

(m · τ)(
∂ϕ

∂ν
)(
∂ϕ

∂τ
)dΓdt+

∫ T

0

∫
Γ1

∫ T

0

(m · ν)|∂ϕ
∂τ
|2dΓdt

≥ −
∫ T

0

∫
Γ1

R2γ|∂ϕ
∂ν
|2dΓdt.

(2.3.16)

En combinant (2.3.13)-(2.3.16), on obtient l'estimation recherchée.

Lemma 2.3.3. Pour toute donnée initiale Φ0 ∈ D(A), la solution Φ(x, t) du sys-

tème homogène (2.2.1)-(2.2.5) satisfait :
(N − 3

2
)

∫ T

0

∫
Ω

| ∇ϕ |2 dxdt+ (1−N)

∫ T

0

∫
Ω

ϕ2
tdxdt

+(N − 1)

[ ∫
Ω

ϕtϕdx

]T
0

<
(N − 1)2 cp

2

∫ T

0

∫
Γ1

| ∂ϕ
∂ν
|2 dΓdt,

(2.3.17)

où cp est la constante de Poincaré.

Démonstration. En multipliant l'équation (2.2.1) par (N − 1)ϕ et en utilisant la

formule de Green, on obtient :
(N − 1)

∫ T

0

∫
Ω

| ∇ϕ |2 dtdx = (N − 1)

∫ T

0

∫
Γ1

∂ϕ

∂ν
ϕdΓdt

+ (N − 1)

∫ T

0

∫
Ω

ϕ2
tdxdt− (N − 1)

[ ∫
Ω

ϕtϕdx

]T
0

.

(2.3.18)
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Soit ε > 0 un réel positif. En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de

Poincaré dans (2.3.18), on obtient :

(N − 1)

∫ T

0

∫
Γ1

∂ϕ

∂ν
ϕdΓdt =∫ T

0

∫
Γ1

(
(N − 1)√

ε

∂ϕ

∂ν

)
(
√
εϕ)dΓdt ≤

ε

2

∫ T

0

∫
Ω

| ϕ |2 dxdt+
(N − 1)2

2 ε

∫ T

0

∫
Γ1

| ∂ϕ
∂ν
|2 dΓdt ≤

cp ε

2

∫ T

0

∫
Ω

| ∇ϕ |2 dxdt+
(N − 1)2

2 ε

∫ T

0

∫
Γ1

| ∂ϕ
∂ν
|2 dΓdt.

(2.3.19)

En choisissons ε =
1

cp
dans (2.3.19), on déduit :

(N − 1)

∫ T

0

∫
Γ1

∂ϕ

∂ν
ϕdΓdt ≤

1

2

∫ T

0

∫
Ω

| ∇ϕ |2 dxdt+
cp (N − 1)2

2

∫ T

0

∫
Γ1

| ∂ϕ
∂ν
|2 dΓdt.

(2.3.20)

En combinant (2.3.18)-(2.3.20), on obtient l'inégalité désirée (2.3.17).

Démonstration du théorème (2.3).

En combinant (2.3.3) et (2.3.17), on obtient

1

2

∫ T

0

∫
Ω

| ∇ϕ |2 dtdx+

∫ T

0

∫
Ω

|ϕt|2dxdt

+

[ ∫
Ω

(
(N − 1)ϕ+ 2m.∇ϕ

)
ϕtdx

]T
0

≤∫ T

0

∫
Γ1

(m · ν)

(
|∂ϕ
∂ν
|2 + |∂ϕt

∂ν
|2
)
dΓdt+R2γ

∫ T

0

∫
Γ1

|∂ϕ
∂ν
|2dΓdt

+
(N − 1)2cp

2

∫ T

0

∫
Γ1

|∂ϕ
∂ν
|2dΓdt.

(2.3.21)

D'autre part, en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

|
∫

Ω

(
(N − 1)ϕϕt + 2m · ∇ϕϕt

)
dx |≤ 2RE(0). (2.3.22)
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En combinant (2.3.21) et (2.3.22), on déduit :
(T − 2R)E(0) ≤

(
(m · ν) +

(N − 1)2cp
2

+
1

2
+R2γ

)∫ T

0

∫
Γ1

|∂ϕ
∂ν
|2dΓdt

+

∫ T

0

∫
Γ1

|∂ϕt
∂ν
|2dΓdt.

(2.3.23)

Alors, pour T > 2R, on obtient le résultat recherché (2.3.2), où

c1 = (m · ν) +R2 γ +
(N − 1)2 cp

2
+

1

2
.
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2.4 Contrôlabilité exacte

Dans cette section, en adaptant la méthode HUM introduite par J.L.Lions (voir

[24], [39], [40]), on étudie la contrôlabilité exacte de l'équation des ondes sous l'ac-

tion d'un contrôle frontière dynamique.

On considère le système suivant :

utt −∆u = 0, dans Ω× [0, T ], (2.4.1)

u = 0, sur Γ0 × [0, T ], (2.4.2)
∂u

∂ν
+ η = 0, sur Γ1 × [0, T ], (2.4.3)

ηt − ut = v, sur Γ1 × [0, T ], (2.4.4)

avec les conditions initiales :

u(0) = u0, ut(0) = u1, dans Ω, η(0) = η0, sur Γ1. (2.4.5)

On se pose d'étudier alors le problème de contrôlabilité exacte suivant : étant donné

T > 2R et des données initiales U0 = (u0, u1, η0), existe-t-il un contrôle v qui ra-

mème la solution de (2.4.1)-(2.4.5) à l'équilibre au temps T , i.e. u(T ) = ut(T ) =

η(T ) = 0 ?

Dans un premier temps, on va montrer l'existence et l'unicité d'une solution

faible du problème (2.4.1)-(2.4.5).

Introduisant U = (u, ut, η), on reformule le problème (2.4.1)-(2.4.5) sous forme
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d'une équation abstraite du premier ordre : Ut + AU = V

U(0) = U0,
(2.4.6)

où A est l'opérateur dé�ni dans (2.2.10)-(2.2.11) et V = (0, 0, v)T est le contrôle

dynamique.

Soit Φ la solution du problème homogène (2.2.1)-(2.2.5) associée aux conditions

initiales Φ0. En multipliant la première équation de (2.4.6) par Φ, on obtient

(Ut, Φ)H + (AU,Φ)H = (V, Φ)H.

En utilisant l'intégration par parties, on obtient :

(
U(t), Φ(t)

)
H
−
(
U(0), Φ(0)

)
H

−
∫ t

0

(
U,Φt

)
H
dt+

∫ t

0

(
AU,Φ

)
H
dt =

−
∫ t

0

∫
Γ1

v(t)∂νϕ(t)dΓdt, ∀φ0 ∈ H.

(2.4.7)

Puisque A est symétrique, on déduit
(
U(t), Φ(t)

)
H

=

(
U(0), Φ(0)

)
H

−
∫ t

0

∫
Γ1

v(t)∂νϕ(t)dΓdt, ∀φ0 ∈ H.
(2.4.8)

Theorem 2.4.1. Soit T > 0. Alors pour tout U0 ∈ D(A)′ et tout v ∈ L2(0, T, L2(Γ1)),

le système non homog�ne (2.4.6) admet une unique solution faible

U ∈ C0( [0, T ], D(A)′)

65



Chapter 2 Contrôlabilité exact des ondes par un contrôle dynamique

au sens où l'équation (2.4.8) est véri�ée pour toute Φ0 ∈ D(A). De plus l'applica-

tion linéaire

(U0, v) −→ U, (2.4.9)

est continue de D(A)′ × L2(Γ1) dans D(A)′.

Démonstration.

Soit Φ = (φ, φt, ξ) ∈ D(A) la solution du problème homogène (2.2.1)-(2.2.5) associé

aux conditions initiales Φ0 ∈ D(A). D'après (2.4.8), on a :


〈U(t), Φ(t) 〉D(A)′×D(A) = 〈U(0), Φ(0) 〉D(A)′×D(A)

−
∫ t

0

∫
Γ

v(t) ∂νϕ(t) dΓdt.
(2.4.10)

Maintenant, on dé�nit la forme linéaire L par :

L(Φ0) = 〈U0,Φ0 〉D(A)′×D(A) +

∫ t

0

∫
Γ1

v(s)ξ(s)ds, ∀Φ0 ∈ D(A). (2.4.11)

Alors, on obtient le problème variationnel suivant :

L(Φ0) = 〈U(t), SA(t)Φ0 〉D(A)′×D(A), ∀Φ0 ∈ D(A). (2.4.12)

On choisit le contrôle v(t) comme suit :

v(t) = v0 −
d

dt
v1(t), v0, v1 ∈ L2(Ω),

d

dt
v1 ∈ (H1(0, T ))′, (2.4.13)

où la dérivée
d

dt
est dé�nie au sens de (H1(0, T ))′ :

−
∫ t

0

d

dt
v1(t)µ(t)dt =

∫ t

0

v1(t)
d

dt
µ(t)dt, ∀ µ ∈ H1(0, T ). (2.4.14)
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L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne l'estimation suivante :

∣∣∣∣ ∫ t

0

∫
Γ1

v(s)ξ(s)dΓds

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ t

0

∫
Γ1

v0(s)ξ(s)dΓds+

∫ t

0

∫
Γ1

v1(s)ξt(s)dΓds

∣∣∣∣
≤‖ v0 ‖L2(0,T ;L2(Γ1))‖ ξ ‖L2(0,T ;L2(Γ1)) + ‖ v1 ‖L2(0,T ;L2(Γ1))‖ ξt ‖L2(0,T ;L2(Γ1))

≤‖ v0 ‖L2(0,T ;L2(Γ1))‖ Φ0 ‖H + ‖ v1 ‖L2(0,T ;L2(Γ1))‖ AΦ0 ‖H .
(2.4.15)

En utilisant (2.4.11) et (2.4.15), on obtient :

 |L(Φ0)| ≤ (‖ v0 ‖L2(0,T ;L2(Γ1)) + ‖ v1 ‖L2(0,T ;L2(Γ1))) ‖ Φ0 ‖D(A)

+ ‖ U0 ‖D(A)′‖ Φ0 ‖D(A), ∀Φ0 ∈ D(A)′.
(2.4.16)

Ce qui implique que la forme linéaire L est continue dans D(A). De plus, on a :

‖ L ‖L(D(A),R) ≤ ‖ v0 ‖L2(0,T ;L2(Γ1)) + ‖ v1 ‖L2(0,T ;L2(Γ1)) + ‖ U0 ‖D(A)′ . (2.4.17)

Donc, d'après le théorème de Riesz, il existe un unique élément Z(t) ∈ D(A)′ tel

que

L(Φ0) = 〈Z(t),Φ0 〉D(A)′×D(A), ∀Φ0 ∈ D(A). (2.4.18)

On dé�nit la solution U(t) par :

S?A(t)U(t) = Z(t).

On en déduit que U(t) satisfait le problème (2.4.12) pour tout 0 ≤ t ≤ T . En plus,

on a
‖ U(t) ‖D(A)′=‖ L ‖L(D(A),R)

≤‖ (v0, v1) ‖L2(0,T ;L2(Γ1)) + ‖ U0 ‖D(A)′ , ∀t ∈ [0, T ].

(2.4.19)
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L'application linéaire (2.4.11) est donc continue de D(A)′ × L2(Γ1)× L2(Γ1) dans

D(A)′.

Soit U0 ∈ D(A)′ et v0, v1 ∈ L2(0, T ;L2(Γ1)). Il existe Un
0 ∈ C∞(Ω)× C∞(Ω)× C∞(Γ1),

(vn0 , v
n
1 ) ∈ C∞(Γ1)× C∞(Γ1)

(2.4.20)

tels que 
Un

0 −→ U0 dans D(A)′,

vn0 −→ v0 dans L2(0, T ;L2(Γ1)),

vn1 −→ v1 dans L2(0, T ;L2(Γ1)).

(2.4.21)

Soit Un ∈ C0(0, T ;C∞(Ω)× C∞(Ω)× C∞(Γ1)) solution du problème U ′n = AUn + Vn,

Un(0) = Un
0 .

(2.4.22)

Alors, on a

sup
0≤t≤T

‖ Un(t) ‖D(A)′≤‖ (vn0 , v
n
1 ) ‖L2(0,T ;L2(Γ1)) + ‖ Un

0 ‖D(A)′ .

La suite Un(t) converge vers Û(t) dans L∞(0, T ;D(A)′). Finalement, par unicité

de la limite, on déduit que U(t) = Û(t) ∈ C0(0, T ;D(A)′). Le démonstration est

ainsi achevée.

Après avoir étudié l'existence et l'unicité d'une solution faible du (2.4.6), on s'in-

téresse maintenant à la contrôlabilité exacte du problème (2.4.6). On montre le

théorème suivant :
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Theorem 2.4.2. Soit T > 2R. Alors pour tout U0 ∈ H, il existe un contrôle

v(t) = v0(t)− d

dt
v1(t), v0, v1 ∈ L2(0, T ;L2(Γ1)),

tel que la solution (u, η) de problème (2.4.6) véri�e la condition �nale :

u(T ) = ut(T ) = 0, η(T ) = 0.

Démonstration. Considérons l'espace vectoriel :

F = {Φ0 = (ϕ0, ψ0, ξ0) ∈ D(A∞) tel que

∫ T

0

∫
Γ1

(|ξ|2 + |ξt|2)dΓdt <∞} (2.4.23)

où Φ = (ϕ, ψ, ξ) ∈ D(A∞) est la solution du problème homogéne (2.2.1)-(2.2.4).

Grâce à l'inégalité inverse, on peut dé�nir une norme sur F par :

‖Φ0‖F =
(∫ T

0

∫
Γ1

(|ξ|2 + |ξt|2)dΓdt
)1/2

. (2.4.24)

On désigne encore par F la compléture de F par cette norme. Il est clair que F

est un espace de Hilbert.

L'inégalité inverse donne l'encadrement suivant de F :

D(A) ⊂ F ⊂ H.

On identi�e H à son dual, on obtient :

H ⊂ F ′ ⊂ D(A)′.

Soit Φ = (ϕ, ψ, ξ) ∈ D(A) la solution du problème homogène (2.2.1)-(2.2.5) asso-

ciée à la condition initiale Φ0 ∈ D(A). On dé�nit le contrôle v(t) par :

v(t) = ξ(t)− d

dt
ξt(t), (2.4.25)
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où la dérivée
d

dt
est dé�nie au sens de (H1(0, T ))′. Puis on résout le problème

rétrograde suivant :

ψtt −∆ψ = 0, dans Ω× [0, T ],

ψ = 0, sur Γ0 × [0, T ],

∂ψ
∂ν

+ %(t) = 0, sur Γ1 × [0, T ],

%t(t)− ψt(t) = v, sur Γ1 × [0, T ],

ψ(T ) = ψt(T ) = 0, dans Ω,

%(T ) = 0, sur Γ1.

(2.4.26)

Introduisant Ψ(t) = (ψ(t), ψt(t), %(t)), on transforme le système précédant sous la

forme d'une équation d'évolution : Ψt = AΨ + V,

Ψ(T ) = 0.
(2.4.27)

Grâce au théorème (2.4), le problème (2.4.27) admet une unique solution

Ψ(t) ∈ C0([0, T ];D(A)′).

De plus, on a :

‖ Ψ ‖D(A)′≤‖ ξ ‖L2(0,T ;L2(Γ1)) + ‖ ξt ‖L2(0,T ;L2(Γ1)) . (2.4.28)

On dé�nit ensuite un opérateur linéaire Λ par :

Λ : D(A) −→ D(A)′, (2.4.29)

où ΛΦ0 = −Ψ(0), ∀Φ0 ∈ D(A).

En utilisant (2.4.24), on obtient : 〈ΛΦ0, Φ̃0 〉D(A)′×D(A) =

∫ T

0

∫
Γ1

(ξξ̃ + ξtξ̃t)dΓdt

=
(
Φ0, Φ̃0

)
F , ∀Φ0, Φ̃0 ∈ D(A),

(2.4.30)
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où ( · , · )F est le produit scalire associé à la norme ‖ · ‖F .

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans (2.4.30), on déduit que :

|〈ΛΦ0, Φ̃0 〉D(A)′×D(A)| ≤ ‖Φ0‖F‖Φ̃0‖F , ∀Φ0, Φ̃0 ∈ D(A). (2.4.31)

Comme D(A) est dense dans F , l'application Λ peut se prolonger en une applica-

tion continue de F dans F ′.

En particulier, on a :

|〈ΛΦ0, Φ̃0〉F ′×F | ≤ ‖Φ0‖F‖Φ̃0‖F , ∀Φ0, Φ̃0 ∈ F . (2.4.32)

|〈ΛΦ0,Φ0〉F ′×F | = ‖Ψ0‖2
F , ∀Φ0 ∈ F . (2.4.33)

Par conséquent, la forme bilinéaire

(Φ0, Φ̃0)→ 〈ΛΦ0, Φ̃0〉F ′×F (2.4.34)

est continue et coercive sur F ×F . Alors d'après le lemme de Lax-Milgram, Λ est

un isomorphisme de F sur F ′. En particulier, pour tout −U0 ∈ H ⊂ F ′, il existe

un unique élément Φ0 ∈ F tel que :

ΛΦ0 = −U0. (2.4.35)

L'unicité de la solution du problème (2.4.27) assure que

U = Ψ. (2.4.36)

Par conséquent, on a :

U(T ) = 0⇐⇒ u(T ) = ut(T ) = 0 et η(T ) = (0). (2.4.37)

Le démonstration est ainsi achevée.
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Chapitre 3

Stabilisation interne indirecte d'un

système multidimensionnel

d'équations des ondes.

3.1 Introduction

Soit Ω un ouvert borné dans RN ayant une frontière régulière Γ de classe C2 et ν

le vecteur unitaire normal exterieur à Γ. Dans ce chapitre, on considère un système

de deux équations des ondes couplées avec un contrôle interne localement distribué

dans Ω au voisinage de Γ et aggissant sur une seule équation :


utt −∆u− byt = 0 , dans Ω× R+,

ytt − a∆y + but + cyt = 0 , dans Ω× R+,

u = y = 0, sur Γ× R+,

(3.1.1)
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où a est une constante strictement positive, b ∈ C1(Ω;R) et c ∈ C1(Ω;R+). Les

conditions initiales sont données par :

(u(x, 0), y(x, 0)) = (u0, y0), (ut(x, 0), yt(x, 0)) = (u1, y1). (3.1.2)

Dans ce chapitre, on s'intéresse à étudier la stabilisation indirecte du système

(3.1.1). Soit α > 0, on dé�nit l'ouvert Oα par :

Oα ≡ {x ∈ Ω : | x− y |< α, y ∈ Γ}. (3.1.3)

Il est clair que si α est su�sament petit, on a Oα ⊂ Ω. On suppose qu'il existe

deux constantes α > 0 et γ0 > 0 telles que :

c(x) ≥ γ0 > 0, ∀x ∈ Oα ⊂ Ω. (3.1.4)

La stabilisation indirecte des systèmes couplés a suscité l'intérêt de nombreux au-

teurs ces dernières années. Les résultats les plus récents dans cette direction sont

ceux obtenus par F. Alabau (voir [47]), F. Alabau, P. Cannarsa et V. Komornik

(voir [48]), où des estimations polynomiales ont été démontrées pour quelques sys-

tèmes hyperboliques linéaires faiblement couplés.

A. Beyrath (voir [62]) a étudié la stabilisation indirecte interne de systèmes d'équa-

tions faiblement couplées par un seule feedback localement distribué. Aussi, A.

Guesmia (voir [43]) a étudié des systèmes non linéaires ou non dissipatifs et il

a donné deux applications à la stabilisation indirecte par un seul feedback non

linéaire localement distribué et dégénéré ainsi qu'à la stabilisation d'un système
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couplé de deux équations des ondes générales.

V. Komornik, B. Rao (voir [44]) ont montré la stabilisation exponentielle d'un sys-

tème de deux équations des ondes couplées par un opérateur compact en utilisant

un résultat de J.S. Gibson.

J. Rauch, X. Zhang, E.Zuazua (voir [45]) ont étudié la décroissance polynomiale

d'un système couplé de type hyperbolique-parabolique. Ils ont étudié le compor-

tement asymptotique en temps d'un modèle linéarisé d'interaction �uide-strucure.

Dans le domaine constitué de deux parties dans lesquelles l'évolution est gouvernée

par l'équation de la chaleur et l'équation des ondes respectivement, ils ont monté

un résultat de décroissance polynomiale pour des solutions régulières en supposant

une condition de contrôle géométrique et des conditions de transmission à l'inter-

face.

Dans ([7]), Kapitonov a étudié la stabilité indirecte de système (3.1.1) dans le cas

où le support de la fonction b coincide avec celui de c. Sous la condition d'égalité

de vitesse de propagation, a = 1, il a établi un taux de décroissance exponentiel de

l'énergie du système. En revanche, quand les vitesses sont di�érentes aucun taux

de décroissance de l'énergie n'est discuté.

Dans ([10]), Ammar-Khodja et Bader ont étudié la stabilité indirecte de système

(3.1.1) dans le cas monodimensionnel où le support de b et le support de c sont

disjoints. Sous la condition d'égalité de vitesse de propagation, a = 1, ils ont établi

un taux de décroissance exponentiel de l'énergie dans un sous espace orthogonal à
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un sous espace de dimension �nie mais non précisé. En revanche, quand les vitesses

sont di�érentes, ils ont prouvé la stabilisation forte et non exponentielle mais aucun

taux de décroissance de l'énergie n'est discuté.

Notre objectif est de généraliser les résultats de ([7]) dans le cas a 6= 1. Pour cela,

on suppose qu'il existe deux constantes γ > 0 et b0 > 0 telles que :

Oγ ⊂ Oα ⊂ Ω et b(x) ≥ b0 pour tout x ∈ Oγ (Q1)

et

supp ∂ib ⊂ Oα, pour tout i = 1, 2..., N. (Q2)

Soit (u, y) une solution régulière du système (3.1.1), on dé�nit l'énergie associée

par :

E(t) =
1

2

∫
Ω

( |ut|2 + |∇u|2 + |yt|2 + a|∇y|2)dx. (3.1.5)

On voit facilement que E(t) est décroissante :

E ′(t) = −
∫

Ω

c(x)|yt|2dx. (3.1.6)

En introduisant U = (u, ut, y, yt), on transforme le problème (3.1.1) sous la forme

d'une équation d'évolution :

 Ut = AU

U(0) = U0,
(3.1.7)

où l'opérateur A est m-dissipatif dans l'espace de l'énergie. Ainsi, on montre que

le problème est bien posé au sens de semi-groupes de contractions.
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Nous montrons d'abord que la résolvante de l'opérateur A est compacte dans l'es-

pace de l'énergie. Alors on peut procéder comme dans Lagnese (voir [35]) à l'ap-

plication de la théorie de décomposition spectrale Sz-Nagy-Foias (voir[32]), Foguel

(voir[19]) et Benchimol (voir[20]) et on montre que l'énérgie du système décroît

fortement vers zéro.

Ensuite, pour a = 1, on utilise un théorème de Huang (voir[33]) et Pruss(voir[34])

et on établit la stabilisation uniforme de l'énergie du système.

Theorem 3.1.1. Supposons que les conditions (Q1) et (Q2) sont véri�ées. Soit

a = 1, alors il existe des constantes strictement positives ω > 0 et M ≥ 1 telles

que l'énergie E(t) du système (3.1.1) véri�e l'estimation suivante :

E(t) ≤Me−ωt, ∀ t ≥ 0

pour toute solution faible du système (3.1.1).

Ensuite, dans le cas, où a 6= 1, en utilisant un théorème de Huang (voir[33]) et

Pruss (voir[34]), on montre la non stabilité uniforme du système (3.1.1). En�n,

on utilise un résultat de [63] (voir aussi [41]) pour établir le taux de décroissance

polynomial suivant :

Theorem 3.1.2. Supposons que les conditions (Q1) et (Q2) sont véri�ées, alors

il existe une constante strictement positive C telle que l'énergie E(t) du système

(3.1.1) véri�e l'estimation suivante :

E(t) ≤ C

t
‖ U0 ‖2

D(A), ∀ t > 0 (3.1.8)
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pour toute solution régulière du système (3.1.1).
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3.2 Formulation du problème.

On va formuler le problème (3.1.1) dans un espace de Hilbert. D'abord, on dé�nit

l'espace de l'énergie comme suit :

H = (H1
0 (Ω) × L2(Ω))2 (3.2.1)

muni du produit scalaire suivant :

(
U, Ũ

)
H

=

∫
Ω

(∇u · ∇ũ)dx +

∫
Ω

vṽ dx+

a

∫
Ω

(∇y · ∇ỹ)dx +

∫
Ω

zz̃dx

∀ U = (u, v, y, z), Ũ = (ũ, ṽ, ỹ, z̃) ∈ H.

(3.2.2)

Pour donner un sens convenable au système (3.1.1), on dé�nit l'opérateur linéaire

non borné A par :

D(A) =

(
(H2(Ω) ∩H1

0 (Ω))×H1
0 (Ω)

)2

(3.2.3)

et  AU = ( v,∆u+ bz , z, a∆y − bv − cz),

∀ U = (u, v, y, z) ∈ D(A).
(3.2.4)

Soit U = (u, ut, y, yt) une solution régulière du système. Alors (3.1.1) s'écrit sous

la forme :  Ut = AU ,

U(0) = U0 ∈ H.
(3.2.5)

Dans la suite, on va montrer l'existence et l'unicité d'une solution du problème

(3.2.5).
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Proposition 3.2.1. L'opérateur A dé�ni par (3.2.3)-(3.2.4) est m-dissipatif et à

résolvante compacte dans l'espace de l'énergie H.

Démonstration. Soit U = (u, v, y, z) ∈ D(A). Alors, de (3.2.4) on déduit que :

(AU,U)H =

(
( v,∆u+ bz , z, a∆y − bv − cz), (u, v, y, z)

)
H
.

En utilisant (3.2.2) et la formule de Green, on obtient :

Re{(AU,U)H} = −
∫

Ω

c|z|2dx ≤ 0.

Alors l'opérateur A est dissipatif dans l'espace de l'énergie H.

Maintenant, soit F = (f1, f2, f3, f4) ∈ H, On cherche à résoudre l'équation sui-

vante :

U −AU = F, U ∈ D(A). (3.2.6)

Ceci revient au même de résoudre le système suivant :

u− v = f1,

v −∆u− bz = f2,

y − z = f3,

z − a∆y + bv + cz = f4.

(3.2.7)

Par l'élimination de v et z dans (3.2.7), on obtient le système suivant :

u−∆u− by = f1 + f2 − bf3, (3.2.8)

y − a∆y + bu+ cy = f3 + bf1 + cf3 + f4. (3.2.9)

Soit Φ = (ϕ1, ϕ2) ∈ H1
0 (Ω) ×H1

0 (Ω) une fonction test. On multiplit (3.2.8) par ϕ1.

En appliquant la formule de Green, on obtient :
∫

Ω

uϕ1dx+

∫
Ω

∇u · ∇ϕ1dx−
∫

Ω

byϕ1dx =∫
Ω

(f1 + f2 − bf3)ϕ1dx.
(3.2.10)
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De même, on multiplit (3.2.9) par ϕ2. Puis en utilisant la formule de Green, on

obtient : 

∫
Ω

yϕ2dx+ a

∫
Ω

(∇y · ∇ϕ2)dx+∫
Ω

buϕ2dx+

∫
Ω

cyϕ2dx =∫
Ω

(f3 + bf1 + cf3 + f4)ϕ2dx.

(3.2.11)

Maintenant, on combine (3.2.10) et (3.2.11), puis on dé�nit la forme bilinéaire a

par : 
a((u, y), (ϕ1, ϕ2)) =

∫
Ω

uϕ1dx+

∫
Ω

(∇u · ∇ϕ1)dx+∫
Ω

buϕ2dx+ a

∫
Ω

(∇y · ∇ϕ2)dx−∫
Ω

byϕ1dx+

∫
Ω

yϕ2dx+

∫
Ω

cyϕ2dx.

(3.2.12)

et la forme linéaire L par :
L(ϕ1, ϕ2) =

∫
Ω

(f1 + f2 − bf3)ϕ1dx+∫
Ω

(f3 + bf1 + cf3 + f4 )ϕ2 dx.
(3.2.13)

On véri�e facilement que la forme bilinéaire a est continue et coercive sur (H1
0 (Ω)×

H1
0 (Ω))2 et L est une forme linéaire et continue sur H1

0 (Ω) ×H1
0 (Ω). En utilisant le

théorème de Lax-Milgram (voir [27]), on en déduit qu'il existe un unique (u, y) ∈

H1
0 (Ω) ×H1

0 (Ω) solution du problème variationnel :

a((u, y), (ϕ1, ϕ2)) = L(ϕ1, ϕ2), ∀ (ϕ1, ϕ2) ∈ H1
0 (Ω) ×H1

0 (Ω). (3.2.14)

Il est clair que (u, y) est une solution faible des équations (3.2.8) et (3.2.9). En

particulier, u ∈ H1
0 (Ω) telle que :

u−∆u = by + f1 + f2 − bf3 ∈ L2(Ω), (3.2.15)

83



Chapter 3 Stabilisation interne indirecte des équations des ondes

Par la régularité du Laplacien, on en déduit que u ∈ H2(Ω). De la même façon, on

obtient y ∈ H2(Ω). Ensuite, on dé�nit v = u−f1 ∈ H1
0 (Ω) et z = y−f3 ∈ H1

0 (Ω).

Alors U = (u, v, y, z) ∈ D(A) est la solution unique du problème (3.2.6). Il vient

que U ∈ D(A). Le système (3.2.5) admet donc une solution. De plus, on a

‖(u, v, y, z)‖D(A) ≤ C‖(f1, f2, f3, f4)‖H.

Grâce aux injections compactes de H2(Ω) dans H1(Ω) et de H1
0 (Ω) dans L2(Ω), on

obtient la compacité de la résolvante de l'opérateur A. La preuve est donc terminée.

Theorem 3.2.2. (Existence et unicité de la solution).

(1) Soit U0 = (u0, u1, y0, y1) ∈ D(A). Alors le problème (3.2.5) admet une unique

solution forte U = (u, ut, y, yt) telle que

(u(t), y(t)) ∈ (C2(R+, L
2(Ω)))2 ∩ (C1(R+, H

1
0 (Ω)))2 ∩ (C0(R+, H2(Ω)))2. (3.2.16)

(2) Soit U0 = (u0, u1, y0, y1) ∈ H. Alors le problème (3.2.5) admet une unique

solution faible U = (u, ut, y, yt) telle que

(u(t), y(t)) ∈ (C1(R+, L
2(Ω)))2 ∩ (C0(R+, H

1
0 (Ω)))2. (3.2.17)

Démonstration. L'opértateur A est m-dissipatif dans l'espace de Hilbert H.

D'après le théorème de Hille-Yosida(voir[27]), pour toute donnée initiale U0 ∈

D(A), le problème (3.2.5) admet une unique solution U = (u, ut, y, yt) ∈ D(A)

telle que

U ∈ C0(R+, D(A)) ∩ C1(R+,H).

Ceci correspond à la régularité (3.2.16).
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De même pour toute donnée initiale U0 ∈ H, le problème (3.2.5) admet une unique

solution faible U = (u, ut, y, yt) ∈ H telle que

U ∈ C0(R+,H).

Ceci correspond à la régularité (3.2.17). La démonstration est donc achevée.
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3.3 Etude de la stabilité forte.

Dans ce paragraphe, on étudie la stabilité forte du système (3.1.1). D'abord on

montre que l'opérateur A n'a pas de valeur propre imaginaire pure. Puis, par la

méthode de décomposition spectrale (voir [20]), on montre que l'énergie du système

(3.1.1) décroît vers zéro asymptotiquement.

Dé�nissons la fonction η telle que
η(x) ∈ [0, 1],

η(x) = 0, si x ∈ Ω/Oγ,

η(x) = 1, si x ∈ Oγ−ε,

(3.3.1)

où ε est une constante telle que 0 < ε < γ.

Proposition 3.3.1. Supposons que les conditions (Q1) et (Q2) sont véri�ées.

Alors, l'opérateur A n'admet pas de valeur propre imaginaire pure.

Démonstration. Supposons que A admet une valeur propre imaginaire pure.

Alors il existe λ ∈ R et U = (u, v, y, z) ∈ D(A), tel que :

AU = iλU. (3.3.2)

Utilisons (3.3.2), on obtient :

−
∫

Ω

c|z|2dx = Re(AU,U)H = Re{iλ ‖ U ‖2
H} = 0. (3.3.3)
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Utilisons la condition (3.1.4) on déduit que :∫
Ω

c|z|2dx = 0 et z ≡ 0 dans Oα. (3.3.4)

Ecrivons (3.3.2) sous la forme détaillée :

v = iλu, dans H1
0 (Ω), (3.3.5)

∆u+ bz = iλv, dans L2(Ω), (3.3.6)

z = iλy, dans H1
0 (Ω), (3.3.7)

a∆y − bv − cz = iλz, dans L2(Ω). (3.3.8)

(i) Il est clair que si λ = 0, on obtient v = z = 0, de plus, on a : ∆u = 0, dans Ω,

u = 0, sur Γ
(3.3.9)

et  ∆y = 0, dans Ω,

y = 0, sur Γ.
(3.3.10)

Alors U = 0 contradiction.

(ii) Supposons maintenant que λ 6= 0. En utilisant (3.3.4), (3.3.7) et la condition

(3.1.4), on déduit que :

cy ≡ 0 dans Ω et y ≡ 0 dans Oα. (3.3.11)
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Par l'élimination de v, z dans (3.3.5)-(3.3.8), on obtient le système suivant :

∆u+ λ2u+ iλby = 0, dans Ω, (3.3.12)

a∆y + λ2y − iλbu− iλcy = 0, dans Ω, (3.3.13)

u = y = 0, sur Γ. (3.3.14)

On divise la démonstration en deux étapes.

Etape 1. Nous multiplions l'équation (3.3.13) par ηu. Alors en utilisant la formule

de Green et la condition aux bordes u = 0 sur Γ, on obtient :
λ

∫
Ω

bη|u|2dx =

−i
∫

Ω

λ2ηyudx+ ia

∫
Ω

η(∇y · ∇u)dx

+ ia

∫
Ω

u(∇y · ∇η)dx−
∫

Ω

λcηuydx.

(3.3.15)

Grâce à au fait que ηy ≡ 0 dans Ω et λ 6= 0, de (3.3.15) on déduit que :∫
Ω

bη|u|2dx = 0.

De plus, grâce à la condition (Q1) ou le fait que b ∈ R?, l'équation précédente

implique

u ≡ 0 dans Oγ−ε. (3.3.16)

Etape 2. Utilisant (3.3.12), (3.3.13), (3.3.11), (3.3.16), on obtient le système sui-

vant :

∆u+ λ2u+ iλby = 0, dans Ω, (3.3.17)

a∆y + λ2y − iλbu = 0, dans Ω, (3.3.18)

u = y =
∂u

∂ν
=
∂y

∂ν
= 0, sur Γ. (3.3.19)
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En multipliant l'équation (3.3.17) par 2(m ·∇ū) et en utilisant la formule de Green,

on obtient :

(N − 2)

∫
Ω

|∇u|2dx−Nλ2

∫
Ω

|u|2dx = −2Re {iλ
∫

Ω

b(m · ∇ū)ydx }. (3.3.20)

Ensuite, en multipliant l'équation (3.3.18) par (2m · ∇ȳ) et en utilisant la formule

de Green, on obtient :

a(N − 2)

∫
Ω

|∇y|2dx−Nλ2

∫
Ω

|y|2dx = 2Re{iλ
∫

Ω

b(m · ∇ȳ)udx}. (3.3.21)

Il vient que :


(N − 2)

∫
Ω

(|∇u|2 + a|∇y|2)dx−Nλ2

∫
Ω

(|u|2 + |y|2)dx

= 2Re{iλ
∫

Ω

(b(m · ∇ȳ)u− b(m · ∇ū))ydx}.
(3.3.22)

Maintenant, en multipliant l'équation (3.3.17) par Nū et l'équation (3.3.18) par

Nȳ, on obtient les équations :

−N
∫

Ω

|∇u|2dx+Nλ2

∫
Ω

|u|2dx = −iNλ
∫

Ω

byūdx, (3.3.23)

−aN
∫

Ω

|∇y|2dx+Nλ2

∫
Ω

|y|2dx = iNλ

∫
Ω

buȳdx. (3.3.24)

Il vient que

−N
∫

Ω

(|∇u|2 + a|∇y|2)dx+Nλ2

∫
Ω

(|u|2 + |y|2)dx = iλN

∫
Ω

b(uȳ − yū)dx.

(3.3.25)

En combinant (3.3.25) et (3.3.22), on obtient :
2

∫
Ω

(|∇u|2 + a|∇y|2)dx =

−2Re{iλ
∫

Ω

(b(m · ∇ȳ)u− b(m · ∇ū))ydx}

−Re{iλN
∫

Ω

b(uȳ − yū)dx}.

(3.3.26)
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En utilisant la formule de Green, on obtient :
iλ

∫
Ω

b(m · ∇ȳ)udx =

−iλN
∫

Ω

bȳudx− iλ
∫

Ω

b(m · ∇u)ȳdx

−iλ
∫

Ω

(m.∇b)uydx.

(3.3.27)

Il vient que 
2Re{iλ

∫
Ω

(b(m · ∇ȳ)u− b(m · ∇ū))ydx} =

−2Re{iλ
∫

Ω

(Nbȳudx+ (m · ∇b)uȳ)dx} =

2Im{λN
∫

Ω

bȳudx+ λ

∫
Ω

(m · ∇b)uȳdx}.

(3.3.28)

En utilisant la condition (Q2), on déduit que :

−2Re{iλ
∫

Ω

(b(m · ∇ȳ)u− b(m · ∇ū))ydx} = 2Im{λN
∫

Ω

bȳudx}. (3.3.29)

D'autre part, on a :

−Re{iλN
∫

Ω

b(uȳ − yū)dx} = −2NIm{λ
∫

Ω

bȳudx}. (3.3.30)

En insérant (3.3.29) et (3.3.30) dans (3.3.26), il vient que :

2

∫
Ω

(|∇u|2 + a|∇y|2)dx = 0. (3.3.31)

On en déduit que u ≡ y ≡ 0, puis v ≡ z ≡ 0, soit encore U = 0. D'où vient une

contradiction. La démonstration est ainsi achevée.

Theorem 3.3.2. Supposons les conditions (Q1) et (Q2) sont véri�ées ou b ∈ R+.

Alors, l'énergie E(t) du système (3.1.1) décroît fortement vers zèro :

lim
t→∞

E(t) = 0
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pour toute solution faible du système (3.1.1).

Démonstration. L'opérateur A dé�ni dans (3.2.3) et (3.2.4) est m-dissipatif et

à résolvante compacte, de plus, il n'admet pas de valeur propre imaginaire pure.

Alors, d'après la théorie de décomposition spectrale de Sz-Nagy-Foias (voir [32]),

Foguel (voir [19]) et Benchimol (voir [20]), on en déduit que le semi-groupe de

contractions SA(t) engendré par A est fortement stable.
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3.4 Etude du taux de décroissance exponentielle de

l'énergie, cas a = 1.

Dans ce paragraphe, on étudie la stabilité du système (3.1.1) dans le cas a = 1. En

utilisant la méthode de domaine de fréquence, on montre que l'énergie du système

(3.1.1) décroît exponentiellement vers zéro pour toute donnée initiale.

Theorem 3.4.1. Supposons que les conditions (Q1) et (Q2) sont véri�ées. Si a =

1, alors il existe deux constantes strictement positives ω > 0 et M ≥ 1 telles que

l'énergie E(t) du système (3.1.1) véri�e l'estimation suivante :

E(t) ≤Me−ωtE(0), ∀ t ≥ 0

pour toute solution faible du système (3.1.1).

Démonstration.

D'après un résultat de Huang (voir [33]) et Pruss (voir [34]), un C0 semi-groupe

de contractions etA sur un espace de Hilbert H est exponentiellement stable si et

seulement si :

iR ⊆ ρ(A) (H1)

et

sup
β ∈R
‖ (iβI −A)−1 ‖<∞ (H2)
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sont vraies.

D'après les Propositions 3.2.1 et 3.3.1, la résolvante de A est compacte, 0 ∈ ρ(A)

et il n'a pas de valeur propre imaginaire pure. Ceci entraîne bien la condition (H1).

Supposons que la condition (H2) soit fausse. Alors, il existe une suite βn ∈ R et

une suite Un = (un, vn, yn, zn) ∈ D(A) telles que

βn → +∞, (3.4.1)

‖ Un ‖H= 1, (3.4.2)

lim
n→∞

‖ (iβnI −A)Un ‖H= 0. (3.4.3)

On va montrer que ‖ (un, vn, yn, zn) ‖H→ 0 lorsque n → ∞. Cette contradiction

conduit à la décroissance exponentielle de l'énergie. La démonstration comporte

plusieurs étapes.

Etape 1. D'abord, en utilisant le fait que Un = (un, vn, yn, zn) est uniformément

bornée dans l'équation (3.4.3), on obtient que :

∫
Ω

c|zn|2dx = Re{iβn ‖ Un ‖2
H −(AUn, Un)} = o(1). (3.4.4)

En utilisant (3.1.4) et la condition (Q 1), on déduit que :∫
Oγ
|zn|2dx = o(1). (3.4.5)

Ensuite, on écrit (3.4.3) sous la forme détaillée :

iβnun − vn = f 1
n → 0 dans H1

0 (Ω), (3.4.6)

iβnvn −∆un − bzn = f 2
n → 0 dans L2(Ω), (3.4.7)

iβnyn − zn = f 3
n → 0 dans H1

0 (Ω), (3.4.8)

iβnzn −∆yn + bvn + czn = f 4
n → 0 dans L2(Ω). (3.4.9)
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En utilisant les équations (3.4.5) et (3.4.8), on déduit∫
Ω

c|βnyn|2dx = o(1). (3.4.10)

Utilisant (3.1.4) et la condition (Q1) dans l'équation (3.4.8), on déduit que :∫
Oγ
|βnyn|2dx = o(1). (3.4.11)

Grâce aux équations (3.4.2), (3.4.6) et (3.4.8), on déduit que βnyn et βnun sont

uniformément bornées dans L2(Ω). Alors :∫
Ω

|yn|2dx =
O(1)

β2
n

et
∫

Ω

|un|2dx =
O(1)

β2
n

. (3.4.12)

Par l'élimination de vn et zn dans (3.4.6)-(3.4.9), on obtient le système suivant

β2
nun + ∆un + iβnbyn = −iβnfn1 + bfn3 − fn2 , (3.4.13)

β2
nyn + ∆yn − iβnbun − iβncyn = −fn4 − bfn1 − iβnfn3 − cfn3 . (3.4.14)

Etape 2. Nous multiplions l'équation (3.4.14) par hyn. Alors, en utilisant la for-

mule de Green et la condition yn = 0 sur Γ, on obtient :

∫
Ω

h|βny|2dx−
∫

Ω

h | ∇yn |2 dx−∫
Ω

yn(∇h · ∇yn)dx− i βn

∫
Ω

bhunyndx−

iβn

∫
Ω

ch|yn|2dx =∫
Ω

(−fn4 − bfn1 − iβnfn3 − cfn3 )hyndx.

(3.4.15)

Grâce au fait que f 1
n, f

3
n convergent vers zéro dans H1

0 (Ω), fn4 converge vers zéro

dans L2(Ω) et les suites βnyn, βnun, ∇yn sont uniformément bornées dans L2(Ω),

on obtient : ∫
Ω

h|βnyn|2dx−
∫

Ω

h | ∇yn |2 dx = o(1). (3.4.16)
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En utilisant h(x) = η(x) dans (3.4.16), on obtient :∫
Ω

η|βnyn|2dx−
∫

Ω

η | ∇yn |2 dx = o(1). (3.4.17)

En utilisant (3.4.11) dans (3.4.17), on déduit :∫
Ω

η | ∇yn |2 dx = o(1) et
∫
Oγ−ε

| ∇yn |2 dx = o(1). (3.4.18)

Etape 3. En multipliant l'équation (3.4.14) par 2h(m · ∇ȳn), on obtient :
2β2

n

∫
Ω

ynh(m · ∇ȳn)dx+ 2

∫
Ω

h∆yn(m · ∇ȳn)dx

− 2 iβn

∫
Ω

bhun(m · ∇ȳn)dx− 2i

∫
Ω

chβnyn(m · ∇ȳn)dx =

2

∫
Ω

(−fn4 − bfn1 − iβnfn3 − cfn3 )h(m · ∇ȳn)dx.

(3.4.19)

En utilisant la formule de Green et le fait que yn = 0 sur Γ, on obtient :
− 2 i

∫
Ω

βnf
3
nh(m · ∇ȳn)dx = 2i

∫
Ω

βnȳnh(m · ∇f 3
n)dx

+ 2 i

∫
Ω

βnȳnf
3
n(m · ∇h)dx+ 2iN

∫
Ω

βnhȳnf
3
ndx.

(3.4.20)

Comme f 1
n, f

3
n convergent vers zéro dans H1

0 (Ω), fn4 converge vers zéro dans L2(Ω)

et les suites βnyn, ∇yn sont uniformément bornées dans L2(Ω), alors, en utilisant

(3.4.20), on conclut que :

2

∫
Ω

(−fn4 − bfn1 − iβnfn3 − cfn3 )h(m · ∇ȳn)dx = o(1). (3.4.21)

D'autre part, en utilisant la formule de Green et le fait que yn = 0 sur Γ, on obtient
Re{2

∫
Ω

β2
nynh(m · ∇ȳn)dx} =

−N
∫

Ω

h|βnyn|2dx−
∫

Ω

(m · ∇h)|βnyn|2dx.
(3.4.22)
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En utilisant l'équation (3.4.10) et le fait que ∇yn est borné dans L2(Ω), on en

déduit que :

−2Re{iβn
∫

Ω

chyn(m · ∇yn)dx} = o(1). (3.4.23)

La régularité de (un, vn, yn, zn) ∈ D(A) est su�sante pour e�ectuer des intégrations

dans la deuxième intégrale de (3.4.19). En utilisant la formule de Green et le fait

que yn = ∂yn
∂τ

= 0 sur Γ, on obtient :
2

∫
Ω

∆ynh(m · ∇y)dx =∫
Γ

h(m · ν)|∂yn
∂ν
|2dΓ− 2

∫
Ω

(∇h · ∇yn)(m · ∇yn)dx

+(N − 2)

∫
Ω

h|∇yn|2dx+

∫
Ω

(m · ∇h)|∇yn|2dx.

(3.4.24)

En combinant les équations (3.4.19), (3.4.21), (3.4.22), (3.4.23) et (3.4.24), on ob-

tient :
−N β2

n

∫
Ω

h|yn|2dx− β2
n

∫
Ω

(m · ∇h)|yn|2dx+

∫
Γ

h(m · ν)|∂yn
∂ν
|2dΓ+

(N − 2)

∫
Ω

h|∇yn|2dx− 2Re{
∫

Ω

(∇h · ∇yn)(m · ∇yn)dx}+∫
Ω

(m · ∇h)|∇yn|2dx− 2Re{iβn
∫

Ω

bhun(m · ∇yn)dx} = o(1).

(3.4.25)

Posons h(x) = η(x) dans (3.4.25), on obtient que :
−N β2

n

∫
Ω

η|yn|2dx− β2
n

∫
Ω

(m · ∇η)|yn|2dx+

∫
Γ

(m · ν)|∂yn
∂ν
|2dΓ+

(N − 2)

∫
Ω

η|∇yn|2dx− 2Re{
∫

Ω

(∇η · ∇yn)(m · ∇yn)dx}+∫
Ω

(m · ∇η)|∇yn|2dx− 2Re{iβn
∫

Ω

bηun(m · ∇yn)dx} = o(1).

(3.4.26)

En utilisant (3.4.11), (3.4.18) et le fait que βnun est bornée dans L2(Ω), on déduit

que :
(N − 2)

∫
Ω

η|∇yn|2dx+

∫
Ω

(m · ∇η)|∇yn|2dx+∫
Ω

(m · ∇η) | ∇yn |2 dx− 2Re{
∫

Ω

(∇η · ∇yn)(m · ∇yn)dx}+∫
Ω

2Re{iβnbηun(m · ∇yn)dx} = o(1).

(3.4.27)
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D'autre part, d'après (3.4.11) et le fait que η = 0 dans Ω/Oγ, on a :

−N
∫

Ω

η|βnyn|2dx−
∫

Ω

(m · ∇η)|βnyn|2dx = o(1). (3.4.28)

En insérant (3.4.27) et (3.4.28) dans (3.4.26), on déduit :∫
Γ

(m · ν)|∂yn
∂ν
|2dΓ = o(1). (3.4.29)

Etape 4. (i) Notons que 1
βn

∆un est uniformément bornée, alors multipliant l'équa-

tion (3.4.14) par 1
βn
η∆un, on obtient :
(β2

nyn + a∆yn − iβnbun − iβncyn)
1

βn
η∆un =

(−fn4 − bfn1 − iβnfn3 − cfn3 )
1

βn
η∆un.

(3.4.30)

En utilisant la formule de Green dans (3.4.30) et les conditions yn = un = f 3
n = 0

sur Γ, on obtient :

−
∫

Ω

βnη(∇un · ∇yn)dx−
∫

Ω

βnyn(∇η · ∇un)dx+

∫
Ω

a

βn
η∆un∆yndx

+i

∫
Ω

bη | ∇un |2 dx+ i

∫
Ω

ηun(∇b · ∇un)dx+ i

∫
Ω

bun(∇η · ∇un)dx

+i

∫
Ω

cη(∇yn · ∇un)dx+ i

∫
Ω

cyn(∇η · ∇un)dx+ i

∫
Ω

ηyn(∇c · ∇un)dx =

+

∫
Ω

(−f 4
n − bf 1

n − cf 3
n)(

1

βn
η∆un)dx+ i

∫
Ω

η(∇f 3
n · ∇un)dx

+ i

∫
Ω

f 3
n(∇η · ∇un)dx.

(3.4.31)

Comme les suites f 1
n et f 3

n convergent vers zéro dans H1
0 (Ω), la suite f 4

n converge

vers zéro dans L2(Ω) et les suites ∇un et 1
βn

∆un sont bornées dans L2(Ω), on en

déduit que :
∫

Ω

(−f 4
n − bf 1

n − cf 3
n)(

1

βn
η∆un)dx+ i

∫
Ω

η(∇f 3
n · ∇un)dx

+i

∫
Ω

f 3
n(∇η · ∇un)dx = o(1).

(3.4.32)
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En utilisant maintenant (3.4.11), (3.4.12) et le fait que la suite ∇un est bornée

dans L2(Ω), on déduit de (3.4.31) que :
−
∫

Ω

βnyn(∇η · ∇un)dx+ i

∫
Ω

ηun(∇b · ∇un)dx

+i

∫
Ω

bun(∇η · ∇un)dx+ i

∫
Ω

cη(∇yn · ∇un)dx

+i

∫
Ω

cyn(∇η · ∇un)dx+ i

∫
Ω

ηyn(∇c · ∇un)dx = o(1).

(3.4.33)

Alors, en insérant (3.4.33) et (3.4.32) dans (3.4.31), il vient que :
−
∫

Ω

βnη(∇un · ∇yn)dx+

∫
Ω

a

βn
η∆un∆yndx

+i

∫
Ω

bη | ∇un |2 dx = o(1).
(3.4.34)

(ii) De façon similaire, en multipliant (3.4.13) par la suite bornée 1
βn
η∆yn, on

obtient : 
(β2

nun + ∆un + iβnbyn)
1

βn
η∆yn =

(−iβnfn1 + bfn3 − fn2 )
1

βn
η∆yn.

(3.4.35)

En utilisant la formule de Green et les conditions un = yn = f 1
n = 0 sur Γ dans

(3.4.35), on obtient :
−
∫

Ω

βnη(∇un · ∇yn)dx− βn
∫

Ω

un(∇η · ∇yn)dx+

∫
Ω

1

βn
η∆un∆yndx

−i
∫

Ω

ηyn(∇b · ∇yn)dx− i
∫

Ω

ηb|∇yn|2dx− i
∫

Ω

(byn)(∇yn · ∇η)dx =

i

∫
Ω

(η(∇f 1
n · ∇yn) + f 1

n(∇η · ∇yn))dx+

∫
Ω

(bf 3
n − f 2

n)
1

βn
η∆yndx.

(3.4.36)

Comme les suites f 1
n, f

3
n convergent vers zéro dans H1

0 (Ω), la suite fn2 converge

vers zéro dans L2(Ω) et la suite 1
βn

∆yn est bornée. Alors, en utilisant (3.4.18), on

déduit 
i

∫
Ω

η(∇f 1
n.∇yn)dx+ i

∫
Ω

f 1
n(∇η.∇yn)dx

+

∫
Ω

(bf 3
n − f 2

n)
1

βn
η∆yndx = o(1).

(3.4.37)
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Puis en utilisant (3.4.12), (3.4.18) et le fait que la suite βnun est bornée dans L2(Ω),

on en déduit :
−βn

∫
Ω

unη(∇η · ∇yn)dx− i
∫

Ω

ηyn(∇b · ∇yn)dx

−i
∫

Ω

bη|∇yn|2dxdx− i

∫
Ω

(byn)(∇yn.∇η)dx = o(1).
(3.4.38)

En insérant (3.4.38) et (3.4.37) dans (3.4.36), on déduit :

−
∫

Ω

βnη(∇un · ∇yn)dx+

∫
Ω

1

βn
η∆un∆yndx = o(1). (3.4.39)

(iii) En combinant (3.4.39) et (3.4.34) et en utilisant le fait que a = 1, on obtient :∫
Ω

bη | ∇un |2 dx = o(1).

En utilisant le fait que b véri�e la condition (Q1) ou que b ≥ 0, l'équation précé-

dente implique : ∫
Oγ−ε

| ∇un |2 dx = o(1). (3.4.40)

Etape 5. On multiplie l'équation (3.4.13) par hun. Puis en utilisant la formule de

Green, l'équation (3.4.12) et le fait que un = 0 sur Γ, on obtient :
∫

Ω

h|βnun|2dx−
∫

Ω

un(∇un · ∇h)dx

−
∫

Ω

h | ∇un |2 dx+ iβn

∫
Ω

bhynundx = o(1).
(3.4.41)

Alors, en utilisant l'équation (3.4.12) et le fait que les suites βnyn et ∇un sont

bornées dans L2(Ω), on obtient :∫
Ω

h|βnun|2dx−
∫

Ω

h | ∇un |2 dx = o(1). (3.4.42)

Posons h(x) = η(x) dans (3.4.17), on obtient que :∫
Ω

η|βnun|2dx−
∫

Ω

η | ∇un |2 dx = o(1). (3.4.43)
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En reportant (3.4.40) dans (3.4.43), on déduit que :∫
Ω

η|βnun|2dx = o(1) et
∫
Oγ−ε
|βnun|2dx = o(1). (3.4.44)

Etape 6. Multipliant (3.4.13) par 2h(m ·∇un), en utilisant la formule de Green

et le fait que un = 0 sur Γ, on obtient :
−β2

n

∫
Ω

(Nh+m · ∇h)u2
ndx+ 2Re{

∫
Ω

∆unh(m · ∇un)dx}

+2Re{
∫

Ω

iβnbhyn(m · ∇un)dx} =

2Re {
∫

Ω

(−iβnfn1 + bfn3 − fn2 )h(m · ∇un)dx}.

(3.4.45)

Par la formule de Green et le fait que f 1
n = 0 sur Γ, on obtient :

−2iβn

∫
Ω

fn1 h(m · ∇un)dx = 2Niβn

∫
Ω

unf
1
nhdx+

2 iβn

∫
Ω

unf
1
n(m · ∇h) + 2iβn

∫
Ω

unh(m · ∇f 1
n)dx.

(3.4.46)

Comme les suites f 1
n, f

3
n convergent vers zéro dans H1

0 (Ω) et f 2
n converge vers zéro

dans L2(Ω) et les suites βnun et∇un sont bornées dans L2(Ω), on déduit de (3.4.46)

que

2

∫
Ω

(−iβnfn1 + bfn3 − fn2 )h(m · ∇un)dx = o(1). (3.4.47)

D'autre part, par la formule de Green comme dans l'Etape 3, on obtient :
2

∫
Ω

∆unh(m · ∇y)dx =

+

∫
Γ

h(m · ν)|∂un
∂ν
|2dΓ− 2

∫
Ω

(∇h · ∇un)(m · ∇yn)dx

+ (N − 2)

∫
Ω

h|∇un|2dx+

∫
Ω

(m · ∇h)|∇un|2dx.

(3.4.48)

Alors, en combinant (3.4.48), (3.4.47) et (3.4.45), on obtient :
−N

∫
Ω

h|βnun|2dx−
∫

Ω

β2
n(m · ∇h)|un|2dx+

∫
Γ

h(m · ν)|∂un
∂ν
|2dΓ

+ (N − 2)

∫
Ω

h|∇un|2dx− 2Re{
∫

Ω

(∇h · ∇un)(m · ∇un)dx}

+

∫
Ω

(m · ∇h)|∇un|2dx+ 2Re{i
∫

Ω

βnbhyn(m · ∇un)dx} = o(1).

(3.4.49)
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Posons h(x) = η(x) dans (3.4.49), on obtient :
−N

∫
Ω

η|βnun|2dx−
∫

Ω

β2
n(m · ∇η)|un|2dx+

∫
Γ

η(m · ν)|∂un
∂ν
|2dΓ

+ (N − 2)

∫
Ω

η|∇un|2dx− 2Re{
∫

Ω

(∇η · ∇un)(m · ∇un)dx}

+

∫
Ω

(m · ∇η)|∇un|2dx+ 2Re{i
∫

Ω

βnbηyn(m · ∇un)dx} = o(1).

(3.4.50)

En�n, grâce à (3.4.44)et (3.4.40), on déduit de (3.6.26) que :∫
Γ

(m · ν)|∂un
∂ν
|2dΓ = o(1). (3.4.51)

Etape 7. (i) Posons h(x) = N dans (3.4.42), on obtient :

N

∫
Ω

|βnun|2dx−N
∫

Ω

| ∇un |2 dx = o(1). (3.4.52)

Posons h(x) = 1 dans (3.4.49) en utilisant (3.4.51) on obtient :

−N
∫

Ω

|βnun|2dx+ (N − 2)

∫
Ω

|∇un|2dx+ 2Re{
∫

Ω

iβnbyn(m · ∇un)dx} = o(1).

(3.4.53)

Combinant les équations (3.4.52) et (3.4.53), on obtient :

−2

∫
Ω

|∇un|2dx+ 2Re{iβn
∫

Ω

byn(m · ∇un)dx} = o(1). (3.4.54)

(ii) Posons h(x) = N dans (3.4.16), on obtient :

N

∫
Ω

|βnyn|2dx−N
∫

Ω

| ∇yn |2 dx = o(1). (3.4.55)

D'autre part, posons h(x) = 1 dans (3.4.25) en utilisant (3.4.29), on obtient :

−N
∫

Ω

|βnyn|2dx+ (N − 2)

∫
Ω

|∇yn|2dx− 2Re{i
∫

Ω

βnbun(m · ∇yn)dx} = o(1).

(3.4.56)

Combinant les équations (3.4.55) et (3.4.56), on obtient :

−2

∫
Ω

|∇yn|2dx− 2Re{iβn
∫

Ω

bun(m · ∇yn)dx} = o(1). (3.4.57)
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Etape 8. En utilisant la formule de Green, et le fait que un = yn = 0 sur Γ on

obtient que :

−2iβn

∫
Ω

bun(m·∇yn)dx = 2iβn

∫
Ω

yn(Nbun+b(m·∇un)+un(m·∇b))dx. (3.4.58)

En utilisant (3.4.12) dans l'équation précédente, on déduit :

−2iβn

∫
Ω

bun(m · ∇yn)dx = 2iβn

∫
Ω

byn(m · ∇un)dx+ o(1). (3.4.59)

En combinant les équations (3.4.59) et (3.4.57), on obtient :

−2

∫
Ω

|∇yn|2dx+ 2Re{iβn
∫

Ω

b(m · ∇un)yndx} = o(1). (3.4.60)

(ii) Ensuite, combinant les équations (3.4.60) et (3.4.54), on obtient :

−2

∫
Ω

|∇yn|2dx− 2

∫
Ω

|∇un|2dx = o(1). (3.4.61)

Alors ∫
Ω

|∇yn|2dx = o(1) et que
∫

Ω

|∇un|2dx = o(1). (3.4.62)

En combinant (3.4.52) et (3.4.62), on déduit :∫
Ω

|βnun|2dx = o(1). (3.4.63)

En combinant (3.4.55) et (3.4.62), on déduit que :∫
Ω

|βnyn|2dx = o(1). (3.4.64)

En utilisant (3.4.63) et (3.4.6), on conclut que :∫
Ω

|vn|2dx = o(1). (3.4.65)

En utilisant (3.4.64) et (3.4.8), on conclut que :∫
Ω

|zn|2dx = o(1). (3.4.66)
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En utilisant (3.4.62), (3.4.65) et (3.4.66), on déduit que :

‖ Un ‖H= o(1), (3.4.67)

ce qui contradit l'hyppothèse (3.4.2). Parsuite l'énergie décroit exponenetiellement

vers zéro.
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3.5 Etude de stabilité non uniforme, cas où a 6= 1.

Dans ce paragraphe, en utilisant le théorème de Huang (voir [34]) et Pruss (voir

[34]). On démontre que, pour a 6= 1, l'énérgie E(t) du système (3.1.1) ne décroît

pas exponentiellement vers zéro dans l'espace de lénergie H .

Proposition 3.5.1. Supposons que a 6= 1 et que c > 0, alors l'énergie du système

(3.1.1) ne décroît pas exponentiellement vers zèro.

Démonstration.

Pour montrer la non stabilité uniforme, il su�t de construire une suite βn ∈ R et

une suite Un = (un, vn, yn, zn) ∈ D(A) telles que

βn → +∞, (3.5.1)

‖ Un ‖H→ +∞ (3.5.2)

et

‖ (iβnI −A)Un ‖H≤ C < +∞. (3.5.3)

Soit µ2
n > 0 une valeur propre du Laplacien et ϕn la fonction propre associée : −∆ϕn = µ2

nϕn, dans Ω,

ϕn = 0, sur Γ.
(3.5.4)
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Posons Vn = (0, ϕn, 0, ϕn) ∈ H. On cherche une suite Un = (un, vn, yn, zn) ∈ D(A)

solution de l'équation :

AUn − iµnUn = Vn, (3.5.5)

où Vn = (0, ϕn, 0, ϕn)T ∈ H, ceci équivaut à résoudre le système suivant :

vn − iµnun = 0, (3.5.6)

∆un + bzn − iµnvn = ϕn, (3.5.7)

zn − iµnyn = 0, (3.5.8)

a∆yn − bvn − czn − iµnzn = ϕn. (3.5.9)

Par l'élimination vn et zn dans (3.5.6)-(3.5.9), on obtient le système suivant :

µ2
nun + ∆un + iµnbyn = ϕn, (3.5.10)

µ2
nyn + a∆yn − ibµnun − iµncyn = ϕn. (3.5.11)

Posons

un = anϕn et yn = bnϕn. (3.5.12)

Puis en reportant (3.5.12) dans (3.5.10)-(3.5.11), on obtient

an =
i(a− 1)

b2
+

ic

b2µn
+

i

bµn
et bn =

1

iµnb
. (3.5.13)

De (3.5.5), on déduit

‖ iµnUn −AUn ‖2
H=‖ (0, ϕn, 0, ϕn) ‖2

H= 2. (3.5.14)

D'autre part, on a

‖ Un ‖2
H= 2(|an|2 + |bn|2)µ2

n ∼
(a− 1)2

b4
µ2
n → +∞. (3.5.15)

Ainsi les suites βn = µn et Un = (anϕn, ϕn, bnϕn, ϕn) satisfait les conditions (3.4.1)-

(3.4.3). Par le critère de Huang (voir [33]) et Pruss (voir [34]), le système (3.1.1)

n'est pas uniformément stable dans H. La preuve est terminée.
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Remarque. Nous avons montré la non stabilité uniforme dans le cas de vitesses de

propagation des ondes di�érentes (a 6= 1) pour les systèmes d'amortissement global

(c est constante). Nous pensons que la non stabilité uniforme reste vraie dans le

cas d'amortissement local. Mais, nous n'avons pas pu conclure cette conjecture à

cause de la complexité du calcul.
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3.6 Etude du taux de décroissance polynomial de

l'énergie, cas a 6= 1.

Dans le paragraphe précédant, nous avons montré la non stabilité uniforme du

système (3.1.1) pour a 6= 1. Dans ce paragraphe, nous allons établir un taux de

décroissance polynomial pour des solutions régulières dans le cas a 6= 1 par un

théorème de Liu-Rao (voir [60]) et Borichev (voir [63]).

Theorem 3.6.1. Supposons que les conditions (Q1) et (Q2) sont véri�ées. Si a 6=

1, alors il existe une constante strictement positive C telle que l'énergie du système

(3.1.1) véri�e :

E(t) ≤ C

t
‖ U0 ‖2

D(A), ∀ t > 0 (3.6.1)

pour toute solution forte du système (3.1.1).

Démonstration :

D'après un résultat de Borichev (voir [63]) et Liu-Rao (voir [60]), un C0 semi-groupe

de contractions sur un espace de Hilbert H admet une décroissance polynomiale

(3.6.1) si on a

iR ⊆ ρ(A), (P 1)

sup
|β|≥1

1

β2
n

‖ (iβI − (A))−1 ‖< +∞. (P 2)
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D'après les Propositions 3.2.1, 3.3.1, la résolvante de l'opérateur A est compacte

et il n'a pas de valeur propre imaginaire pure et 0 ∈ ρ(A), Ceci entraîne bien la

condition (P1). Supposons que la condition (P2) soit fausse. Alors il existe une

suite βn ∈ R et une suite Un = (un, vn, yn, zn) ∈ D(A) telles que

βn → +∞, (3.6.2)

‖ Un ‖= 1, (3.6.3)

lim
n→∞

‖ β2
n(iβnI −A)Un ‖H= 0. (3.6.4)

On va montrer que ‖ (un, vn, yn, zn) ‖H→ 0. Cette contradiction permet de conclure

la décroissance rationnelle de l'enérgie. La démonstration comporte plusieurs étapes.

Etape 1. En multipliant (3.6.4) par Un = (un, vn, yn, zn), on obtient

Re{iβ3
n ‖ Un ‖2 −β2

n(AUn, Un)} =

∫
Ω

c|zn|2dx = o(1). (3.6.5)

En utilisant (3.1.4) et la condition (Q 1), on déduit que :∫
Oγ
|zn|2dx =

o(1)

β2
n

. (3.6.6)

Ecrivons (3.6.4) sous sous forme détaillée suivante :

iβ3
nun − β2

nvn = f 1
n, → 0 dans H1

0 (Ω), (3.6.7)

iβ3
nvn − β2

n∆un − bβ2
nzn = f 2

n, → 0 dans L2(Ω), (3.6.8)

iβ3
nyn − β2

nzn = f 3
n, → 0 dans H1

0 (Ω), (3.6.9)

iβ3
nzn − aβ2

n∆yn + bβ2
nvn + cβ2

nzn = f 4
n, → 0 dans L2(Ω). (3.6.10)

En utilisant (3.6.6) et (3.6.9), on déduit :∫
Ω

c|yn|2dx =
o(1)

β4
n

et
∫
Oγ
|yn|2dx =

o(1)

β4
n

. (3.6.11)
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En utilisant les équations (3.6.3), (3.6.7) et (3.6.9), on déduit :

‖ un ‖L2(Ω)=
O(1)

βn
et ‖ yn ‖L2(Ω)=

O(1)

βn
. (3.6.12)

Par l'élimination de vn et zn dans (3.6.7)-(3.6.10), on obtient :

β4
nun + β2

n∆un + iβ3
nbyn = −iβnf 1

n + bf 3
n − f 2

n, (3.6.13)

β4
nyn + aβ2

n∆yn − iβ3
nbun − iβ3

ncyn = −f 4
n − bf 1

n − iβnf 3
n − cf 3

n. (3.6.14)

Etape 2. On multiplie l'équation (3.6.14) par hyn. Puis, en utilisant la formule de

Green, (3.6.11), (3.6.12) et le fait que les suites suites f 1
n, f

3
n, f

4
n convergent vers

zéro, respectivement, dans H1
0 (Ω), H1

0 (Ω) et L2(Ω), on obtient :
∫

Ω

h|β2
nyn|2dx− aNβ2

n

∫
Ω

h | ∇yn |2 dx−

β2
n

∫
Ω

ayn(∇h · ∇yn)dx− iβ3
n

∫
Ω

hbunyndx = o(1).
(3.6.15)

Prenons h(x) = η(x) dans (3.6.15), on obtient :
∫

Ω

η|β2
nyn|2dx− aNβ2

n

∫
Ω

η | ∇yn |2 dx−

β2
n

∫
Ω

ayn(∇η · ∇yn)dx− iβ3
n

∫
Ω

ηbunyndx = o(1).
(3.6.16)

En utilisant (3.6.11) et le fait que les suites βnun, ∇yn sont uniformément bornées

dans L2(Ω), on déduit à partir de (3.6.16) que :∫
Ω

η | βn∇yn |2 dx = o(1) et
∫
Oγ−ε

| βn∇yn |2 dx = o(1). (3.6.17)

D'autre part, posons h(x) = N dans (3.6.15) et divisons par β2
n, on obtient :

N

∫
Ω

|βnyn|2dx− aN
∫

Ω

| ∇yn |2 dx = o(1). (3.6.18)
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Etape 3 En multipliant l'équation (3.6.14) par 2
β2
n
η(m · ∇yn) et par la même

technique comme dans l'Etape 2, section 4, de l'équation (3.4.25) on déduit que :
−N β2

n

∫
Ω

η|yn|2dx− β2
n

∫
Ω

(m · ∇η)|yn|2dx+

∫
Γ

η(m · ν)|∂yn
∂ν
|2dΓ+

(N − 2)

∫
Ω

η|∇yn|2dx− 2Re{
∫

Ω

(∇η · ∇yn)(m · ∇yn)dx}+∫
Ω

(m · ∇η)|∇yn|2dx− 2Re{iβn
∫

Ω

bηun(m · ∇yn)dx} =
o(1)

β2
n

.

(3.6.19)

Alors, en utilisant (3.6.11), (3.6.17), (3.4.25) et le fait que βnun est bornée dans

L2(Ω), on déduit : ∫
Γ

(m · ν)|∂yn
∂ν
|2dΓ = o(1). (3.6.20)

Etape 4. Multipliant (3.6.14) par
1

βn
ηun. Alors, en utilisant la formule de Green

et le fait que un = 0 sur Γ, on obtient :

∫
Ω

β3
nηunyndx− a

∫
Ω

βnη(∇yn · ∇un)dx

− a
∫

Ω

βnun(∇yn · ∇η)dx− iβ2
n

∫
Ω

bη|un|2dx

− iβ2
n

∫
Ω

cηunyndx = o(1).

(3.6.21)

En utilisant (3.6.11), (3.6.17) et le fait que la suite βnun est bornée dans L2(Ω)

dans (3.6.21), on déduit que ∫
Ω

bη|βnun|2dx = o(1). (3.6.22)

Grâce à la condition (Q 1) et b > 0, on déduit :∫
Oγ−ε

|βnun|2dx = o(1). (3.6.23)

Etape 5. Multiplions l'équation (3.6.13) par 1
β2
n
ηun. Alors, comme dans l'Etape 5

de section 4, on obtient :∫
Ω

η|βnun|2dx−
∫

Ω

η | ∇un |2 dx = o(1). (3.6.24)
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Alors, de (3.6.23) on déduit :∫
Oγ−ε

| ∇un |2 dx = o(1). (3.6.25)

Etabe 6. Nous multiplions l'équation (3.6.13) par 2
β2
n
h(m · ∇un). Alors comme

dans l'Etape 6 de section 4 de l'équation (3.4.49), on obtient :
−N

∫
Ω

η|βnun|2dx−
∫

Ω

β2
n(m · ∇η)|un|2dx+

∫
Γ

η(m · ν)|∂un
∂ν
|2dΓ

+ (N − 2)

∫
Ω

η|∇un|2dx− 2Re{
∫

Ω

(∇η · ∇un)(m · ∇un)dx}

+

∫
Ω

(m · ∇η)|∇un|2dx+ 2Re{i
∫

Ω

βnbηyn(m · ∇un)dx} = o(1).

(3.6.26)

En�n, en utilisant (3.6.25) et (3.6.23), on déduit :∫
Γ

(m · ν)|∂un
∂ν
|2dΓ = o(1). (3.6.27)

Etape 7. Il est clair que les Etapes 7, 8 et 9 sont vraie dans le cas a 6= 1. Alors,

en répétant les Etapes 7, 8 et 9 on conclût que

‖Un‖H = o(1).

Ce résultat contradit l'équation (3.6.3). On déduit la stabilité polynomiale.
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Chapitre 4

Stabilisation interne locale indirecte

d'un système monodimensionnel des

équations des ondes

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on considère le même système que celui du chapitre 3 dans le cas

monodimensionnel sur ]0, 1[ :


utt − uxx − byt = 0 , dans ]0, 1[×R+,

ytt − ayxx + but + cyt = 0 , dans ]0, 1[×R+,

u(0) = u(1) = y(0) = y(1) = 0,

(4.1.1)

où a est une constante strictement positive, b et c ∈ C1([0, 1]) et b ≥ 0, c ≥ 0.
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Les conditions initiales sont données par :

(u(x, 0), y(x, 0)) = (u0, y0), (ut(x, 0), yt(x, 0)) = (u1, y1). (4.1.2)

Supposons qu'il existe 0 < α < α′ < 1 telles que c ∈ C1(Ω) véri�e :

c(x) > 0, dans ]α, α′[. (4.1.3)

Alors l'amortissement est localisé à l'intérieur du domaine et pas nécessairement

au voisinage de la frontière comme dans le cas multidimensionnel.

Soit (u, y) une solution régulière du système (4.1.1). On dé�nit l'énergie associée

par :

E(t) =
1

2

∫ 1

0

( |ut|2 + |ux|2 + |yt|2 + a|yx|2)dx. (4.1.4)

Comme

E ′(t) = −
∫ 1

0

c(x)|yt|2dx, (4.1.5)

on voit que E est décroissante.

En introduisant U = (u, ut, y, yt), on transforme le problème (4.1.1) sous la forme

d'une équation d'évolution :  Ut = AU,

U(0) = U0,
(4.1.6)
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où l'opérateur A est m-dissipatif dans l'espace de l'énérgie. Ainsi on montre que le

problème est bien posé au sens de semi groupe de contractions.

D'abord la résolvante de l'opérateur A est compacte dans l'espace de l'énergie.

Alors on peut procédeder comme dans Lagnese (voir [35]) à l'application de la

théorie de décomposition spectrale Sz-Nagy-Foias (voir[32]), Foguel (voir[19]) et

Benchimol (voir [20]) et on montrera que l'énergie du système décroît vers zéro.

Ensuite, pour a = 1, on utilise un théorème de Huang (voir[33]) et Pruss (voir[33])

pour établir la stabilisation uniforme de l'énergie.

Dans le cas a 6= 1, en utilisant un théorème de Huang (voir[33]) et Pruss (voir[34]),

on montre la non stabilité uniforme du système (4.1.1). En�n, on utilise un théo-

rème de Liu-Rao (voir[60]) et Borichev (voir [63]) pour établir un taux de décrois-

sance rationnelle de l'énergie du système pour les données initiales d'énergie �nie .
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4.2 Formulation du problème.

On va formuler le problème (4.1.1) dans un espace de Hilbert. D'abord, on dé�nit

l'espace de l'énergie comme suit :

H =

(
H1

0 (]0, 1[) × L2(]0, 1[)

)2

(4.2.1)

muni du produit scalaire suivant :
(
U, Ũ

)
H

=

∫ 1

0

uxũx dx +

∫ 1

0

v ṽ dx + a

∫ 1

0

yxỹxdx +

∫ 1

0

zz̃dx,

∀ U = (u, v, y, z), Ũ = (ũ, ṽ, ỹ, z̃) ∈ H.
(4.2.2)

Pour donner un sens convenable au système (4.1.1), on dé�nit l'opérateur linéaire

A par :

D(A) =

(
(H2(]0, 1[) ∩H1

0 (]0, 1[)×H1
0 (]0, 1[)

)2

, (4.2.3)

 AU = ( v, uxx + bz , z, ayxx − bv − cz),

∀ U = (u, v, y, z) ∈ D(A).
(4.2.4)

Posons U = (u, ut, y, yt), le système (4.1.1) s'écrit sous la forme : Ut = AU ,

U(0) = U0 ∈ H.
(4.2.5)

Proposition 4.2.1. L'opérateur A dé�ni par (4.2.3)-(4.2.4) est m-dissipatif et à

résolvante compacte dans l'espace de l'énergie H.
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L'opérateur A étant m-dissipatif dans l'espace de Hilbert H, d'après le Théorème

de Hille-Yosida, on a le résultat suivant.

Theorem 4.2.2. (Existence et unicité de la solution).

(1) Soit U0 = (u0, u1, y0, y1) ∈ D(A), alors le problème (4.2.5) admet une solution

forte U = (u, ut, y, yt) telle que

(u(t), y(t)) ∈ (C2(R+, L
2(]0, 1[)))2 ∩(C1(R+, H

1
0 (]0, 1[)))2∩(C0(R+, H2(]0, 1[)∩H1

0 (]0, 1[)))2.

(2) Soit U0 = (u0, u1, y0, y1) ∈ H, alors le problème (4.2.5) admet une solution

faible U = (u, ut, y, yt) telle que

(u(t), y(t)) ∈ (C1(R+, L
2(]0, 1[)))2 ∩ (C0(R+, H

1
0 (]0, 1[)))2.
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4.3 Etude de la stabilité forte.

Dans ce paragraphe, on étudie la stabilité forte du système (4.1.1). D'abord, on

montre que l'opérateur A n'a pas de valeur propre imaginaire pure. Puis, par la

méthode de décomposition spectrale (voir [20]), on montre que l'énergie du système

(4.1.1) décroît vers zéro asymptotiquement.

En supposant que les fonctions b et c véri�ent la condition :

[γ, β] ⊂ [α, α′], et b(x) ≥ b0 > 0 pour toutx ∈ ]γ, β[ (Q 1).

Proposition 4.3.1. Supposons que la condition (Q 1) est véri�ée. L'opérateur A

n'admet pas de valeur propre imaginaire.

Démonstration.

Supposons que A admet une valeur propre imaginaire pure. Alors il existe λ ∈ R

et U = (u, v, y, z) ∈ D(A) tels que :

AU = iλU. (4.3.1)

D'où vient

−
∫ 1

0

c|z|2dx = Re(AU,U)H = Re{iλ ‖ U ‖2
H} = 0. (4.3.2)
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En utilisant (4.1.3), on déduit que :

z ≡ 0, dans ]α, α′[. (4.3.3)

De (4.3.1) et (4.3.3), on déduit le système suivant :

v = iλu, dans H1
0 (]0, 1[), (4.3.4)

uxx + bz = iλv, dans L2(]0, 1[), (4.3.5)

z = iλy, dans H1
0 (]0, 1[), (4.3.6)

ayxx − bv = iλz, dans L2(]0, 1[). (4.3.7)

Si λ = 0, alors U = 0, ce qui contradit la condition U 6= 0.

Supposons que λ 6= 0. En utilisant (4.3.3) et (4.3.6), on obtient :

y ≡ 0, dans ]α, α′[. (4.3.8)

En éliminant v et z dans (4.3.4)-(4.3.7), on obtient les équations suivantes :

uxx + λ2u+ iλby = 0, dans L2(]0, 1[), (4.3.9)

ayxx + λ2y − iλbu = 0, dans L2(]0, 1[), (4.3.10)

u(0) = u(1) = y(0) = y(1) = 0. (4.3.11)

Considérons la fonction η ∈ C0([0, 1]), telle que :
η(x) ∈ [0, 1],

η(x) = 0, si x ∈]0, γ[∪]β, 1[,

η(x) = 1, si x ∈ [γ + ε, β − ε],

(4.3.12)
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où ε > 0 est une constante assez petite telle que 0 < γ + ε < β − ε < 1.

Nous multiplions l'équation (4.3.10) par ηu. Puis, en utilisant la formule d'intégra-

tion par patie, on obtient :

i

∫ 1

0

λbη|u|2dx =

+

∫ 1

0

λ2ηyudx− a
∫

Ω

ηyxuxdx

− a
∫ 1

0

uyxηxdx.

(4.3.13)

Grâce à (4.3.8), le second membre de (4.3.13) est nul, ce qui implique que∫
Ω

bη|u|2dx = 0 et
∫ β−ε

γ+ε

b|u|2dx = 0. (4.3.14)

En utilisant la condition (Q 1), on déduit que :

u = 0, dans ]γ + ε, β − ε[. (4.3.15)

Comme u et y sont dans H2(0, 1), on déduit que :

u(γ + ε) = ux(γ + ε) = y(γ + ε) = yx(γ + ε) = 0.

Posons maintenant :

X = (u, ux, y, yx) et M =


0 1 0 0

−λ2 0 −iλb 0

0 0 0 1

iλb
a

0 −λ2
a

0

 .
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En utilisant (4.3.9)-(4.3.10). Alors, on a le problème suivant : X ′ = M X, x ∈]0, γ + ε[,

X(γ + ε) = 0.
(4.3.16)

D'après la théorie des equations di�erentielles ordinaires, le problème (4.3.16) ad-

met une solution unique et comme zèro une solution de ce problème alors, X = 0

sur ]0, γ + ε, [. En répétant le même travail sur ]β − ε, 1[ et on déduit �nalement

que U = 0. Et par suite l'opérateur A n'admet pas de valeur propre imagimaire.

Theorem 4.3.2. Supposons que la condition (Q 1) est véri�ée. L'énergie E(t) du

système (4.1.1) décroît fortement vers zéro :

lim
t→∞

E(t) = 0

pour toute solution faible du système (4.1.1).

Démonstration.

L'opérateur A dé�ni dans (4.2.3) et (4.2.4) est m-dissipatif et a résolvante com-

pacte. Il n'admet pas de valeur propre imaginaire pure. D'après la théorie de dé-

composition spectrale de Sz-Nagy-Foias (voir [32]), Foguel (voir [19]) et Benchimol

(voir [20]), on déduit que le semi-groupe de contractions SA(t) engendré par A est

fortement stable.
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4.4 Etude du taux de décroissance exponentiel de

l'énergie, cas a = 1.

Dans ce paragraphe, on étudie la stabilité du système (4.1.1) dans le cas a = 1. On

montre que l'énérgie du système (4.1.1) décroît exponentiellement vers zèro pour

tout donné initiale, en utilisant la méthode de fréquence de domaine.

Theorem 4.4.1. Supposons que la condition (Q 1) est véri�ée. Soit a = 1 alors,

il existe des constantes strictement positives ω > 0 et M ≥ 1 telles que l'enérgie

E(t) du système (4.1.1) véri�e l'estimation suivante :

E(t) ≤Me−ωt, ∀ t ≥ 0

pour toute solution faible du système (4.1.1).

Démonstration.

D'après un résultat de Huang [33] et Pruss [33], un C0 semi-groupe de contractions

etA sur un espace de Hilbert H est exponentiellement stable si et seulement si :

iR ⊆ ρ(A), (H 1)

sup
|β|≥1

‖ (iβnI −A)−1 ‖<∞. (H 2).
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D'abord, la résolvante de A est compacte, le fait que A n'ait pas de valeur propre

purement imaginaire entraîne bien la condition (H 1). Supposons que la condition

(H2) soit fausse. Alors il existe une suite βn ∈ R et une suite Un = (un, vn, yn, zn) ∈

D(A), telles que

βn →∞, (4.4.1)

‖ Un ‖H= 1, (4.4.2)

lim
n→∞

‖ (iβnI −A)Un ‖H= 0. (4.4.3)

On va montrer que ‖ (un, vn, yn, zn) ‖H→ 0. Cette contradiction permet de conclure

la décroissance exponentielle de l'énergie.

La démonstration comporte plusieurs étapes.

Etape 1. D'abord, multipliant (4.4.3) par la suite uniformément bornée Un =

(un, vn, yn, zn), on obtient :∫ 1

0

c|zn|2dx = Re{iβn ‖ Un ‖2
H −(AUn, Un)} = o(1). (4.4.4)

En utilisant (4.1.3), on déduit que :∫ α′

α

|zn|2dx = o(1). (4.4.5)

Ensuite, on écrit (4.4.3) sous la forme :

iβnun − vn = f 1
n → 0 dans H1

0 (]0, 1[), (4.4.6)

iβnvn − unxx − bzn = f 2
n → 0 dans L2(]0, 1[), (4.4.7)

iβnyn − zn = f 3
n → 0 dans H1

0 (]0, 1[), (4.4.8)

iβnzn − aynxx + bvn + czn = f 4
n → 0 dans L2(]0, 1[). (4.4.9)

En utilisant les équations (4.4.5) et (4.4.8), on déduit :∫ 1

0

c|βnyn|2dx =
O(1)

βn
et
∫ α′

α

|βnyn|2dx =
O(1)

βn
. (4.4.10)
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En utilisant le fait que βnyn et βnun sont uniformément bornées dans L2(Ω), on

déduit : ∫ 1

0

|yn|2dx = o(1) et
∫ 1

0

|un|2dx = o(1). (4.4.11)

En éliminant vn et zn dans (4.4.6)-(4.4.9), on obtient le système suivant :

β2
nun + unxx + iβnbyn = −iβnf 1

n + bf 3
n − f 2

n, (4.4.12)

β2
nyn + aynxx − iβnbun − iβncyn = −f 4

n − bf 1
n − iβnf 3

n − cf 3
n. (4.4.13)

Etape 2. D'abord, nous multiplions l'équation (4.4.13) par h(x)yn. En utilisant la

formule d'intégration par paties et le fait que yn = 0 sur Γ, on obtient :

∫ 1

0

h|βnyn|2dx− a
∫ 1

0

h | ynx |2 dx− a
∫ 1

0

yn(h′ynx)dx

− i βn
∫ 1

0

bhunyndx− iβn
∫ 1

0

c(x)h(x)|yn|2dx

=

∫ 1

0

(−f 4
n − bf 1

n − iβnfn3− cf 3
n)hyndx.

(4.4.14)

En utilisant (4.4.10), (4.4.11), la convergence de f 1
n, f

3
n dans H1

0 (]0, 1[), fn4 dans

L2(Ω) et le fait que les suites βnyn, βnun, ynx sont uniformément bornées dans

L2(]0, 1[), on obtient que :∫ 1

0

h|βnyn|2dx− a
∫ 1

0

h | ynx |2 dx = o(1). (4.4.15)

Maintenant, prenons h(x) = η(x) dans (4.4.15). Puis, en utilisant (4.4.10), on

déduit que :∫ 1

0

η | ynx |2 dx = o(1) et
∫ β−ε

γ+ε

| ynx |2 dx = o(1). (4.4.16)
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Etape 3. (i) Notons que 1
βn
η(x)unxx est uniformément bornée dans L2(Ω). Alors,

multiplions l'équation (4.4.13) par 1
βn
η(x)unxx, on obtient :



∫ 1

0

(β2
nyn + aynxx − iβnbun − iβncyn)

1

βn
η(x)unxxdx =∫ 1

0

(−f 4
n − bf 1

n − cf 3
n)

1

βn
η(x)unxxdx+

i

∫ 1

0

(f 3
nxη(x) + f 3

nη
′)unxdx.

(4.4.17)

En utilisant la formule d'intégration par parties, le fait que les suites f 1
n, f

3
n

convergent dans H1
0 (]0, 1[) et f 4

n convergent dans L2(]0, 1[) et que unx est uni-

formément bornée dans L2(Ω), on déduit que :



−
∫ 1

0

βnηunxynxdx+

∫ 1

0

a

βn
ηunxxynxxdx

−βn
∫ 1

0

ηxynunxdx+ i

∫ 1

0

bη | unx |2 dx+

i

∫ 1

0

(bη)xununxdx+ i

∫ 1

0

(cη)xunxyndx+

i

∫ 1

0

cηunxynxdx = o(1).

(4.4.18)

En utilisant (4.4.10), (4.4.11), (4.4.16) et le fait que unx est uniformément bornée

dans L2(Ω), on déduit que :
−
∫ 1

0

βnηunxynxdx+

∫ 1

0

a

βn
ηunxxynxxdx+

i

∫ 1

0

bη | unx |2 dx = o(1).

(4.4.19)

(ii) De même, en multipliant (4.4.12) par 1
βn
ηynxx, on obtient :

∫ 1

0

(β2
nun + unxx + iβnbyn)

1

βn
ηynxxdx =∫ 1

0

(−iβnfn1 + bfn3 − fn2 )
1

βn
ηynxxdx.

(4.4.20)
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En utilisant la formule d'intégration par parties et le fait que les suites f 1
n, f

3
n

convergent dans H1
0 (]0, 1[) et f 2

n convergent dans L2(]0, 1[), à partir de (4.4.17), on

déduit que :
−
∫ 1

0

βnηunxynxdx− βn
∫ 1

0

ηxunynxdx+∫ 1

0

1

βn
ηunxxynxxdx− i

∫ 1

0

(bη)xynynxdx− i
∫ 1

0

bη|ynx|2dx = o(1)

(4.4.21)

En utilisant (4.4.10), (4.4.11) et (4.4.16) dans (4.4.22), on déduit que :

−
∫ 1

0

βnηunxynxdx+

∫ 1

0

1

βn
ηunxxynxxdx = o(1). (4.4.22)

(iii) En prenant a = 1 dans (4.4.19), on obtient que :
−
∫ 1

0

βnηunxynxdx+

∫ 1

0

1

βn
ηunxxynxxdx+

i

∫ 1

0

bη | unx |2 dx = o(1).

(4.4.23)

En combinant les équations (4.4.22) et (4.4.23), la partie imaginaire de l'équation

obtenu converge vers zéro, ce qui implique :∫ 1

0

bη | unx |2 dx = o(1). (4.4.24)

En utilisant le fait que la condition (Q1) est véri�ée, on déduit que :∫ β−ε

γ+ε

| unx |2 dx = o(1). (4.4.25)

Etape 4. (i) En multipliant l'équation (4.4.12) par h(x)un et en utilisant la formule
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d'intégration par parties, et le fait que un(0) = un(1) = 0, on obtient :

∫ 1

0

h|βnu|2dx− a
∫ 1

0

h | unx |2 dx

−a
∫ 1

0

un(hxunx)dx+ i βn

∫ 1

0

bhynundx =∫ 1

0

(−iβnfn1 + bfn3 − fn2 )hundx.

(4.4.26)

En utilisant (4.4.11), la convergence de f 1
n, f

3
n dans H1

0 (]0, 1[), fn2 dans L2(]0, 1[) et

le fait que les suites βnyn, βnun, unx sont uniformément bornées dans L2(]0, 1[), on

obtient : ∫ 1

0

h|βnun|2dx−
∫ 1

0

h | unx |2 dx = o(1). (4.4.27)

Considérons la fonction ζ telle que
ζ(x) ∈ [0, 1],

ζ(x) = 0, six ∈ [0, γ + ε],

ζ(x) = 1, six ∈ [β − ε, 1].

(4.4.28)

Posons h(x) = ζ(x) dans (4.4.27), on déduit que :∫ 1

0

ζ|βnun|2dx−
∫ 1

0

ζ | unx |2 dx = o(1) (4.4.29)

(ii) Multiplions (4.4.12) par 2(x− 1)ζunx. En utilisant la formule d'intégration par

parties et le fait que ‖ yn ‖=‖ ζxyn ‖= o(1), on obtient que :

Re{β2
n

∫ 1

0

(x− 1)ζ∂x|un|2dx}+ Re{
∫ 1

0

(x− 1)ζ∂x|unx|2dx}−

Re{2i
∫ 1

0

βn(bζyn + (x− 1)bxζyn + ζ(x− 1)bynx)undx}

= Re{ 2

∫ 1

0

(x− 1)(−iβnf 1
n + bfn3 − fn2 )ζ(unx)dx}.

(4.4.30)
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En utilisant la formule de Green dans (4.4.30), on obtient :
−β2

n

∫ 1

0

(ζ + (x− 1)ζx)|un|2dx−
∫ 1

0

((x− 1)ζx + ζ)|unx|2dx

−Re{2i
∫ 1

0

βn(bζyn + (x− 1)bxζyn + ζ(x− 1)bynx)undx} = o(1)

(4.4.31)

En utilisant le fait que ‖ un ‖=‖ ζxun ‖=‖ ζxunx ‖= o(1), βnyn est borné dans

L2(]0, 1[) dans (4.4.31), on déduit que :
−β2

n

∫ 1

0

ζ|un|2dx−
∫ 1

0

ζ|unx|2dx

−Re{2i
∫ 1

0

βnζ(x− 1)bynxundx} = o(1).

(4.4.32)

En combinant les équations (4.4.32) et (4.4.29), on déduit que :

−2

∫ 1

0

ζ|unx|2dx− Re{2i
∫ 1

0

βnζ(x− 1)bynxundx} = o(1). (4.4.33)

Etape 5. En utilisant h(x) = ζ(x) dans l'équation (4.4.15), on déduit que :∫ 1

0

ζ|βnyn|2dx−
∫ 1

0

ζ | ynx |2 dx = o(1) (4.4.34)

De plus, multiplions (4.4.13) par 2(x−1)ζynx. En utilisant la formule d'intégration

par parties, le fait que ‖ yn ‖=‖ ζxyn ‖= o(1) et (4.4.10),on obtient que :

+Re{β2
n

∫ 1

0

(x− 1)ζ∂x|yn|2dx+

∫ 1

0

(x− 1)ζ∂x|ynx|2dx}

−Re{2i
∫ 1

0

(x− 1)βnbunζyndx} =

+ 2Re{
∫ 1

0

(x− 1)(−fn4 − bfn1 − iβnfn3 − cfn3 )ζ(ynx)dx}.

(4.4.35)

En utilisant la formule d'intégration par parties et le fait que ‖ yn ‖=‖ ζxyn ‖=‖

ζxunx ‖= o(1) et βnun est borné dans L2(]0, 1[), on déduit que :
−β2

n

∫ 1

0

ζ|yn|2dx−
∫ 1

0

ζ|ynx|2dx

−Re{2i
∫ 1

0

(x− 1)βnbunζyndx} = o(1).

(4.4.36)

128



Chapter 4 Stabilisation interne locale indirecte des équations des ondes

En combinant les équations (4.4.34) et (4.4.36), on déduit que :

−2

∫ 1

0

ζ|ynx|2dx− Re{2i
∫ 1

0

βnζ(x− 1)bunynxdx} = o(1) (4.4.37)

Etape 6. En combinant les équations (4.4.33) et (4.4.37), le partie imagianaire de

l'équation obtenu converge vers zéro, ceci implique que :

−2

∫ 1

0

ζ|ynx|2dx− 2

∫ 1

0

ζ|unx|2dx = o(1). (4.4.38)

En utilisant le dé�nition de ζ, on déduit, à partir de (4.4.38), que :∫ 1

β−ε
|ynx|2dx =

∫ 1

β−ε
|unx|2dx = o(1). (4.4.39)

De la même manière, en utilisant la fonction ϑ :
ϑ(x) ∈ [0, 1],

ϑ(x) = 1 six ∈ [0, γ + ε],

ϑ(x) = 0 six ∈ [β − ε, 1],

(4.4.40)

on démontre que : ∫ γ+ε

0

|ynx|2dx =

∫ γ+ε

0

|unx|2dx = o(1). (4.4.41)

En combinant les équations (4.4.41), (4.4.39), (4.4.16) et (4.4.25), on déduit que :∫ 1

0

|ynx|2dx =

∫ 1

0

|unx|2dx = o(1). (4.4.42)

En utilsant h(x) = 1 dans (4.4.15), combinant (4.4.42) et l'équation obtenu, on

conclut que : ∫ 1

0

|βnyn|2dx = o(1). (4.4.43)
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En utilsant h(x) = 1 dans (4.4.27) et en combinant (4.4.42) et l'équation obtenu,

on conclut que : ∫ 1

0

|βnun|2dx = o(1). (4.4.44)

En combinant les équations (4.4.43) et (4.4.8), on déduit :∫ 1

0

|zn|2dx = o(1). (4.4.45)

En combinant les équations (4.4.44) et (4.4.6), on déduit :∫ 1

0

|vn|2dx = o(1). (4.4.46)

A partir des équations (4.4.42), (4.4.44), (4.4.45) et (4.4.46), on conclut que :

‖ Un ‖H= o(1), (4.4.47)

ceci contradit l'hyppothèse (4.4.2) et par suite l'énérgie E(t) décroît exponentiel-

lement vers zéro.
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4.5 Etude du taux de décroissance rationnel de

l'énergie pour a 6= 1

Dans le paragraphe précédant, nous avons montré la non stabilité uniforme du

système (4.1.1) pour a 6= 1. Dans ce paragraphe, nous allons établir un taux de

décroissance polynomial pour des solutions régulières dans le cas a 6= 1 par un

théorème de Liu-Rao (voir [60]) et Borichev (voir [63]).

Theorem 4.5.1. Supposons que la condition (Q 1) est véri�ée. Soit a 6= 1 alors,

il existe une constante strictement positive C telle que l'énergie du système (4.1.1)

véri�e :

E(t) ≤ C

t
‖ U0 ‖2

D(A), ∀ t > 0 (4.5.1)

pour toute solution forte du système (4.1.1).

Démonstration.

D'après un résultat de Borichev (voir [63]) et Liu-Rao (voir [60]), un C0 semi-groupe

de contractions sur un espace de Hilbert H admet une décroissance polynomiale

si :

iR ⊆ ρ(A) (P 1)
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sup
|β|≥1

1

β2
n

‖ (iβI −A)−1 ‖<∞ (P 2).

D'abord, la résolvante de l'opérateur A est compacte, le fait que A n'ait pas de

valeur propre purement imaginaire entraîne bien la condition (P 1). Supposons

que la condition (P 2) soit fausse. Alors il existe une suite βn ∈ R et une suite

Un = (un, vn, yn, zn) ∈ D(A) telles que :

βn →∞, (4.5.2)

‖ Un ‖= 1. (4.5.3)

lim
n→∞

‖ β2
n(iβnI −A)Un ‖H= 0. (4.5.4)

On va montrer que ‖ (un, vn, yn, zn) ‖H→ 0. Cette contradiction permet de conclure

la décroissance rationnel de l'enérgie. La démonstration comporte plusieurs etapes.

Etape 1. Multiplions (4.5.4) par Un = (un, vn, yn, zn), on obtient que :

Re{iβ3
n ‖ Un ‖2 −β2

n(AUn, Un)} =

∫ 1

0

c|βnzn|2dx = o(1), (4.5.5)

Ceci implique, en utilisant (4.1.3) que :∫ α′

α

|βnzn|2dx = o(1). (4.5.6)

D'après (4.5.4), il existe (f 1
n, f

2
n, f

3
n, f

4
n) ∈ H, tels que :

iβ3
nun − β2

nvn = f 1
n → 0 dans H1

0 (]0, 1[), (4.5.7)

iβ3
nvn − β2

nunxx − bβ2
nzn = f 2

n → 0 dans L2(]0, 1[), (4.5.8)

iβ3
nyn − β2

nzn = f 3
n → 0 dans H1

0 (]0, 1[), (4.5.9)

iβ3
nzn − aβ2

nynxx + bβ2
nvn + cβ2

nzn = f 4
n → 0 dans L2(]0, 1[). (4.5.10)
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En utilisant (4.5.6), (4.5.9) et (4.1.3), on déduit que :∫ 1

0

c|β2
nyn|2dx = o(1) et

∫ α′

α

|β2
nyn|2dx = o(1) (4.5.11)

En utilisant les équations (4.5.7) et (4.5.9), on déduit que :

‖ un ‖L2(]0,1[)=
O(1)

βn
et ‖ yn ‖L2(]0,1[)=

O(1)

βn
, (4.5.12)

En combinant (4.5.7)-(4.5.8) et (4.5.10)-(4.5.9) et en éliminant v et z, on obtient :

β2
n(β2

nun + unxx + iβnbyn) = −iβnf 1
n + bf 3

n − f 2
n → 0 dans L2(]0, 1[),(4.5.13)

β2
n(β2

nyn + aynxx − iβnbun − iβncyn) = −f 4
n − bf 1

n − iβnf 3
n − cf 3

n → 0 dans L2(]0, 1[).(4.5.14)

Etape 2. Multiplions l'équation (4.5.14) par hyn. En utilisant la formule d'inté-

gration par partie et le fait que yn(0) = yn(1) = 0, on obtient que :

∫ 1

0

h|β2
nyn|2dx− aβ2

n

∫ 1

0

h | ynx |2 dx

− β2
n

∫ 1

0

ayn(hxynx)dx− iβ3
n

∫ 1

0

hbunyndx

− i β3
n

∫ 1

0

hc|yn|2dx =

∫ 1

0

(−f 4
n − bf 1

n − iβnf 3
n − cf 3

n)hyndx.

(4.5.15)

En utilisant (4.5.11), le fait que les suites suites f 3
n, f

4
n convergent vers zéro, respec-

tivement, dans H1
0 (]0, 1[) et L2(]0, 1[) et que le suite βnyn est uniformément borné

dans L2(]0, 1[), on obtient :∫ 1

0

(−f 4
n − bf 1

n − iβnf 3
n − cf 3

n)hyndx = o(1). (4.5.16)

En utilisant (4.5.16), (4.5.11) dans (4.5.15), on déduit :
∫ 1

0

h|β2
nyn|2dx− β2

n

∫ 1

0

ayn(hxynx)dx

− aβ2
n

∫ 1

0

h | ynx |2 dx− iβ3
n

∫ 1

0

bhunyndx = o(1).

(4.5.17)
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Prenons h(x) = η(x) dans (4.5.17), on obtient :
∫ 1

0

η|β2
nyn|2dx− β2

n

∫ 1

0

ayn(ηxynx)dx

−aβ2
n

∫ 1

0

η | ynx |2 dx− iβ3
n

∫ 1

0

bηunyndx = o(1).

(4.5.18)

En utilisant (4.5.11) et le fait que les suite βnun, ynx est borné dans L2(]0, 1[), dans

(4.5.18), on déduit :∫ 1

0

ηβ2
n | ynx |2 dx = o(1) et

∫ β−ε

γ+ε

β2
n | ynx |2 dx = o(1). (4.5.19)

Etape 3. Multiplions (4.5.14) par
1

βn
ηun. En utilisant la formule d'intégration par

partie, on obtient que :

∫ 1

0

β3
nηunyndx− a

∫ 1

0

βnηynxunxdx

− a
∫ 1

0

βnunynxηxdx− iβ2
n

∫ 1

0

bηu2
ndx

− iβ2
n

∫ 1

0

cηunyndx = o(1)

(4.5.20)

En utilisant (4.5.11), (4.5.19) et le fait que les suites βnun et unx sont uniformément

bornée dans L2(]0, 1[), on déduit :

∫ 1

0

bη|βnun|2dx = o(1). (4.5.21)

En utilisant le fait que la condition (Q 1) est véri�ée, on déduit que :∫ β−ε

γ+ε

|βnun|2dx = o(1). (4.5.22)
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Etape 4. Multiplions l'équation (4.5.13) par 1
β2
n
hun. En utilisant la formule d'in-

tégration par parties, on obtient :

∫ 1

0

h|βnun|2dx−
∫ 1

0

h | unx |2 dx

−
∫ 1

0

ununxhxdx+ iβn

∫ 1

0

bhynundx

=

∫ 1

0

1

β2
n

hun(−iβnf 1
n + bf 3

n − f 2
n)dx.

(4.5.23)

En utilisant le fait que les suites βnun et unx sont uniformément bornée dans

L2(]0, 1[) et que ‖ un ‖=‖ yn ‖= o(1), on déduit :∫ 1

0

h|βnun|2dx−
∫ 1

0

h | unx |2 dx = o(1) (4.5.24)

En prenant h(x) = bη(x) dans (4.5.24) et en utilisant (4.5.21) et la condition (Q

1), on déduit que :∫ 1

0

bη | unx |2 dx = o(1) et
∫ β−ε

γ+ε

| unx |2 dx = o(1). (4.5.25)

Etape 6. On répète les étapes 4,5 et 6 du théorème 4.4.1 et on déduit que :∫ 1

0

|ynx|2dx =

∫ 1

0

|unx|2dx =

∫ 1

0

|vn|2dx =

∫ 1

0

|z2
n|dx = o(1). (4.5.26)

D'après les équations (4.5.26), on obtient que :

‖ Un ‖H= o(1), (4.5.27)

ce qui contradit l'hyppothèse (4.5.3). Et par suite l'énérgie E(t) du système (4.1.1),

décroît rationnellement vers Zèro, dans le cas où a 6= 1.
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Chapitre 5

Stabilisation frontière indirecte d'un

système multidimensionnel

d'équations des ondes.

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s'intéresse à la stabilisation frontière indirecte d'un système

d'équations des ondes couplées par des termes de vitesse.

Soit Ω un ouvert borné de RN , ayant un frontière régulière Γ de clasee C2. Soit

{Γ0,Γ1} une partition de Γ telle que Γ0

⋂
Γ1 = ∅. On considère le système d'équa-
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tions des ondes suivant :



utt −∆u+ byt = 0 , dans Ω× R+,

ytt −∆y − but = 0 , dans Ω× R+,

u = 0, sur Γ× R+,

y = 0, sur Γ0 × R+,

∂y
∂ν

= −yt sur Γ1 × R+,

(5.1.1)

où ν est le vecteur unitaire normal exterieur à Γ1 et b ∈ R∗. Les conditions initiales

sont données par :

(u(x, 0), y(x, 0)) = (u0(x), y0(x)), (ut(x, 0), yt(x, 0)) = (u1(x), y1(x)). (5.1.2)

Dans ([60]), Z. Lui et B. Rao ont étudié la stabilisation frontière indirecte de

systèmes d'équations des ondes faiblement couplées :



utt − a∆u+ αy = 0 , dans Ω,

ytt −∆y + αu = 0 , dans Ω,

u = 0, sur Γ0,

y = 0, surΓ,

a∂u
∂ν

+ γu+ ut = 0 surΓ.

(5.1.3)

Par une méthode spectrale, ils ont obtenu un taux de décroissance polynomial de

l'énergie du système (5.1.3).

Aussi dans ([59]), Z. Lui et B. Rao ont étudié la stabilisation frontière indirecte
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d'un système d'équations des ondes faiblement couplées :

utt − a∆u+ αy = 0 , dans Ω,

ytt −∆y + αu = 0 , dans Ω,

u = 0, sur Γ0,

y = 0, surΓ,

a∂u
∂ν

+ γut = 0 surΓ.

(5.1.4)

Dans [10], Ammar-Khodja et Bader, ont étudié la stabilité simultané du système

(5.1.1) dans le cas monodimensionnel. Ils ont établi un taux de décroissance expo-

nentiel de l'énérgie.

Dans ce chapitre, notre objectif est de généraliser les traveaux dans [10]. D'abord,

dans le système (5.1.1), les équations sont couplées par yt et ut que l'on appèlle un

couplage fort. Nous allons montrer que l'énergie de ce système a un taux de dé-

croissance exponentiel. C'est un résultat nouveau pour des systèmes partiellement

amortis.

Soit (u, y) une solution régulière du système (5.1.1). On dé�nit l'énergie associée

par

E(t) =
1

2

∫
Ω

( |ut|2 + |∇u|2 + |yt|2 + |∇y|2)dx. (5.1.5)

Un calcul direct donne

E ′(t) = −
∫

Γ1

|yt|2dΓ. (5.1.6)

Le système est donc dissipatif au sens où E est décroissante.
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En introduisant U = (u, ut, y, yt), on transforme le problème (5.1.1) sous la forme

d'une équation d'évolution :  Ut = AU

U(0) = U0,
(5.1.7)

où l'opérateur A est m-dissipatif dans l'espace de l'énérgie. On va montrer que le

problème est bien posé au sens de semi-groupes de contractions.

Nous montrons que la résolvante de l'opérateur A est compacte dans l'espace de

l'énergie. Alors on peut procéder comme dans Lagnese (voir[35]) à l'application de

la théorie de décomposition spectrale Sz-Nagy-Foias (voir[32]), Foguel (voir[19]) et

Benchimol (voir[20]). On montre que l'énérgie du système décroît fortement vers

zéro. Ensuite, par un théorème de Huang (voir[33]) et Pruss (voir[34]), on établi la

stabilisation uniforme de l'énergie du système :

Theorem 5.1.1. Supposons que b est su�sament petit. Alors, il existe des constantes

strictement positives ω > 0 et M ≥ 1 telles que l'enérgie E(t) du système (5.1.1)

véri�e l'estimation suivante :

E(t) ≤ ME(0) e−ωt, ∀ t ≥ 0

pour toute solution faible du système (5.1.1).
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5.2 Formulation du problème

Pour formuler le problème (5.1.1) dans un espace de Hilbert, on dé�nit les espaces :

H1
Γ0

(Ω) = {u ∈ H1(Ω), u = 0 sur Γ0}. (5.2.1)

On dé�nit l'espace de l'énergie

H = H1
0 (Ω) × L2(Ω)×H1

Γ0
(Ω)× L2(Ω), (5.2.2)

muni du produit scalaire suivant
(U, Ũ)H =

∫
Ω

(∇u · ∇ũ) dx +

∫
Ω

v ṽ dx +

∫
Ω

(∇y · ∇ỹ)dx+

∫
Ω

zz̃dx,

∀ U = (u, v, y, z), Ũ = (ũ, ṽ, ỹ, z̃) ∈ H,
(5.2.3)

où ( · ) désigne le produit scalaire dans RN .

Pour donner un sens convenable au système (5.1.1), on dé�nit l'opérateur linéaire

non borné A par : D(A) = {(u, v, y, z) ∈ H, u ∈ H2(Ω), v ∈ H1
0 (Ω),∆y ∈ L2(Ω),

z ∈ H1
Γ0

(Ω), tel que
∂y

∂ν
= −z sur Γ1}

(5.2.4)

 AU = ( v,∆u− bz , z,∆y + bv),

∀U = (u, v, y, z) ∈ D(A).
(5.2.5)

En posant U = (u, ut, y, yt) une solution régulière du système (5.1.1), alors on peut

reformuler le problème (5.1.1) sous la forme d'une équation abstraite du premier

ordre :  Ut = AU ,

U(0) = U0 ∈ H.
(5.2.6)
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On s'intéresse d'abord à l'existence et l'unicité d'une solution du problème (5.2.6).

Proposition 5.2.1. L'opérateur A dé�ni par (5.2.4)-(5.2.5) est m-dissipatif et a

résolvante compacte dans l'espace de l'énergie H.

Démonstration. Soit U = (u, v, y, z) ∈ D(A). Alors de (5.2.5), on obtient que :

(AU,U)H =

(
( v,∆u− bz , z,∆y + bv), (u, v, y, z)

)
H
.

En utilisant (5.2.3) et la formule de Green, on obtient :

Re{(AU,U)H} = −
∫

Γ1

|z|2dΓ ≤ 0.

Maintenant soit F = (f1, f2, f3, f4) ∈ H. On cherche à résoudre l'équation sui-

vante :

U −AU = F, U ∈ D(A). (5.2.7)

Ceci révient au même de résoudre le système suivant :

u− v = f1 ,

v −∆u+ bz = f2 ,

y − z = f3

z −∆y − bv = f4.

(5.2.8)

En éliminant v et z dans (5.2.8), on obtient le système suivant :

u−∆u+ by = f1 + f2 + bf3, (5.2.9)

y −∆y − bu = f3 − bf1 + f3 + f4, (5.2.10)

avec les conditions aux bords

u = 0 sur Γ, y = 0 sur Γ0, ∂νy + y = f3 sur Γ1. (5.2.11)
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Soit φ = (ϕ1, ϕ2) ∈ H1
0 (Ω) × H1

Γ0
(Ω) une fonction test. On multiplie (5.2.9) par

ϕ1. Puis en appliquant la formule de Green, on obtient :
∫

Ω

uϕ1dx+

∫
Ω

∇u∇ϕ1dx+

∫
Ω

byϕ1dx =∫
Ω

(f1 + f2 + bf3)ϕ1dx.
(5.2.12)

De même, on multiplie (5.2.10) par ϕ2, Puis en utilisant la formule de Green, on

obtient 
∫

Ω

(y − bu)ϕ2dx+

∫
Ω

∇y.∇ϕ2dx+

∫
Γ1

yϕ2dΓ =∫
Ω

(f3 − bf1 + f3 + f4)ϕ2dx+

∫
Γ1

f3ϕ2dΓ.
(5.2.13)

En combinant les équations (5.2.12) et (5.2.13), on obtient :

∫
Ω

(u+ by)ϕ1dx+

∫
Ω

∇u · ∇ϕ1dx+∫
Ω

(y − bu)ϕ2dx+

∫
Ω

∇y · ∇ϕ2dx+

∫
Γ1

yϕ2dΓ =∫
Ω

(f3 + bf1 + f3 + f4)ϕ2dx+∫
Ω

(f1 + f2 − bf3)ϕ1dx+

∫
Γ1

f3ϕ2dΓ.

(5.2.14)

Puis, on dé�nit la forme bilinéaire a par :
a((u, y), (ϕ1, ϕ2)) =

∫
Ω

(u+ by)ϕ1dx+

∫
Ω

∇u∇ϕ1dx+∫
Ω

(y − bu)ϕ2dx+

∫
Ω

∇y.∇ϕ2dx+∫
Γ1

yϕ2dΓ,

(5.2.15)

et la forme linéaire L par :
L(ϕ1, ϕ2) =

∫
Ω

(f3 + bf1 + f3 + f4)ϕ2dx+∫
Ω

(f1 + f2 − bf3)ϕ1dx+

∫
Γ1

f3ϕ2dΓ.
(5.2.16)

Par un calcul simple, on montre que la forme bilinéaire a est continue, coercive sur

(H1
0 (Ω) ×H1

Γ0
(Ω))2 et L est continue sur H1

0 (Ω) ×H1
Γ0

(Ω). Grâce au théorème de
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Lax-Milgram (voir[27]), on en déduit qu'il existe (u, y) ∈ H1
0 (Ω) ×H1

Γ0
(Ω) unique

solution du problème variationnel :

a((u, y), (ϕ1, ϕ2)) = L(ϕ1, ϕ2), ∀ (ϕ1, ϕ2) ∈ (H1
0 (Ω) ×H1

Γ0
(Ω)). (5.2.17)

D'autre part, (u, y) est une solution faible du système (5.2.9), (5.2.10) avec les

conditions aux bords (5.2.11). On a donc

u−∆u = f1 + f2 + bf3 − by dans L2(Ω), (5.2.18)

u = 0 sur Γ. (5.2.19)

D'après la régularité du Laplacien, on en déduit que u ∈ H2(Ω).

De même, on a

y −∆y = f3 − bf1 + f3 + f4 + bu dans L2(Ω), (5.2.20)

y = 0 sur Γ0,
∂y
∂ν

+ y = f3 dansH
1
2 (Γ1). (5.2.21)

Comme Γ0∩Γ1 = ∅, d'après la régularité du Laplacien, on en déduit que y ∈ H2(Ω).

Ainsi on a montré que (u, v, y, z) ∈ D(A). De plus, on a

‖(u, v, y, z)‖D(A) ≤ C‖(f1, f2, f3, f4)‖H.

D'après les injections compactes de H2(Ω) dans H1(Ω) et de H1
Γ0

(Ω) dans L2(Ω),

on obtient la compacité de la résolvante de l'opérateur A.

Theorem 5.2.2. (Existence et unicité de la solution).

(1) Soit U0 = (u0, u1, y0, y1) ∈ D(A), alors le problème (5.2.6) admet une unique

solutin forte U = (u, ut, y, yt) ∈ D(A), telle que : u(t) ∈ C2(R+, L
2(Ω)) ∩ C1(R+, H

1
0 (Ω)) ∩ C0(R+, H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)),

y(t) ∈ C2(R+, L
2(Ω)) ∩ C1(R+, H

1
Γ0

(Ω)) ∩ C0(R+, H2(Ω) ∩H1
Γ0

(Ω)).

(5.2.22)
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(2) Soit U0 = (u0, u1, y0, y1) ∈ H, alors le problème (5.2.6) admet une unique

solution faible U = (u, ut, y, yt) ∈ H, telle que : u(t) ∈ C1(R+, L
2(Ω)) ∩ C0(R+, H

1
0 (Ω)).

y(t) ∈ C1(R+, L
2(Ω)) ∩ C0(R+, H

1
Γ0

(Ω)).
(5.2.23)

Démonstration. (1) Soit U0 ∈ D(A). L'opérateur A étant m-dissipatif, d'après le

théorème de Hille-Yosida (voir [27]), le problème (5.2.6) admet une unique solution

forte U = (u, ut, y, yt) ∈ D(A) telle que

U ∈ C0(R+, D(A)) ∩ C1(R+,H).

Ceci, par un calcul simple, implique la régularité (5.2.22).

(2) De même, si U0 ∈ H, alors d'après le théorème de Hille-Yosida le problème

(5.2.6) admet une unique solution faible U = (u, ut, y, yt) telle que

U ∈ C0(R+,H).

Ceci, par un calcul simple, implique la régularité (5.2.23). La démonstration est

donc achevée.
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5.3 Etude de la stabilité forte.

Dans cette section, on montre la stabilité forte du systeème (5.2.6). Comme la

résolvante de l'opérateur A est compacte, d'après la méthode de Sz-Nagy-Foias

(voir [32]), Foguel (voir [19]), Benchimol (voir [20]) et Arendt (voir [17]), il su�t

de montrer que A n'admet des valeur propre imaginaire.

On suppose qu'il existe une constante δ > 0 et un point x0 ∈ RN tel que, m(x) =

x− x0 véri�ant :

(m · ν) ≥ γ, ∀ x ∈ Γ1 et (m · ν) ≤ 0, ∀ x ∈ Γ0. (5.3.1)

Proposition 5.3.1. Suppossons que b assez petit. Alors l'opérateur A dé�ni dans

(5.2.4) et (5.2.5) n'admet pas de valeur propre imaginaire pure.

Démonstration. Soit iλ (λ ∈ R) une valeur propre de A avec le vecteur propre

associé U = (u, v, y, z) ∈ D(A). Alors, on a :

AU = iλU. (5.3.2)

De l'équation (5.3.2), on déduit :

−
∫

Γ1

|z|2dΓ = Re(AU,U) = Re{iλ ‖ U ‖2
H} = 0. (5.3.3)

On a donc z = 0 sur Γ1. En utilisant le fait que U ∈ D(A), on déduit que :

∂y

∂ν
= −z = 0 sur Γ1. (5.3.4)
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Ecrire maintenent l'équation (5.3.2) sous la forme détaillée suivante :

v = iλu, dans H1
0 (Ω), (5.3.5)

∆u− bz = iλv, dans L2(Ω), (5.3.6)

z = iλy, dans H1
Γ0

(Ω), (5.3.7)

∆y + bv = iλz, dans L2(Ω). (5.3.8)

Si λ = 0, alors v = z = 0. Puis, on obtient les systèmes suivants : ∆u = 0 , dans Ω× R+,

u = 0 , sur Γ× R+
(5.3.9)

et 
∆y = 0 , dans Ω× R+,

y = 0 , sur Γ0 × R+,
∂y

∂ν
= 0, sur Γ1 × R+.

(5.3.10)

Il est clair que les problemes (5.3.9) et (5.3.10) admettent u = 0 et y = 0 comme

unique solution ce qui contradit l'hypothèse U 6= 0.

Supposons que λ 6= 0. En utilisant (5.3.4) et (5.3.7), on obtient :

y = 0 sur Γ1. (5.3.11)

En éliminant v et z dans (5.3.5)-(5.3.6) et (5.3.7)-(5.3.8), et en utilisant (5.3.11),

on obtient le système suivant :

∆u+ λ2u− iλby = 0, dans L2(Ω), (5.3.12)

∆y + λ2y + iλbu = 0, dans L2(Ω), (5.3.13)

u = 0, sur Γ, (5.3.14)

y = 0, sur Γ, (5.3.15)
∂y

∂ν
= 0, sur Γ1. (5.3.16)
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On divise la démonstration en plusieurs étapes.

Etape 1. Multiplions l'équation (5.3.13) par u. Puis, en utilisant la formule de

Green et les conditions aux bords, on obtient∫
Ω

λ2yudx+ i

∫
Ω

λb|u|2dx−
∫

Ω

(∇y · ∇u)dx = 0. (5.3.17)

De même nous multilplions l'équation (5.3.12) par y. Alors, en utilisant le formule

de Green et les conditions aux bords, on obtient :∫
Ω

λ2uydx− i
∫

Ω

λb|y|2dx−
∫

Ω

(∇u · ∇y)dx = 0. (5.3.18)

On additionne les parties imaginaires de (5.3.17) et (5.3.18), on déduit l'égalité

suivante : ∫
Ω

|u|2dx =

∫
Ω

|y|2dx. (5.3.19)

Etape 2. Multiplions l'équation (5.3.13) par y. Alors en utilisant la formule de

Green et les conditions aux bords, on obtient :∫
Ω

λ2|y|2dx−
∫

Ω

| ∇y |2 dx = −Re{i
∫

Ω

λbuydx}. (5.3.20)

Etape 3. En multipliant l'équation (5.3.13) par 2(m · ∇y), on obtient :

2

∫
Ω

∆y(m · ∇y)dx+ 2

∫
Ω

λ2y(m · ∇y)dx = − 2i

∫
Ω

λbu(m · ∇y)dx. (5.3.21)

La régularité de (u, v, y, z) ∈ D(A) est su�sante pour e�ectuer des intégrations

dans la première intégrale de (5.3.21). Alors on a :

2

∫
Ω

∆y(m · ∇ȳ)dx = −2

∫
Ω

∇y · ∇(m · ∇ȳ)dx+ 2

∫
Γ

∂νy(m · ∇ȳ)dΓ. (5.3.22)

En utilisant la formule de Green, on obtient :
−2Re

{∫
Ω

∇y · ∇(m · ∇ȳ)dx

}
=

(N − 2)

∫
Ω

| ∇y |2 dx−
∫

Γ

(m · ν)|∇y|2dΓ.
(5.3.23)
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En utilisant (5.3.4), (5.3.23) et le fait que y =
∂y

∂ν
= 0 sur Γ1 dans (5.3.22), on

obtient : 
2Re{

∫
Ω

∆y(m · ∇y)dx} =∫
Ω

(N − 2)|∇y|2dx+

∫
Γ0

(m · ν)|∂y
∂ν
|2dΓ.

(5.3.24)

En insérant (5.3.24) dans (5.3.21) et en utilisant le formule de Green, on déduit
2Re

{
iλb

∫
Ω

u(m · ∇y)dx

}
=

Nλ2

∫
Ω

|y|2dx+ (2−N)

∫
Ω

|∇y|2dx−
∫

Γ0

(m · ν)|∂y
∂ν
|2dΓ.

(5.3.25)

En multipliant (5.3.20) par (1−N), on obtient :
(1−N)

∫
Ω

λ2|y|2dx− (1−N)

∫
Ω

| ∇y |2 dx =

−(1−N)Re{i
∫

Ω

λbuydx}.
(5.3.26)

En combinant (5.3.26) et (5.3.25), on obtient :
Re {i λb

∫
Ω

u((N − 1)y + 2(m · ∇y)dx} =

λ2

∫
Ω

|y|2dx+

∫
Ω

|∇y|2dx−
∫

Γ0

(m · ν)|∂y
∂ν
|2dΓ.

(5.3.27)

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

λ2

∫
Ω

|y|2dx+

∫
Ω

|∇y|2dx−
∫

Γ0

(m · ν)|∂y
∂ν
|2dΓ

≤ (N − 1)|λ||b|
(∫

Ω

|u|2dx
)1/2(∫

Ω

|y|2dx
)1/2

+2R|λ||b|
(∫

Ω

|u|2dx
)1/2(∫

Ω

|∇y|2dx
)1/2

.

(5.3.28)

Soit ε > 0. On écrit le membre de droite de (5.3.28) sous la forme suivante :
(N − 1)|λ||b|√

2ε

(∫
Ω

|u|2dx
)1/2√

2ε

(∫
Ω

|y|2dx
)1/2

+
2R|λ||b|√

ε

(∫
Ω

|u|2dx
)1/2√

ε

(∫
Ω

|∇y|2dx
)1/2

.

(5.3.29)
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En utilisant l'inégalité de Young et celle de Poincaré, on obtient :

(∫
Ω

(1−N)2λ2b2|u|2dx
)1/2(∫

Ω

|y|2dx
)1/2

+2

(∫
Ω

(Rλb)2|u|2dx
)1/2(∫

Ω

|∇y|2dx
)1/2

≤(
(Rλb)2

ε
+

(N − 1)2λ2b2

4ε

)∫
Ω

|u|2dx+ ε(1 + c0)

∫
Ω

|∇y|2dx,

(5.3.30)

où c0 =
1

α
et α est la petite valeur propre de −∆ dans H1

0 (Ω).

Puis, en insérant (5.3.30) dans (5.3.28) et grâce à la condition géométrique (5.3.1)

et l'identité (5.3.19), on obtient
λ2

∫
Ω

|y|2dx+

∫
Ω

|∇y|2dx ≤
λ2b2

ε
(R2 +

(N − 1)2

4
)

∫
Ω

|y|2dx+ ε(1 + c0)

∫
Ω

|∇y|2dx.
(5.3.31)

Maintenant choisissons ε = 1
1+c0

dans (5.3.31), on obtient :∫
Ω

|y|2dx ≤ b2(1 + c0)(R2 +
(N − 1)2

4
)

∫
Ω

|y|2dx (5.3.32)

En utilisant le fait que b est petit, on obtient :∫
Ω

|y|2dx = 0, (5.3.33)

pourvue que

1− b2(1 + c0)(R2 +
(N − 1)2

4
) > 0. (5.3.34)

En�n, en combinant (5.3.19) et (5.3.33), on déduit que u = 0. Puis, de (5.3.5) et

(5.3.7) on obtient v = z = 0, soit U = 0. On obtient donc une contradiction et la

démonstrtation est terminée.

Remarque. Nous avons établi l'unicité pour le coe�cient b assez petit. Le cas

général reste un problème ouvert à notre connaissance.
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Theorem 5.3.2. Soit b > 0 assez petit. Alors pour toute donnée initiale U0 ∈ H,

l'énergie E(t) du système (5.1.1) décroît vers zéro

lim
t→∞

E(t) = 0.

Démonstration. L'opérateur A dé�ni dans (5.2.4) et (5.2.5) est m-dissipatif et a

la résolvante compacte. De plus, il n'admet pas des valeur propre imaginaire pure.

D'après la théorie de décomposition spectrale de Sz-Nagy-Foias (voir [32]), Foguel

(voir [19]) et Benchimol (voir [20]), le semi-groupe de contractions SA(t) engendré

par A est fortement stable sur H, c'est-à-dire que l'énergie de toute solution faible

décroît vers zéro.
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5.4 Etude du taux de décroissance exponentiel de

l'énergie.

Dans ce paragraphe, on établira le taux de décroissance exponentiel de l'énergie

E(t) en utilisant le théorème de Huang (voir [33]) et Pruss (voir [34]).

D'abord, on dé�nit deux ouverts O0 et O1 par O0 = {x ∈ Ω, |x− y| < ε, ∀ y ∈ Γ0},

O1 = {x ∈ Ω, |x− y| < ε, ∀ y ∈ Γ1}.
(5.4.1)

Comme Γ0 ∩ Γ1 = ∅, on peut choisir ε > 0 assez petit tels que

Γ0 ⊂ Oc1 et Γ1 ⊂ Oc0.

Puis, on dé�nit la fonction η par :
η(x) ∈ [0, 1],

η(x) = 0 dans O0,

η(x) = 1 sur O1.

(5.4.2)

Theorem 5.4.1. Supposons que b > 0 est su�sament petit. Alors, il existe des

constantes strictement positives ω > 0 et M ≥ 1 telles que l'enérgie E(t) du

système (5.1.1) véri�e l'estimation suivante :

E(t) ≤ ME(0) e−ωt, ∀ t ≥ 0

pour toute solution faible du système (5.1.1).
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Démonstration. D'après un résultat de Huang ( voir [33]) et Pruss ( voir [34]),

un C0 semi-groupe de contractions etA sur un espace de Hilbert H est exponentiel-

lement stable si et seulement si :
iR ⊆ ρ(A), (H 1)

sup
|β|≥1

‖ (iβI −A)−1 ‖<∞. (H 2).

(5.4.3)

La résolvante de A étant compacte, le fait que A n'ait pas de valeur propre ima-

ginaire pure entraîne bien la condition (H1). Supposons que la condition (H2) est

fausse. Alors, il existe une suite βn ∈ R et une suite Un = (un, vn, yn, zn) ∈ D(A)

telles que :

βn → +∞, (5.4.4)

‖ Un ‖H= 1. (5.4.5)

lim
n→∞

‖ (iβnI −A)Un ‖H= 0. (5.4.6)

On va montrer que ‖ (un, vn, yn, zn) ‖H→ 0. Cette contradiction permet de conclure

la décroissance exponentielle de l'enérgie. La démonstration comporte plusieurs

étapes.

Etape 1. D'abord, en utilisant (5.4.6) et le fait que Un est uniformément bornée

dans L2(Ω), on obtient :

Re{iβn ‖ Un ‖2
H −(AUn, Un)} = o(1). (5.4.7)

Ceci implique que ∫
Γ1

|zn|2dΓ = o(1). (5.4.8)

Le fait que Un ∈ D(A) implique que

∂yn
∂ν

= −zn, sur Γ1. (5.4.9)
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Ceci donne ∫
Γ1

|∂yn
∂ν
|2dΓ = o(1). (5.4.10)

Ensuite, on écrit (5.4.6) sous la forme suivante :

iβnun − vn = f 1
n → 0 dans H1

0 (Ω), (5.4.11)

iβnvn −∆un + bzn = f 2
n → 0 dans L2(Ω), (5.4.12)

iβnyn − zn = f 3
n → 0 dans H1

Γ0
(Ω), (5.4.13)

iβnzn −∆yn − bvn = f 4
n → 0 dans L2(Ω). (5.4.14)

En utilisant les équations (5.4.8) et (5.4.13), on déduit :∫
Γ1

|βnyn|2dΓ = o(1). (5.4.15)

Les suite βnyn et βnun sont bornées dans L2(Ω), alors on a :∫
Ω

|yn|2dx = o(1) et
∫

Ω

|un|2dx = o(1). (5.4.16)

En�n, en éliminant vn et zn dans (5.4.11)-(5.4.14), on obtient le système suivant :

β2
nun + ∆un − iβnbyn = −iβnf 1

n − bf 3
n − f 2

n, (5.4.17)

β2
nyn + ∆yn + iβnbun = −f 4

n + bf 1
n − iβnf 3

n. (5.4.18)

Etape 2. On mltiplie (5.4.17) par 2η(m · ∇un). Puis, en utilisant la formule de

Green, on obtient :
−β2

n

∫
Ω

(Nη + (m · ∇η))|un|2dx

+2Re{
∫

Ω

∆unη(m · ∇un)dx} − 2Re{
∫

Ω

iβnbηyn(m · ∇un)dx} =

+2Re{
∫

Ω

(−iβnf 1
n − bf 3

n − f 2
n)η(m · ∇un)dx}

(5.4.19)

En utilisant la formule de Green dans le deuxième membre de l'équation (5.4.19),

on déduit :
−2i

∫
Ω

βnf
1
nη(m · ∇un)dx = 2Niβn

∫
Ω

ηf 1
nundx

+ 2iβn

∫
Ω

(m · ∇η)f 1
nundx+ 2iβn

∫
Ω

η(m · ∇f 1
n)undx.

(5.4.20)
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En insérant (5.4.20) dans (5.4.19) et en utilisant le fait que les suites f 1
n, f

2
n, f

3
n

convergent vers zéro respectivement, dans H1
0 (Ω), L2(Ω) et H1

Γ0
(Ω) et le fait que

βnun est bornée dans L2(Ω), on en déduit :


−β2

n

∫
Ω

(Nη + (m · ∇η))|un|2dx+ 2Re{
∫

Ω

∆unη(m · ∇un)dx}

−2Re{
∫

Ω

i βn b η yn(m · ∇un ) dx} = o(1).
(5.4.21)

D'autre part, la régularité de (un, vn, yn, zn) ∈ D(A) est su�sante pour e�ectuer

des intégrations dans la deuxième intégrale de (5.4.21). En utilisant la formule de

Green, on obtient :


2Re{

∫
Ω

η∆un(m · ∇ūn)dx} =

−2Re{
∫

Ω

∇un · ∇(η(m · ∇ūn))dx}+ 2

∫
Γ

η
∂un
∂ν

(m · ∇ūn )dΓ.
(5.4.22)

A nouveau, par la formule de Green, on obtient :

−2Re{
∫

Ω

(∇un · ∇(η(m · ∇ūn)))dx}

= −2Re{
∫

Ω

(∇un · ∇η)(m · ∇ūn)dx} − 2Re{
∫

Ω

η(∇un · ∇(m · ∇ūn))dx}

=

∫
Ω

(m · ∇η) | ∇un |2 dx+ (N − 2)

∫
Ω

η | ∇un |2 dx

−
∫

Γ

η(m · ν)|∇un|2dΓ− 2Re{
∫

Ω

(∇un · ∇η)(m · ∇ūn))dx}.

(5.4.23)

Puis, en insérant (5.4.22) dans (5.4.23), et grâce à la condition aux limites u =
∂un
∂τ

= 0 sur Γ, on déduit :


2Re{

∫
Ω

η∆un(m · ∇ū)dx} =

−2Re{
∫

Ω

(∇un · ∇η)(m · ∇ūn)dx}+

∫
Γ1

η(m · ν)|∂un
∂ν
|2dΓ

−(2−N)

∫
Ω

η | ∇un |2 dx+

∫
Ω

(m · ∇η) | ∇un |2 dx.

(5.4.24)
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En reportant (5.4.24) dans (5.4.21), on déduit :

∫
Γ1

(m · ν)|∂un
∂ν
|2dΓ =

β2
n

∫
Ω

(Nη + (m · ∇η))|un|2dx− (N − 2)

∫
Ω

η | ∇un |2 dx

+2Re{
∫

Ω

(∇un · ∇η)(m · ∇ūn)dx} −
∫

Ω

(m · ∇η) | ∇un |2 dx

+2Re{i βn
∫

Ω

b η yn (m · ∇un )dx}+ o(1).

(5.4.25)

On sait que βnun, βnyn et ∇un sont bornées dans L2(Ω). Alors, grâce à la condition

géométrique, on déduit de (5.4.25) qu'il existe une constante positive M telle que :

‖ ∂un
∂ν
‖L2(Γ1) ≤ M · (5.4.26)

Etape 3. D'après (5.4.17), on a 1
βn

∆un est uniformément bornée dans L2(Ω). En

multipliant l'équation (5.4.18) par 1
βn

∆un et en utilisant la formule de Green et les

conditions aux bouds un = 0 sur Γ et yn = 0 sur Γ0, on obtient :


−
∫

Ω

βn(∇un.∇yn)dx+

∫
Γ1

βnyn
∂un
∂ν

dΓ

+

∫
Ω

1

βn
∆un∆yndx− ib

∫
Ω

| ∇un |2 dx =∫
Ω

((−f 4
n + bf 1

n)(
1

βn
∆un))dx− i

∫
Ω

f 3
n∆undx

(5.4.27)

Par la formule de Green, on obtient :
−i
∫

Ω

f 3
n∆undx =

−
∫

Γ1

f 3
n

∂un
∂ν

dΓ + i

∫
Ω

∇f 3
n∇undx

(5.4.28)

Nous savons que la suite 1
βn

∆un est bornée dans L2(Ω) et que les suites f 1
n, f

3
n,

f 4
n convergent vers zéro, respectivement dans H1

0 (Ω), H1
Γ0

et L2(Ω). Alors, grâce à

(5.4.26), on déduit :∫
Ω

((−f 4
n + bf 1

n)(
1

βn
∆un))dx− i

∫
Ω

f 3
n∆undx = o(1). (5.4.29)
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De (5.4.26) et (5.4.15), on déduit :∫
Γ1

βnyn
∂un
∂ν

dΓ = o(1). (5.4.30)

En reportant (5.4.29) et (5.4.30) dans (5.4.27), on déduit :
−
∫

Ω

βn(∇un · ∇yn)dx+

∫
Ω

1

βn
∆un∆yndx

−ib
∫

Ω

| ∇un |2 dx = o(1).
(5.4.31)

De façon similaire, nous multiplions (5.4.17) par 1
βn

∆yn. En utilisant la formule de

Green et le fait que un = 0 sur Γ et yn = 0 sur Γ0, on obtient :
−
∫

Ω

βn(∇un.∇yn)dx+

∫
Ω

1

βn
∆un∆yndx

+i

∫
Ω

b|∇yn|2dx− i
∫

Γ1

byn
∂yn
∂ν

dΓ =

+

∫
Ω

(−iβnf 1
n − bf 3

n − f 2
n)

1

βn
∆yndx.

(5.4.32)

Par la formule de Green et le fait que les suites fn1 convergent vers zèro dans H1
0 (Ω)

on obtient : ∫
Ω

−if 1
n∆yndx = i

∫
Ω

(∇f 1
n · ∇yn) + o(1). (5.4.33)

Nous savons que 1
βn

∆yn est bornée dans L2(Ω). En utilisant (5.4.33) et le fait que

les suites f 1
n, f

2
n, f

3
n convergent vers zéro respectivement dans H1

0 (Ω), L2(Ω), H1
Γ0
,

on déduit : ∫
Ω

(−iβnf 1
n − bf 3

n − f 2
n)

1

βn
∆yndx = o(1). (5.4.34)

Alors, grâce à (5.4.10), (5.4.15) et (5.4.34), on en déduit que
−
∫

Ω

βn(∇un · ∇yn)dx+

∫
Ω

1

βn
∆un∆yndx

+i

∫
Ω

b|∇yn|2dx = o(1).
(5.4.35)

En�n, en combinant (5.4.31), (5.4.35) et en prenant la partie imaginaire, on en

déduit : ∫
Ω

| ∇un |2 dx =

∫
Ω

|∇yn|2dx+ o(1). (5.4.36)
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Etape 4. Nous multiplions l'équation (5.4.18) par yn. Puis en utilisant la formule

de Green et le fait que yn = 0 sur Γ0, on obtient :

∫
Ω

|βnyn|2dx+

∫
Γ1

∂yn
∂ν

yndΓ

−
∫

Ω

| ∇yn |2 dx+ iβnb

∫
Ω

unyndx =

+

∫
Ω

(−fn4 + bfn1 − iβnfn3 )yndx.

(5.4.37)

On sait que les suites f 1
n, f

3
n, f

4
n convergent vers zéro respectivement dans H1

0 (Ω),

H1
Γ0
, L2(Ω) et que les suites βnyn, βnun sont bornées dans L2(Ω). Alors, grâce à

(5.4.10) et (5.4.15), on obtient :∫
Ω

|βnyn|2dx−
∫

Ω

| ∇yn |2 dx = o(1). (5.4.38)

De façon similaire, nous multiplions l'équation (5.4.17) par un. Puis, en utilisant

la formule de Green et les conditions aux bords un = 0 sur Γ, on obtient :∫
Ω

|βnun|2dx−
∫

Ω

| ∇un |2 dx− iβn
∫

Ω

ynundx = o(1). (5.4.39)

En utilisant (5.4.16) et le fait que les suites βnun est borné dans L2(Ω), on déduit

de (5.4.39) que ∫
Ω

|βnun|2dx−
∫

Ω

| ∇un |2 dx = o(1). (5.4.40)

Etape 5. En multipliant l'équation (5.4.18) par 2(m · ∇ȳn), on obtient :
2

∫
Ω

β2
nyn(m · ∇ȳn)dx+ 2

∫
Ω

∆yn(m · ∇ȳn)dx

+2i

∫
Ω

bβnun(m · ∇ȳ)dx =

+ 2

∫
Ω

(−fn4 + bfn1 − iβnfn3 )(m · ∇ȳn)dx.

(5.4.41)

En utilisant la formule de Green, et grâce à (5.4.15) et au fait que f 3
n converge vers

zéro dans H1(Ω), on obtient :
−2i

∫
Ω

βnf
3
n(m · ∇ȳn)dx =

2i

∫
Ω

βnȳn(m · ∇f 3
n +Nf 3

n)dx+ o(1).
(5.4.42)
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Comme les suites f 1
n, f

3
n, f

4
n convergent vers zéro respectivement dans H1

Γ0
(Ω),

H1
0 (Ω) et L2(Ω) et les suite βnyn, ∇yn sont bornées dans L2(Ω), par (5.4.42) on a :

2

∫
Ω

(−fn4 + bfn1 − iβnfn3 )(m · ∇ȳn)dx = o(1). (5.4.43)

D'autre part, d'après la formule de Green et (5.4.15), on en déduit :
2Re{

∫
Ω

β2
nyn(m · ∇ȳn)dx}

= −N
∫

Ω
|βnyn|2dx+ o(1).

(5.4.44)

En utilisant la formule de Green et par le même calcul que dans (5.4.22), on trouve

facilement que :
2

∫
Ω

∆yn(m · ∇yn)dx = 2

∫
Γ

(
∂yn
∂ν

)(m · ∇yn)dΓ

+(N − 2)

∫
Ω

|∇yn|2dx−
∫

Γ

(m · ν)|∇yn|2dΓ.
(5.4.45)

En insérant (5.4.43), (5.4.44) et (5.4.45) dans (5.4.41), on déduit que :
−N

∫
Ω

|βnyn|2dx+ (N − 2)

∫
Ω

|∇yn|2dx

+2Re{
∫

Γ

(
∂yn
∂ν

)(m · ∇yn)dΓ} −
∫

Γ

(m · ν)|∇yn|2dΓ

+Re{
∫

Ω

2iβnbun(m · ∇yn)dx} = o(1).

(5.4.46)

Par la condition aux bords
∂yn
∂τ

= 0 sur Γ0, on déduit que :
−2Re{

∫
Γ

(
∂yn
∂ν

)(m · ∇yn)dΓ}+

∫
Γ

(m · ν)|∇yn|2dΓ =

−
∫

Γ0

(m · ν)|∂yn
∂ν
|2dΓ− 2Re{

∫
Γ1

(
∂yn
∂ν

)(m · ∇yn)dΓ}

+

∫
Γ1

(m · ν)|∇yn|2dΓ.

(5.4.47)

Soit ε un réel strictement positif. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit

que : 
2Re{

∫
Γ1

(
∂yn
∂ν

)(m · ∇yn)dΓ} ≤

+
R2

ε

∫
Γ1

|∂yn
∂ν
|2dΓ + ε

∫
Γ1

|∇yn|2dΓ,
(5.4.48)
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En insérant (5.4.48) dans (5.4.47), on déduit que :

−2Re {
∫

Γ

(
∂yn
∂ν

)(m · ∇yn)dΓ}+

∫
Γ

(m · ν)|∇yn|2dΓ,

≥ −
∫

Γ0

(m · ν)|∂yn
∂ν
|2dΓ− R2

ε

∫
Γ1

|∂yn
∂ν
|2dΓ

− ε
∫

Γ1

|∇yn|2dΓ +

∫
Γ1

(m · ν)|∇yn|2dΓ,

(5.4.49)

En utilisant (5.3.1) dans (5.4.49), on obtient :
−2Re {

∫
Γ

(
∂yn
∂ν

)(m · ∇yn)dΓ}+

∫
Γ

(m · ν)|∇yn|2dΓ,

≥ −R
2

ε

∫
Γ1

|∂yn
∂ν
|2dΓ + (γ − ε)

∫
Γ1

|∇yn|2dΓ,
(5.4.50)

Choisissons ε < γ, on obtient :
−2Re{

∫
Γ

(
∂yn
∂ν

)(m · ∇yn)dΓ}+

∫
Γ

(m · ν)|∇yn|2dΓ

≥ −R
2

ε

∫
Γ1

|∂y
∂ν
|2dΓ.

(5.4.51)

En insérant tilisant (5.4.51) dans (5.4.46) et en utilisant (5.4.10), on déduit que
N

∫
Ω

|βnyn|2dx+ (2−N)

∫
Ω

|∇yn|2dx ≤

+Re{
∫

Ω

2iβnbun(m · ∇yn)dx}+ o(1).
(5.4.52)

En multipliant (5.4.38) par (1−N), on obtient :

(1−N)

∫
Ω

|βnyn|2dx− (1−N)

∫
Ω

|∇yn|2dx = o(1). (5.4.53)

En combinant (5.4.52) et (5.4.53), on obtient
∫

Ω

|βnyn|2dx+

∫
Ω

|∇yn|2dx ≤

+

∫
Ω

2iβnbun(m · ∇yn)dx+ o(1).
(5.4.54)

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve
∫

Ω

2iβnbun(m · ∇yn)dx ≤

(Rb)2

∫
Ω

|βnun|2dx+

∫
Ω

|∇yn|2dx.
(5.4.55)
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En reportant (5.4.55) dans (5.4.54), on déduit :
∫

Ω

|βnyn|2dx+

∫
Ω

|∇yn|2dx ≤

(Rb)2

∫
Ω

|βnun|2dx+

∫
Ω

|∇yn|2dx.
(5.4.56)

Alors, on a : ∫
Ω

(1−R2b2) |βnyn|2dx ≤ o(1). (5.4.57)

Si |b| < 1
R
, alors on a : ∫

Ω

|βnyn|2dx = o(1). (5.4.58)

Ceci, combiné avec (5.4.13), implique que∫
Ω

|zn|2dx = o(1) (5.4.59)

Etape 6. En insérant (5.4.58) dans (5.4.38), on obtient∫
Ω

| ∇yn |2 dx = o(1). (5.4.60)

Ceci, combiné avec (5.4.36), implique∫
Ω

|∇un|2dx = o(1). (5.4.61)

Puis en insérant (5.4.61) dans (5.4.40), on obtient∫
Ω

|βnun|2dx = o(1). (5.4.62)

Ceci, combiné avec (5.4.11), implique∫
Ω

|vn|2dx = o(1). (5.4.63)

En�n, en combinant (5.4.59), (5.4.60), (5.4.61) et (5.4.63), on en déduit que :

‖ Un ‖H= o(1), (5.4.64)

ce qui contradit l'hyppothèse (5.4.5). La démonstration est achevée.
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Chapitre 6

Controlabilité exacte frontière et

indirecte d'un système

multidimensionnel d'équations des

ondes.

6.1 Introduction

Soit Ω un domaine borné non vide de RN de frontière régulière Γ de classe C2.

Soit {Γ0,Γ1} une partition de Γ telle que Γ0∩Γ1 = ∅. Nous considérons le système

163



Chapter 6 Contrôlabilité frontière indirecte des équations des ondes

d'équations des ondes couplées suivant :

utt −∆u+ byt = 0, dans Ω× R+,

ytt −∆y − but = 0, dans Ω× R+,

u = 0, sur Γ× R+,

y = 0, sur Γ0 × R+,

y = v, sur Γ1 × R+,

(6.1.1)

avec les conditions initiales :

(u(x, 0), y(x, 0)) = (u0, y0) , (ut(x, 0), yt(x, 0)) = (u1, y1), (6.1.2)

où b est une constante strictement positive.

Dans ([49], [50]), Alabau-Boussouira a étudié l'observabilité indirecte d'un système

d'équations des ondes faiblement couplées. Par une méthode de multiplicateurs,

l'auteur a montré que, pour un temps T assez grand, l'observation de la dérivée

normale ∂u
∂ν

sur le bord Γ1 permet de restituer une énérgie a�aible de la donnée

initiale.

De plus, Liu et Rao ([60]) ont étudié la contrôlabilité exacte indirecte d'un système

monodimensionnel de deux équations des ondes faiblement couplées. Par une ana-

lyse non harmonique, ils ont établi des inégalités d'observabilité faibles et montré

la contrôlabilité exacte pour des donnés initales régulières.

Ammar Khodja et Bader (voir [54]) ont étudié les problèmes de stabilité d'un

système de deux équations des ondes monodimensionelles sous l'e�et d'un seul

contrôle interne. Ils ont démontré que le contrôle interne qui agit seulement sur

une des équations ne donne pas la stabilité exponentielle si les vitesses de propa-

gation sont di�érentes. De plus, ils ont étudié la stabilité simultanée frontière du
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même système.

Wehbe-Youssef, (voir [6]), ont étudié l'observabilité indirecte interne d'un système

d'équations des ondes faiblement couplées. Par une méthode de multiplicateurs par

morceaux, ils ont montré que pour un temps T assez grand, l'observation locale de

la vitesse de la première composante de la solution sur un voisinage d'une partie du

bord permet de restituer une énérgie a�aiblie de la donnée initiale de la deuxième

composante.

Pour les systèmes partiellement contrôlés, la transmission de la dissipation d'une

équation à une autre, joue un rôle trés important pour la contrôlabilité et la sta-

bilisation indirecte (voir [48], [52], [60], [61]).

Loreti et Rao (voir [57]) ont étudié la stabilisation d'un système de deux équa-

tions linéaires, dont une seule équation est amortie par un contrôle feedback. Ils

ont montré qu'un contrôle convenablement choisi peut compenser les parties réeles

des valeurs propres du système, et donc fournira le meilleur taux de décroissance

polynomiale de l'énérgie du système pour des données initiales régulières.

Dans ce chapitre, notre objectif est d'étudier la contrôlabilité exacte d'un système

de deux équations des ondes (6.1.1).

Le chapitre est organisé comme suit :

Dans la section 2, nous considérons le problème homogène associé à (6.1.1) et on

montre que ce dernier a une solution dans l'espace de l'énérgie usuel.
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Dans la section 3, en utilisant une méthode de multiplicateurs adaptés, on montre

les inégalités d'observabilité suivantes :

E(0) ≤ c1

∫ T

0

∫
Γ1

|∂ψ
∂ν
|2dΓdt ∀T > M, (6.1.3)

E(0) ≥ c2

∫ T

0

∫
Γ1

|∂ψ
∂ν
|2dΓdt ∀T > M, (6.1.4)

où c1 et c2 sont des constantes positives et Φ(x, t) = (ϕ(x, t), ψ(x, t), ξ(x, t), %(x, t))

est l'état du système homogène associé à (6.1.1).

Dans la section 4, pour un temps T > 0 assez grand, et des données initiales

{u0, u1, y0, y1} convenables, nous montrons qu'il existe un contrôle v tel que la

solution du système (6.1.1) satisfait la condition

u(T, v) = ut(T, v) = y(T, v) = yt(T, v) = 0. (6.1.5)

Autrement dit, il s'agit d'étudier l'existence d'un contrôle v qui ramène le système

à l'état d'équilibre au temps T0.
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6.2 Système homogène :

Dans cette partie, on considère le système homogène associé à (6.1.1) :

ϕtt −∆ϕ+ bψt = 0, dans Ω× R+, (6.2.1)

ψtt −∆ψ − bϕt = 0, dans Ω× R+, (6.2.2)

ϕ = ψ = 0, sur Γ× R+, (6.2.3)

avec les conditions initiales suivantes :

ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x),

ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x), x ∈ Ω, (6.2.4)

Soit (ϕ, ψ) une solution régulière du système (6.2.1)-(6.2.4), on dé�nit l'énergie

associée par :

E(t) =
1

2

∫
Ω

(|ϕt|2 + |∇ϕ|2 + |ψt|2 + |∇ψ|2)dx. (6.2.5)

On va formuler le problème (6.2.1)-(6.2.4) dans un espace de Hilbert. Pour cela,

on dé�nit l'espace de l'énergie comme suit :

H = (H1
0 (Ω)× L2(Ω))2 (6.2.6)

muni du produit scalaire suivant : (Φ, Φ̃)H =

∫
Ω

(
∇ϕ · ∇ϕ̃+ ξξ̃ +∇ψ · ∇ψ̃ + %%̃

)
dx,

Φ = (ϕ, ξ, ψ, %), Φ̃ = (ϕ̃, ξ̃, ψ̃, %̃) ∈ H.
(6.2.7)
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Pour donner un sens convenable au système (6.2.1)-(6.2.4), on dé�nit l'opérateur

linéaire A par :

D(A) = {Φ = (ϕ, ξ, ψ, %) ∈ H, ϕ, ψ ∈ H2(Ω)∩H1
0 (Ω), et ξ, % ∈ H1

0 (Ω)}, (6.2.8)

AΦ = (ξ,∆ϕ− b%, %,∆ψ + bξ), ∀Φ = (ϕ, ξ, ψ, %) ∈ D(A). (6.2.9)

Maintenant, On va formuler le système (6.2.1)-(6.2.4) sous forme d'une équation

abstraite du premier ordre  Φt = AΦ,

Φ(0) = Φ0 ∈ H.
(6.2.10)

où Φ(x, t) = (ϕ(x, t), ϕt(x, t), ψ(x, t), ψt(x, t)) est l'état du système (6.2.1)-(6.2.4).

Proposition 6.2.1. L'opérateur A dé�ni dans (6.2.8)-(6.2.9) est m-dissipatif dans

l'espace de l'énergie H.

Démonstration :

Soit Φ ∈ D(A). En utilisant (6.2.9), on obtient que :

(AΦ,Φ)H = 0.

Il reste à démontrer que R(I −A) = H. Pour cela, soit f = (f1, f2, f3, f4) ∈ H on

doit chercher :

Φ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4) ∈ D(A) tel que Φ−AΦ = f.
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Alors, on a le problème suivant :

ϕ1 − ϕ2 = f1, (6.2.11)

ϕ2 −∆ϕ1 + bϕ4 = f2, (6.2.12)

ϕ3 − ϕ4 = f3, (6.2.13)

ϕ4 −∆ϕ3 − bϕ2 = f4, (6.2.14)

(6.2.15)

En éliminant ϕ2 et ϕ4, on obtient le système :

ϕ1 −∆ϕ1 + bϕ3 = f1 + f2 + bf3, (6.2.16)

ϕ3 −∆ϕ3 − bϕ1 = f3 + f4 − bf1. (6.2.17)

Soit (θ1, θ2) ∈ (H1
0 (Ω))2 une fonction test. En multipliant (6.2.16) par θ1 et (6.2.17)

par θ2 et en utilisant la formule de Green dans les équations obtenues, on obtient :

∫
Ω

(ϕ1θ1 +∇θ1.∇ϕ1 + ϕ3θ2 +∇θ2.∇ϕ3)dx+∫
Ω

b(ϕ3θ1 − ϕ1θ2)dx =∫
Ω

((f1 + f2 + bf3)θ1 + (f3 + f4 − bf1)θ2)dx.

(6.2.18)

Maintenant, on dé�nit la forme bilinéaire a par :
a((ϕ1, ϕ3), (θ1, θ2)) =

∫
Ω

(ϕ1θ1 +∇θ1.∇ϕ1 + ϕ3θ2 +∇θ2.∇ϕ3)dx+∫
Ω

b(ϕ3θ1 − ϕ1θ2)dx
(6.2.19)

et la forme linéaire L par :

L(θ1, θ2) =

∫
Ω

(
(f1 + f2 + bf3)θ1 + (f3 + f4 − bf1)θ2

)
dx. (6.2.20)

Par un calcul simple, on démontre que a est continue, coercive sur (H1
0 (Ω))2 et L

est continue sur H1
0 (Ω). D'après le théorème de Lax-Milgram, il existe (ϕ1, ϕ3) ∈

(H1
0 (Ω))2 tel que :

a((ϕ1, ϕ3), (θ1, θ2)) = L(θ1, θ2), ∀ (θ1, θ2) ∈ (H1
0 (Ω))2. (6.2.21)
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En particulier, si (θ1, θ2) ∈ (D(Ω))2, on conclut que l'équation :

a((ϕ1, ϕ3), (θ1, θ2)) = L(θ1, θ2), ∀ (θ1, θ2) ∈ (D(Ω))2 (6.2.22)

admet une solution (ϕ1, ϕ3). En�n, en utilisant (6.2.16) et (6.2.17), on trouve

(ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4) ∈ D(A).

Theorem 6.2.2. (Existence et unicité).

a- Soit Φ0 = (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1) ∈ D(A). Alors le système (6.2.10) admet une solution

Φ(t) satisfait

Φ(t) ∈ C0(0,+∞;D(A)) ∩ C1(0,+∞;H).

b- Soit Φ0 = (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1) ∈ H. Le système (6.2.10) admet une solution faible

Φ(t) satisfait

Φ(t) ∈ C0(0,+∞;H)

De plus, on a :

‖Φ0‖2
H = ‖Φ(t)‖2

H, ∀t ∈ R+.

Démonstration.

(1) Soit Φ0 ∈ D(A), alors d'après le théorème de Hille-Yosida (voir [18]), le pro-

blème (6.2.10) admet une solution Φ = (ϕ, ϕt, ψ, ψt) telle que :

Φ ∈ C0(R+, D(A)) ∩ C1(R+,H).

(2) Soit Φ0 ∈ H, alors d'après le théorème de Hille-Yosida le problème (6.2.10)

admet une solution unique faible Φ = (ϕ, ϕt, ψ, ψt), telle que

ϕ(t), ψ(t) ∈ C0(R+, H
1
0 (Ω)), ϕt(t), ψt(t) ∈ C0(R+, L

2(Ω)).

Ceci achève la démonstration.
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6.3 Résultat d'observabilité

Dans ce paragraphe, on établit une inégalité d'observabilité inverse. Pour cela, on

a besoin des conditions sur la géométrie du domaine. On suppose qu'il existe une

constante γ > 0 telle que :

(m · ν) ≥ γ−1, ∀ x ∈ Γ1 et (m.ν) ≤ 0, ∀ x ∈ Γ0, (6.3.1)

où m(x) = x− x0 et (·) désigne le produit scalaire dans RN .

On résume le résultat de l'observabilité indirecte frontière dans l'énoncé suivant :

Theorem 6.3.1. On suppose que 0 < b < b0 =
1

4R + 3 max{1, c0}
, où c0 est le

constante de Poincarré. Il existe une constante T0 > 0, telle que, pour tout T > T0

et tout Φ0 ∈ H, la solution faible Φ(x, t) = (ϕ, ϕt, ψ, ψt) du système (6.2.10) véri�e

E(0) ≤ c1

∫ T

0

∫
Γ1

|∂ψ
∂ν
|2dΓdt, ∀T > T0, (6.3.2)

E(0) ≥ c2

∫ T

0

∫
Γ1

|∂ψ
∂ν
|2dΓdt, ∀T > T0, (6.3.3)

où c1, c2 sont deux constantes positives et

T0 =
6
b

+ 8R + 6 max{1, c0}
1− b(4R + 3 max{1, c0})

.

Démonstartion.

Etape 1. Multiplions l'équation (6.2.2) par ϕt. Puis, en utilisant la formule de

Green et le fait que ϕt = 0 sur Γ, on obtient que :
∫ T

0

∫
Ω

ψttϕtdxdt+

∫ T

0

∫
Ω

(∇ψ · ∇ϕt)dxdt−

b

∫ T

0

∫
Ω

|ϕt|2dxdt = 0.

(6.3.4)
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En intégrant par parties entre 0 et T , on obtient :

[∫
Ω

ψtϕtdx

]T
0

−
∫ T

0

∫
Ω

ψtϕttdxdt

+

[ ∫
Ω

(∇ψ · ∇ϕ)dx

]T
0

−
∫ T

0

∫
Ω

(∇ψt · ∇ϕ)dxdt

−b
∫ T

0

∫
Ω

|ϕt|2dxdt = 0.

(6.3.5)

De même, multiplions l'équation (6.2.1) par ψt. En utilisant la formule de Green

et le fait que ψt = 0 sur Γ, on obtient que :
∫ T

0

∫
Ω

ψtϕttdxdt+

∫ T

0

∫
Ω

(∇ψt · ∇ϕ)dxdt

+b

∫ T

0

∫
Ω

|ψt|2dxdt = 0.

(6.3.6)

En combinant (6.3.5) et (6.3.6), on déduit que :
−b
∫ T

0

∫
Ω

|ψt|2dxdt+ b

∫ T

0

∫
Ω

|ϕt|2dxdt =[ ∫
Ω

ψtϕtdx

]T
0

+

[ ∫
Ω

(∇ψ · ∇ϕ)dx

]T
0

.

(6.3.7)

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient :

|
∫

Ω

ψtϕtdx| ≤
1

2

∫
Ω

(|ϕt|2 + |ψt|2)dx ≤ E(t). (6.3.8)

De l'inégalité (6.3.8), on déduit que :[ ∫
Ω

ψtϕtdx

]T
0

+

[ ∫
Ω

(∇ψ · ∇ϕ)dx

]T
0

≤ 2E(0). (6.3.9)

En utilisant (6.3.9) dans (6.3.7), on déduit que :

b

∫ T

0

∫
Ω

|ϕt|2dxdt ≤ b

∫ T

0

∫
Ω

|ψt|2dxdt+ 2E(0). (6.3.10)

Etape 2. Multiplions l'équation (6.2.2) par 2(m · ∇ψ). En utilisant l'intégration

par parties entre 0 et T , on obtient :
2

[ ∫
Ω

ψt(m · ∇ψ)dx

]T
0

− 2

∫ T

0

∫
Ω

ψt(m · ∇ψt)dxdt

−2

∫ T

0

∫
Ω

∆ψ(m · ∇ψ)dxdt− 2b

∫ T

0

∫
Ω

ϕt(m · ∇ψ)dxdt = 0.

(6.3.11)
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En utilisant la formule de Green, on déduit que :
−2

∫ T

0

∫
Ω

∆ψ(m · ∇ψ)dxdt = −2

∫ T

0

∫
Γ

∂νψ(m · ∇ψ)dΓdt

+2

∫ T

0

∫
Ω

(∇ψ) · ∇(m · ∇ψ)dxdt.

(6.3.12)

En utilisant le formule de Rellich, on obtient :

2

∫ T

0

∫
Ω

(∇ψ).∇(m.∇ψ)dxdt =

(2−N)

∫ T

0

∫
Ω

|∇ψ|2dxdt+∫ T

0

∫
Γ

(m.ν)(|∂νψ|2 + |∂τψ|2)dΓdt

(6.3.13)

En combinant (6.3.12)-(6.3.13) et en utilisant le fait que ∂ψ
∂τ

= 0 sur Γ, on déduit

que : 
−2

∫ T

0

∫
Ω

∆ψ(m · ∇ψ)dxdt =

−
∫ T

0

∫
Γ

(m · ν)|∂νψ|2dΓdt+ (2−N)

∫ T

0

∫
Ω

|∇ψ|2dxdt.
(6.3.14)

En utilisant (6.3.14) dans (6.3.11) et la formule de Green, on obtient que :

+N

∫ T

0

∫
Ω

|ψt|2dxdt+ (2−N)

∫ T

0

∫
Ω

|∇ψ|2dxdt

−
∫ T

0

∫
Γ0

(m.ν)|∂νψ|2dΓdt−
∫ T

0

∫
Γ1

(m.ν)|∂νψ|2dΓdt =

−2

[ ∫
Ω

ψt(m.∇ψ)dx

]T
0

+ 2b

∫ T

0

∫
Ω

ϕt(m.∇ψ)dxdt.

(6.3.15)

Ensuite, multiplions l'équation (6.2.2) par ψ. En utilisant la formule de Green et

le fait que ψ = 0 sur Γ, on obtient que :
+

∫ T

0

∫
Ω

ψttψtdxdt+

∫ T

0

∫
Ω

|∇ψ|2dxdt

− b
∫ T

0

∫
Ω

ϕtψdxdt = 0.

(6.3.16)
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En intégrant par parties entre 0 et T , on déduit :
−
∫ T

0

∫
Ω

|ψt|2dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

|∇ψ|2dxdt =

−
[ ∫

Ω

ψtψdx

]T
0

+ b

∫ T

0

∫
Ω

ϕtψdxdt.

(6.3.17)

Multiplions (6.3.17) par (N − 1). En combinant l'équation obtenue et (6.3.15), on

obtient : 

2

∫ T

0

∫
Ω

|ψt|2dxdt+ 2

∫ T

0

∫
Ω

|∇ψ|2dxdt

−2

∫ T

0

∫
Γ0

|∂νψ|2dΓdt− 2

∫ T

0

∫
Γ1

|∂νψ|2dΓdt =

−4

[ ∫
Ω

ψt(m.∇ψ)dx

]T
0

+ 4b

∫ T

0

∫
Ω

ϕt(m.∇ψ)dxdt

−2

[ ∫
Ω

ψtψdx

]T
0

+ 2b

∫ T

0

∫
Ω

ϕtψdxdt.

(6.3.18)

Etape 3.Multiplions (6.2.1) par ϕ. En utilisant la formule de Green et l'intégration

par parties entre 0 et T et le fait que ϕ = 0 sur Γ, on déduit que :
−
∫ T

0

∫
Ω

|ϕt|2dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

|∇ϕ|2dxdt =

−
[ ∫

Ω

ϕtϕdx

]T
0

− b
∫ T

0

∫
Ω

ψtϕdxdt.

(6.3.19)

En combinant les équations (6.3.18) et (6.3.19) et en utilisant (6.3.1), on déduit

que : 

∫ T

0

E(t)dt− 2

∫ T

0

∫
Γ1

(m.ν)|∂νψ|2dΓdt

+

∫ T

0

∫
Ω

(
3

2
|∇ψ|2 +

1

2
|∇ϕ|2)dxdt ≤

+
3

2

∫ T

0

∫
Ω

(|ϕt|2 + |ψt|2)dxdt

+4b

∫ T

0

∫
Ω

ϕt(m.∇ψ)dxdt+ 2b

∫ T

0

∫
Ω

ϕtψdxdt

−b
∫ T

0

∫
Ω

ψtϕdxdt− 4

[ ∫
Ω

ψt(m.∇ψ)

]T
0

−2

[ ∫
Ω

ψtψdx

]T
0

−
[ ∫

Ω

ϕtϕdx

]T
0

.

(6.3.20)
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En utilisant l'équation (6.3.10), on obtient que :

3

2

∫ T

0

∫
Ω

(|ϕt|2 − |ψt|2)dxdt ≤ 6

b
E(0). (6.3.21)

En utilisant l'inégalité de Caushy-Shwartz, on déduit que :

4 |
∫

Ω

ψt(m.∇ψ)dx| ≤ 4RE(0) et 4 |
[ ∫

Ω

ψt(m.∇ψ)dx

]T
0

| ≤ 8RE(0). (6.3.22)

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Shwartz et l'inégalité de Poincaré, on obtient les

résultats suivants :

|2
[ ∫

Ω

ψtψdx

]T
0

| ≤ 4 max{1, c0}E(0), (6.3.23)

|
[ ∫

Ω

ϕtϕdx

]T
0

| ≤ 2 max{1, c0}E(0), (6.3.24)

|4b
∫ T

0

∫
Ω

ϕt(m.∇ψ)dxdt| ≤ 4bR

∫ T

0

E(t)dt, (6.3.25)

|2b
∫ T

0

∫
Ω

ϕtψdxdt| ≤ 2bmax{1, c0}
∫ T

0

E(t)dt, (6.3.26)

|b
∫ T

0

∫
Ω

ϕψtdxdt| ≤ bmax{1, c0}
∫ T

0

E(t)dt, (6.3.27)

où c0 est la constante de Poincaré.

Puisque E(t) = E(0), on peut dire que :∫ T

0

E(t)dt = TE(0). (6.3.28)

En utilisant (6.3.21)-(6.3.27) dans (6.3.20), on obtient que :
TE(0) ≤ +

∫ T

0

∫
Γ1

(m.ν)|∂νψ|2dΓdt

+

(
(
6

b
+ 8R + 6 max{1, c0}) + bT (4R + 3 max{1, c0})

)
E(0).

(6.3.29)
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Ensuite, on a :
(
T (1− b(4R + 3 max{1, c0}))− (

6

b
+ 8R + 6 max{1, c0})

)
E(0)

≤ +2R

∫ T

0

∫
Γ1

|∂νψ|2dΓdt.
(6.3.30)

D'après l'inégalité (6.3.30), on déduit le résultat demandé dans (6.1.3). En utilisant

l'inégalité (6.3.15), on obtient que :

∫ T

0

∫
Γ1

(m.ν)|∂νψ|2dΓdt =

N

∫ T

0

∫
Ω

|ψt|2dxdt+ (2−N)

∫ T

0

∫
Ω

|∇ψ|2dxdt−∫ T

0

∫
Γ0

(m.ν)|∂νψ|2dΓdt + 2

[ ∫
Ω

ψt(m.∇ψ)dx

]T
0

−

2b

∫ T

0

∫
Ω

ϕt(m.∇ψ)dxdt

(6.3.31)

En utilisant la condition (6.3.1), et les inégalités (6.3.22) et (6.3.25) dans (6.3.31),

on obtient l'inégalité (6.3.3).
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6.4 Contrôlabilité exacte indirecte.

On considère le système suivant :



utt −∆u+ byt = 0, dans Ω× R+,

ytt −∆y − but = 0, dans Ω× R+,

u = 0, sur Γ× R+,

y = 0, sur Γ0 × R+,

y = v, sur Γ1 × R+,

(6.4.1)

où (u(x, 0), y(x, 0)) = (u0, y0) et (ut(x, 0), yt(x, 0)) = (u1, y1).

La solution de système (6.4.1) peut être dé�nie par la méthode de transposition

(voir [24]).

On se pose alors le problème de contrôlabilité exacte indirecte suivant : étant donné

T > 0 et des données initiales U0 = (u0, u1, y0, y1), existe-t-il un contrôle v qui ra-

mème la solution de (6.4.1) à l'équilibre au temps T , i.e. u(T ) = ut(T ) = y(T ) =

yt(T ) = 0 ?

Dans un prémier temps, on va montrer l'existence et l'unicité d'une solution faible

du problème (6.4.1).

Theorem 6.4.1. Soit T > 0 et v ∈ L2(]0, T [, L2(Γ1)). Pour toute donnée initiale

U0 = (u0, u1, y0, y1) ∈ (L2(Ω)×H−1(Ω))2,
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le système (6.4.1) admet une solution faible

U(x, t) ∈ C0([0, T ], (L2(Ω)×H−1(Ω))2).

De plus, pour tout U0 ∈ (L2(Ω)×H−1(Ω))2 et v ∈ L2(]0, T [;L2(Γ0)), l'application

linéaire :

(U0, v) −→ (U,Ut) (6.4.2)

est continue de

(L2(Ω)×H−1(Ω))2 × L2(]0, T [;L2(Γ1)) dans C0

(
0, T ; (L2(Ω)×H−1(Ω))2

)
.

Démonstration.

Soit Φ = (ϕ, ϕt, ψ, ψt) la solution du problème homogène (6.2.1)− (6.2.4) associée

aux condition initiale Φ0 = (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1). Multiplions la prémière équation de

(6.4.1) par ϕ et la deuxième par ψ. Par l'intégration par parties, on obtient :

+

∫
Ω

ut(t)ϕ(t)dx+

∫
Ω

yt(t)ψ(t)dx−
∫

Ω

u(t)ϕt(t)dx

−
∫

Ω

y(t)ψt(t)dx−
∫

Ω

bu(t)ψ(t)dx−
∫

Ω

by(t)ϕ(t)dx =

+

∫
Ω

ut(0)ϕ(0)dx+

∫
Ω

yt(0)ψ(0)dx−
∫

Ω

ϕt(0)u(0)dx

−
∫

Ω

ψt(0)y(0)dx−
∫

Ω

bu(0)ψ(0)dx−
∫

Ω

y(0)ϕ(0)dx

−
∫

Γ

∫ t

0

∂ψ

∂ν
vdΓdt.

(6.4.3)

Notons H′ = (H−1(Ω) × L2(Ω))2. D'après (6.4.3), on dé�nit la forme linéaire L

par : 
L(φ0) = 〈 (ut,−u, yt,−y), Φ(t) 〉H′×H

= 〈 (u1,−u0, y1,−y0), Φ(0) 〉H′×H −
∫

Γ

∫ t

0

∂ψ

∂ν
vdΓdt,

(6.4.4)
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où 

〈 (u1,−u0, y1,−y0), Φ(0) 〉H′×H

=

∫
Ω

ut(0)ϕ(0)dx+

∫
Ω

yt(0)ψ(0)dx

−
∫

Ω

ϕt(0)u(0)dx−
∫

Ω

ψt(0)y(0)dx

−
∫

Ω

bu(0)ψ(0)dx−
∫

Ω

y(0)ϕ(0)dx,

(6.4.5)

pour tout Φ0 ∈ H.

On choisit le contrôle v ∈ L2(0, T, L2(Γ1)). En utilisant (6.3.3) dans (6.4.5), on

obtient que :

|L(Φ0)| ≤ c(‖ U0 ‖H′ + ‖ v ‖L2(0,T,L2(Γ1))) ‖ Φ0 ‖H, (6.4.6)

ceci implique que la forme linéaire L est continue dans H. De plus, on a :

‖ L ‖L(H,R) ≤ ‖ v ‖L2(0,T ;L2(Γ1)) + ‖ U0 ‖H′ . (6.4.7)

Donc d'après le théorème de Riesz, il existe une élement Z(x, t) ∈ H′ tel que :

L(Φ0) = 〈Z,Φ0 〉H′×H, ∀Φ0 ∈ H. (6.4.8)

On dé�nit la solution U(x, t) par

S?A(t)U(x, t) = Z(x, t).

On déduit que, pour tout 0 ≤ t ≤ T , U(x, t) est la solution unique de problème

(6.4.5). De plus, on a :


‖ U(t) ‖H′=‖ L(v, U0; t) ‖L(H,R),

≤ c

(
‖ v ‖L2(0,T ;L2(Γ1)) + ‖ U0 ‖H′

)
, ∀t ∈ [0, T ].

(6.4.9)
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Ceci implique que l'application linéaire (6.4.2) est continue de (L2(Ω)×H−1(Ω))2×

L2(]0, T [;L2(Γ1)) dans C0

(
0, T ; (L2(Ω)×H−1(Ω))2

)
.

Après avoir étudié l'existence et l'unicité d'une solution faible du (6.4.1), on s'in-

téresse maintenant à la contrôlabilité exacte du problème (6.4.1). On montre le

théorème suivant :

Theorem 6.4.2. Supposons que 0 < b < b0. Pour tout T > T0 où b0, T0 sont

données dans le théorème 2.3 et tout

U0 ∈ (L2(Ω)×H−1(Ω))2,

il existe un contrôle

v(t) ∈ L2(0, T, L2(Γ1))

tel que la solution du systéme contrôlé (6.4.1) véri�e

u(T ) = ut(T ) = y(T ) = yt(T ) = 0.

Démonstration.

Grâce aux inégalités (6.1.3)-(6.3.3), on considère la semi norme dé�nie par :

‖ Φ0 ‖2
H=

∫ T

0

∫
Γ

|∂ψ
∂ν
|2dΓdt, (6.4.10)

où Φ = (ϕ, ϕt, ψ, ψt) désigne la solution du problème homogène (6.2.1)-(6.2.4).

Choisissons le contrôle v = −∂ψ
∂ν
∈ L2(0, T, L2(Γ)).
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Maintenant on résout le problème rétrograde suivant :

χtt −∆χ+ bζt = 0 , dans Ω× R+,

ζtt −∆ζ − bχt = 0 , dans Ω× R+,

χ = 0, sur Γ0 × R+,

ζ = 0, sur Γ0 × R+,

ζ = −∂ψ
∂ν
, sur Γ1 × R+,

χ(T ) = χt(T ) = ζ(T ) = ζt(T ) = 0, sur Ω.

(6.4.11)

Grâce au théorème (4.2), le système (6.4.11) admet un solution Ψ(x, t) = (χ, χt, ζ, ζt) ∈

C0([0, T ];H′).

On dé�nit ensuite un opérateur linéaire Λ par :

Λ : H −→ (H−1(Ω)× L2(Ω))2

où

ΛΦ0 = (ψt(0),−ψ(0), ζt(0),−ζ(0)), ∀Φ0 ∈ H. (6.4.12)

De plus, pour tout Φ0, Φ̃0 ∈ H, on a : 〈ΛΦ0, Φ̃0 〉H′×H =

∫ T

0

∫
Γ1

(
∂ψ

∂ν

∂ψ̃

∂ν
)dΓdt,

=
(
Φ0, Φ̃0

)
H,

(6.4.13)

où ( · , · )H est le produit scalire associé à la norme ‖ · ‖H.

Utilisant l'inégalité de Cauchy-Shwartz dans (6.4.13), on déduit que :

|〈ΛΦ0, Φ̃0 〉H′×H| ≤ ‖Φ0‖H‖Φ̃0‖H , ∀Φ0, Φ̃0 ∈ H. (6.4.14)

En particulier, on a :

|〈ΛΦ0,Φ0〉| = ‖Ψ0‖2
H,∀Φ0 ∈ H. (6.4.15)
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Donc l'inégalité inverse dans le théorème (1.1) et (6.4.15) impliquent que l'opéra-

teur Λ est coercif et continu sur H. Alors d'après le lemme de Lax-Milgram, Λ est

isomorphisme de H sur H′. En particulierr, pour toute U0 ∈ (L2(Ω)×H−1(Ω))2,

il existe une solution Φ0 ∈ H, tel que

ΛΦ0 = (u1,−u0, y1,−y0). (6.4.16)

L'unicité de la solution du problème (6.4.11) donne

U = Ψ. (6.4.17)

Par conséquent, on a

u(T ) = ut(T ) = y(T ) = yt(T ) = 0. (6.4.18)
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