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❞❡ ❝❛+❜♦♥❡✳ ▲❛ ✈3+✐&❛❜❧❡ ♣+❡♠✐7+❡ ♦❜"❡+✈❛&✐♦♥ ♣♦✉++❛✐& ❡♥ ❡✛❡& K&+❡ ❛♥&3+✐❡✉+❡ ❬✸❪❬✹❪✳

▲❡" ♥❛♥♦&✉❜❡" ❞❡ ❝❛+❜♦♥❡ ♦♥& &②♣✐9✉❡♠❡♥& ✉♥ ❞✐❛♠7&+❡ ❞❡ ❧✬♦+❞+❡ ❞✉ ♥❛♥♦♠7&+❡ ❡& ✉♥❡

❧♦♥❣✉❡✉+ ❞❡ ❧✬♦+❞+❡ ❞✉ ♠✐❝+♦♠7&+❡ 9✉✐ ❡♥ ❢♦♥& ♣❛+♠✐ ❧❡" ♣❧✉" ♣❡&✐&" ♦❜❥❡&" "❡♠✐❝♦♥❞✉❝&❡✉+"

❝♦♥♥✉" ♠❛✐" "✉+&♦✉& ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ "②"&7♠❡ ♣❤②"✐9✉❡ 9✉❛"✐✲✉♥✐❞✐♠❡♥"✐♦♥♥❡❧✳

▲❡✉+" ♣+♦♣+✐3&3" ♣❤②"✐9✉❡" ♦+✐❣✐♥❛❧❡" ♣+♦♠❡&&❡♥& ❞❡ ♥♦♠❜+❡✉"❡" ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥" ❞❛♥" ❞❡" ❞♦✲

♠❛✐♥❡" ❛✉""✐ ✈❛+✐3" 9✉❡ ❧✬♦♣&♦3❧❡❝&+♦♥✐9✉❡ ❡& ❧❡" ♥❛♥♦&❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡"✳

❯♥ ♥❛♥♦&✉❜❡ ❞❡ ❝❛+❜♦♥❡ ♣+3"❡♥&❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✉❝&✐✈✐&3 3❧❡❝&+✐9✉❡ ♣❧✉" ✐♠♣♦+&❛♥&❡ 9✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉

"✐❧✐❝✐✉♠ ❡& ❥✉"9✉✬. ❞✐① ❢♦✐" "✉♣3+✐❡✉+❡ . ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝✉✐✈+❡ ❬✺❪✳ ▲❡" ♥❛♥♦&✉❜❡" ♣❡✉✈❡♥& K&+❡ ❛❧♦+"

✉&✐❧✐"3" ❡♥ &❛♥& 9✉✬3❧❡❝&+♦❞❡" ❞❡ ❞✐"♣♦"✐&✐❢" 3❧❡❝&+♦❝❤✐♠✐9✉❡"✱ &❡❧❧❡" 9✉❡ ❞❡" "✉♣❡+❝❛♣❛❝✐&3"✳ ■❧"

"♦♥& ❛✉""✐ ♣♦&❡♥&✐❡❧❧❡♠❡♥& ✐♥&3+❡""❛♥&" ♣♦✉+ ❧❡" ❛♣♣❛+❡✐❧" . 3♠✐""✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❡& ❜✐❡♥ "O+ ❡♥

&❛♥& 9✉❡ "②"&7♠❡" 3❧❡❝&+♦♥✐9✉❡" ❞❡ &❛✐❧❧❡ ♥❛♥♦♠3&+✐9✉❡ &❡❧" 9✉❡ ❧❡" ♥❛♥♦✜❧" ♣❛+ ❡①❡♠♣❧❡ ❬✻❪✳

▲❛ ❝+②♣&♦❣+❛♣❤✐❡ 9✉❛♥&✐9✉❡ 9✉✐ ♠❡& ❡♥ ♣+❛&✐9✉❡ ❧❡" ♣+♦♣+✐3&3" ❞❡ ❧❛ ♠3❝❛♥✐9✉❡ 9✉❛♥&✐9✉❡ ♣♦✉+

&+❛♥"♠❡&&+❡ ❞❡" ❞♦♥♥3❡" ❞❡ ♠❛♥✐7+❡ ✉❧&+❛✲"3❝✉+✐"3❡ &+♦✉✈❡ ❞❛♥" ❧❡" ♥❛♥♦&✉❜❡" ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛& ❞✬❛♣✲

♣❧✐❝❛&✐♦♥ ♣♦""✐❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ✐❧ ❛ +3❝❡♠♠❡♥& 3&3 ♠✐" ❡♥ 3✈✐❞❡♥❝❡ 9✉❡ ❝❡" ❞❡+♥✐❡+" "♦♥& 3♠❡&&❡✉+" ❞❡

♣❤♦&♦♥" ✉♥✐9✉❡" . ❧❛ &❡♠♣3+❛&✉+❡ ❞❡ ❧✬❤3❧✐✉♠ ❧✐9✉✐❞❡ ❬✼❪✳ ▲❡" ❝❡❧❧✉❧❡" ♣❤♦&♦✈♦❧&❛R9✉❡" ♣+3"❡♥&❡♥&

"♦✉✈❡♥& ❧❡ ❞3"❛✈❛♥&❛❣❡ ❞❡ ♣❡+❞+❡ ❧❡ "✉+❝+♦S& ❞✬3♥❡+❣✐❡ ❛♣♣♦+&3 ♣❛+ ❧❡ ♣❤♦&♦♥ "♦❧❛✐+❡ ❛✉ ♣+♦✜&

❞❡" ♣❤♦♥♦♥" ❝❡ 9✉✐ ❝♦♥&+✐❜✉❡ . ❜❛✐""❡+ ❧❡ +❡♥❞❡♠❡♥& ❞❡ ❝❡❧❧❡"✲❝✐✳ ❉❛♥" ❧❡" ♥❛♥♦&✉❜❡"✱ ✉♥ ♣❤♦&♦♥

3♥❡+❣3&✐9✉❡ ✉♥✐9✉❡ ♣+♦❞✉✐& ✉♥❡ ❝❛"❝❛❞❡ ❞❡ ♣❛✐+❡" 3❧❡❝&+♦♥✲&+♦✉ ❬✽❪ ❝❡ 9✉✐ ❡"& &+7" ✐♠♣♦+&❛♥& ♣♦✉+

❞❡ ❢✉&✉+❡" ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥" ❞❛♥" ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❤♦&♦✈♦❧&❛R9✉❡ ❥✉"&❡♠❡♥&✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉+ &❡+♠✐♥❡+ ❝❡&&❡

✶



❧✐"#❡ ♥♦♥✲❡①❤❛✉"#✐✈❡ ❞❡" ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥" ♣♦#❡♥#✐❡❧❧❡" ❞❡" ♥❛♥♦#✉❜❡"✱ ♦♥ ♣❡✉# ❝✐#❡2 ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ❝❡"

❞❡2♥✐❡2" ❝♦♠♠❡ ❝❛♣#❡✉2"✳ ▲❡" 7♥❡2❣✐❡" ❞❡ 27"♦♥♥❛♥❝❡" ♦♣#✐9✉❡" 7#❛♥# ❡①#2:♠❡♠❡♥# "❡♥"✐❜❧❡" ;

❧✬❡♥✈✐2♦♥♥❡♠❡♥# ❬✾❪✱ ❧❡" ♥❛♥♦#✉❜❡" ♣❡✉✈❡♥# "❡2✈✐2 ; ❡"#✐♠❡2 ❞❡ ♥♦♠❜2❡✉① ♣❛2❛♠?#2❡" ♣❤②"✐❝♦✲

❝❤✐♠✐9✉❡"✳ A❛2 ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡" ♥❛♥♦#✉❜❡" ♣❡✉✈❡♥# ♣❡2♠❡##2❡ ❞❡ ❞7#❡2♠✐♥❡2 ❧❛ ♥❛#✉2❡ ❞❡ ❝❡2#❛✐♥❡"

❜✐♦♠♦❧7❝✉❧❡" 9✉✐✱ ❡♥ "✬❛❞"♦2❜❛♥# ; ❧❛ "✉2❢❛❝❡ ❞✉ ♥❛♥♦#✉❜❡✱ ♠♦❞✐✜❡ ❧✬❡♥✈✐2♦♥♥❡♠❡♥# 7❧❡❝#2♦"#❛✲

#✐9✉❡ ❡# ❞♦♥❝✱ ❧✬7♥❡2❣✐❡ ❞❡" 27"♦♥♥❛♥❝❡" ♦♣#✐9✉❡" ❬✶✵❪✳ ▲✬✉#✐❧✐"❛#✐♦♥ ❞❡ ♥❛♥♦#✉❜❡" ♣♦✉2 ♠❡"✉2❡2

❞❡" ❞7❢♦2♠❛#✐♦♥" ❞❡ #❛✐❧❧❡ ♥❛♥♦♠7#2✐9✉❡ ❝♦♥"#✐#✉❡ ✉♥ ❛✉#2❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ❛""❡③ ♦2✐❣✐✲

♥❛❧❡ ❬✶✶❪✳ ❯♥❡ ✉#✐❧✐"❛#✐♦♥ ♣♦✉2 ❧❡" #❡"#" ❞❡ "7❝✉2✐#7 ❞✉ ♥♦✉✈❡❧ ❛✈✐♦♥ ❇♦❡✐♥❣ ✼✽✼ 9✉✐ ❡"# ❡♥ ♣❛2#✐❡

❝♦♥"#✐#✉7 ❞❡ ✜❜2❡ ❞❡ ❝❛2❜♦♥❡ ❛ ❛✐♥"✐ 7#7 ♣2♦♣♦"7❡✳

❉❛♥" ❝❡##❡ #❤?"❡✱ ♥♦✉" ♥♦✉" ✐♥#72❡""❡2♦♥" ♣❧✉" ♣❛2#✐❝✉❧✐?2❡♠❡♥# ❛✉① ♣2♦♣2✐7#7" ♦♣#✐9✉❡" ❞❡"

♥❛♥♦#✉❜❡" ❞❡ ❝❛2❜♦♥❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉" ❧❡ ✈❡22♦♥"✱ ❧❡" "♣❡❝#2❡" ❞❡ ❧✉♠✐♥❡"❝❡♥❝❡ ❡# ❞✬❛❜"♦2♣#✐♦♥

❞❡" ♥❛♥♦#✉❜❡" "♦♥# ❞♦♠✐♥7" ♣❛2 ❧❡" ❡①❝✐#♦♥"✳ ❯♥ ❡①❝✐#♦♥ ❡"# ✉♥❡ ♣❛✐2❡ 7❧❡❝#2♦♥✲#2♦✉ ❧✐7❡ ♣❛2

✐♥#❡2❛❝#✐♦♥ ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡✳ ➚ ❝❛✉"❡ ❞✉ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥# ❞❛♥" ✉♥ ❡"♣❛❝❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥"✐♦♥♥❡❧ ❡# ❞❡ ❧❛

27❞✉❝#✐♦♥ ❞❡ ❧✬7❝2❛♥#❛❣❡ ❞❡" ✐♥#❡2❛❝#✐♦♥" ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡"✱ ❧✬7♥❡2❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐"♦♥ ❞❡" ❡①❝✐#♦♥" ❛❞♠❡#

❧❛ ✈❛❧❡✉2 ❞❡ ✶ ❡❱ ♣♦✉2 ✉♥ ♥❛♥♦#✉❜❡ ❞❡ ❞✐❛♠?#2❡ ❞❡ ✶ ♥❛♥♦♠?#2❡ ❬✶✷❪✳ ▲❡" ♥❛♥♦#✉❜❡" "♦♥# ❞♦♥❝

❞❡" "②"#?♠❡" #2?" ✐♥#72❡""❛♥#" ❛✉""✐ ❜✐❡♥ ❞✉ ♣♦✐♥# ❞❡ ✈✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥#❛❧ 9✉❡ ❞✉ ♣♦✐♥# ❞❡ ✈✉❡ ❞❡"

❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥"✳

❈♦♥#2❛✐2❡♠❡♥# ❛✉① ♥❛♥♦❝2✐"#❛✉① ❞❡ "❡♠✐❝♦♥❞✉❝#❡✉2 ♦P ❧❡" ❡①❝✐#♦♥" "♦♥# ♥❛#✉2❡❧❧❡♠❡♥# ❞7❧♦✲

❝❛❧✐"7" "✉2 #♦✉# ❧❡ ❝2✐"#❛❧ ❧♦2"9✉❡ ❢♦2♠7" ♣❛2 ✐♥#❡2❛❝#✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧✉♠✐?2❡ 7#❛♥# ❞♦♥♥7 ❧❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥#

; ③72♦ ❞✐♠❡♥"✐♦♥✱ ❧❡" ♥❛♥♦#✉❜❡" "♦♥# ❞❡" "②"#?♠❡" 7#❡♥❞✉" ❞❛♥" ❧❡"9✉❡❧" ✉♥ ❡①❝✐#♦♥ ❡"# ❢♦2♠7

♣❛2 ❧✬✐♥#❡2❛❝#✐♦♥ ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡✳ ■❧ ❡"# "✉"❝❡♣#✐❜❧❡ ❞❡ "❡ ❞7♣❧❛❝❡2✱ ❞❡ ❝♦❧❧✐"✐♦♥♥❡2 ❛✈❡❝ ✉♥ ❛✉#2❡✳

▲❛ ♥❛#✉2❡ ♠:♠❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐#♦♥ ❡"# ❞✐✛72❡♥#❡ ❞❛♥" ❧❡" ❞❡✉① "②"#?♠❡" 7✈♦9✉7"✳ ❆✐♥"✐✱ ❞❛♥" ❧❡ ❝❛"

❞✉ ♥❛♥♦❝2✐"#❛❧ ❞❡ "❡♠✐❝♦♥❞✉❝#❡✉2✱ #♦✉" ❧❡" ❛#♦♠❡" ❧❡ ❝♦♠♣♦"❛♥# ✈♦♥# ♣❛2#✐❝✐♣❡2 ❞❡ ❧✬❡①❝✐#❛#✐♦♥

#❛♥❞✐" 9✉❡ ❞❛♥" ❧❡ ♥❛♥♦#✉❜❡✱ ♦♥ ♣❡✉# "✬❛##❡♥❞2❡ ; ❝❡ 9✉❡ ❧✬❡①❝✐#♦♥ ❢♦2♠❡ ✉♥ ♣❛9✉❡# ❞✬♦♥❞❡ ❞❡

#❛✐❧❧❡ ✜♥✐❡ ❡# 9✉❡ "❡✉❧ ✉♥ ♥♦♠❜2❡ ✜♥✐ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡" "♦✐# ✐♠♣❧✐9✉7❡ ❞❛♥" ❧✬❡①❝✐#❛#✐♦♥✳

❊♥ ♦✉#2❡✱ ♦♥ ♣❡✉# ❢❛❝✐❧❡♠❡♥# ❝♦♥❝❡✈♦✐2 9✉❡ ❞❡✉① 27❣✐♠❡" ❞✐"#✐♥❝#" ✈♦♥# ❡①✐"#❡2 ❞❛♥" ❧❡"

♥❛♥♦#✉❜❡"✳ ▲❡ ♣2❡♠✐❡2 ❝♦♥❝❡2♥❡2❛ ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛#✐♦♥ ❞✬❡①❝✐#♦♥" 9✉✐ ♥❡ ✓ "❡ ✈♦✐❡♥# ♣❛" ✔ ❛❧♦2" 9✉❡ ❧❡

"❡❝♦♥❞ ✐♠♣❧✐9✉❡2❛ ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛#✐♦♥ ✐♠♣♦2#❛♥#❡ ❞✬❡①❝✐#♦♥" ♣♦✉2 ❧❛9✉❡❧❧❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡" ✐♥#❡2❛❝#✐♦♥"

✐♥#❡2✲❡①❝✐#♦♥" "♦♥# "✉"❝❡♣#✐❜❧❡" ❞❡ "❡ ♠❡##2❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡2"❡✱ ❞❛♥" ❧❡" ♥❛♥♦❝2✐"#❛✉①✱ ❧✬❛❥♦✉#

"✉❝❝❡""✐❢ ❞✬❡①❝✐#♦♥" ❞❛♥" ❧❡ "②"#?♠❡ ♣♦✉22❛ ❝♦♥❞✉✐2❡ ; ❧❛ ❢♦2♠❛#✐♦♥ ❞❡ ♠♦❧7❝✉❧❡" ❡①❝✐#♦♥✐9✉❡"✳

❆✐♥"✐✱ ♥♦✉" ♥♦✉" "♦♠♠❡" ✐♥#72❡""7" ; ❧❛ ❞②♥❛♠✐9✉❡ ❞❡" 7#❛#" ❡①❝✐#7" ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣2❡♥❞2❡

❧❛ ♥❛#✉2❡ ❞❡" ❡①❝✐#♦♥" ; #❡♠♣72❛#✉2❡ ❛♠❜✐❛♥#❡✳ ❉❡ ♣❧✉"✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" 7#✉❞✐7 ❧❡ 27❣✐♠❡ ; ❣2❛♥❞

♥♦♠❜2❡ ❞✬❡①❝✐#♦♥" ❞❛♥" ❧❡ ❜✉# ❞❡ ❝♦♠♣2❡♥❞2❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥# ❞❡ ✈✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥#❛❧ ❧❡" ✐♥#❡2❛❝#✐♦♥" ;
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♣❧✉#✐❡✉&# ❝♦&♣# ❞❛♥# ❧❡# ♥❛♥♦,✉❜❡#✳

▲❡ ♠❛♥✉#❝&✐, #✬♦&❣❛♥✐#❡ #✉✐✈❛♥, ,&♦✐# ❝❤❛♣✐,&❡# ✿

✕ ▲❡ ♣&❡♠✐❡& ❝❤❛♣✐,&❡✱ 8✉✐ #✬✐♥,✐,✉❧❡ #✐♠♣❧❡♠❡♥, ✓ ▲❡" ♥❛♥♦&✉❜❡" ❞❡ ❝❛+❜♦♥❡ ✿ -&❛&"

-❧❡❝&+♦♥✐0✉❡" ❡& ♣+♦♣+✐-&-" ♦♣&✐0✉❡" ✔ ❛ ♣♦✉& ✈♦❝❛,✐♦♥ ❞✬✐♥,&♦❞✉✐&❡ ❧❡# ♣&♦♣&✐;,;#

♣❤②#✐8✉❡# ❢♦♥❞❛♠❡♥,❛❧❡# ❞❡# ♥❛♥♦,✉❜❡#✳ ■❧ #✬❛&,✐❝✉❧❡ ❛✉,♦✉& ❞❡ ❞❡✉① ♣❛&,✐❡#✳

▲❛ ♣&❡♠✐@&❡ ,&❛✐,❡ ❞❡# ♣&♦♣&✐;,;# ❞✐#♦♥# ♣❧✉,A, #,&✉❝,✉&❡❧❧❡# 8✉✐ ❞;❝♦✉❧❡♥, ❞❡# ♣&♦♣&✐;,;#

;❧❡❝,&♦♥✐8✉❡# ❞✉ ❣&❛♣❤@♥❡✳

▲❛ #❡❝♦♥❞❡ ♣❛&,✐❡ ❞✐#❝✉,❡ ❧❡# ♣&♦♣&✐;,;# ♦♣,✐8✉❡# ❞❡# ♥❛♥♦,✉❜❡# 8✉✐ #♦♥, ❣♦✉✈❡&♥;❡# ♣❛&

❧❡# ❡①❝✐,♦♥#✳ ◆♦✉# ✈❡&&♦♥# ❧❡# ❞✐✛;&❡♥,# ,②♣❡# ❞✬❡①❝✐,♦♥# 8✉✐ ❡①✐#,❡♥, ❞❛♥# ❧❡# ♥❛♥♦,✉❜❡#

❡, ❧❡✉& ♠♦❞❡ ❞❡ &❡❧❛①❛,✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉# ✐♥,&♦❞✉✐&♦♥# ❧❡ ❝♦♥❝❡♣, ❞❡ ♠♦❧;❝✉❧❡ ❡①❝✐,♦♥✐8✉❡✱

❢♦♥❞❛♠❡♥,❛❧ ♣♦✉& ❝♦♠♣&❡♥❞&❡ ❧❡ ❝♦&♣# ❞❡ ❝❡,,❡ ,❤@#❡✳

✕ ▲❡ ❞❡✉①✐@♠❡ ❝❤❛♣✐,&❡ #✬✐♥,✐,✉❧❡ ✓❉✐"♣♦"✐&✐❢" ❡①♣-+✐♠❡♥&❛✉① ✔ ✳ ❈❡,,❡ ,❤@#❡✱ ❡♥ ❡✛❡,✱ 8✉✐

❡#, ❡♥ ❣&❛♥❞❡ ♣❛&,✐❡ ❡①♣;&✐♠❡♥,❛❧❡✱ ❛ ♥;❝❡##✐,; ❧✬✉,✐❧✐#❛,✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜♦♥ ♥♦♠❜&❡ ❞✬✐♥#,&✉♠❡♥,#

8✉❡ ♥♦✉# ❞;❝&✐✈♦♥# ✐❝✐✳

◆♦✉# ♣&;#❡♥,❡&♦♥# ❛✉##✐ ❧✬❡①♣;&✐❡♥❝❡ ✉,✐❧✐#;❡ ♣♦✉& ❧✬;,✉❞❡ ❞❡# ♥❛♥♦,✉❜❡#✱ G #❛✈♦✐& ❧✬❡①✲

♣;&✐❡♥❝❡ ♣♦♠♣❡✲#♦♥❞❡✳ ◆♦✉# ❡①♣❧✐❝✐,❡&♦♥# ❧❛ ♠✐#❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❡①♣;&✐♠❡♥,❛❧❡ ❡, ❞✐#❝✉,❡&♦♥#

❧✬✐♥,❡&♣&;,❛,✐♦♥ ❞❡# ♦❜#❡&✈❛❜❧❡# ❡①♣;&✐♠❡♥,❛❧❡#✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉# ♣&;#❡♥,❡&♦♥# ❧❡# ;❝❤❛♥,✐❧❧♦♥# ❞❡# ♥❛♥♦,✉❜❡# ❞❡ ❝❛&❜♦♥❡ ✉,✐❧✐#;# ❡①♣;&✐♠❡♥,❛❧❡✲

♠❡♥, ❞✉&❛♥, ❝❡,,❡ ,❤@#❡✳ ▲❛ ♠;,❤♦❞❡ ❞❡ ❢❛❜&✐❝❛,✐♦♥✱ ❛✐♥#✐ 8✉❡ ❧❡ #♣❡❝,&❡ ❞✬❛❜#♦&♣,✐♦♥ ❞❡#

;❝❤❛♥,✐❧❧♦♥# #❡&♦♥, ❡①♣♦#;#✳

✕ ▲❡ ❞❡&♥✐❡& ❝❤❛♣✐,&❡ ,&❛✐,❡ ❞❡# ✓❘-"✉❧&❛&" ❡①♣-+✐♠❡♥&❛✉① ✿ ❞②♥❛♠✐0✉❡ ❞❡" ❡①❝✐&♦♥"

❡& ❞❡" ❝❤❛+❣❡" ✔✳ ◆♦✉# ❛❜♦✉,✐##♦♥# G ,&♦✐# ❝♦♥❝❧✉#✐♦♥# ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡# ❞❛♥# ❝❡,,❡ ,❤@#❡✳ ▲❛

♣&❡♠✐@&❡ ❝♦♥❝❡&♥❡ ❧✬❡①❝✐,♦♥ ❀ ❧❡# ❞❡✉① ❛✉,&❡# ,&❛✐,❡♥, ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡# ❡①❝✐,♦♥✐8✉❡#✳

▲❡ ❝❤❛♣✐,&❡ ❡#, #❝✐♥❞; ❡♥ ❞❡✉① ♣❛&,✐❡# ❞❛♥# ❧❡#8✉❡❧❧❡# ♥♦✉# ♣&;#❡♥,❡&♦♥# ❝❡# ,&♦✐# &;#✉❧,❛,#

❞❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥,# ❞❡ ✈✉❡ ❞✐✛;&❡♥,#✳

▲❛ ♣&❡♠✐@&❡ ♣❛&,✐❡ &❡♣♦#❡ #✉& ❧✬❛♥❛❧②#❡ ❞❡# #♣❡❝,&❡# ❡①♣;&✐♠❡♥,❛✉①✳ ◆♦✉# ✉,✐❧✐#❡&♦♥# ❧❛

♣♦#✐,✐♦♥ ❡♥ ;♥❡&❣✐❡ ❞❡# ❞✐✛;&❡♥,❡# ❝♦♥,&✐❜✉,✐♦♥# #♣❡❝,&❛❧❡# ♣♦✉& #♦✉,❡♥✐& ♦✉ ✐♥✜&♠❡& ♥♦#

❤②♣♦,❤@#❡#✳

▲❛ #❡❝♦♥❞❡ ♣❛&,✐❡ ❛♥❛❧②#❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐8✉❡ ❞❡# ❝♦♥,&✐❜✉,✐♦♥# ✐❞❡♥,✐✜;❡# ♣&;❝;❞❡♠♠❡♥, ♣♦✉&

❞;❝&✐&❡ ❧❡# ♣&♦❝❡##✉# ❞❡ ❝&;❛,✐♦♥ ❞❡# ❝♦♠♣❧❡①❡#✳
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▲❡" ♥❛♥♦&✉❜❡" ❞❡ ❝❛+❜♦♥❡ ✿ -&❛&"

-❧❡❝&+♦♥✐0✉❡" ❡& ♣+♦♣+✐-&-" ♦♣&✐0✉❡"

✶✳✶ ■♥$%♦❞✉❝$✐♦♥
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♦❜)❡(✈❛❜❧❡) ❞❛♥) ❧❡) )♣❡❝'(❡) ❞✬❛❜)♦(♣'✐♦♥ ❛✐♥)✐ 2✉❡ ❧❛ ❢♦(♠❡ ❞❡ ❝❡) ❞❡(♥✐❡()✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉(❛ ❧❡

❝❤❛♣✐'(❡ ❡♥ ❡①♣♦)❛♥' ❧❡) 0'❛') ❧✐0) 7 ♣❧✉) ❞❡ ❞❡✉① ♣❛('✐❝✉❧❡) )✉)❝❡♣'✐❜❧❡) ❞❡ )❡ ❢♦(♠❡( ❞❛♥) ❧❡)

♥❛♥♦'✉❜❡)✱ 7 )❛✈♦✐(✱ '(✐♦♥ ❡' ❜✐❡①❝✐'♦♥

✶
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♥❛♥♦'✉❜❡) ❞0❝♦✉❧❡♥' ❞❡ ❝❡❧❧❡) ❞✉ ❣(❛♣❤5♥❡✳ ❈❡''❡ ✈✐)✐♦♥ ❡)' ❜✐❡♥✲)I( ✈❛❧❛❜❧❡ )❡✉❧❡♠❡♥' ♣♦✉(

✶✳ "♦✉% ✉♥❡ ❞)✜♥✐,✐♦♥ ❞❡ ❝❡. ,❡%♠❡.✱ ✈♦✐% ❧❛ ♣❛%,✐❡ ✶✳✺

✺



❧❛ ❝♦♠♣&'❤❡♥+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤②+✐/✉❡ ❞❡+ ♥❛♥♦1✉❜❡+ ❡1 ♥♦♥ ♣♦✉& ❧❡✉& +②♥1❤3+❡✳ ❉❛♥+ ❧❛ &'❛❧✐1'✱ ❧❡+

♥❛♥♦1✉❜❡+ +♦♥1 ❢♦&♠'+ ✐♥ "✐#✉ ❣&9❝❡ : ✉♥ ❝❛1❛❧②+❡✉& ♠'1❛❧❧✐/✉❡ : ♣❛&1✐& ❞✉/✉❡❧ ❧❡ ♥❛♥♦1✉❜❡ ❝&♦;1✳

▲❡+ ❞✐✛'&❡♥1+ ♣&♦❝'❞'+ ❞❡ ❢❛❜&✐❝❛1✐♦♥ ❞❡+ ♥❛♥♦1✉❜❡+ +❡&♦♥1 ❡①♣♦+'+ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❤❛♣✐1&❡ ✷✳

❈❡11❡ ♣❛&1✐❡ +❡ ❝♦♥+❛❝&❡ : ❧✬'1❛❜❧✐++❡♠❡♥1 ❞❡ ❧❛ ❞❡♥+✐1' ❞✬'1❛1+ ❞❡+ ♥❛♥♦1✉❜❡+✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡&❛

♣❛& '1✉❞✐❡& ❧❡ ❣&❛♣❤3♥❡ ❞♦♥1 ♥♦✉+ ✉1✐❧✐+❡&♦♥+ ❧❛ ❞✐+♣❡&+✐♦♥ '❧❡❝1&♦♥✐/✉❡ ♣♦✉& ❝♦♥+1&✉✐&❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡+

♥❛♥♦1✉❜❡+✳ ◆♦✉+ ❝♦♥+✐❞3&❡&♦♥+ ✐❝✐✱ ♣♦✉& ❞'❝&✐&❡ ❧❡+ '❧❡❝1&♦♥+✱ ❧❡ ❝❛+ ❞✬✉♥❡ ♣❛&1✐❝✉❧❡ ❧✐❜&❡ +❛♥+

✐♥1❡&❛❝1✐♦♥ ❝❡ /✉✐ ♣❡&♠❡1 ❞'❥: ❞❡ ❞'❝&✐&❡ ✉♥❡ ♣❛&1✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤②+✐/✉❡ ❞❡+ ♥❛♥♦1✉❜❡+✳ ❖♥ ❝♦♠♣❧31❡&❛

❝❡ ♠♦❞3❧❡ ♣❛& ❛❥♦✉1 ❞❡+ ✐♥1❡&❛❝1✐♦♥+ '❧❡❝1&♦♥✲1&♦✉ ❡1 '❧❡❝1&♦♥✲'❧❡❝1&♦♥ ❞❛♥+ ❧❛ ♣❛&1✐❡ +✉✐✈❛♥1❡

1&❛✐1❛♥1 ❞❡+ ❡①❝✐1♦♥+✳ ▲❡ ♣♦✐♥1 ✐♠♣♦&1❛♥1 ❞✉ ❝❤❛♣✐1&❡ &'+✐❞❡ ❞❛♥+ ❧❡ ❢❛✐1 /✉❡ ❧✬❡♥&♦✉❧❡♠❡♥1 ❞❡ ❧❛

❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ❣&❛♣❤3♥❡ ❞'1❡&♠✐♥❡ ❝❡&1❛✐♥❡+ ♣&♦♣&✐'1'+ ♣❤②+✐/✉❡+ ✐♠♣♦&1❛♥1❡+ ❞✉ ♥❛♥♦1✉❜❡ ❬✶✸❪❬✶✹❪✳

✶✳✷✳✶ ❍②❜&✐❞❛*✐♦♥ ❞✬♦&❜✐*❛❧❡ sp2

▲✬❛1♦♠❡ ❞❡ ❝❛&❜♦♥❡ ♣♦++3❞❡ +✐① '❧❡❝1&♦♥+ /✉✐ +✬♦&❣❛♥✐+❡♥1 ❞❛♥+ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉&❛1✐♦♥ 1s22s22p2✳

▲❡+ ❞❡✉① '❧❡❝1&♦♥+ 1s +♦♥1 ❛♣♣❡❧'+ '❧❡❝1&♦♥+ ❞❡ ❝M✉& ❝❛& ❢♦&1❡♠❡♥1 ❧✐'+ ❛✉ ♥♦②❛✉✳ ■❧ &❡+1❡ ❛❧♦&+

/✉❛1&❡ '❧❡❝1&♦♥+ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ /✉✐ +♦♥1 +✉+❝❡♣1✐❜❧❡+ ❞❡ ❢♦&♠❡& ❞❡+ ❧✐❛✐+♦♥+ ❝♦✈❛❧❡♥1❡+ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥+ ❧❡

❝❛+ ❞❡+ ♠♦❧'❝✉❧❡+ ♦&❣❛♥✐/✉❡+✳ ❖♥ ♥♦1❡ ❝❡+ '❧❡❝1&♦♥+ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ 2s✱ 2px✱ 2py ❡1 2pz✳ ❊♥ &❛✐+♦♥ ❞❡

❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐✛'&❡♥❝❡ ❞✬'♥❡&❣✐❡ ❡♥1&❡ ❧❡+ '❧❡❝1&♦♥+ 2s ❡1 2p✱ ❝❡+ /✉❛1&❡+ ♦&❜✐1❛❧❡+ ♣❡✉✈❡♥1 ❢❛❝✐❧❡♠❡♥1

+❡ ♠'❧❛♥❣❡&✳ ❈❡ ♣❤'♥♦♠3♥❡ +✬❛♣♣❡❧❧❡ ❤②❜&✐❞❛1✐♦♥ ❞✬♦&❜✐1❛❧❡+ ❛1♦♠✐/✉❡+ ❡1 ❡+1 : ❧✬♦&✐❣✐♥❡ ❞❡+

♥♦♠❜&❡✉① ❛❧❧♦1&♦♣❡+ ❞✉ ❝❛&❜♦♥❡ ❡①✐+1❛♥1+✳ ▲❡ ❣&❛♣❤3♥❡ ❡+1 ✉♥ ❛❧❧♦1&♦♣❡ ❞❡ 1②♣❡ sp2 ❝❡ /✉✐

+✐❣♥✐✜❡ /✉❡ ❧✬♦&❜✐1❛❧❡ 2s +❡ ♠'❧❛♥❣❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ♦&❜✐1❛❧❡+ 2p ❀ 2px ❡1 2py ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡&♠❡1

❞❡ ❢♦&♠❡& 1&♦✐+ ♦&❜✐1❛❧❡+ ♥♦1'❡+ sp2a✱ sp2b ❡1 sp2c /✉✐ ❝♦♥+1✐1✉❡♥1 1&♦✐+ ❧✐❛✐+♦♥+ ❝♦✈❛❧❡♥1❡+ ❞❡ 1②♣❡ σ✳

▲❛ ✜❣✉&❡ ✶✳✶ ♣&'+❡♥1❡ +❝❤'♠❛1✐/✉❡♠❡♥1 ❧❡+ ✸ ♦&❜✐1❛❧❡+ ❤②❜&✐❞'❡+ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❞✉ ❣&❛♣❤3♥❡✳ ❉❛♥+

❧❡ &❡♣3&❡ (x, y) ❞'✜♥✐✱ ❧❡+ 1&♦✐+ ♦&❜✐1❛❧❡+ ♦♥1 ♣♦✉& ❞✐&❡❝1✐♦♥+ (−1, 0, 0)✱ (
√
3
2 ,

1
2 , 0) ❡1 (−

√
3
2 ,−1

2 , 0)✳

❊♥ ♦✉1&❡✱ ❝❡+ ❞❡&♥✐3&❡+ +♦♥1 +'♣❛&'❡+ ♣❛& ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ ✶✷✵ ❞❡❣&'+✳

❈❡❧❛ ♣❡&♠❡1 ❞✬'❝&✐&❡ ✿

|sp2a〉 = C1|2s〉 −
√

1− C2
1 |2px〉

|sp2b〉 = C2|2s〉+
√

1− C2
2 (

√
3
2 |2px〉+ 1

2 |2py〉)
|sp2c〉 = C3|2s〉 −

√

1− C2
3 (

√
3
2 |2px〉+ 1

2 |2py〉)

✭✶✳✶✮

➱1❛♥1 ❞♦♥♥' /✉❡ ❧❡ ❣&❛♣❤3♥❡ ♥✬❡+1 ❝♦♠♣♦+' /✉❡ ❞✬❛1♦♠❡+ ❞❡ ❝❛&❜♦♥❡✱ ❧❡+ ❝♦❡✣❝✐❡♥1+ Ci +♦♥1

1♦✉+ '❣❛✉①✱ ✐❧ ✈✐❡♥1 ❞♦♥❝ ✿

✻
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σ
2s 2p

|sp2a〉 = 1√
3
|2s〉 −

√

2
3 |2px〉

|sp2b〉 = 1√
3
|2s〉+ 1√

2
|2px〉+ 1√

6
|2py〉

|sp2c〉 = 1√
3
|2s〉 − 1√

2
|2px〉+ 1√

6
|2py〉

2pz

π

π

−→a1 −→a2



~a1 ~a2 ~Ch
~T θ

~Ch ~a1

aC−C 1.44

~Ch

−→
Ch

(n,m)

−→
Ch = n−→a1 +m−→a2

(n,m) n = m

n > m

m = 0

θ

dt

dt =
L

π
L =

∣

∣

∣

~Ch

∣

∣

∣
= a

√

n2 +m2 + nm

θ



cos(θ) =
~Ch. ~a1
a1Ch

=
2n+m

2
√
n2 +m2 + nm

✭✶✳✺✮

❉✬❛♣)*+ ❧✬-.✉❛0✐♦♥ ✶✳✺✱ ❧✬❛♥❣❧❡ ❝❤✐)❛❧ ❞❡+ ♥❛♥♦0✉❜❡+✱ θ✱ ✈❛)✐❡ ❞❡ 0◦ ♣♦✉) ❧❡+ ♥❛♥♦0✉❜❡+ ③✐❣③❛❣

✭♦= ♠❂✵✮ A 30◦ ♣♦✉) ❧❡+ ♥❛♥♦0✉❜❡+ ✓ ❛)♠❝❤❛✐) ✔ ✭♦= n = m✮✳ ▲❡+ ♥❛♥♦0✉❜❡+ ❝❤✐)❛✉① ❛❞♠❡00❡♥0

✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ ❝❤✐)❛❧✐0- .✉✐ ✈❛)✐❡ ❡♥0)❡ ❝❡+ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉)+✳

❱❡❝#❡✉% ❞❡ #%❛♥)❧❛#✐♦♥ ✿

~T

▲❡ ✈❡❝0❡✉)

−→
T +❡ ♥♦♠♠❡ ✈❡❝0❡✉) ❞❡ 0)❛♥+❧❛0✐♦♥✳ ■❧ ❡+0 ❞-✜♥✐ ❝♦♠♠❡ -0❛♥0 ♣❡)♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐)❡ ❛✉

✈❡❝0❡✉) ❞❡ ❝❤✐)❛❧✐0-

−→
Ch ❡0 +❛ ❧♦♥❣✉❡✉) ❡+0 ♦❜0❡♥✉❡ ❡♥ ❧❡ ♣)♦❧♦♥❣❡❛♥0 ❥✉+.✉✬A )❡❧✐❡) ❞❡✉① ♥I✉❞+

❞✉ ♠J♠❡ )-+❡❛✉✳ ■❧ ❡+0 ❞♦♥♥- ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡+ ✈❡❝0❡✉)+ ❞❡ ❜❛+❡ ♣❛) ✿

−→
T = t1

−→a1 + t2
−→a2

❛✈❡❝

t1 =
2m+n
dr

t2 = −2n+m
dr

✭✶✳✻✮

dr -0❛♥0 ❧❡ ♣❧✉+ ❣)❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥ ❞✐✈✐+❡✉) ❞❡ 2m+ n ❡0 2n+m✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ ♥♦♠❜)❡ N ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡+ ✭❤❡①❛❣♦♥❡+✮ ❝♦♥0❡♥✉❡+ +✉) ❧❛ +✉)❢❛❝❡ ❞-✜♥✐❡ ♣❛) ❧❡+ ✈❡❝0❡✉)+

~Ch

❡0

~T ❡+0 ❞♦♥♥-❡ ♣❛) ✿

N =

∣

∣

∣

~Ch × ~T
∣

∣

∣

| ~a1 × ~a2|
=

2L2

a2dr
✭✶✳✼✮

▲❡ 0❛❜❧❡❛✉ ✶✳✸ ❞♦♥♥❡ ❧❡+ ❝❛)❛❝0-)✐+0✐.✉❡+ ❣-♦♠-0)✐.✉❡+ ❞❡+ ♥❛♥♦0✉❜❡+ (6, 5) -0✉❞✐-+ ❞✉)❛♥0

❝❡00❡ 0❤*+❡✳

Q❛)❛♠*0)❡+ ❱❛❧❡✉)+

~Ch ✻ ~a1 ✰ ✺ ~a2
dt 7.57➴

θ 27◦

t1 ✶✼

t2 ✶✻

◆ ✶✽✷

❋✐❣✉$❡ ✶✳✸ ✕ Q❛)❛♠*0)❡+ ❣-♦♠-0)✐.✉❡+ ❞❡+ ♥❛♥♦0✉❜❡+ (6, 5)

✾



✶✳✷✳✷✳❜ ●%❛♣❤)♥❡ ❞❛♥- ❧✬❡-♣❛❝❡ %1❝✐♣%♦4✉❡

▲❛ "#$✉❝#✉$❡ ❞❡" ♥❛♥♦#✉❜❡" ❞❛♥" ❧✬❡"♣❛❝❡ $/❝✐♣$♦1✉❡ ❡"# ♦❜#❡♥✉❡ /❣❛❧❡♠❡♥# 4 ♣❛$#✐$ ❞❡ ❝❡❧❧❡

❞✉ ❣$❛♣❤6♥❡✳ ▲❡" ✈❡❝#❡✉$" ❞❡ ❧✬❡"♣❛❝❡ $/❝✐♣$♦1✉❡ ❛""♦❝✐/" ❛✉① ✈❡❝#❡✉$" $/❡❧" ~a1 ❡# ~a2 "♦♥# ♥♦#/"

~b1 ❡# ~b2✳ ■❧" "❡ ❝❛❧❝✉❧❡♥# ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐6$❡ "✉✐✈❛♥#❡ ✿

~bi.~ai = 2π ✭✶✳✽✮

~bi. ~aj = 0 ♣♦✉$ i 6= j ✭✶✳✾✮

❖♥ ♦❜#✐❡♥# ❛❧♦$" ❞❛♥" ❧❛ ❜❛"❡ (x, y) ✿

~b1 =





1√
3

1





2π

a
✭✶✳✶✵✮

~b1 =





1√
3

−1





2π

a
✭✶✳✶✶✮

❆✐♥"✐✱ ♦♥ ♦❜#✐❡♥# ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥❡ ♠❛✐❧❧❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧❡ 1✉✐ ❛ "✉❜✐# ✉♥❡ $♦#❛#✐♦♥ ❞❡

π
2 ♣❛$ $❛♣♣♦$# 4

❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡"♣❛❝❡ $/❡❧✳ ▲❛ ❞✐"#❛♥❝❡ ❡♥#$❡ ❞❡✉① ♥E✉❞" ❞✉ $/"❡❛✉ ✈❛✉#

4π
3a ✳

✶✳✷✳✷✳❝ ◆❛♥♦7✉❜❡ ❞❛♥- ❧✬❡-♣❛❝❡ %1❝✐♣%♦4✉❡

▲❡" ✈❡❝#❡✉$" ❞❡ ❧✬❡"♣❛❝❡ $/❝✐♣$♦1✉❡ ❛""♦❝✐/" $❡"♣❡❝#✐✈❡♠❡♥# ❛✉① ✈❡❝#❡✉$"

~Ch ❡#
~T "♦♥# ♥♦#/"

~K1 ❡#
~K2✳ ■❧" "❡ ❝❛❧❝✉❧❡♥# ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐6$❡ "✉✐✈❛♥#❡ ✿

~K1. ~Ch = 2π

~K1. ~T = 0

~K2. ~Ch = 0

~K2. ~T = 2π

■❧ ✈✐❡♥# ✿

~K1 =
1

N
(−t2 ~b1 + t1 ~b2) ✭✶✳✶✷✮

~K2 =
1

N
(m~b1 − n~b2) ✭✶✳✶✸✮

✶✵



 ♦✉# ♦❜%❡♥✐# ❧❛ ❞✐,♣❡#,✐♦♥ .❧❡❝%#♦♥✐0✉❡ ❞✬✉♥ ♥❛♥♦%✉❜❡ ❞❡ ❝❛#❜♦♥❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✭♥✱♠✮ ❞♦♥♥.✱

♦♥ ♣❡✉% ✉%✐❧✐,❡# ❧✬❛♣♣#♦①✐♠❛%✐♦♥ ❞✐%❡ ❞❡ #❡♣❧✐ ❞❡ ③♦♥❡ ♦✉ ③♦♥❡ ❢♦❧❞✐♥❣ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐,✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥✲

,✐,%❡ < ❛♣♣#♦①✐♠❡# ❧❛ ❞✐,♣❡#,✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥❛♥♦%✉❜❡ ❡♥ ♣❛#%❛♥% ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❣#❛♣❤>♥❡✳ ▲❛ ,%#✉❝%✉#❡

❞✬✉♥ ♥❛♥♦%✉❜❡ ❞❛♥, ❧✬❡,♣❛❝❡ #.❝✐♣#♦0✉❡ ❡,% ❛❧♦#, ♦❜%❡♥✉❡ ❡♥ ❢❛✐,❛♥% ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ❞❛♥, ❧❛ ❞✐,♣❡#✲

,✐♦♥ .❧❡❝%#♦♥✐0✉❡ ❞✉ ❣#❛♣❤>♥❡✳ ▲❛ ♠❛♥✐>#❡ ❞♦♥% ,♦♥% ❡✛❡❝%✉.❡, ❝❡, ❝♦✉♣❡, ❡,% ❞.%❡#♠✐♥.❡ ♣❛#

❧❡, ♣❛#❛♠>%#❡, ❣.♦♠.%#✐0✉❡, ❞✉ ♥❛♥♦%✉❜❡✳ ▲❡ ♥❛♥♦%✉❜❡ ❡,% ✉♥ ,②,%>♠❡ 0✉❛,✐✲✉♥✐❞✐♠❡♥,✐♦♥♥❡❧✳

❆✐♥,✐✱ ❞❛♥, ❧❛ ❞✐#❡❝%✐♦♥ ❞♦♥♥.❡ ♣❛#

~K1 ❞❛♥, ❧✬❡,♣❛❝❡ #.❝✐♣#♦0✉❡✱ ❛,,♦❝✐.❡ < ❧❛ ❝✐#❝♦♥❢.#❡♥❝❡ ❞✉

%✉❜❡✱ ❧❡, .%❛%, ,❡#♦♥% 0✉❛♥%✐✜.,✳ ❈❡❧❧❡ ❞♦♥♥.❡ ♣❛#

~K2 ❞❛♥, ❧✬❡,♣❛❝❡ #.❝✐♣#♦0✉❡✱ ❛,,♦❝✐.❡ < ❧❛

❧♦♥❣✉❡✉# ❞✉ ♥❛♥♦%✉❜❡ ♠♦♥%#❡♥% ❞❡, .%❛%, 0✉✐ ✈❛#✐❡♥% ❝♦♥%✐♥F♠❡♥% ❞❛♥, ❧❛ ♣#❡♠✐>#❡ ③♦♥❡ ❞❡

❇#✐❧❧♦✉✐♥✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥%✱ ♦♥ ♦❜%✐❡♥% N ❧✐❣♥❡, 0✉✐ ❝♦##❡,♣♦♥❞❡♥% ❛✉① N ❝❡❧❧✉❧❡, ❝♦♥%❡♥✉❡, ❞❛♥, ❧❛

,✉#❢❛❝❡ ❞.✜♥✐❡ ♣❛# ❧❡, ✈❡❝%❡✉#,

~Ch ❡%
~T ✭.0✉❛%✐♦♥ ✭✶✳✼✮✮✳ ❈❡, ❞❡#♥✐>#❡, ,♦♥% #❡♣.#❛❜❧❡, ♣❛# ❧❡

✈❡❝%❡✉# ✿

k
~K2

K2
+ µ ~K1 ✭✶✳✶✹✮

♦M µ = 1, ..., N ❛♥❞ k = [− π
T ;

π
T ]✳

▲❛ ✜❣✉#❡ ✶✳✼ ♣#.,❡♥%❡ ,❝❤.♠❛%✐0✉❡♠❡♥% ❧✬❡,♣❛❝❡ #.❝✐♣#♦0✉❡ ❞✉ ❣#❛♣❤>♥❡ ❡% ♠♦♥%#❡ ,✉#%♦✉%

❧❛ ❞✐#❡❝%✐♦♥ ❞❡, ✈❡❝%❡✉#,

~K1 ❡%
~K2 ♣❛# #❛♣♣♦#% ❛✉① ❧✐❣♥❡) ❞❡ ❝♦✉♣❡✳

✶✳✷✳✸ ❉✐&♣❡)&✐♦♥ ,❧❡❝/)♦♥✐0✉❡ ❡/ ❞❡♥&✐/, ❞✬,/❛/ ❞❡& ♥❛♥♦/✉❜❡& ❞❡ ❝❛)❜♦♥❡

❉❛♥, ❝❡%%❡ ♣❛#%✐❡✱ ❧❛ ❞✐,♣❡#,✐♦♥ ❞❡, .❧❡❝%#♦♥, π ✈❛ O%#❡ %#❛✐%.❡✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ❛ .%. ✈✉ ❞❛♥, ❧❛

♣❛#%✐❡ ♣#.❝.❞❡♥%❡✱ ❝❡%%❡ ❞✐,♣❡#,✐♦♥ ❡,% ♦❜%❡♥✉❡ ❡♥ ❢❛✐,❛♥% ❞❡, ❝♦✉♣❡, ❞❛♥, ❧❛ ❞✐,♣❡#,✐♦♥ ❞❡, .%❛%,

❞✉ ❣#❛♣❤>♥❡✳ ▲❛ ♠.%❤♦❞❡ ❞❡, ❧✐❛✐,♦♥, ❢♦#%❡, 0✉✐ ❡,% ✉%✐❧✐,.❡ ♣♦✉# ❞.%❡#♠✐♥❡# ❝❡%%❡ ❞❡#♥✐>#❡ ❡,%

✉♥❡ %❡❝❤♥✐0✉❡ ♥❡ ♣#❡♥❛♥% ❡♥ ❝♦♠♣%❡ 0✉✬✉♥❡ ,❡✉❧❡ ♣❛#%✐❝✉❧❡ ,❛♥, ✐♥%❡#❛❝%✐♦♥✳ ❆✐♥,✐✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥

❧❡ ✈❡##❛ ♣❛# ❧❛ ,✉✐%❡✱ ❝❡❧❛ ♥❡ ♣❡#♠❡% ♣❛, ❞❡ ❞.❝#✐#❡ ❧❡, %#❛♥,✐%✐♦♥, ♦♣%✐0✉❡, ♦❜,❡#✈.❡, ❞❛♥, ❧❡,

♥❛♥♦%✉❜❡,✳ ◆.❛♥♠♦✐♥,✱ ♦✉%#❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥,✐%. ❞✬.%❛% .❧❡❝%#♦♥✐0✉❡ < ✉♥❡ ♣❛#%✐❝✉❧❡ ♣#.,❡♥%.

❝✐✲❛♣#>,✱ ❝❡❧❛ ♣❡#♠❡% ❞❡ ♠❡%%#❡ ❡♥ .✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥ ❡✛❡% ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❞❛♥, ❧❡, ♥❛♥♦%✉❜❡, 0✉✐ ❡,% ❝❡❧✉✐

❞❡ ❧❛ ❞.❢♦#♠❛%✐♦♥ %#✐❣♦♥❛❧❡ ✭-.✐❣♦♥❛❧ ✇❛.♣✐♥❣✮✳

✶✳✷✳✸✳❛ ❚&❛❝( ❞❡ ❧❛ ❞✐-♣❡&-✐♦♥ (❧❡❝1&♦♥✐2✉❡ ❡1 ❞❡ ❧❛ ❞❡♥-✐1( ❞✬(1❛1 ❞❡- ♥❛♥♦1✉❜❡-

 ♦✉# ♦❜%❡♥✐# ❧❛ ❞✐,♣❡#,✐♦♥ .❧❡❝%#♦♥✐0✉❡ ❞✉ ❣#❛♣❤>♥❡ ❬✶✺❪❬✶✻❪✱ ♦♥ ✉%✐❧✐,❡ ❧❛ ♠.%❤♦❞❡ ❞❡, ❧✐❛✐,♦♥,

❢♦#%❡, ,✉# ❧❛ ❜❛,❡ ❞❡, ❞❡✉① ❛%♦♠❡, ❞❡ ❝❛#❜♦♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ ❞✉ ❣#❛♣❤>♥❡✱ ❆ ❡% ❇ 0✉✐ ❝♦♥,✐,%❡ <

✶✶



 !"♦✉❞ ❡ ❧✬!)✉❛+✐♦♥ "!❝✉❧❛✐ ❡ ✿

det(H − ES) = 0 ✭✶✳✶✺✮

♦5 H ❡"+ ❧❛ ♠❛+ ✐❝❡ ❞❡" ✐♥+!❣ ❛❧❡" ❞❡ + ❛♥"❢❡ + ❡+ S ❧❛ ♠❛+ ✐❝❡ ❞❡" ✐♥+!❣ ❛❧❡" ❞❡  ❡❝♦✉✈ ❡♠❡♥+✳

❈❡" ❞❡ ♥✐; ❡" "❡ ❝❛❧❝✉❧❡♥+ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐; ❡ "✉✐✈❛♥+❡ ✿

Hjj′(~k) = < φj |H|φj′ > ✭✶✳✶✻✮

Sjj′(~k) = < φj |φj′ > ✭✶✳✶✼✮

♦5 j(j′) ✈❛ ✐❡♥+ ❞❡ ✶ > N ✳ φ  ❡♣ !"❡♥+❡ ❧✬♦ ❜✐+❛❧❡ ❛+♦♠✐)✉❡ ❞✬✉♥ ❛+♦♠❡ ❞❡ ❝❛ ❜♦♥❡✳ ❊♥ ❝❛❧✲

❝✉❧❛♥+ ❧❡" ✐♥+!❣ ❛❧❡" ❞❡ + ❛♥"❢❡ + ❡+ ❞❡  ❡❝♦✉✈ ❡♠❡♥+ ❞❛♥" ❧❡ ❝❛" ❞✬❛+♦♠❡ ♣❧✉" ♣ ♦❝❤❡ ✈♦✐"✐♥✱

❧✬!)✉❛+✐♦♥ ✭✶✳✶✺✮ ❞♦♥♥❡ ❬✶✼❪❬✶✸❪ ✿

E±
g (
~k) =

ε2p ± γ0ω(~k)

1∓ sω(~k)
✭✶✳✶✽✮

♦5 ε2p ❡"+ ❧✬!♥❡ ❣✐❡ ❞❡ ❧✬♦ ❜✐+❛❧❡ ❛+♦♠✐)✉❡ 2p✱ ❧❡ "✐❣♥❡ +  !♣; ❡ ❧✬!♥❡ ❣✐❡ ❞❡" !❧❡❝+ ♦♥" ❧✐❛♥+" π

❛❧♦ " )✉❡ ❧❡ "✐❣♥❡ − "❡  ❛♣♣♦ +❡ > ❧✬!♥❡ ❣✐❡ ❞❡" !❧❡❝+ ♦♥" ❛♥+✐✲❧✐❛♥+" π∗✳ γ0 ❡"+ ❧✬!♥❡ ❣✐❡ ❞✬✐♥✲

+❡ ❛❝+✐♦♥ ❡♥+ ❡ ❞❡✉① ❛+♦♠❡" ❞❡ ❝❛ ❜♦♥❡ ✈♦✐"✐♥"✳ ▲❡ ♣❛ ❛♠;+ ❡ s  ❡♣ !"❡♥+❡ ❧✬❛"②♠!+ ✐❡ ❡♥+ ❡ ❧❛

❞✐"♣❡ "✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝+✐♦♥ ❡+ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ ω(~k) ❡"+ ❞♦♥♥!❡ ♣❛ ✿

ω(~k) = 2

√

1 + 4cos(

√
3kxa

2
)cos(

kya

2
) + 4cos2(

kya

2
)

▲✬❡①♣ ❡""✐♦♥ ✭✶✳✶✽✮ ❡"+ + ❛❝!❡ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡

~k "✉ ❧❛ ✜❣✉ ❡ ✶✳✹✳ ❆✉ ✈♦✐"✐♥❛❣❡ ❞❡" ♣♦✐♥+" ♦5

❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝+✐♦♥ ❡+ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ "❡  ❡❥♦✐❣♥❡♥+ ✭♣♦✐♥+ ❑ ❡+ ❑✬✮✱ ❧❡" ❞❡✉① ❜❛♥❞❡"

"♦♥+ "②♠!+ ✐)✉❡" ❡+ ❧✐♥!❛✐ ❡"✳ ▲♦ ")✉❡ ❧✬!♥❡ ❣✐❡ ❛✉❣♠❡♥+❡✱ ❧❛ ❧✐♥!❛ ✐+! ❛✐♥"✐ )✉❡ ❧❛ "②♠!+ ✐❡ ❞❡"

❜❛♥❞❡" "♦♥+ ♣❡ ❞✉❡"✳ ❈✬❡"+ ❝❡+ ❡✛❡+ )✉✐ ♣♦ +❡ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❞!❢♦ ♠❛+✐♦♥ + ✐❣♦♥❛❧❡✳

▲❛ ✜❣✉ ❡ ✶✳✺  ❡♣ !"❡♥+❡ ❧❛ ♣ ❡♠✐; ❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❇ ✐❧❧♦✉✐♥ ✭T❩❇✮ ❞✉ ❣ ❛♣❤;♥❡✳ ❖♥ ♥♦+❡ Γ ❧❡

❝❡♥+ ❡ ❞❡ ❧❛ T❩❇✱ ❑ ❡+ ❑✬ ❞❡✉① ♣♦✐♥+" ✐♥!)✉✐✈❛❧❡♥+" ❞❡ ❧❛ T❩❇  ❡❧✐!" ♣❛ "②♠!+ ✐❡ ❞✬✐♥✈❡ "✐♦♥

❞✉ +❡♠♣" ❬✶✽❪✳ ▼ ❡"+ ❧❡ ♣♦✐♥+ ♠✐❧✐❡✉ ❡♥+ ❡ ❑ ❡+ ❑✬✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡" ❧✐❣♥❡" ❜❧❡✉❡" "♦♥+ ❧❡" ✓ ❧✐❣♥❡" ❞❡
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✷✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ (✐ n > m ❡& *✉❡ ✸ ❞✐✈✐(❡ 2n+m✱ /&❛♥& ❞♦♥♥/ *✉❡ ✸ ❞✐✈✐(❡ 3n✱ ✸ ❞✐✈✐(❡ ❢♦3❝/♠❡♥& 3n− (2n+m)✳

✶✻



♦! " ❡"$ ✉♥ ❡♥$✐❡( ♥❛$✉(❡❧ ❡$ ✐ ♣❡✉$ ,$(❡ -❣❛❧ / ✶ ♦✉ ✷✱ ❧✬❡①♣(❡""✐♦♥ ✭✶✳✷✹✮ ♣❡✉$ "❡ (--❝(✐(❡ ❛✐♥"✐ ✿

X−→
ΓK

=
2

dt
(s+

i

3
)

❈❡$$❡ ❞❡(♥✐=(❡ ->✉❛$✐♦♥ ✐♥❞✐>✉❡ >✉❡ ❞❛♥" ❧❡ ❝❛" ♦! i = 1 ✭i = 2✮✱ ❧❡ ♣♦✐♥$ ❑ ❞❡ ❧❛ @❩❇ ❞✉

❣(❛♣❤=♥❡ "❡ "✐$✉❡ / 1/3 ✭2/3✮ ❞❡ ❧❛ ❝✉""✐♥❣ ❧✐♥❡ "✐$✉-❡ / "❛ ❞(♦✐$❡ ♣❛( (❛♣♣♦($ / ❧✬-❝❛($ ❡♥$(❡ ❧❡"

❞❡✉① ❧✐❣♥❡" ♣❧❛❝-❡" ❛✉$♦✉( ❞✉ ♣♦✐♥$✳ ▲❡" ✜❣✉(❡" ✶✳✾ ✲ ❜ ❡$ ❝ ♣(-"❡♥$❡♥$ ❧❡" ❞❡✉① ❝❛" i = 1 ♦✉ 2

♣♦✉( ❧❛ ♣♦"✐$✐♦♥ ❞❡" ❧✐❣♥❡( ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❛✉$♦✉( ❞✉ ♣♦✐♥$ ❑ ❞❡ ❧❛ @❩❇✳

✶✳✷✳✹ ❊✛❡' ❞❡ ❧❛ ❞+❢♦.♠❛'✐♦♥ '.✐❣♦♥❛❧❡

➱$❛♥$ ❞♦♥♥- >✉❡ ❧❛ ❞✐"♣❡("✐♦♥ -❧❡❝$(♦♥✐>✉❡ ❞✉ ❣(❛♣❤=♥❡ ❡"$ ❧✐♥-❛✐(❡ ❛✉$♦✉( ❞❡" ♣♦✐♥$" ❑

❡$ ❑✬ ✭❝❢✳ ♣❛($✐❡ ✶✳✷✳✸✳❛✮✱ ✉♥❡ $❤-♦(✐❡ / ✉♥❡ ♣❛($✐❝✉❧❡ "❛♥" ✐♥$❡(❛❝$✐♦♥ ♣(-✈♦✐$ "✐♠♣❧❡♠❡♥$ ✉♥❡

❞-♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥-❛✐(❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦"✐$✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥$(❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ♣❧✉" ❜❛""❡ -♥❡(❣✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡

1/dt✳ @♦✉( ❞❡" ♥❛♥♦$✉❜❡" ❞❡ ❞✐❛♠=$(❡ ♣(♦❝❤❡ ❡♥ (❡✈❛♥❝❤❡✱ ♦♥ ♦❜"❡(✈❡ ❡①♣-(✐♠❡♥$❛❧❡♠❡♥$ ✉♥❡

❞-✈✐❛$✐♦♥ ❝♦♥"->✉❡♥$❡ ❞❡ ❧✬-♥❡(❣✐❡ ❞❡ $(❛♥"✐$✐♦♥ ♣❛( (❛♣♣♦($ / ❧❛ ❞(♦✐$❡ E(1/dt)✳ ❈❡❝✐ ❡"$ ♥♦$❛❜❧❡

"✉( ❧❛ ✜❣✉(❡ ✶✳✶✵✳ ▲✬-♥❡(❣✐❡ ❞❡ $(❛♥"✐$✐♦♥ ❞✉ ♣(❡♠✐❡( ♣✐❝ ❞✬❛❜"♦(♣$✐♦♥ ✭E11✮ ② ❡"$ (❡♣(-"❡♥$- ❡♥

❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡("❡ ❞✉ (❛②♦♥ ❞✉ ♥❛♥♦$✉❜❡ ❝♦♥"✐❞-(-✳ ❖♥ ♦❜"❡(✈❡ ✉♥❡ ❞-♣❡♥❞❛♥❝❡ ❣-♥-(❛❧❡

❧✐♥-❛✐(❡ ❞❡ ❝❡$$❡ -♥❡(❣✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ 1/dt ❛✈❡❝ ❞❡" ✓ ❜(❛♥❝❤❡" ✔ >✉✐ "✬❡♥ -❝❛($❡♥$✳

❈❡❝✐ ❡"$ ❞S / ❧✬❡✛❡$ ❞❡ ❧✬❡♥(♦✉❧❡♠❡♥$ $(✐❣♦♥❛❧ ♦✉ ♣❧✉" ❝♦✉(❛♠♠❡♥$ ❛♣♣❡❧- ",✐❣♦♥❛❧ ✇❛,♣✐♥❣ ❡✛❡❝"✳

❈❡$ ❡✛❡$ "❡ ❝♦♠♣(❡♥❞ ❞❡ ♠❛♥✐=(❡ ♣✉(❡♠❡♥$ ❣-♦♠-$(✐>✉❡✳

▲❡" $(❛♥"✐$✐♦♥" ❞❡ ♣❧✉" ❜❛""❡ -♥❡(❣✐❡ S1✱ S2 ❡$ S3 ♣♦✉( ❧❡" "❡♠✐❝♦♥❞✉❝$❡✉(" ❡$ M1 ♣♦✉( ❧❡"

♠-$❛❧❧✐>✉❡" ❝♦((❡"♣♦♥❞❡♥$ ❛✉① ❧✐❣♥❡( ❞❡ ❝♦✉♣❡ "✐$✉-❡" ♣(=" ❞✉ ♣♦✐♥$ ❑ ❞❡ ❧❛ @❩❇ -$❛♥$ ❞♦♥♥-

>✉✬❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥$ ❧❛ ❜❛♥❞❡ π ❡$ π∗ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉(❜❡ ❞❡ ❞✐"♣❡("✐♦♥ ❞✉ ❣(❛♣❤=♥❡ "♦♥$ ❞-❣-♥-(-❡"✳

@♦✉( ❧❡" ♥❛♥♦$✉❜❡" ♠-$❛❧❧✐>✉❡"✱ ✉♥❡ ❝✉""✐♥❣ ❧✐♥❡ ♣❛""❡ ❞✐(❡❝$❡♠❡♥$ ♣❛( ❧❡ ♣♦✐♥$ ❑✳ ■❧ ② ❛ ❛❧♦("

❞❡✉① ❛✉$(❡" ❧✐❣♥❡" ❧♦❝❛❧✐"-❡" ❞❡ ♣❛($ ❡$ ❞✬❛✉$(❡" ❞✉ ♣♦✐♥$ ❑✳ ❈❡❧❛ ❡"$ ✈✐"✐❜❧❡ "✉( ❧❛ ✜❣✉(❡ ✶✳✾ ✲

✭❛✮✳ ❊♥ (❛✐"♦♥ ❞❡ ❧❛ "$(✉❝$✉(❡ $(✐❛♥❣✉❧❛✐(❡ ❞❡ ❧❛ @❩❇ ❛✉$♦✉( ❞✉ ♣♦✐♥$ ❑✱ ♦♥ ✈♦✐$ >✉❡ ♣♦✉( ❞❡"

❧✐❣♥❡( ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❛❞♠❡$$❛♥$ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ♥♦♥ ♥✉❧ φ ♣(-❝✐"- "✉( ❧❛ ✜❣✉(❡ ✶✳✾ ♥❡ ✈♦♥$ ♣❛" ❞-❝(✐(❡ ❞❡"

-$❛$" ❛②❛♥$ ❧❛ ♠,♠❡ ❞✐"♣❡("✐♦♥✳ ❉❛♥" ❧❡ ❝❛" ❞❡" ♥❛♥♦$✉❜❡" ♠-$❛❧❧✐>✉❡"✱ ♦♥ ♦❜"❡(✈❡ ❛❧♦(" ✉♥❡

"-♣❛(❛$✐♦♥ ❞✉ ♣✐❝ ♣(✐♥❝✐♣❛❧ ❡♥ ❞❡✉① ♣✐❝" ❞✐"♣♦"-" ❞❡ ♣❛($ ❡$ ❞✬❛✉$(❡" ♥♦$-" M1(−) ❡$ M1(+)✳

@♦✉( ❧❡" ♥❛♥♦$✉❜❡" "❡♠✐❝♦♥❞✉❝$❡✉("✱ ✐❧ ❢❛✉$ ❞✐"$✐♥❣✉❡( ❧❡" ❝❛" ❞-✜♥✐" ♣❛( ♠♦❞✭n − m✮ =

1 ♦✉ 2 ♦! ❧❡" ❞✐✛-(❡♥$" ♥✐✈❡❛✉① ❞✬-♥❡(❣✐❡ ♥❡ ✈♦♥$ ♣❛" "❡ ❝♦♠♣♦($❡( ❞❡ ❧❛ ♠,♠❡ ♠❛♥✐=(❡✳ @❧✉" ❞❡

♣(-❝✐"✐♦♥" ❝♦♥❝❡(♥❛♥$ ❝❡❧❛ ♣❡✉✈❡♥$ ,$(❡ $(♦✉✈-❡" ❞❛♥" ❧❡" (-❢-(❡♥❝❡" ❬✶✸❪❬✶✾❪ ❡$ ❞❛♥" ❧❛ $❤="❡ ❞❡

✶✼



❙✳ ❇❡$❣❡$ ❬✷✵❪✳ ■❧ ② ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥2 ✉♥ ❞❡✉①✐6♠❡ ❡✛❡2 ✈❡♥❛♥2 ❞✉  !✐❣♦♥❛❧ ✇❛!♣✐♥❣ ❡✛❡❝ :✉✐ ❝♦♥❝❡$♥❡

❝❡ :✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡= ❢❛♠✐❧❧❡= ❞❡ ♥❛♥♦2✉❜❡✱ A =❛✈♦✐$ ❝❡✉① ♣♦✉$ ❧❡=:✉❡❧= ❧❛ ✈❛❧❡✉$ 2n + m ❡=2

❝♦♥=2❛♥2❡✳

❈♦♥=✐❞C$♦♥= ❞♦♥❝ ❧❡ ❝❛= ♠♦♥2$C =✉$ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✶✳✾ ✲ ✭❜✮ :✉✐ ❝♦♥❝❡$♥❡ ❧❡= ♥❛♥♦2✉❜❡= =❡♠✐❝♦♥❞✉❝✲

2❡✉$= 2②♣❡ ♠♦❞✭n−m✮ = 1✳ ▲❛ ❝✉  ✐♥❣ ❧✐♥❡ ❧❛ ♣❧✉= ♣$♦❝❤❡ ❞✉ ♣♦✐♥2 ❑ =❡ =✐2✉❡ A ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❑ ❡2

A 1/3 ❞❡ ❝❡ ❞❡$♥✐❡$ ♣❛$ $❛♣♣♦$2 A ❧❛ ❞✐=2❛♥❝❡ ❡♥2$❡ ❞❡✉① ❧✐❣♥❡. ❞❡ ❝♦✉♣❡✳ ❊❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞✐=♣❡$=✐♦♥

C❧❡❝2$♦♥✐:✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉= ❜❛==❡ 2$❛♥=✐2✐♦♥ ❡♥ 2❡$♠❡ ❞✬C♥❡$❣✐❡✱ ♥♦2C❡ ✐❝✐ S1 ✭:✉✐ ❝♦$$❡=♣♦♥❞ A E11

=✉$ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✶✳✶✵✮✳

❙✉$ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✶✳✶✵✱ ❧❡= ❜$❛♥❝❤❡= ❞❡ ♥❛♥♦2✉❜❡= :✉✐ =✬C❝❛$2❡♥2 ❞❡ ❧❛ 2❡♥❞❛♥❝❡ ❣C♥C$❛❧❡ ♦♥2 ❧❛

♣❛$2✐❝✉❧❛$✐2C ❞❡ ♣♦==C❞❡$ ❧❛ ♠N♠❡ ✈❛❧❡✉$ 2n+m✳ ❊♥ ❝♦♥=✐❞C$❛♥2 ❧❡= $❛②♦♥=✱ ❡2 ❧❡ ❝♦=✐♥✉= ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡

❝❤✐$❛❧ ❞❡= ♥❛♥♦2✉❜❡= ❞✬✉♥❡ ❜$❛♥❝❤❡✱ ♦♥ =❡ $❡♥❞ ❝♦♠♣2❡ :✉❡ ❝❡✉①✲❝✐ =♦♥2 :✉❛=✐♠❡♥2 ❝♦♥=2❛♥2=✳

❊♥ $❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧✬❛♥❣❧❡ ❝❤✐$❛❧ ❞❡= ♥❛♥♦2✉❜❡= ❞✬✉♥❡ ❜$❛♥❝❤❡ ✈❛$✐❡ =✉$ ✉♥ ♦$❞$❡ ❞❡ ❣$❛♥❞❡✉$ ❡♥2$❡ ❧❡=

♥❛♥♦2✉❜❡= =✐2✉C= ❛✉① ❡①2$C♠✐2C= ❞✬✉♥❡ ❜$❛♥❝❤❡✳ ❈❡❧❛ ❡=2 ✈✐=✐❜❧❡ =✉$ ❧❡ 2❛❜❧❡❛✉ ✶✳✽ ♦P ❧❡ ❞✐❛♠62$❡

❡2 ❧✬❛♥❣❧❡ ❝❤✐$❛❧ ❞❡= ♥❛♥♦2✉❜❡= ❛♣♣❛$2❡♥❛♥2 A ❧❛ ❜$❛♥❝❤❡ (2n+m) = 14 =♦♥2 ✐♥❞✐:✉C=✳

✭♥✱♠✮ ❉✐❛♠62$❡ ✭♥♠✮ θ ✭◦✮

✭✺✱✹✮ ✶✳✹✾ ✷✻

✭✻✱✷✮ ✶✳✸✾ ✶✹

✭✼✱✵✮ ✶✳✷✾ ✵

❋✐❣✉$❡ ✶✳✽ ✕ ❈❛$❛❝2C$✐=2✐:✉❡= ❞❡= ♥❛♥♦2✉❜❡= ❛♣♣❛$2❡♥❛♥2 A ❧❛ ❜$❛♥❝❤❡ (2n + m) = 14✳ ▲❛
♣$❡♠✐6$❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡= ✐♥❞✐❝❡= ❝❤✐$❛✉①✱ ❧❛ =❡❝♦♥❞❡ ❧❡ ❞✐❛♠62$❡ ❞✉ ♥❛♥♦2✉❜❡ ❡♥ ♥❛♥♦♠62$❡

❡2 ❧❛ 2$♦✐=✐6♠❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❝❤✐$❛❧ ❡♥ ❞❡❣$C✳

❈❡= ❜$❛♥❝❤❡=✱ ❛♣♣❡❧C❡= ♣❧✉= ❝♦✉$❛♠♠❡♥2 ❢❛♠✐❧❧❡= ❞❡ ♥❛♥♦2✉❜❡=✱ =❡ $C❢6$❡♥2 ❞♦♥❝ ♣♦✉$ ❞❡=

♥❛♥♦2✉❜❡= ❞❡ ❞✐❛♠62$❡= 2$6= ♣$♦❝❤❡= A ❧❛ ✈❛$✐❛2✐♦♥ ❡♥ ❛♥❣❧❡ ❝❤✐$❛❧✳ X❛$ ❛✐❧❧❡✉$= ❧✬❡✛❡2 ❞✬C❝❛$2 ♣❛$

$❛♣♣♦$2 A ❧❛ ❧♦✐ ❣C♥C$❛❧❡ ❡=2 ❞✬❛✉2❛♥2 ♣❧✉= ✐♠♣♦$2❛♥2 :✉❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❝❤✐$❛❧ ❡=2 ♣❡2✐2✳ ❆✐♥=✐✱ ❝❡2 ❡✛❡2

=❡$❛ ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦✉$ ❞❡= ♥❛♥♦2✉❜❡ 2②♣❡ ③✐❣③❛❣ ❞♦♥2 ❧✬❛♥❣❧❡ ❝❤✐$❛❧ ❡=2 ♥✉❧ ❡2 =❡$❛ ❡♥ $❡✈❛♥❝❤❡ ♥✉❧

♣♦✉$ ❧❡= ♥❛♥♦2✉❜❡= 2②♣❡ ❢❛✉2❡✉✐❧ ❞♦♥2 ❧✬❛♥❣❧❡ ❝❤✐$❛❧ ❛ ❧❛ ✈❛❧❡✉$ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦==✐❜❧❡ ❞❡ 30◦✳

▲❛ $❡♣$C=❡♥2❛2✐♦♥ ❞✬❡✛❡2=✱ ❥✉❣C= ❝♦♠♠❡ ✐♥2$✐♥=6:✉❡= ❛✉① ♥❛♥♦2✉❜❡=✱ 2❡❧❧❡= :✉❡ ❧❡= ♣♦=✐2✐♦♥=

❡♥ C♥❡$❣✐❡ ❞❡= 2$❛♥=✐2✐♦♥= ♦♣2✐:✉❡=✱ ♣❡✉2 =❡ ❢❛✐$❡ A ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❣$❛♣❤❡= 2❡❧= :✉❡ ❝❡❧✉✐ ♣$C=❡♥2C ❞❛♥=

❧❛ ✜❣✉$❡ ✶✳✶✵✳ ❈❡ 2②♣❡ ❞❡ 2$❛❝C ❡=2 ❝♦♥♥✉ =♦✉= ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❑❛ ❛✉!❛ ♣❧♦ ❞✉ ♥♦♠ ❞❡ ❧❛ ♣$❡♠✐6$❡

♣❡$=♦♥♥❡ ❛②❛♥2 ♠✐= ❡♥ C✈✐❞❡♥❝❡ ❡①♣C$✐♠❡♥2❛❧❡♠❡♥2 ❧❡= ❡✛❡2= ❞❡ ❝❤✐$❛❧✐2C ❬✷✶❪✳ ❆✉❥♦✉$❞✬❤✉✐✱ ❧❡=

C:✉✐♣❡= C2✉❞✐❛♥2 ❞❡= ❡✛❡2= ✐♥❤C$❡♥2= ❛✉① ♥❛♥♦2✉❜❡= ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣♦=✐2✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡①❝✐2♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❡$✲

2❛✐♥❡ =②♠C2$✐❡ ✭♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡ ❬✷✷❪ ♣♦✉$ ❧✬C2❛2 ❧✐C ❡①❝✐2♦♥✲♣❤♦♥♦♥✮✱ ✉2✐❧✐=❡♥2 ❝❡ ❣❡♥$❡ ❞❡ ❣$❛♣❤✐:✉❡

♣♦✉$ ❛♣♣✉②❡$ ❧❡ ❢❛✐2 :✉❡ ❧✬❡✛❡2 ♦❜=❡$✈C ❡=2 ✐♥2$✐♥=6:✉❡ A ❧❛ ♥❛2✉$❡ ❞✉ ♥❛♥♦2✉❜❡✳
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✵ ✕ ❘❡♣(.6❡♥-❛-✐♦♥ ❞❡ ❧✬.♥❡(❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣(❡♠✐<(❡ -(❛♥6✐-✐♦♥ ♦♣-✐C✉❡ ♣♦✉( ❞✐✛.(❡♥-❡6

❝❤✐(❛❧✐-.6 ❞❡ ♥❛♥♦-✉❜❡6 6✉6♣❡♥❞✉6 ❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡(6❡ ❞✉ ❞✐❛♠<-(❡ ❞❡ ♥❛♥♦-✉❜❡ ❝♦♥6✐❞.(.✳

▲❡6 ❞♦♥♥.❡6 ❡①♣.(✐♠❡♥-❛❧❡6 ♣(♦✈✐❡♥♥♥❡♥- ❞❡ ❧❛ (.❢.(❡♥❝❡ ❬✷✸❪✳ ▲❡6 ♥♦♠❜(❡6 ✐♥❞✐C✉.❡6 6✉( ❧❛ ✜❣✉(❡

6♦♥- ♣(♦♣(❡6 ❛✉① ♥❛♥♦-✉❜❡6 ♣♦✉( ❧❡6C✉❡❧6 ❧❛ ✈❛❧❡✉( 2n+m (❡6-❡ ❝♦♥6-❛♥-❡✳

✶✳✸ ▲✐♠✐&❡( ❞✉ ♠♦❞,❧❡

▲❛ ♠.-❤♦❞❡ ❞✐-❡ ❞❡ (❡♣❧✐ ❞❡ ③♦♥❡ ♣❡(♠❡- ❞❡ ❝♦♠♣(❡♥❞(❡ ❞❡ ♥♦♠❜(❡✉6❡6 ♣(♦♣(✐.-.6 ♣❤②6✐C✉❡6

❞❡6 ♥❛♥♦-✉❜❡6✳ ▲✬❛6♣❡❝- ✉♥✐✲❞✐♠❡♥6✐♦♥♥❡❧ ❞❡6 ♥❛♥♦-✉❜❡6 ❞❡ ❝❛(❜♦♥❡ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ O ❞❡6 ♣(♦♣(✐.-.6

.❧❡❝-(♦♥✐C✉❡6 6✉(♣(❡♥❛♥-❡6✳ ◆♦✉6 ❛❧❧♦♥6 ✈♦✐( ❞❛♥6 ❝❡--❡ ♣❛(-✐❡ C✉✬✐❧ ❡6- ✐♠♣♦66✐❜❧❡ ❞✬✐❣♥♦(❡( ❧❡6
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✐♥"❡$❛❝"✐♦♥( )❧❡❝"$♦♥✲)❧❡❝"$♦♥✱ ❡" ❞♦♥❝ )❧❡❝"$♦♥✲"$♦✉✱ ♣♦✉$ ❝♦♠♣$❡♥❞$❡ ❧❡ (♣❡❝"$❡ ❞✬❛❜(♦$♣"✐♦♥

❞❡( ♥❛♥♦"✉❜❡(✳ ▲❡( ♣$❡♠✐❡$( "$❛✈❛✉① "❤)♦$✐8✉❡( ❬✷✹❪❬✷✺❪ ♥❡ ♣$❡♥❛♥" ❡♥ ❝♦♠♣"❡ ♥✐ ❧✬✉♥ ♥✐ ❧✬❛✉"$❡

❞❡ ❝❡( ❡✛❡"( ♥❡ ♣❡$♠❡""❡♥" ♣❛( ❞✬❡①♣❧✐8✉❡$ ❧❡( )♥❡$❣✐❡( ❞❡ "$❛♥(✐"✐♦♥ ♦❜(❡$✈)❡( ♣❛$ ❧✬❡①♣)$✐❡♥❝❡✳

❉❡✉① ♣$♦❜❧A♠❡( ♠❛❥❡✉$( ♦♥" )") ♠✐( ❡♥ )✈✐❞❡♥❝❡✳ ▲❡ ♣$❡♠✐❡$ ❡(" ❝♦♥♥✉ (♦✉( ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ♣$♦❜❧A♠❡

❞✉ ✓ $❛"✐♦ ✔ ❡" ❧❡ (❡❝♦♥❞ (♦✉( ❧❡ ♥♦♠ ❞✉ ♣$♦❜❧A♠❡ ❞✉ ✓ ❜❧✉❡ (❤✐❢"

✸

✔✳ ▲❛ (♦❧✉"✐♦♥ ❛♣♣♦$")❡ ♣♦✉$

✓ $)❣❧❡$ ✔ ❝❡( ♣$♦❜❧A♠❡( ❛ ❝♦♥(✐(") F ❝♦♥(✐❞)$❡$ ❧❡( ✐♥"❡$❛❝"✐♦♥( ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡( ❡♥"$❡ ♣♦$"❡✉$(

✭e−✲e− ❡" h+✲e−✮ ❡" ❛✐♥(✐ ✉"✐❧✐(❡$ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣" ❞✬❡①❝✐"♦♥ 8✉❡ ♥♦✉( ✐♥"$♦❞✉✐$♦♥( ❞❛♥( ❧❛ ♣❛$"✐❡

(✉✐✈❛♥"❡✳

✶✳✸✳✶ ▲❡% ♣'♦❜❧+♠❡% ❞✐/% ❞✉ '❛/✐♦ ❡/ ❞✉ ❜❧✉❡✲%❤✐❢/

▲❛ ♣$❡♠✐A$❡ ❡①♣)$✐❡♥❝❡ ❞❡ ❧✉♠✐♥❡(❝❡♥❝❡ (✉$ ♥❛♥♦"✉❜❡ ❞❡ ❝❛$❜♦♥❡ (❡♠✐❝♦♥❞✉❝"❡✉$ ❛ ❡✉ ❧✐❡✉

❡♥ ✷✵✵✷ ❬✷✻❪✳ ▲❛ ♠K♠❡ ❛♥♥)❡✱ ❇❛❝❤✐❧♦ ❡! ❛❧✳ ❬✷✼❪ ♦♥" ♠✐( ❡♥ )✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡( )♥❡$❣✐❡( ❞❡ "$❛♥(✐"✐♦♥ ❞❡(

♥✐✈❡❛✉① E22 ❡" E11 ♣♦✉$ ✸✵ ❢❛♠✐❧❧❡( ❞❡ ♥❛♥♦"✉❜❡( (❡♠✐❝♦♥❞✉❝"❡✉$( ❞✐✛)$❡♥"( ❛✉ "$❛✈❡$( ❞✬✉♥❡

❡①♣)$✐❡♥❝❡ ❞❡ (♣❡❝"$♦✢✉♦$♦♠)"$✐❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❛ ❢❛✐" $❡((♦$"✐$ ❧❡( ❧✐♠✐"❡( ❞✉ ♠♦❞A❧❡ ♣$)(❡♥") ❞❛♥( ❧❛

(❡❝"✐♦♥ ♣$)❝)❞❡♥"❡ )"❛♥" ❞♦♥♥) 8✉❡ ❧❡( )♥❡$❣✐❡( ❞❡( $)(♦♥♥❛♥❝❡( ♦♣"✐8✉❡( ♣$)❞✐"❡( ♣❛$ ❧❛ "❤)♦$✐❡

(♦♥" (②(")♠❛"✐8✉❡♠❡♥" (♦✉( )✈❛❧✉)❡(✳ ❉❡ ♣❧✉(✱ ❝❡( ❞♦♥♥)❡( ♦♥" ♠✐( ❡♥ )✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥ ♣$♦❜❧A♠❡

❝♦♥♥✉ (♦✉( ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✓ ♣$♦❜❧A♠❡ ❞✉ $❛"✐♦ ✔✳ ❈❡ ❞❡$♥✐❡$ ❛ )") )♥♦♥❝) ♣♦✉$ ❧❛ ♣$❡♠✐A$❡ ❢♦✐( ♣❛$

❑❛♥❡ ❡" ▼❡❧❡ ❬✷✽❪ ❡♥ ✷✵✵✸✳ ▲❛ 8✉❛♥"✐✜❝❛"✐♦♥ ❞✉ ♠♦♠❡♥" ❝$✐("❛❧❧✐♥ ✐♠♣♦(❡ 8✉❡ ❧❡ $❛♣♣♦$" ❡♥"$❡

❧❡( )♥❡$❣✐❡( ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐A♠❡ "$❛♥(✐"✐♦♥ )❧❡❝"$♦♥✐8✉❡ ❡" ❞❡ ❧❛ ♣$❡♠✐A$❡ "$❛♥(✐"✐♦♥ )❧❡❝"$♦♥✐8✉❡ (♦✐"

)❣❛❧ F ✷✳ ❆✐♥(✐✱

E22

E11
= 2

❊♥ ❡✛❡"✱ ❧✬)♥❡$❣✐❡ ❞✉ ❣❛♣ ❝❛❧❝✉❧)❡ ♣❛$ ❧❛ ♠)"❤♦❞❡ ❞❡( ❧✐❛✐(♦♥( ❢♦$"❡( ❡(" ❞♦♥♥)❡ ♣❛$ ✿

Enn(R) =
2

3
n∆ ✭✶✳✷✽✮

♦Z n ❝♦$$❡(♣♦♥❞ F ❧❛ ♥✲✐A♠❡ "$❛♥(✐"✐♦♥ ❡" ∆ =
h̄vf
R ❛✈❡❝ R✱ ❧❡ $❛②♦♥ ❞✉ ♥❛♥♦"✉❜❡ ❡" vf ❧❛ ✈✐"❡((❡ ❞❡

❋❡$♠✐ ❞❡( )❧❡❝"$♦♥(✳ ❆✐♥(✐✱ ❧❡ $❛"✐♦ E22/E11 ❞❡✈$❛✐" K"$❡ )❣❛❧ F ✷✳ ▲✬❡①♣)$✐❡♥❝❡ ♠♦♥"$❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥"

8✉❡ ❝❡ $❛"✐♦ (❡ (✐"✉❡ ♣❧✉"\" ❡♥"$❡ ✶✱✼✵ ♣♦✉$ ❧❡( ♥❛♥♦"✉❜❡( F ♣❡"✐"( $❛②♦♥( ❡" ❥✉(8✉✬F ✶✱✼✺ ♣♦✉$

❧❡( ♥❛♥♦"✉❜❡( F ❣$❛♥❞( $❛②♦♥(✳ ▲❡( ❡✛❡"( ❞❡ ❝♦✉$❜✉$❡ ❡" ❞❡ ❞)❢♦$♠❛"✐♦♥ "$✐❣♦♥❛❧❡ ❛♣♣♦$"❡♥"

✉♥❡ ❝♦$$❡❝"✐♦♥ ❬✷✾❪❬✸✵❪ F ❧✬)8✉❛"✐♦♥ ✭✶✳✷✽✮ 8✉✐ "❡♥❞ F ❞✐♠✐♥✉❡$ ❧✬)♥❡$❣✐❡ ❞✉ ❣❛♣✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥" ♣♦✉$

❧❡( ♥❛♥♦"✉❜❡( ❞❡ "②♣❡ ❢❛✉"❡✉✐❧✱ ❝❡( ❝♦$$❡❝"✐♦♥( ♥✬✐♥"❡$✈✐❡♥♥❡♥" ♣❛( )"❛♥" ❞♦♥♥) 8✉❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡

❝❤✐$❛❧✐") ❡(" ♠❛①✐♠❛❧ ❡" ❞♦♥❝✱ ❧❡( ❡✛❡"( ❞❡ ❞)❢♦$♠❛"✐♦♥ "$✐❣♦♥❛❧❡ ❞✐(♣❛$❛✐((❡♥"✳ ❖♥ "$♦✉✈❡ "♦✉"

✸✳ ❉#❝❛❧❛❣❡ ✈❡*+ ❧❡ ❜❧❡✉ ❡♥ ❢*❛♥0❛✐+
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❞❡ ♠#♠❡ ✉♥ &❛(✐♦ ❞❡ ❧✬♦&❞&❡ ❞❡ ✶✱✼✺ ♣♦✉& ❝❡3 (✉❜❡3✳ ▲❛ ♥7❝❡33✐(7 ❞❡ ♠♦❞✐✜❡& ❧❡ ♠♦❞9❧❡ : ✉♥❡

♣❛&(✐❝✉❧❡ ❞❡✈✐❡♥( ❛❧♦&3 7✈✐❞❡♥(❡✳

▲❡ ♣&♦❜❧9♠❡ ❞✉ ✓ ❜❧✉❡ 3❤✐❢( ✔ 3❡ &7❢9&❡ ❛✉① 7♥❡&❣✐❡3 ❞❡ (&❛♥3✐(✐♦♥ Enn B✉✐ 3♦♥( 3②3(7♠❛(✐B✉❡♠❡♥(

3♦✉3✲7✈❛❧✉7❡3 ♣❛& ❧❛ ♠7(❤♦❞❡ ❞❡3 ❧✐❛✐3♦♥3 ❢♦&(❡3 ❧♦&3B✉❡ ❝♦♠♣❛&7❡3 : ❧✬❡①♣7&✐❡♥❝❡✳ ❖♥ ✈❛ ✈♦✐&

♠❛✐♥(❡♥❛♥( B✉❡ ❧✬♦&✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡3 ❞❡✉① ♣&♦❜❧9♠❡3 ❡3( ❡♥ ❢❛✐( ❝♦♠♠✉♥❡✳

✶✳✸✳✷ ❱❡&' ✉♥ ♠♦❞-❧❡ ❡①❝✐2♦♥✐3✉❡

▲✬✐♥(❡&❛❝(✐♦♥ ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡ ❬✸✶❪❬✸✷❪❬✸✸❪ ♣❡✉(✲#(&❡ ❛((&❛❝(✐✈❡ ♦✉ &7♣✉❧3✐✈❡✳ ❈❡((❡ ✐♥(❡&❛❝(✐♦♥

❡3( 7❝&❛♥(7❡ ❡( ❞❛♥3 ❧❛ ♣&❛(✐B✉❡✱ ❧✬7❝&❛♥(❛❣❡ ❡3( ♠✐3 ❡♥ 7✈✐❞❡♥❝❡ ♣❛& ✉♥❡ ❝♦♥3(❛♥(❡ ❞✐7❧❡❝(&✐B✉❡✱

ǫ✳

✕ ▲✬✐♥(❡&❛❝(✐♦♥ ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡ &7♣✉❧3✐✈❡ 3❡ &7❢9&❡ ❛✉ ❝♦L( ❡♥ 7♥❡&❣✐❡ ♣♦✉& ✐♥(&♦❞✉✐&❡ ✉♥ 7❧❡❝✲

(&♦♥ 3✉♣♣❧7♠❡♥(❛✐&❡ ❞❛♥3 ❧❡ 3②3(9♠❡✳

✕ ▲♦&3B✉✬✉♥ 7❧❡❝(&♦♥ ❡3( ♣&♦♠✉ ❞❛♥3 ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝(✐♦♥✱ ✐❧ ❧❛✐33❡ ✉♥ ✓ ✈✐❞❡ ✔ ❞❛♥3 ❧❛

❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❝❛&❛❝(7&✐37 ♣❛& ✉♥ (&♦✉ ❝❤❛&❣7 ❛❧♦&3 ♣♦3✐(✐✈❡♠❡♥(✳ ▲❛ ♣&73❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ (&♦✉

❡3( : ❧✬♦&✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥(❡&❛❝(✐♦♥ ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡ ❛((&❛❝(✐✈❡ ❡♥(&❡ ❧✬7❧❡❝(&♦♥ ❡( ❝❡ ❞❡&♥✐❡&✳ ❈❡((❡

✐♥(❡&❛❝(✐♦♥ ❡3( ❞✐&❡❝(❡ ❡( 7❝&❛♥(7❡✳

▲✬✐♥(❡&❛❝(✐♦♥ ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡ ❡3( (&93 ✐♠♣♦&(❛♥(❡ ❞❛♥3 ❧❡3 ♥❛♥♦(✉❜❡3✳ ❊❧❧❡ ❡3( &❡3♣♦♥3❛❜❧❡ ❞❡

❧❛ ♣&73❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐(♦♥3 ❡( ♥♦✉3 ❛❧❧♦♥3 ✈♦✐& B✉❡ ❝❡3 ❞❡&♥✐❡&3 ❣♦✉✈❡&♥❡♥( ❧❡3 ♣&♦♣&✐7(73 ♦♣(✐B✉❡3

❞❡3 ♥❛♥♦(✉❜❡3 ❞❡ ❝❛&❜♦♥❡ ❬✸✹❪❬✸✺❪❬✸✻❪✳ ❯♥ ❡①❝✐(♦♥ ❡3( ✉♥ 7(❛( ❧✐7 ♣❛& ✐♥(❡&❛❝(✐♦♥ ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡

❝♦♠♣&❡♥❛♥( ✉♥ 7❧❡❝(&♦♥ ❡( ✉♥ (&♦✉✳ ❊♥ ❢❛✐(✱ ❧❛ ✈✐3✐♦♥ ❡①❝✐(♦♥✐B✉❡ ♣❡&♠❡( ❞❡ (&❛♥3❢♦&♠❡& ✉♥

♣&♦❜❧9♠❡ : ◆✲❝♦&♣3 : ✉♥ ♣&♦❜❧9♠❡ : ❞❡✉① ❝♦&♣3✳ ❊♥ ❡✛❡(✱ ❧♦&3B✉✬✉♥ 7❧❡❝(&♦♥ ❡3( ♣&♦♠✉ ❞❛♥3 ❧❛

❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝(✐♦♥✱ ✐❧ ✐♥(❡&❛❣✐( ❛✈❡❝ ❧❡3 ◆✲✶ 7❧❡❝(&♦♥3 &❡3(❛♥( ❞❛♥3 ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡✳ ❈❡❧❛

❡3( 7✈✐❞❡♠♠❡♥( ♣❧✉3 3✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥3✐❞7&❡& ♣❧✉(S( ❧✬✐♥(❡&❛❝(✐♦♥ ❞❡ ❧✬7❧❡❝(&♦♥ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝(✐♦♥ ❛✈❡❝

❧❛ ♣❧❛❝❡ ✈❛❝❛♥(❡ B✉✬✐❧ ❧❛✐33❡✱ ❛♣♣❡❧7❡ ❞7❢❛✉( 7❧❡❝(&♦♥✐B✉❡✳

✶✳✹ #$♦♣$✐()(* ♦♣)✐+✉❡* ❞❡* ♥❛♥♦)✉❜❡* ❞❡ ❝❛$❜♦♥❡ ♠♦♥♦✲♣❛$♦✐

*❡♠✐❝♦♥❞✉❝)❡✉$

▲❛ 3♦❧✉(✐♦♥ ❛♣♣♦&(7❡ ❛✉① ♣&♦❜❧9♠❡3 ❞✉ &❛(✐♦ ❡( ❞✉ ❜❧✉❡✲3❤✐❢( ❢❛✐( ❛♣♣❡❧ : ✉♥ ♠♦❞9❧❡ ❡①✲

❝✐(♦♥✐B✉❡✳ ❊①♣7&✐♠❡♥(❛❧❡♠❡♥(✱ ❲❛♥❣ ❡! ❛❧✳ ❬✸✼❪ ❡( ▼❛✉❧(③3❝❤ ❡! ❛❧✳ ❬✸✽❪ ❢✉&❡♥( ❧❡3 ♣&❡♠✐❡&3 :

❞7♠♦♥(&❡& ❧❡ ❝❛&❛❝(9&❡ ❡①❝✐(♦♥✐B✉❡ ❞❡3 ❡①❝✐(❛(✐♦♥3 ♦♣(✐B✉❡3✳ ❊♥ ♦❜3❡&✈❛♥( ❧✬7♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❧✉♠✐♥❡3✲

❝❡♥❝❡ ❞❡3 ♥❛♥♦(✉❜❡3 ❛♣&93 ✉♥ ♣&♦❝❡33✉3 ❞✬❛❜3♦&♣(✐♦♥ : ❞❡✉① ♣❤♦(♦♥3✱ ✐❧3 ♦♥( ♠✐3 ❡♥ 7✈✐❞❡♥❝❡

✷✶



❧✬❡①✐%&❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ +♥❡,❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐%♦♥ ❝❛,❛❝&+,✐%&✐0✉❡ ❞✬✉♥ ❡①❝✐&♦♥✳

❉❛♥% ❝❡&&❡ ♣❛,&✐❡✱ ❧❡% ♣,♦♣,✐+&+% ♣❤②%✐0✉❡% ❡& ♣❧✉% ♣❛,&✐❝✉❧✐7,❡♠❡♥& ♦♣&✐0✉❡% ❞❡% ❡①❝✐&♦♥% ❞❛♥%

❧❡% ♥❛♥♦&✉❜❡% ✈♦♥& ;&,❡ +&✉❞✐+❡%✳ ❊♥ ♣❛,&❛♥& ❞❡ ❝♦♥%✐❞+,❛&✐♦♥% ❞❡ %②♠+&,✐❡✱ ❧❡% ❞✐✛+,❡♥&❡% ❝❧❛%%❡%

❞✬❡①❝✐&♦♥% %❡,♦♥& ❧✐%&+❡%✱ ❛✐♥%✐ 0✉❡ ❧❡% ,7❣❧❡% ❞❡ %+❧❡❝&✐♦♥ ♦♣&✐0✉❡% ❛%%♦❝✐+❡%✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡% ❝❛,❛❝&+,✐%✲

&✐0✉❡% ♣❤②%✐0✉❡% ❞❡% ❡①❝✐&♦♥% ✭+♥❡,❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐%♦♥✱ ❧❡ ,❛②♦♥ ❞❡ ❇♦❤,✳✳✳✮ %❡,♦♥& ❛♥❛❧②%+❡%✳

✶✳✹✳✶ ▲❡% ❞✐✛)*❡♥,% ,②♣❡% ❞✬❡①❝✐,♦♥

✶✳✹✳✶✳❛ ➱%✉❛'✐♦♥ ❞❡ ❇❡'❤❡✲❙❛❧♣❡'❡3

▲✬+&❛& ❢♦♥❞❛♠❡♥&❛❧ ❡①❝✐&♦♥✐0✉❡ ❝♦,,❡%♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛% ♦E &♦✉% ❧❡% +❧❡❝&,♦♥% %❡ &,♦✉✈❡♥& ❞❛♥%

❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡✳ ■❧ ❢❛✉& ❛❧♦,% ♣,❡♥❞,❡ ❡♥ ❝♦♠♣&❡ ❧❡% ✐♥&❡,❛❝&✐♦♥% ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡% ❡♥&,❡ &♦✉%

❝❡% +❧❡❝&,♦♥%✳ ❈✬❡%& ✉♥ ♣,♦❜❧7♠❡ H ◆ ❝♦,♣% 0✉✐ ,❡✈✐❡♥& H ,+%♦✉❞,❡ ❧✬+0✉❛&✐♦♥ %✉✐✈❛♥&❡✱ ❛♣♣❡❧+❡

+0✉❛&✐♦♥ ❞❡ ❉②%♦♥ ❬✸✺❪ ✿

(−∆2

2
+ V

✐♦♥

+ V
❍❛%&%❡❡

+
∑

(Elk))Ψlk = ElkΨlk ✭✶✳✷✾✮

▲❡ ♣,❡♠✐❡, ♠❡♠❜,❡ ❞❡ ❧✬+0✉❛&✐♦♥ ✭✶✳✷✾✮ ❝♦♠♣,❡♥❞ ❞❡% &❡,♠❡% ♣♦✉, ❧✬+♥❡,❣✐❡ ❝✐♥+&✐0✉❡ ❞❡% +❧❡❝✲

&,♦♥%✱ ❧❡ ♣♦&❡♥&✐❡❧ ❡①&+,✐❡✉, ❞R ❛✉① ✐♦♥%✱ ❧❡ ♣♦&❡♥&✐❡❧ ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥ ❞R ❛✉① +❧❡❝&,♦♥% ✭❍❛,&,❡❡✮ ❡& ❧❡%

❡✛❡&% ❞✬+❝❤❛♥❣❡ ❡& ❞❡ ❝♦,,+❧❛&✐♦♥ ❡♥&,❡ ❧❡% +❧❡❝&,♦♥% ❬✸✾❪ 0✉✐ %♦♥& ✐♥❝❧✉% ❞❛♥% ❧✬+♥❡,❣✐❡ ♣,♦♣,❡ ❞❡%

+❧❡❝&,♦♥% Σ✳ ❈❡% ❞❡,♥✐7,❡% ❝♦,,❡❝&✐♦♥% ♣❡✉✈❡♥& ;&,❡ ✈✉❡% ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❥♦✉& ❞✬✉♥❡ ✐♥&❡,❛❝&✐♦♥ ❝♦✉❧♦♠✲

❜✐❡♥♥❡ ❛✉① ♣❛,&✐❝✉❧❡% ❧✐❜,❡%✳ ❊❧❧❡ %❡ &,❛❞✉✐& ♣❛, ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥&❛&✐♦♥ ❞✉ ❣❛♣ ❞✉ %❡♠✐❝♦♥❞✉❝&❡✉,✳ l

❡& k ,❡♣7,❡♥& ,❡%♣❡❝&✐✈❡♠❡♥& ❧❛ ❜❛♥❞❡ +❧❡❝&,♦♥✐0✉❡ ❡& ❧❡ ✈❡❝&❡✉, ❞✬♦♥❞❡✳

U❛, ✐♥&❡,❛❝&✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧✉♠✐7,❡✱ ♣❛, ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ +❧❡❝&,♦♥ ♣❡✉& ♣❛%%❡, ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ H

❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝&✐♦♥✳ ❈❡& +❧❡❝&,♦♥ ✐♥&❡,❛❣✐& ❛❧♦,% ❛✈❡❝ ❝❡✉① ,❡%&❛♥&% ❞❛♥% ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡✳

❈✬❡%& ❞❡ ♠;♠❡ ✉♥ ♣,♦❜❧7♠❡ H ♣❧✉%✐❡✉,% ❝♦,♣% 0✉✐ ♣❡✉& ;&,❡ ❞+❝,✐& ♣❛, ✉♥❡ +0✉❛&✐♦♥ 0✉❡ ❧✬♦♥

♥♦♠♠❡ +0✉❛&✐♦♥ ❞❡ ❇❡&❤❡✲❙❛❧♣❡&❡, ❡& 0✉✐ ♣,❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣&❡ &♦✉% ❧❡% ❝♦✉♣❧❛❣❡% +❧❡❝&,♦♥✲+❧❡❝&,♦♥

♣♦%%✐❜❧❡% ❬✸✺❪❬✹✵❪❬✸✹❪ ✿

∑

kc,kv

((E(kc)− E(kv))δk′ckcδk′vkv +K(k′ck
′
v, kckv))Ψ

n(kc, kv) = ΩnΨ
n(k′c, k

′
v) ✭✶✳✸✵✮

♦E ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❝✴✈ ,+❢7,❡ H ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝&✐♦♥✴✈❛❧❡♥❝❡✳ E(ki) ❡%& ❧✬+♥❡,❣✐❡ ❞❡% 0✉❛%✐✲♣❛,&✐❝✉❧❡%

%♦❧✉&✐♦♥ ❞❡ ❧✬+0✉❛&✐♦♥ ✭✶✳✷✾✮ ❡& Ωn ❡%& ❧✬+♥❡,❣✐❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐&♦♥✱ n +&❛♥& ✉♥ ♥♦♠❜,❡ 0✉❛♥&✐0✉❡

❝❛,❛❝&+,✐%&✐0✉❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡,♥✐❡,✳ ▲❛ %♦♠♠❛&✐♦♥ %✉, kc ❡& kv ♣,♦✈✐❡♥& ❞✉ ❢❛✐& 0✉❡ ❧❡% +❧❡❝&,♦♥% ❞❡

✷✷



❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡( ❞❡ ❝♦♥❞✉❝(✐♦♥ ,♦♥( ❞-❧♦❝❛❧✐,-,✳ ▲❡ ♥♦②❛✉ K(k′ck
′
v, kckv) ,❡ ❞-❝♦♠♣♦,❡ ❡♥

❞❡✉① (❡4♠❡, ✿

K(k′ck
′
v, kckv) = 2δSK

x(k′ck
′
v, kckv)−Kd(k′ck

′
v, kckv) ✭✶✳✸✶✮

▲❡ ♣4❡♠✐❡4 (❡4♠❡ Kx(k′ck
′
v, kckv) ❡,( ❧❡ (❡4♠❡ ❞✬-❝❤❛♥❣❡✳ ■❧ 4❡♣4-,❡♥(❡ ❧✬✐♥(❡4❛❝(✐♦♥ ❞✬-❝❤❛♥❣❡

-❧❡❝(4♦♥✲-❧❡❝(4♦♥ ❡( (❡♥❞ ? ❛✉❣♠❡♥(❡4 ❧✬-♥❡4❣✐❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐(♦♥✳ δS ❡,( -❣❛❧ ? ✶ ❧♦4,@✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝✲

(✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ (♦(❛❧ ❞❡ ,♣✐♥ ❡,( ❛♥(✐,②♠-(4✐@✉❡ ❡( ✵ ❧♦4,@✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ (♦(❛❧❡ ❞❡ ,♣✐♥ ❡,(

,②♠-(4✐@✉❡

✹

✳ ❊♥ ❡✛❡( ❧❡ (❡4♠❡ ❞✬-❝❤❛♥❣❡ ❡,( ♥✉❧ ❧♦4,@✉❡ ❧❡ ,♣✐♥ ❞❡ ❧✬-❧❡❝(4♦♥ ❡( ❞✉ ❞-❢❛✉( -❧❡❝✲

(4♦♥✐@✉❡ ❡,( ♦♣♣♣♦,-✳

▲❡ ,❡❝♦♥❞ (❡4♠❡ Kd(k′ck
′
v, kckv) ❡,( ❧❡ (❡4♠❡ ❞✬✐♥(❡4❛❝(✐♦♥ ❈♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡ ❞✐4❡❝(❡ ❡♥(4❡ -❧❡❝✲

(4♦♥,✳ ❈❡ (❡4♠❡ ❡,( ✐♥❞-♣❡♥❞❛♥( ❞✉ ,♣✐♥ ❡( ❞♦♥♥❡ ❧✬-♥❡4❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐,♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❝✐(♦♥ ,✐ ❧✬♦♥ ♥-❣❧✐❣❡

❧❡ ,♣✐♥✳

❈❡, -@✉❛(✐♦♥, ♣❡✉✈❡♥( ,❡ ❝♦♠♣4❡♥❞4❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐F4❡ ,✉✐✈❛♥(❡✳ ❉❛♥, ❧✬❛♣♣4♦①✐♠❛(✐♦♥ ? ✉♥

-❧❡❝(4♦♥ ❞❛♥, ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝(✐♦♥ ✐♥(❡4❛❣✐,,❛♥( ❛✈❡❝ ❧❡, N -❧❡❝(4♦♥, ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡✱

♦♥ ♣❡✉( ❞-❝4✐4❡ ❧❛ ❞✐,♣❡4,✐♦♥ ❞❡ ❝❡( -❧❡❝(4♦♥ ❞❛♥, ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝(✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥(✱ ❧✬-❧❡❝(4♦♥

❞❡ ❝♦♥❞✉❝(✐♦♥ ❧❛✐,,❡ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✈❛❝❛♥(❡ ❞❛♥, ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥( ❞♦♥❝ ❞❡ ,♦✉,(4❛✐4❡

? ❧✬-♥❡4❣✐❡ ♦❜(❡♥✉❡ ♣♦✉4 ❝❡ ,②,(F♠❡ ? N + 1 -❧❡❝(4♦♥, ✉♥❡ ✐♥(❡4❛❝(✐♦♥ ❞✐4❡❝(❡ ❡( ❛❥♦✉(❡4 ✉♥❡

✐♥(❡4❛❝(✐♦♥ ❞✬-❝❤❛♥❣❡ ♣4♦✈❡♥❛♥( ❞❡ ❧✬✐♥❞✐,❝❡4♥❛❜✐❧✐(- ❡♥(4❡ ❧✬-❧❡❝(4♦♥ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝(✐♦♥ ❡( ✉♥ -❧❡❝(4♦♥

❞❡ ♠J♠❡ ,♣✐♥ ❞❛♥, ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡✳ ❈✬❡,( ❧❡ 4♦❧❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧✬-@✉❛(✐♦♥ ✭✶✳✸✶✮✳ ❆✐♥,✐✱ ❧❡

♥♦②❛✉ ✈❛ ❛✈♦✐4 ❝♦♠♠❡ ❡✛❡( ❞✬❛❜❛✐,,❡4 ❧✬-♥❡4❣✐❡ ❞❡ ❧✬-❧❡❝(4♦♥ ,♦✉, ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝(✐♦♥✳

▲❛ ✈✐,✐♦♥ ❡♥ (❡4♠❡, ❞✬-❧❡❝(4♦♥, ❞❛♥, ❧❛@✉❡❧❧❡ ,✬✐♥,❝4✐( ❧✬-@✉❛(✐♦♥ ❞❡ ❇❡(❤❡✲❙❛❧♣❡(❡4 ♣❡✉( J(4❡

4❛♠❡♥-❡ ? ✉♥ ,②,(F♠❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉, ,✐♠♣❧❡ ❝♦♥,(✐(✉- ❞❡ ❞❡✉① ❝♦4♣,✱ ✉♥ -❧❡❝(4♦♥ ❡( ✉♥❡ ♣❛4(✐❝✉❧❡

❞❡ ❝❤❛4❣❡ ♦♣♣♣♦,-❡ ❞✐(❡ ✓ (4♦✉ ✔✳ ❈❡ ❞❡4♥✐❡4 ♣4♦✈✐❡♥( ❞✉ 4❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥( ❞❡, N −1 -❧❡❝(4♦♥, ❞❡ ❧❛

❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♣❛4 ✉♥❡ @✉❛,✐✲♣❛4(✐❝✉❧❡ ✉♥✐@✉❡✳ ▲❛ ♠-(❤♦❞❡ ? ,✉✐✈4❡ ♣♦✉4 ♦❜(❡♥✐4 ❧❡, ♣❛4❛♠F(4❡,

❞✉ (4♦✉ ? ♣❛4(✐4 ❞❡ ❧✬-(❛( ❞✉ ❞-❢❛✉( -❧❡❝(4♦♥✐@✉❡ ♦♣(✐@✉❡♠❡♥( ❡①❝✐(- ❡,( ❧❛ ,✉✐✈❛♥(❡ ✿

k → −k
−e → +e

S → −S

♦P k ❡,( ❧❛ @✉❛♥(✐(- ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥(✱ e ❧❛ ❝❤❛4❣❡ ❡( S ❧❡ ,♣✐♥ ❞❡ ❧✬-❧❡❝(4♦♥ ♦♣(✐@✉❡♠❡♥( ❡①❝✐(-✳

❈♦♠♠❡ ❧❡ ,♣✐♥ ❞✉ (4♦✉ ❡,( ✐♥✈❡4,- ♣❛4 4❛♣♣♦4( ? ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❞-❢❛✉( -❧❡❝(4♦♥✐@✉❡✱ ❧✬-(❛( ,✐♥❣✉❧❡( ❡,(

? ♣4-,❡♥( ❞-✜♥✐ ♣❛4 ❧❡ ❝❛, ♦P -❧❡❝(4♦♥ ❡( (4♦✉ ♣♦,,F❞❡♥( ✉♥ ,♣✐♥ ♦♣♣♦,- ❛❧♦4, @✉❡ ❞❛♥, ❧✬-(❛(

✹✳ ❈✬❡%& ❧❛ ❞✐✛,-❡♥❝❡ ❞✬,♥❡-❣✐❡ ❡♥&-❡ ✉♥ ❡①❝✐&♦♥ &-✐♣❧❡& ❡& ✉♥ ❡①❝✐&♦♥ %✐♥❣✉❧❡& 5✉✐ %❡-❛ ,&✉❞✐, ♣❛- ❧❛ %✉✐&❡
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 !✐♣❧❡ ✱ ❧✬(❧❡❝ !♦♥ ❡ ❧❡  !♦✉ ❛❞♠❡  ❡♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝ ✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ 1♣✐♥ 1②♠( !✐3✉❡ ♣❛! ♣❡!♠✉ ❛ ✐♦♥

❞❡ ♣❛! ✐❝✉❧❡1✳ ❉❛♥1 ❧❛ 1✉✐ ❡✱ ♦♥ ♥♦ ❡!❛ ∆X ❧❛ ❞✐✛(!❡♥❝❡ ❞✬(♥❡!❣✐❡ ❡♥ !❡ ( ❛  !✐♣❧❡ ❡ 1✐♥❣✉❧❡ ✳

❈❡ 1②1 9♠❡ : ❞❡✉① 3✉❛1✐✲♣❛! ✐❝✉❧❡1 1❡ ♥♦♠♠❡ ❡①❝✐ ♦♥✳ ▲❡1 ❞❡✉① ♣❛! ✐❝✉❧❡1 1♦♥ ❧✐(❡1 ♣❛!

✐♥ ❡!❛❝ ✐♦♥ ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝ ✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐ ♦♥ ❡1 ❛❧♦!1 ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐1♦♥ ❧✐♥(❛✐!❡ ❞❡

♣!♦❞✉✐ ❞❡ ❢♦♥❝ ✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝ ✐♦♥ ✭(❧❡❝ !♦♥✮ ❡ ❞❡ ❢♦♥❝ ✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ✭ !♦✉✮ ❬✹✶❪ ✿

ψ(~re, ~rh) =
∑

~ke, ~kh

Avc(~ke, ~kh)φc, ~ke(~re)φv, ~kh
(~rh)

♦G ❝✭✈✮ ❡1 ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ 1♦♠♠❛ ✐♦♥ ❞❛♥1 ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝ ✐♦♥ ✭✈❛❧❡♥❝❡✮✳ Avc ❞(❝!✐ ❝❡

3✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝ ✐♦♥ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐ ♦♥✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡1 ❞❡ ❡!♠✐♥(❡ ♣❛! ❧✬(3✉❛ ✐♦♥ ❞❡

❇❡ ❤❡✲❙❛❧♣❡ ❡!✳ K♦✉! ❧❛ ❞❡1❝!✐♣ ✐♦♥ ❡♥  ❡!♠❡1 ❞✬(❧❡❝ !♦♥ ❡ ❞❡  !♦✉✱ ❡❧❧❡ 1❡ !❛♠9♥❡ 1✐♠♣❧❡♠❡♥ 

: ❧✬(3✉❛ ✐♦♥ ❞❡1 ♠♦✉✈❡♠❡♥ 1 !❡❧❛ ✐❢1 ❞✉ ❝❡♥ !❡ ❞❡ ♠❛11❡ ❞❡1 ❞❡✉① ♣❛! ✐❝✉❧❡1✱ 1✐♠✐❧❛✐!❡ : ❝❡❧❧❡

❞(❝!✐✈❛♥ ❧✬❛ ♦♠❡ ❞✬❤②❞!♦❣9♥❡✳ K❛! ❝♦♥ !❡✱ ✐❧ 1❡ !❛❥♦✉ ❡ ❧✬✐♥ ❡!❛❝ ✐♦♥ ❞✬(❝❤❛♥❣❡ ❝♦♠♠❡ ❞✐1❝✉ (

❛✈❛♥ ✳

▲✬❡①❝✐ ♦♥ ❞❛♥1 ❧❡1 ♥❛♥♦ ✉❜❡1 ❞❡ ❝❛!❜♦♥❡ ❡1 ❧❛ !(1♦♥♥❛♥❝❡ ♥❛ ✉!❡❧❧❡ ❢❛✐1❛♥ 1✉✐ ❡ : ✉♥❡ ❡①❝✐✲

 ❛ ✐♦♥ ♦♣ ✐3✉❡ ❬✸✼❪✳ ▲✬✐♠♣♦! ❛♥❝❡ ❞❡1 ❡①❝✐ ♦♥1 ❞❛♥1 ❝❡1 1②1 9♠❡1 ❡1 ❞✉❡ ❛✉ ❢❛✐ 3✉❡ ❧✬✐♥ ❡!❛❝ ✐♦♥

❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡ ❞✐!❡❝ ❡✱ 3✉✐ ❛♣♣❛!❛O ❞❛♥1 ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧✬(3✉❛ ✐♦♥ ❞❡ ❇❡ ❤❡✲❙❛❧♣❡ ❡! ❡ 1❡ !(❞✉✐ 

: ✉♥❡ ✐♥ ❡!❛❝ ✐♦♥ ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡ ❛  !❛❝ ✐✈❡ ❞❛♥1 ❧❡ ❝❛❞!❡ ❞✬✉♥❡ ✈✐1✐♦♥ ❡①❝✐ ♦♥✐3✉❡✱ ✐✳❡✳✱ ❧♦!13✉❡

❧✬♦♥ 1❡ !❛♠9♥❡ : ✉♥ 1②1 9♠❡ (❧❡❝ !♦♥✲ !♦✉✱ ♦❝❝✉♣❡ ❡♥✈✐!♦♥  !♦✐1 3✉❛! 1 ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ✐♥ ❡!❞✐ ❡ :

✉♥❡ 1❡✉❧❡ ♣❛! ✐❝✉❧❡ ❬✸✼❪❬✸✽❪✳ ❊♥ ❡✛❡ ✱ ✐❧ ❢❛✉ ♣!❡♥❞!❡ ❡♥ ❝♦♠♣ ❡ ❧❛ ❝♦♥1 ❛♥ ❡ ❞✐(❧❡❝ !✐3✉❡ ǫ 3✉✐

❞(❝!✐ ❧✬(❝!❛♥ ❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥ ❡!❛❝ ✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥ ❞❛♥1 ❧❡1 ♥❛♥♦ ✉❜❡1✱ ❝❡  ❡ ❝♦♥1 ❛♥ ❡ ❞✐(❧❡❝ !✐3✉❡

❡1 ❧❛!❣❡♠❡♥ !(❞✉✐ ❡ ❡♥ !❛✐1♦♥ ❞✉ ❢❛✐ 3✉❡ ❧❡1 ❧✐❣♥❡1 ❞❡ ❝❤❛♠♣ 1♦! ❡♥ ❞✉ 1②1 9♠❡ ❬✹✷❪❬✸✶❪✳ ❉❛♥1

❞✬❛✉ !❡1 1②1 9♠❡1 ♣❤②1✐3✉❡1  ❡❧1 3✉✬✉♥ 1❡♠✐❝♦♥❞✉❝ ❡✉! ♠❛11✐❢✱ ❧✬✐♠♣♦! ❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬(❝!❛♥ ❛❣❡ ❡1 

 ❡❧❧❡ 3✉✬✐❧ ❢❛✉ ❞❡1❝❡♥❞!❡ :  !91 ❜❛11❡  ❡♠♣(!❛ ✉!❡ ♣♦✉! ♣♦✉✈♦✐! ♦❜1❡!✈❡! ✉♥ ❡①❝✐ ♦♥✳

▲❛ ✜❣✉!❡ ✶✳✶✶ ♣❡!♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣!❡♥❞!❡ ❝♦♠♠❡♥ ❧❡1 ❡①❝✐ ♦♥1 1♦♥ ❝♦♥1 !✉✐ 1 ❡♥  ❡!♠❡ ❞✬❛✲

❥♦✉ 1✉❝❝❡11✐❢ ❞❡1 ✐♥ ❡!❛❝ ✐♦♥1✳ ▲❡ ♣❛11❛❣❡ ❞✉ ❝❛1 : ✉♥❡ 1❡✉❧❡ ♣❛! ✐❝✉❧❡ 1❛♥1 ✐♥ ❡!❛❝ ✐♦♥ ✈❡!1 ✉♥❡

1✐ ✉❛ ✐♦♥ ♦G ❧❡1 ✐♥ ❡!❛❝ ✐♦♥1 ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ 1♦♥ ♣!✐1❡1 ❡♥ ❝♦♠♣ ❡ ❡1 ❞(❝!✐ ♣❛! ❧✬(3✉❛✲

 ✐♦♥ ✭✶✳✷✾✮✳ ▲✬❡①❝✐ ♦♥ 1❡ ❢♦!♠❡ : ♣❛! ✐! ❞❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❧ ( ❛ ❢♦♥❞❛♠❡♥ ❛❧ ❡♥ ❝♦♥1✐❞(!❛♥ ❧✬(3✉❛✲

 ✐♦♥ ✭✶✳✸✵✮ 3✉✐ ♣!❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣ ❡  ♦✉ ❡1 ❧❡1 ✐♥ ❡!❛❝ ✐♦♥1 ♣♦11✐❜❧❡1 (❧❡❝ !♦♥✲ !♦✉✳ ❊♥✜♥ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥ 

❞❡ !❡♠❛!3✉❡! 3✉✬✉♥ ❛✉ !❡ ❡✛❡ ♣!♦✈❡♥❛♥ ❞❡ ❧✬(3✉❛ ✐♦♥ ✭✶✳✸✵✮ ❡1 ❧✬❛♣♣❛!✐ ✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉1✐❡✉!1 ( ❛ 1

❡①❝✐ (1 ❛✉✲❞❡11✉1 ❞✉ ❢♦♥❞❛♠❡♥ ❛❧ ❞❡ ❧✬❡①❝✐ ♦♥✳ ❖♥ ✈❡!!❛ ♣❧✉1 ❡♥ ❞( ❛✐❧ ❝❡1 ( ❛ 1 ❞❛♥1 ❧❛ ♣❛! ✐❡

❝♦♥1❛❝!(❡ ❛✉ ♠♦❞9❧❡ ❤②❞!♦❣(♥♦W❞❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐ ♦♥✳

✷✹
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✶ ✕ ❋✐❣✉'❡ ❛❞❛♣,-❡ ❞❡ ❧❛ '-❢-'❡♥❝❡ ❬✹✸❪✳ ❘❡♣'-7❡♥,❛,✐♦♥ 7❝❤-♠❛,✐;✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦7✐,✐♦♥

❞❡7 7✐♥❣✉❧❛'✐,-7 ❞❡ ❱❛♥ ❍♦✈❡ ♣♦✉' ✭❛✮ ✉♥❡ ♣❛',✐❝✉❧❡ 7❛♥7 ✐♥,❡'❛❝,✐♦♥✱ ✭❜✮ ❛♣'C7 ❝♦''❡❝,✐♦♥ ♣❛'

❧✬-;✉❛,✐♦♥ ❞❡ ❉②7♦♥ ❡, ✭❝✮ ❛♣'C7 ♣'✐7❡ ❡♥ ❝♦♠♣,❡ ❞❡ ❧✬✐♥,❡'❛❝,✐♦♥ -❧❡❝,'♦♥✲,'♦✉ ♣❛' ❧✬-;✉❛,✐♦♥ ❞❡

❇❡,❤❡✲❙❛❧♣❡,❡'✳

✶✳✹✳✶✳❜ ❱❡❝'❡✉) ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ ❝❡♥')❡ ❞❡ ♠❛00❡

▲✬-;✉❛,✐♦♥ ✭✶✳✸✵✮ ❡7, ❡①♣'✐♠-❡ ❡♥ ,❡'♠❡ ❞❡7 ✈❡❝,❡✉'7 ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧✬-❧❡❝,'♦♥ ✭ke✮ ❡, ❞✉ ,'♦✉

✭kh✮✳ ❊,❛♥, ❞♦♥♥- ;✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥7✐❞C'❡ ❧✬❡①❝✐,♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡♥,✐,-✱ ✐❧ ❡7, ♥❛,✉'❡❧ ❞❡ ❧✉✐ ❞-✜♥✐' ✉♥

✈❡❝,❡✉' ❞✬♦♥❞❡ KX ✳

KX = ke − kh ✭✶✳✸✷✮

❈❡ ✈❡❝,❡✉' ❞✬♦♥❞❡ ❡7, ❛,,'✐❜✉- ❛✉ ❝❡♥,'❡ ❞❡ ♠❛77❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐,♦♥✳ ■❧ ♣❡'♠❡, ❞❡ ❞-✜♥✐' ;✉❛,'❡

❝❧❛77❡7 ❞✬❡①❝✐,♦♥7 ❞❛♥7 ❧❡7 ♥❛♥♦,✉❜❡7✳ ❊♥ ❡✛❡,✱ ♣♦✉' ❝♦♥7,'✉✐'❡ ✉♥ ❡①❝✐,♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉, ❝❤♦✐7✐' ✉♥

-❧❡❝,'♦♥ ❡, ✉♥ ,'♦✉ ❞❛♥7 ❧❛ ♣'❡♠✐C'❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❇'✐❧❧♦✉✐♥ ❞✉ ♥❛♥♦,✉❜❡ ✭✈♦✐' ✜❣✉'❡ ✶✳✺✮✳

✶✳ ❧✬-❧❡❝,'♦♥ ❡, ❧❡ ,'♦✉ 7❡ 7✐,✉❡♥, ❛✉ ✈♦✐7✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥, ❑ ✭❑✬✮✳ ▲❡ ✈❡❝,❡✉' ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ ❝❡♥,'❡

❞❡ ♠❛77❡ 7❡ 7✐,✉❡ ❛✉ ✈♦✐7✐♥❛❣❡ ❞❡ Γ✳

✷✳ ❧✬-❧❡❝,'♦♥ 7❡ 7✐,✉❡ ❛✉ ✈♦✐7✐♥❛❣❡ ❞❡ ❑ ✭❑✬✮ ❡, ❧❡ ,'♦✉ 7❡ 7✐,✉❡ ❛✉ ✈♦✐7✐♥❛❣❡ ❞❡ ❑✬ ✭❑✮✳ ▲❡

✈❡❝,❡✉' ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ ❝❡♥,'❡ ❞❡ ♠❛77❡ 7❡ 7✐,✉❡ ❛❧♦'7 ❛✉ ✈♦✐7✐♥❛❣❡ ❞❡ ❑✬ ✭❑✮✳

▲❛ ✜❣✉'❡ ✶✳✶✷ ✲ ✭❛✮ ♣'-7❡♥,❡ ❡♥ ,❡'♠❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡7 ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡, ❞❡ ❝♦♥❞✉❝,✐♦♥ ❧❡7 ;✉❛,'❡ ❝❤♦✐①

❞✬-❧❡❝,'♦♥7 ❡, ❞❡ ,'♦✉7 ♣♦77✐❜❧❡7 ✭♥♦,-7 χi ❛✈❡❝ i ✈❛'✐❛♥, ❞❡ ✶ V ✹✮✳ ❈❡ 7❝❤-♠❛ ❝♦''❡7♣♦♥❞ V

❧✬✐♠❛❣❡ 7✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ 7❡✉❧❡ ♣❛',✐❝✉❧❡ 7❛♥7 ✐♥,❡'❛❝,✐♦♥✳ ■❧ ❛♣♣❛'❛W, ❝❧❛✐'❡♠❡♥, ;✉❡ ❧❡7 ,'❛♥7✐,✐♦♥7

χ1 ❡, χ2 7♦♥, ❞-❣-♥-'-❡7 ❡♥,'❡ ❡❧❧❡7 ❛✐♥7✐ ;✉❡ ❧❡7 ,'❛♥7✐,✐♦♥7 χ3 ❡, χ4 ❬✹✹❪✳

▲♦'7;✉❡ ❧❡7 ✐♥,❡'❛❝,✐♦♥7 -❧❡❝,'♦♥✲,'♦✉ ✭♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐C'❡ -;✉✐✈❛❧❡♥,❡ -❧❡❝,'♦♥✲-❧❡❝,'♦♥✮ 7♦♥,

✷✺
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✷ ✕ ✭❛✮ ❘❡♣*+,❡♥.❛.✐♦♥ ❡♥ .❡*♠❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡, ❞❡, ✹ ❝❤♦✐① ♣♦,,✐❜❧❡,✳ ✭❜✮ ❘❡♣*+,❡♥.❛.✐♦♥

❡①❝✐.♦♥✐9✉❡

♣*✐,❡, ❡♥ ❝♦♠♣.❡✱ ✉♥ ♠+❧❛♥❣❡ ❞❡, ❡①❝✐.❛.✐♦♥, χ1 ❡. χ2 ,❡ ♣*♦❞✉✐. ❬✹✺❪✳ ❖♥ ♦❜.✐❡♥. ❛❧♦*, ❞❡✉①

+.❛., χl ❡. χal ❛✐♥,✐ ❞+✜♥✐, ✿

χl = χ1 − χ2 ✭✶✳✸✸✮

χal = χ1 + χ2 ✭✶✳✸✹✮

♦D χl ❡,. ✉♥ +.❛. ❞✐. ❧✐❛♥. ❡. χal ✉♥ +.❛. ❞✐. ❛♥.✐✲❧✐❛♥.✳ ▲✬❡①✐,.❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡, +.❛., ❡,. ❞H❡ I

❧✬✐♥.❡*❛❝.✐♦♥ ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡ ❡♥.*❡ +❧❡❝.*♦♥,✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡,. ❞♦♥❝ *❡,♣♦♥,❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧❡✈+❡ ❞❡ ❞+❣+♥+*❡,✲

❝❡♥❝❡ ❞❡, ❡①❝✐.❛.✐♦♥, χ1 ❡. χ2✳ ▲❛ ❞✐✛+*❡♥❝❡ ❞✬+♥❡*❣✐❡ ❡♥.*❡ ❧❡, ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① +.❛., χl ❡. χal✱

∆X ❡,. ♣*♦♣♦*.✐♦♥♥❡❧❧❡ I ❧❛ ❢♦*❝❡ ❞✬✐♥.❡*❛❝.✐♦♥ ❞✬+❝❤❛♥❣❡ ❡♥.*❡ ❧✬+❧❡❝.*♦♥ ❡. ❧❡ .*♦✉ ❬✹✻❪✳

▲❡, ❡①❝✐.♦♥, *+,✉❧.❛♥. ,♦♥. ♥♦.+, A1 ♣♦✉* ❧✬+.❛. ❛♥.✐✲❧✐❛♥. χal ❡. A2 ♣♦✉* ❧✬+.❛. ❧✐❛♥. χl✳

❈❡, ❡①❝✐.♦♥, ♦♥. ✉♥ ♠♦♠❡♥. ❝✐♥+.✐9✉❡ ♥✉❧ ❀ ❧✬+.❛. A1 ❡,. ♣❛✐* ❛❧♦*, 9✉❡ ❧✬+.❛. A2 ❡,. ✐♠♣❛✐* ♣❛*

,②♠+.*✐❡ ❞✬✐♥✈❡*,✐♦♥✳

▲❡, ❡①❝✐.♦♥, *+,✉❧.❛♥., ❞❡, ❡①❝✐.❛.✐♦♥ χ3 ❡. χ4 ,♦♥. ❞+❣+♥+*+, ❡. ♥♦.+,E ❡. E∗
*❡,♣❡❝.✐✈❡♠❡♥.✳

■❧, ♦♥. ✉♥❡ 9✉❛♥.✐.+ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥. ♥♦♥✲♥✉❧❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣❧✉, ❜❛,,❡ +♥❡*❣✐❡ ,✉* ❧❛ ❜❛♥❞❡✳

▲❡, ♥♦.❛.✐♦♥, A1,2✱ E ❡. E∗
✈✐❡♥♥❡♥. ❞❡ ❧❛ .❤+♦*✐❡ ❞❡, ❣*♦✉♣❡, ❬✹✼❪ ❡. ,♦♥. ❞❡, *❡♣*+,❡♥.❛.✐♦♥,

✐**+❞✉❝.✐❜❧❡, ❞✉ ❣*♦✉♣❡ Dn 9✉✐ ❡,. ❧❡ ❣*♦✉♣❡ ❞❡, ,②♠+.*✐❡, ❞✉ ✈❡❝.❡✉* ❞✬♦♥❞❡ ❞❡, ♥❛♥♦.✉❜❡,✳

S♦✉* ❢♦*♠❡* ♦♣.✐9✉❡♠❡♥. ✉♥ ❡①❝✐.♦♥ ♣❛* .*❛♥,✐.✐♦♥ ❞✐♣♦❧❛✐*❡✱ ✐❧ ❞♦✐. ② ❛✈♦✐* ❝♦♥,❡*✈❛.✐♦♥

❞✉ ✈❡❝.❡✉* ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ ♣❤♦.♦♥ ❡. ❞❡ ❧✬❡①❝✐.♦♥✳ ❊♥ ♣❛*.❛♥. ❞✉ ♣*✐♥❝✐♣❡ 9✉❡ ❧❡ ✈❡❝.❡✉* ❞✬♦♥❞❡ ❞✉

♣❤♦.♦♥ ❡,. ♥+❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥. ❧❡, ✈❡❝.❡✉*, ❞✬♦♥❞❡ ❞❡, +❧❡❝.*♦♥,✱ ♦♥ ♣❡✉. +❝*✐*❡ 9✉❡ ✿

KX = 0 ✭✶✳✸✺✮

✷✻
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✸ ✕ ❉✐&♣❡)&✐♦♥ ❞❡& ❡①❝✐/♦♥& A1 ✭❝♦✉)❜❡ ❡♥ ♣♦✐♥/✐❧❧4 ♥♦✐)❡✮ ❡/ A2 ✭❝♦✉)❜❡ )♦✉❣❡✮ ❡/ E
✭❝♦✉)❜❡ ❡♥ ♣♦✐♥/✐❧❧4 ❜❧❡✉❡✮✳ ▲❡& ❞❡✉① ❧✐❣♥❡& ♥♦✐)❡& ❝♦♥/✐♥✉❡& ❤♦)✐③♦♥/❛❧❡& ✐♥❞✐;✉❡♥/ ❧❛ ♣♦&✐/✐♦♥ ❞❡&

)4♣❧✐;✉❡& < ♣❤♦♥♦♥✳ ▲❛ ✢>❝❤❡ ✈❡)/❡ &②♠❜♦❧✐&❡ ✉♥❡ /)❛♥&✐/✐♦♥ ♦♣/✐;✉❡ ✈❡)& ❧❛ )4♣❧✐;✉❡ < ♣❤♦♥♦♥

❛❜&♦)♣/✐✈❡✱ )❡❧✐4❡ < ❧✬❡①❝✐/♦♥ E✳ ▲❛ ✢>❝❤❡ ❥❛✉♥❡ )❡♣)4&❡♥/❡ ✉♥❡ )❡❝♦♠❜✐♥❛✐&♦♥ )❛❞✐❛/✐✈❡ < ♣❛)/✐)

❞❡ ❧❛ )4♣❧✐;✉❡ < ♣❤♦♥♦♥ 4♠✐&&✐✈❡✱ )❡❧✐4❡ ❡❧❧❡ ❛✉&&✐ < ❧✬❡①❝✐/♦♥ E✳

♦E X ❞4&✐❣♥❡ ❧✬❡①❝✐/♦♥✳ ❆✐♥&✐✱ ❧✬4;✉❛/✐♦♥ ✭✶✳✸✺✮ ✐♠♣❧✐;✉❡ ✿

ke = kh ✭✶✳✸✻✮

▲❡& ❡①❝✐/♦♥& ❛②❛♥/ ✉♥ ✈❡❝/❡✉) ❞✬♦♥❞❡ ♥♦♥ ♥✉❧ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥/ )❡❝♦♠❜✐♥❡) ❡♥ 4♠❡//❛♥/ ✉♥ ♣❤♦✲

/♦♥ ❡/ &♦♥/ ❞♦♥❝ ✓ &♦♠❜)❡& ✔✳ ■❧& ♣❡✉✈❡♥/ ❡♥ )❡✈❛♥❝❤❡ N/)❡ ❝)44& ❡/ )❡❝♦♠❜✐♥❡) < ❧✬❛✐❞❡ ❞❡

♣❤♦♥♦♥& ❬✹✽❪❬✹✾❪✳ ❊♥ ❡✛❡/✱ ✐❧ ❡①✐&/❡ ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ✈✐)/✉❡❧&✱ &✐/✉4& 4♥❡)❣4/✐;✉❡♠❡♥/ ❞❡ ♣❛)/ ❡/

❞✬❛✉/)❡ ❞❡& ❡①❝✐/♦♥& E ✭E∗
✮ ;✉✐ &♦♥/ ❛♣♣❡❧4& )4♣❧✐;✉❡ < ♣❤♦♥♦♥✳ ❈❡❧❧❡&✲❝✐ &♦♥/ )❡♣)4&❡♥/4❡& &✉)

❧❛ ✜❣✉)❡ ✶✳✶✸ ♣❛) ❞❡& ❧✐❣♥❡& ❤♦)✐③♦♥/❛❧❡&✱ ♥♦✐)❡& ❡/ ❝♦♥/✐♥✉❡&✳ ❈❡❧❧❡ ♣❧❛❝4❡ < ♣❧✉& ❣)❛♥❞❡ 4♥❡)❣✐❡

❡&/ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛❜&♦)♣/✐♦♥ ❛❝❝❡&&✐❜❧❡ ♣❛) ✉♥❡ /)❛♥&✐/✐♦♥ ❞✐♣♦❧❛✐)❡ ✭✢>❝❤❡ ✈❡)/❡✮ ❬✺✵❪❬✺✶❪❬✹✾❪✳ ❉❡

❧<✱ ✉♥ ❡①❝✐/♦♥ ❞❡ &②♠4/)✐❡ E ♣❡✉/ N/)❡ ❝)44 ♣❛) ❧✬✐♥/❡)♠4❞✐❛✐)❡ ❞✬✉♥ ♣❤♦♥♦♥ ❞✬4♥❡)❣✐❡ h̄ωK
❚❖

✳ Y♦✉)

)❡❝♦♠❜✐♥❡)✱ ❧✬4♥❡)❣✐❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐/♦♥ E ❡&/ ❛❜❛✐&&4❡ ✈✐❛ ✉♥ ♣❤♦♥♦♥ ❞❡ ♠N♠❡ 4♥❡)❣✐❡ ;✉❡ ♣)4❝4❞❡♠✲

♠❡♥/ ✈❡)& ❧❛ )4♣❧✐;✉❡ < ♣❤♦♥♦♥ &✐/✉4 ❡♥✲❞❡&&♦✉& ❞❡ ❧❛ ❞✐&♣❡)&✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❝✐/♦♥ E✳ ❈❡/ 4/❛/ ❡&/

❞❡ ♥❛/✉)❡ 4♠✐&&✐✈❡ 4/❛♥/ ❞♦♥♥4 ;✉❡ ❧✬4/❛/ ❧✐4 ❡①❝✐/♦♥✲♣❤♦♥♦♥ )❡❧❛①❡ )❛❞✐❛/✐✈❡♠❡♥/ < ♣❛)/✐) ❞❡ ❧❛

✷✼



 !♣❧✐%✉❡ ✭✢*❝❤❡ ❥❛✉♥❡✮ ❬✺✷❪❬✹✾❪✳ ❊♥ ♦✉: ❡✱ ❧❛ ❞✐✛! ❡♥❝❡ ❞✬!♥❡ ❣✐❡ ❡♥: ❡ ❝❡@  !♣❧✐%✉❡@ A ♣❤♦♥♦♥ ❡:

❧✬❡①❝✐:♦♥ A2 ♥❡ ♣ !@❡♥:❡♥: ♣❛@ ❞❡ ❞!♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝:✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛♠*: ❡ ❞✉ :✉❜❡✳ ▲❛  !♣❧✐%✉❡ A

♣❤♦♥♦♥ ❛❜@♦ ♣:✐✈❡ ❡@: @✐:✉!❡ ✷✵✵ ♠❡❱ ❛✉✲❞❡@@✉@ ❞❡ ❧✬❡①❝✐:♦♥ ❡: ❝❡❧❧❡ !♠✐@@✐✈❡ ❡@: ♣❧❛❝!❡ ✶✸✵ ♠❡❱

❡♥✲❞❡@@♦✉@ ❞❡ ❧✬❡①❝✐:♦♥ A2✳ ❊♥  ❡✈❛♥❝❤❡ ❧✬!❝❛ : ❡♥ !♥❡ ❣✐❡ ❡♥: ❡ ❡①❝✐:♦♥ ❞❡ @②♠!: ✐❡ E ❡: A2

✭♥♦:! ∆ @✉ ❧❛ ✜❣✉ ❡✮ ♦❜!✐: A ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❬✷✷❪✳

❆✐♥@✐ @❡✉❧@ ❧❡@ ❡①❝✐:♦♥@ A1 ❡: A2 @♦♥: @✉@❝❡♣:✐❜❧❡@ ❞✬P: ❡ ❞✐♣Q❧❡ ❛❝:✐❢✳ ❊♥  ❡✈❛♥❝❤❡✱ ❝♦♠♠❡

A1 ❡@: ♣❛✐ ♣❛ ✐♥✈❡ @✐♦♥✱ ✐❧ ❡@: @♦♠❜ ❡ ❡: @❡✉❧ ❧✬❡①❝✐:♦♥ A2 ❡@: ❞✐♣Q❧❡ ❛❝:✐❢✳ ■❧ ❡@: ✐♥:! ❡@@❛♥: ❞❡

♥♦:❡ %✉❡ ❝❡ ❞❡ ♥✐❡ ♥✬❡@: ♣❛@ ❧✬!:❛: ❞❡ ♣❧✉@ ❜❛@@❡ !♥❡ ❣✐❡✳ ▲❛ ✜❣✉ ❡ ✶✳✶✷ ✲ ✭❜✮ ♣ !@❡♥:❡ ❧❡@ %✉❛: ❡

❡①❝✐:♦♥@ A1✱ A2✱ E ❡: E∗
♣❛ ♦ ❞ ❡ ❝ ♦✐@@❛♥: ❞✬!♥❡ ❣✐❡✳

✶✳✹✳✶✳❝ ❙♣✐♥ ❞❡ ❧✬❡①❝✐-♦♥

▲❛ ❢♦♥❝:✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ :♦:❛❧❡ ❞❡ @♣✐♥ ❞❡ ❧✬❡①❝✐:♦♥ ♣❡✉: P: ❡ @②♠!: ✐%✉❡ ♦✉ ❛♥:✐✲@②♠!: ✐%✉❡✳ ❉❛♥@

❧❡ ♣ ❡♠✐❡ ❝❛@ ❧✬❡①❝✐:♦♥ ❡@: ❞✐: : ✐♣❧❡: ❝❛ : ♦✐@ !:❛:@ ❞❡ @♣✐♥ @♦♥: ♣♦@@✐❜❧❡@ ✿ | ↑↑>✱ | ↓↓> ❡:

1/
√
2(| ↑↓> +| ↓↑>)✳ ❉❛♥@ ❧❡ @❡❝♦♥❞ ❝❛@✱ ❧✬❡①❝✐:♦♥ ❡@: ❞✐: @✐♥❣✉❧❡: ❝❛ @❡✉❧ ✉♥ !:❛: ❞❡ @♣✐♥ ❡@:

♣♦@@✐❜❧❡ ✿ 1/
√
2(| ↑↓> −| ↓↑>)✳

❊♥  ❛✐@♦♥ ❞✉ ♣ ✐♥❝✐♣❡ ❞❡ U❛✉❧✐✱ ✉♥ ❡①❝✐:♦♥ : ✐♣❧❡: ♥❡ ♣❡✉: ♣❛@  ❡❝♦♠❜✐♥❡ ♦♣:✐%✉❡♠❡♥: ❬✺✸❪✳ ❉❡

❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉: %✉❡ @❡✉❧@ ❧❡@ ❡①❝✐:♦♥@ @✐♥❣✉❧❡:@ @♦♥: ♦♣:✐%✉❡♠❡♥: ❛❝:✐❢@✳

❉❛♥@ ❧✬!%✉❛:✐♦♥ ✭✶✳✸✵✮✱ ❧❡ :❡ ♠❡ ❞✬!❝❤❛♥❣❡ ❛♣♣❛ ❛✐@@❛♥: ❞❛♥@ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧✬!%✉❛:✐♦♥ ✭✶✳✸✶✮✱

Kx(k′ck
′
v, kckv) ❞✐@♣❛ ❛V: ❧♦ @%✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝:✐♦♥ ❞❡ @♣✐♥ ❡@: @②♠!: ✐%✉❡✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐%✉❡ %✉❡ ❧❡@ !:❛:@

❡①❝✐:♦♥✐%✉❡@ : ✐♣❧❡:@ ✈♦♥: @②@:!♠❛:✐%✉❡♠❡♥: @❡ @✐:✉❡ A ❞❡@ !♥❡ ❣✐❡@ ✐♥❢! ✐❡✉ ❡@ ❞❡ ❧❡✉ @ ♣❡♥❞❛♥:@

@✐♥❣✉❧❡:@✳

✶✳✹✳✶✳❞ ❇✐❧❛♥

◆♦✉@ ❛✈♦♥@ ♣❛@@! ❡♥  ❡✈✉❡ ❧❡@ ❞✐✛! ❡♥:@ :②♣❡@ ❞✬❡①❝✐:♦♥@ ❞❛♥@ ❧❡@ ♥❛♥♦:✉❜❡@ ❞❡ ❝❛ ❜♦♥❡✳ ■❧

② ❛ %✉❛: ❡ ❝❧❛@@❡@ ❞✬❡①❝✐:♦♥@ ♣♦@@✐❜❧❡@ ❛②❛♥: ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡✉① !:❛:@ ❞❡ @♣✐♥ ✭S = 1 ♦✉ S = 0✮✳

▲❡@ ❡①❝✐:♦♥@ ❞❡ :②♣❡ A1 ❡: A2 @♦♥: ❧❡@ @❡✉❧@ ♣♦:❡♥:✐❡❧❧❡♠❡♥: ♦♣:✐%✉❡♠❡♥: ❛❝:✐❢@ ❝❛ ♣♦✉✈❛♥:

❛✈♦✐ ✉♥ ✈❡❝:❡✉ ❞✬♦♥❞❡ ♥✉❧✳ ▲❡@ ❝❛❧❝✉❧@ ❬✹✶❪ ♠♦♥: ❡♥: %✉❡ ❧❡@ ❡①❝✐:♦♥@ A1 @✐♥❣✉❧❡: ❡: : ✐♣❧❡:

@♦♥: ❞!❣!♥! !@✳ ❉❡ ♣❧✉@✱ A1 @❡ : ❛♥@❢♦ ♠❡ ❝♦♠♠❡ z2 ♦Y z ❡@: ❧❛ ✈❛ ✐❛❜❧❡ @✉✐✈❛♥: ❧✬❛①❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉

♥❛♥♦:✉❜❡✳ ▲✬❡①❝✐:♦♥ @✐♥❣✉❧❡: ❞❡ ♣❛ ✐:! A1 ♥✬❡@: ❞♦♥❝ ♣❛@ ❛❝:✐❢ ♣♦✉ ✉♥❡ : ❛♥@✐:✐♦♥ ❞✐♣♦❧❛✐ ❡ ♠❛✐@

♣♦✉  ❛✐: P: ❡ ❛❝❝❡@@✐❜❧❡ ♦♣:✐%✉❡♠❡♥: ♣❛ ✉♥❡ ❛❜@♦ ♣:✐♦♥ A ❞❡✉① ♣❤♦:♦♥@✳ ❊♥✜♥ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①❝✐:♦♥

A2 : ✐♣❧❡: ❡@: ♥♦✐ ❛✉@@✐✱ @❡✉❧ ❧✬❡①❝✐:♦♥ A2 @✐♥❣✉❧❡: ❡@: ❞✐♣Q❧❡ ❛❝:✐❢✳ ❉❡ ♣❧✉@✱ ❝❡: ❡①❝✐:♦♥ ❛ ❧❛

♣❛ :✐❝✉❧❛ ✐:! ❞✬❛✈♦✐ ❧✬!♥❡ ❣✐❡ ❧❛ ♣❧✉@ !❧❡✈!❡✳ ❈❡❧❛ ♣ ♦✈✐❡♥: ❞✉ ❢❛✐: %✉❡ ❞❛♥@ ❧❡ ❝❛@ ❞✬✉♥ ❡①❝✐:♦♥

: ✐♣❧❡:✱ ❧❡ :❡ ♠❡ ❞✬!❝❤❛♥❣❡ Kx(k′ck
′
v, kckv) ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧✬!%✉❛:✐♦♥ ✭✶✳✸✵✮ ❞✐@♣❛ ❛V: ♣❛ @②♠!: ✐❡✳
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❆✐♥#✐✱ ❧❛ ❞✐✛)*❡♥❝❡ ❞✬)♥❡*❣✐❡ ❡♥/*❡ ❧✬)/❛/ /*✐♣❧❡/ ❡/ #✐♥❣✉❧❡/ ❞❡ ❧✬❡①❝✐/♦♥ A2 ❡#/ ❞♦♥♥)❡ ♣❛* ❧❡

/❡*♠❡ ❞✬)❝❤❛♥❣❡✳ ❊♥ ❢❛✐/✱ ❝❡❧❛ *❡#/❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉* /♦✉/❡# ❧❡# #②♠)/*✐❡# ❞❡# ❡①❝✐/♦♥# #❛✉❢ ♣♦✉*

❝❡❧✉✐ ♥♦/) A1 <✉✐ ❡#/ ✐♠♣❛✐* ♣❛* *)✢❡①✐♦♥ σv ✭♣❧❛♥ ✈❡*/✐❝❛✉①✮ ❝❡ <✉✐ ❝♦♥❞✉✐/ @ ❧✬❛♥♥✉❧❛/✐♦♥ ❞❡

❧✬)♥❡*❣✐❡ ❞✬)❝❤❛♥❣❡ ❬✺✹❪✳ ▲❡# ❡①❝✐/♦♥# A1 ❞❡ #♣✐♥ /*✐♣❧❡/# ❡/ #✐♥❣✉❧❡/# #♦♥/ ❞♦♥❝ ❞)❣)♥)*)#✳ ▲❛

✜❣✉*❡ ✶✳✶✹ ✲ ✭❞✮ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣♦#✐/✐♦♥ )♥❡*❣)/✐<✉❡ ❞❡# <✉❛/*❡# ❡①❝✐/♦♥# AS=0,1
1,2 ❧❡# ✉♥# ♣❛* *❛♣♣♦*/

❛✉① ❛✉/*❡#✳ ◆♦/♦♥# <✉❡ ❧✬❡①❝✐/♦♥ A2 #✐♥❣✉❧❡/ ❡#/ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ♣❧✉# ❣*❛♥❞❡ )♥❡*❣✐❡✳ ▲❡# ♣❛*/✐❡# ✭❛✮

@ ✭❝✮ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉*❡ ♣*)#❡♥/❡ ❧❛ ❞✐#♣❡*#✐♦♥ ❡①❝✐/♦♥✐<✉❡ ❞❡# <✉❛/*❡ ❡①❝✐/♦♥# )✈♦<✉)# ❞❛♥# ❧❡ /❡①/❡✳

▲✬❡①❝✐/♦♥ <✉✐ ✈❛ ♥♦✉# ✐♥/)*❡##❡* ❞❛♥# ❧❛ #✉✐/❡✱ ❝❡❧✉✐ ♥♦/) A2 <✉✐ ❡#/ *❡♣*)#❡♥/) #✉* ❧❛ ♣❛*/✐❡ ✭❛✮

❞❡ ❧❛ ✜❣✉*❡ ♣*)#❡♥/❡ ✉♥❡ ❞✐#♣❡*#✐♦♥ ♥♦♥ ♣❛*❛❜♦❧✐<✉❡ ♣❛*/✐❝✉❧✐J*❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥❢♦♥❝❡♠❡♥/ ❛✉ ❝❡♥/*❡

❞❡ ❜❛♥❞❡✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✹ ✕ ❋✐❣✉*❡ /✐*)❡ ❞❡ ❧❛ *)❢)*❡♥❝❡ ❬✺✸❪✳ ✭❛✮✲✭❝✮ ❉✐#♣❡*#✐♦♥ ❞❡# ❡①❝✐/♦♥# A2 #✐♥❣✉❧❡/✱ A1

#✐♥❣✉❧❡/ ✭/*✐♣❧❡/✮ ❡/ A2 /*✐♣❧❡/✳ ✭❞✮ ❈♦♠♣❛*❛✐#♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦#✐/✐♦♥ ❡♥ )♥❡*❣✐❡ ❞❡# ❡①❝✐/♦♥# /*❛❝)# ❡♥

✭❛✮✲✭❝✮✳ ▲❡# )♥❡*❣✐❡# ❛♣♣❛*❛✐##❡♥/ ❝♦♠♠❡ E − E11(A2, S = 0)
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▲✬❡①❝✐&♦♥✱ *✉✐ ❡,& ✉♥ -&❛& ❧✐- ❢♦1♠- ❞✬✉♥ -❧❡❝&1♦♥ ❡& ❞✬✉♥ &1♦✉ ♣❡✉& 5&1❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥

,②,&8♠❡ ❤②❞1♦❣-♥♦;❞❡✳ ❈❡❧❛ ,✐❣♥✐✜❡ *✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛&♦♠❡ ❞✬❤②❞1♦❣8♥❡✱ ✉♥ ❡①❝✐&♦♥ ♣1-,❡♥&❡ ❞❡,

♥✐✈❡❛✉①

✺

❡①❝✐&-, ❛✉✲❞❡,,✉, ❞❡ ❧✬-♥❡1❣✐❡ ❞✉ ❢♦♥❞❛♠❡♥&❛❧✳ ❊♥ ❝❧❛✐1✱ ❧❛ ♣1-,❡♥❝❡ ❞✬-&❛&, ❡①❝✐&-, ❡,&

✉♥❡ ,✐❣♥❛&✉1❡ ❡①❝✐&♦♥✐*✉❡✳ ❈❡, ♥✐✈❡❛✉① ,♦♥& *✉❛♥&✐✜-, ❡& &❡♥❞❡♥& ✈❡1, ✉♥ ❝♦♥&✐♥✉✉♠ *✉✐✱ ❞❛♥,

❧❡ ❝❛, ❞❡ ❧✬❡①❝✐&♦♥✱ ❝♦11❡,♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛, ❞✬✉♥❡ ♣❛✐1❡ ✐♦♥✐,-❡

✻

✳ ▲❡ ♥♦②❛✉✱ ❡*✳ ✭✶✳✸✶✮✱ ,♦✐& ❧✬-♥❡1❣✐❡ ❞❡

❧✐❛✐,♦♥ ❡①❝✐&♦♥✐*✉❡✱ ❡,& E ❧✬♦1✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡①✐,&❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡, ♥✐✈❡❛✉① ❬✶✷❪✳

➚ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛&♦♠❡ ❞✬❤②❞1♦❣8♥❡✱ ❧❡, -&❛&, ❡①❝✐&♦♥✐*✉❡, ❡①❝✐&-, ♣❡✉✈❡♥& 5&1❡ ♣❛✐1, ✭-&❛& ❞❡

&②♣❡ ,✮ ♦✉ ✐♠♣❛✐1 ✭-&❛& ❞❡ &②♣❡ ♣✮✳ ❈❡&&❡ ♣❛1✐&- ❡,& ❞-&❡1♠✐♥-❡ ♣❛1 ✉♥❡ ,②♠-&1✐❡ ❞❡ 1-✢❡①✐♦♥

♣❛1 1❛♣♣♦1& E ✉♥ ♣❧❛♥ ♣❡1♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐1❡ E ❧✬❛①❡ ❞✉ ♥❛♥♦&✉❜❡✳ ▲✬-&❛& ❢♦♥❞❛♠❡♥&❛❧ ❡①❝✐&♦♥✐*✉❡ ❡,&

♣❛✐1 ❡& ❡,& ❞♦♥❝ ♦♣&✐*✉❡♠❡♥& ❛❝&✐❢ ❬✸✼❪✳ ❉❡ ♠❛♥✐81❡ ❣-♥-1❛❧❡✱ ❧❡, -&❛&, ❡①❝✐&-, ❞❡ ♣❛1✐&- ♣♦,✐&✐✈❡

✈♦♥& 5&1❡ ❛❝&✐❢, ♣♦✉1 ✉♥❡ &1❛♥,✐&✐♦♥ ❞✐♣♦❧❛✐1❡ ❛❧♦1, *✉❡ ❧❡, -&❛&, ❞❡ ♣❛1✐&- ♥-❣❛&✐✈❡ ♥❡ ,❡1♦♥&

❛❝❝❡,,✐❜❧❡, *✉❡ ♣❛1 ❛❜,♦1♣&✐♦♥ E ❞❡✉① ♣❤♦&♦♥,✳ ▼❛✉❧&③,❝❤ ❡! ❛❧✳ ❬✸✽❪ ❛✐♥,✐ *✉❡ ❲❛♥❣ ❡! ❛❧✳ ❬✸✼❪

♦♥& ♣✉ ❡①♣-1✐♠❡♥&❛❧❡♠❡♥& ❛❝❝-❞❡1 ❛✉① -&❛&, ❡①❝✐&-, ❞❡ ♣❛1✐&- ♥-❣❛&✐✈❡ ♣❛1 ❛❜,♦1♣&✐♦♥ E ❞❡✉①

♣❤♦&♦♥,✳ ▲❡❢❡❜✈1❡ ❡! ❛❧✳ ❬✹✸❪ ♦♥& ♠♦♥&1- ❡①♣-1✐♠❡♥&❛❧❡♠❡♥& ❧✬❡①✐,&❡♥❝❡ ❞✬-&❛&, ❡①❝✐&-, ❞❡ ♣❛1✐&-

♣♦,✐&✐✈❡ ♣❛1 ♠❡,✉1❡ ❞✬❡①❝✐&❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤♦&♦❧✉♠✐♥❡,❝❡♥❝❡ ,✉1 ♥❛♥♦&✉❜❡ ✉♥✐*✉❡✳ ❈❡, ❡①♣-1✐❡♥❝❡,

❝♦♥,&✐&✉❡♥& ❧❛ ♣1❡✉✈❡ *✉❡ ❧❡, ❡①❝✐&❛&✐♦♥, ♦♣&✐*✉❡, ❞❛♥, ❧❡, ♥❛♥♦&✉❜❡, ,♦♥& ✐♥&1✐♥,8*✉❡♠❡♥& ❞❡

&②♣❡ ❡①❝✐&♦♥✐*✉❡✳

✶✳✹✳✸ ➱♥❡,❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐9♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❝✐5♦♥

▲✬-♥❡1❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐,♦♥✱ El✱ ❞✬✉♥ ❡①❝✐&♦♥ ❡,& ❞-✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬-♥❡1❣✐❡ ♥-❝❡,,❛✐1❡ ♣♦✉1 ❞✐,,♦❝✐❡1

❧✬❡①❝✐&♦♥ ❡♥ ❞❡✉① *✉❛,✐✲♣❛1&✐❝✉❧❡, ❧✐❜1❡,✳ ❆✐♥,✐✱

El = E∞
11 − E0

11 ✭✶✳✸✼✮

❉❛♥, ❧❡, ♥❛♥♦&✉❜❡,✱ ❝❡&&❡ -♥❡1❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐,♦♥ ❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉1 ❞❡ ✼✵✵ ♠❡❱ ♣♦✉1 ✉♥ ❞✐❛♠8&1❡ ❞❡

✶ ♥♠ ❬✹✸❪❬✺✺❪❬✹✵❪✳ ❈❡❧❛ ✐❧❧✉,&1❡ ❡♥❝♦1❡ ❧✬✐♠♣♦1&❛♥❝❡ ❞❡, ✐♥&❡1❛❝&✐♦♥, ❈♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡, ❛&&1❛❝&✐✈❡,

❡♥&1❡ -❧❡❝&1♦♥ ❡& &1♦✉✱ ♦✉✱ ❞❡ ♠❛♥✐81❡ -*✉✐✈❛❧❡♥&❡✱ ❧❛ 1-❞✉❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥,&❛♥&❡ ❞✐-❧❡❝&1✐*✉❡ 1❡✲

,♣♦♥,❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬-❝1❛♥&❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥&❡1❛❝&✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ❧✬-♥❡1❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐,♦♥ ❡,& ❞-&❡1♠✐♥-❡ ♣❛1 ❧✬-*✉❛✲

&✐♦♥ ❞❡ ❇❡&❤❡✲❙❛❧♣❡&❡1✱ ❡*✳ ✭✶✳✸✵✮✱ *✉✐ ♣1❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣&❡ &♦✉&❡, ❧❡, ✐♥&❡1❛❝&✐♦♥, ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡,

-❧❡❝&1♦♥✲&1♦✉✳ ❆✐♥,✐✱ ❝❡&&❡ -♥❡1❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐,♦♥ ❡,& ❡♥ *✉❡❧*✉❡ ,♦1&❡ ✉♥❡ ♠❡,✉1❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦1&❛♥❝❡ ❞❡,

✺✳ ❊#✉✐✈❛❧❡♥+ ❞❡- .❛✐❡- ♣♦✉. ❧✬❤②❞.♦❣5♥❡

✻✳ ✈♦✐. -❡❝+✐♦♥ ✶✳✹✳✶✳❛
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♥❛♥1 ✉♥ ❝♦♥1✐♥✉✉♠ ❞❡ ❧✉♠✐A%❡ ❜❧❛♥❝❤❡ ❡1 ✉♥ ❢❛✐/❝❡❛✉ /♣❡❝1%❛❧❡♠❡♥1 ✜♥ ✭❞❡ ❧✬♦%❞%❡ ❞✉ ♠❡❱✮✱

♦♥ ✈♦✐1 ❛♣♣❛%❛P1%❡ ✉♥ ❝%❡✉① ❞❛♥/ ❧❡ /♣❡❝1%❡ ❞✉ ❝♦♥1✐♥✉✉♠ ❬✻✶❪❬✻✷❪ ♦❜/❡%✈. ♣❛% 1%❛♥/♠✐//✐♦♥ G

1%❛✈❡%/ ❧✬.❝❤❛♥1✐❧❧♦♥✳

❈❡❧❛ ❡/1 ♣%./❡♥1. ❞❛♥/ ❧❛ ✜❣✉%❡ ✶✳✶✼✳ ▲✬.♥❡%❣✐❡ ❞✉ ❢❛✐/❝❡❛✉ ❧❛/❡% ❛❥♦✉1.❡ G ❧✬.♥❡%❣✐❡ ❞✉ ❝%❡✉①

❛♣♣❛%❛✐//❛♥1 ❞❛♥/ ❧❡ /♣❡❝1%❡ ❞✉ ❝♦♥1✐♥✉✉♠ ✭✜❣✉%❡ ✭❛✮✮ ❝♦%%❡/♣♦♥❞ G ❧✬.♥❡%❣✐❡ ❞✉ ❜✐❡①❝✐1♦♥✳

❙♣❡❝/$♦-❝♦♣✐❡ ♣♦♠♣❡✲-♦♥❞❡ ▲✬❡①♣.%✐❡♥❝❡ ♣♦♠♣❡✲/♦♥❞❡ ♦✛%❡ ✉♥ ❛✉1%❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠.1❤♦❞❡

✐♥1.%❡//❛♥1❡ ♣♦✉% ❧✬♦❜/❡%✈❛1✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜✐❡①❝✐1♦♥✳ ■❧ /✬❛❣✐1 ✐❝✐ ❞❡ ♣♦♠♣❡% ♦♣1✐:✉❡♠❡♥1 ❧❡ /②/1A♠❡ ❛✜♥

❞❡ ❝%.❡% ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛1✐♦♥ ❞✬❡①❝✐1♦♥ ❞❛♥/ ❧❡✉% .1❛1 ❢♦♥❞❛♠❡♥1❛❧✳ ❆♣%A/ ❝❡11❡ ❡①❝✐1❛1✐♦♥ ♦♣1✐:✉❡✱

✉♥ ❛✉1%❡ ❢❛✐/❝❡❛✉ ❛♣♣❡❧. /♦♥❞❡ ❡1 :✉✐ ❛ ❧✬.♥❡%❣✐❡ ❞❡ ❧❛ 1%❛♥/✐1✐♦♥ ❡♥1%❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❡①❝✐1♦♥✐:✉❡ ❡1

❜✐❡①❝✐1♦♥✐:✉❡ ♣❡%♠❡1 ❧❡ ♣❛//❛❣❡ ✈❡%/ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❜✐❡①❝✐1♦♥✳ ▲❛ ♣♦♣✉❧❛1✐♦♥ ❡①❝✐1♦♥✐:✉❡ ✈❛ /✉❜✐%

❞❡/ ❝♦❧❧✐/✐♦♥/ ❛♣%A/ /❛ ❝%.❛1✐♦♥ ♣❛% ❧❡ ❢❛✐/❝❡❛✉ ♣♦♠♣❡ ❡1✱ ❛✐♥/✐✱ ♣❡%❞%❡ /❛ ❝♦❤.%❡♥❝❡✳ ▲✬❛✈❛♥1❛❣❡

❞❡ ❝❡11❡ ♠.1❤♦❞❡ %./✐❞❡ ❞❛♥/ ❧❡ ❢❛✐1 :✉❡ ❧❡/ %A❣❧❡/ ❞❡ /.❧❡❝1✐♦♥ ♦♣1✐:✉❡/ %❡❧❛1✐✈❡/ G ❝❡11❡ 1%❛♥/✐1✐♦♥

✈♦♥1 ❞❡ ❢❛✐1 W1%❡ ♠♦✐♥/ /1%✐❝1❡/ :✉❡ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞✬✉♥❡ ❛❜/♦%♣1✐♦♥ G ❞❡✉① ♣❤♦1♦♥/ ❬✻✵❪✳ ❊①♣.%✐♠❡♥✲

1❛❧❡♠❡♥1✱ ♦♥ ♦❜/❡%✈❡ ✉♥❡ %❛✐❡ ❞✬❛♠♣❧✐1✉❞❡ ♥.❣❛1✐✈❡ :✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦♠♠❡ ❛❜/♦%♣1✐♦♥ ✐♥❞✉✐1❡✳ ◆♦✉/

✈❡%%♦♥/ ❞❛♥/ ❧❛ /✉✐1❡ ❧❛ /✐❣♥✐✜❝❛1✐♦♥ %.❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ 1❡%♠❡ ❧♦%/:✉❡ ♥♦✉/ .1✉❞✐❡%♦♥/ ❧❛ 1❡❝❤♥✐:✉❡ ❞❡

/♣❡❝1%♦/❝♦♣✐❡ ♣♦♠♣❡✲/♦♥❞❡✳

▲❛ ✜❣✉%❡ ✶✳✶✽ ✲ ✭❛✮ ♣%./❡♥1❡ ✉♥ /♣❡❝1%❡ 1②♣❡ ♣♦♠♣❡✲/♦♥❞❡ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛❞%❡ ❞❡ ❧✬.1✉❞❡ ❞✬✉♥

❜✐❡①❝✐1♦♥✳ ▲❛ ❝♦✉%❜❡ ❜❧❡✉❡ ❛✣❝❤❡ ✉♥ /✐❣♥❛❧ ♥.❣❛1✐❢ ❝❡♥1%. /✉% ❧❛ ✈❛❧❡✉% ❞❡ ❧❛ ❞✐✛.%❡♥❝❡ ❞✬.♥❡%❣✐❡

❡♥1%❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❜✐❡①❝✐1♦♥ ❡1 ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❡①❝✐1♦♥✱ ❝♦♠♠❡ .1❛♥1 %❡♣%./❡♥1. ♣❛% ❧❛ ✢A❝❤❡ ❜❧❡✉❡

/✉% ❧❡ ❞✐❛❣%❛♠♠❡ G 1%♦✐/ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧❛ ✜❣✉%❡ ✶✳✶✽ ✲ ✭❜✮✳ ▲❛ ❝%.❛1✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛1✐♦♥ ❞✬❡①❝✐1♦♥

❡/1 ❛//✉%.❡ ♣❛% ❧❡ ❢❛✐/❝❡❛✉ ❞✐1 ♣♦♠♣❡ :✉✐ ❛♣♣❛%❛P1 /✉% ❧❡ /♣❡❝1%❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉%❡ ✶✳✶✽ ✲ ✭❛✮ ❡♥ %♦✉❣❡

♣♦✐♥1✐❧❧. ❡1 ❞♦♥1 ❧❛ ♣♦/✐1✐♦♥ .♥❡%❣.1✐:✉❡ ❝♦%%❡/♣♦♥❞ G ❧✬.♥❡%❣✐❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❡①❝✐1♦♥✐:✉❡ ❝♦♠♠❡
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✼ ✕ ✭❛✮ ❙♣❡❝+,❡ ❞❡ ❧✉♠✐2,❡ ❜❧❛♥❝❤❡ ✭❝♦✉,❜❡ ♥♦✐,❡✮ ❝♦♠❜✐♥7❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛✐:❝❡❛✉ ❧❛:❡,

:♣❡❝+,❛❧❡♠❡♥+ ✜♥ ✭❝♦✉,❜❡ ,♦✉❣❡✮✳ ✭❜✮ ❙②:+2♠❡ > +,♦✐: ♥✐✈❡❛✉① ♣,7:❡♥+❛♥+ ❧❡ ♣,✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❜:♦,♣✲

+✐♦♥ > ❞❡✉① ♣❤♦+♦♥:✳ ▲❡ +,❛✐+ ❡♥ ♣♦✐♥+✐❧❧7 ,❡♣,7:❡♥+❡ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ✐♥+❡,♠7❞✐❛✐,❡ ✈✐,+✉❡❧✳ ▲❡: ✢2❝❤❡:

♥♦✐,❡: ✐♥❞✐D✉❡♥+ ❧❡: ❝♦,,❡:♣♦♥❞❛♥❝❡: ❡♥+,❡ ❧♦♥❣✉❡✉, ❞✬♦♥❞❡ ✭✜❣✉,❡ ✭❛✮✮ ❡+ 7♥❡,❣✐❡ ❞✬❛❜:♦,♣+✐♦♥

✭✜❣✉,❡ ✭❜✮✮✳

❞❡ ♣❤♦+♦♥ ✈✉❡ ♣,7❝7❞❡♠♠❡♥+✳ ▲❛ ❞✐:+,✐❜✉+✐♦♥ ❛✉D✉❡❧❧❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♦❜7✐+ :✉✐+ ✉♥❡ ❞✐:+,✐❜✉+✐♦♥ ❞❡

❇♦❧+③♠❛♥♥✳ ■❧ ❞❡✈✐❡♥+ ❛❧♦,: ♣♦::✐❜❧❡ ❞❡ :✉✐✈,❡ ❧❛ +❡♠♣7,❛+✉,❡ ❞❡ ❝❡++❡ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ ❡①❝✐+♦♥✐D✉❡

❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞✉ ,❡+❛,❞ ♣♦♠♣❡✲:♦♥❞❡ ❡♥ ❛❥✉:+❛♥+ ❧❛ ♣❛,+✐❡ ❞❡ ❧❛ ,❛✐❡ ♦,✐❡♥+7❡ ✈❡,: ❧❡: ❣,❛♥❞❡:

7♥❡,❣✐❡: ♣❛, ✉♥❡ ❞✐:+,✐❜✉+✐♦♥ ❞❡ ❇♦❧+③♠❛♥♥ ❬✺✾❪✳ ❊♥ ♦✉+,❡✱ ♦♥ ✈❡,,❛ ❞❛♥: ❧❡ ❝❤❛♣✐+,❡ :✉✐✈❛♥+ D✉❡

❧✬✐♥+❡♥:✐+7 ❞❡ ❧❛ ,❛✐❡ ❞✬❛❜:♦,♣+✐♦♥ ✐♥❞✉✐+❡ ❡:+ ,❡❧✐7❡ ❛✉ ♥♦♠❜,❡ ❞✬❡①❝✐+♦♥: ♣,7:❡♥+:✳
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✽ ✕ ✭❛✮ ❙♣❡❝+,❡ ,7:✉❧+❛♥+ ❞✬✉♥❡ ❡①♣7,✐❡♥❝❡ ♣♦♠♣❡✲:♦♥❞❡ ❞❛♥: ❧❡D✉❡❧ ❛♣♣❛,❛P+ ✉♥

:✐❣♥❛❧ ♥7❣❛+✐❢ ❞✬❛❜:♦,♣+✐♦♥ ✐♥❞✉✐+❡ ✭❝♦✉,❜❡ ❜❧❡✉❡✮ ❝❛,❛❝+7,✐:+✐D✉❡ ❞✬✉♥❡ +,❛♥:✐+✐♦♥ ✈❡,: ✉♥ 7+❛+

❜✐❡①❝✐+♦♥✐D✉❡✳ ▲❛ ❝♦✉,❜❡ ,♦✉❣❡ :②♠❜♦❧✐:❡ ❧❡ ❢❛✐:❝❡❛✉ ♣♦♠♣❡ ,❡:♣♦♥:❛❜❧❡ ❞✉ ♣❡✉♣❧❡♠❡♥+ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉

❡①❝✐+♦♥✐D✉❡✳ ✭❜✮ ❙②:+2♠❡ > +,♦✐: ♥✐✈❡❛✉① :❝❤7♠❛+✐:❛♥+ ❧❛ +,❛♥:✐+✐♦♥ ✈❡,: ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❡①❝✐+♦♥

❞✉❡ ❛✉ ❢❛✐:❝❡❛✉ ♣♦♠♣❡ ✭✢2❝❤❡ ,♦✉❣❡✮✱ ♣✉✐: > ♣❛,+✐, ❞❡ ❝❡++❡ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ ❞✬❡①❝✐+♦♥✱ ❧❛ +,❛♥:✐+✐♦♥

✈❡,: ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❜✐❡①❝✐+♦♥✐D✉❡ ✭✢2❝❤❡ ❜❧❡✉❡✮✳ ▲❡: ✢2❝❤❡: ♥♦✐,❡: ✐♥❞✐D✉❡♥+ ❧❡: ❝♦,,❡:♣♦♥❞❛♥❝❡: ❡♥+,❡

♣♦:✐+✐♦♥: ❡♥ 7♥❡,❣✐❡ ✭✜❣✉,❡ ✭❛✮✮ ❡+ 7♥❡,❣✐❡ ❞❡ +,❛♥:✐+✐♦♥ ✭✜❣✉,❡ ✭❜✮✮✳
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✶✳✺✳✶✳❜ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥/✐♦♥♥❛❧✐12 /✉3 ❧✬2♥❡3❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐/♦♥

❉❛♥# ✉♥ ♠♦❞(❧❡ #✐♠♣❧❡ - .✉❛/0❡ ♣❛0/✐❝✉❧❡# #❛♥# ✐♥/❡0❛❝/✐♦♥ ❞✬3❝❤❛♥❣❡✱ ❧✬3♥❡0❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐#♦♥

❞✉ ❜✐❡①❝✐/♦♥ ❞3♣❡♥❞ ❞✉ 0❛♣♣♦0/ ❡♥/0❡ ❧❛ ♠❛##❡ ❡✛❡❝/✐✈❡ ❞❡ ❧✬3❧❡❝/0♦♥ ❡/ ❞✉ /0♦✉ ❡/ ✐❧ ❛ 3/3

♠♦♥/03 .✉✬✉♥ ❜✐❡①❝✐/♦♥ ❡#/ #✉#❝❡♣/✐❜❧❡ ❞❡ #❡ ❢♦0♠❡0 .✉❡❧ .✉❡ #♦✐/ ❧❛ ✈❛❧❡✉0 ❞❡ ❝❡ 0❛/✐♦ ❬✻✸❪✳ ❈❡❧❛

❛ ❢♦0/❡♠❡♥/ ♠♦/✐✈3 ❧❛ 0❡❝❤❡0❝❤❡ ❞❡ ❜✐❡①❝✐/♦♥ ❞❛♥# ❧❡# #②#/(♠❡# #❡♠✐❝♦♥❞✉❝/❡✉0# /♦✉/ ❞✬❛❜♦0❞#
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❞✉ ')✐♦♥ ♣)* ❡♥'❡ ✉♥❡ *✈♦❧✉'✐♦♥ ❧✐♥*❛✐)❡ =✉✐ ✈❛)✐❡ ♣❧✉ )❛♣✐❞❡♠❡♥' ❞❛♥ ❧❡ ❝❛ ❞❡ ❧✬❡①❝✐'♦♥ =✉❡

♣♦✉) ❧❡ ')✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉' ❧❡ ❝♦♥ '❛'❡)  ✉) ❧❛ ✜❣✉)❡ ✶✳✶✾ ✲ ✭❛✮✳ ▲❡ '❛✉① ❞❡ ❞*♣❤❛ ❛❣❡ ②

❡ ' )❡♣)* ❡♥'* ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥ ✐'* ❞✬❡①❝✐'♦♥ ✭❞❡ ')✐♦♥✮✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡ ❛✉'❡✉) ✱ ❝❡❧❛  ✉❣❣6)❡

=✉❡ ❧✬❡①❝✐'♦♥ )❡ '❡ ❞*❧♦❝❛❧✐ * ❛❧♦) =✉❡ ❧❡ ')✐♦♥  ❡ ❢♦)♠❡ B ♣❛)'✐) ❞❡ ♣♦)'❡✉) ❧♦❝❛❧✐ *  ✉) ❞❡ 

✢✉❝'✉❛'✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ *❧❡❝')♦ '❛'✐=✉❡ ❛♠❜✐❛♥'✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❧❛ ♣❡♥'❡ ❞❡ ❧❛ ❞)♦✐'❡ =✉✐ ❡ ' ❡①♣)✐♠*❡

❡♥ ❡❱× ❝♠

2
❡ ' )❡❧✐*❡ B ❧❛ ❧♦❝❛❧✐ ❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❝✐'♦♥ ✭')✐♦♥✮ ❬✼✾❪❬✽✵❪✳ ▲❡ ✈❛❧❡✉) ♦❜'❡♥✉❡ ♣♦✉) ❧❡ 

❞❡✉① ❞)♦✐'❡ ❝♦♥✜)♠❡♥' ❧❛ ❞*❧♦❝❛❧✐ ❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❝✐'♦♥ ❡' ❧❛ ❧♦❝❛❧✐ ❛'✐♦♥ ❞✉ ')✐♦♥✳ ▲❛ ✜❣✉)❡ ✶✳✶✾ ✲

✸✼



✭❜✮ ♣$%&❡♥)❡ &❝❤%♠❛)✐/✉❡♠❡♥) ❧❡ ♣✐%❣❡❛❣❡ ❞❡& ❝❤❛$❣❡& ♣♦&✐)✐✈❡& ❞❛♥& ❧❡& ✢✉❝)✉❛)✐♦♥& ❞✉ ❝❤❛♠♣

%❧❡❝)$♦&)❛)✐/✉❡ ❡) ❧✬❛♣♣❛$✐)✐♦♥ ❞❡ )$✐♦♥ 8 ♣❛$)✐$ ❞❡ ❝❡& ❞❡$♥✐9$❡&✳
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✾ ✕ ✭❛✮ ❋✐❣✉$❡ )✐$% ❞❡ ❧❛ $%❢%$❡♥❝❡ ❬✼✽❪✳ ❘❡♣$%&❡♥)❛)✐♦♥ ❞✉ )❛✉① ❞❡ ❞%♣❤❛&❛❣❡ ❞❡

❧✬❡①❝✐)♦♥ ✭X✮ ❡) ❞✉ )$✐♦♥ ✭X+
✮ ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥&✐)% ❞✬❡①❝✐)♦♥ ✭❞❡ )$✐♦♥✮✳ ▲✬✐♥&❡$) ❞❡ ❧❛

✜❣✉$❡ ♣$%&❡♥)❡ ❧❡& ♠H♠❡& ❞♦♥♥%❡& )$❛❝%❡& ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥&✐)% ❞❡ ♣♦$)❡✉$& ♣❛$ ❞♦♣❛❣❡✳ ✭❜✮

❘❡♣$%&❡♥)❛)✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ %❧❡❝)$♦&)❛)✐/✉❡ ❛♠❜✐❛♥) ❞❛♥& ❧❡/✉❡❧ ❞❡& )$✐♦♥& &❡ ❢♦$♠❡♥) 8 ♣❛$)✐$ ❞❡

❝❤❛$❣❡& ♣✐%❣%& ❞❛♥& ❧❡& ✢✉❝)✉❛)✐♦♥& ❞✉ ❝❤❛♠♣✳

❊♥✜♥✱ ✐❧ ❢❛✉) ♥♦)❡$ /✉❡ ❧❡ )$✐♦♥ ❢❛✐) ❡♥❝♦$❡ ❧✬♦❜❥❡) ❞✬%)✉❞❡& ❝❛$ ✐❧ ♣❡$♠❡) ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣$❡♥❞$❡

❧❡& ✐♥)❡$❛❝)✐♦♥& 8 ♣❧✉&✐❡✉$& ❝♦$♣&✳ ❖♥ ♣❡✉) ❝✐)❡$ ♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡& )$❛✈❛✉① ❞❡ ❑✐♥ ❋❛✐ ▼❛❦ ❡! ❛❧✳

❞❛♥& ❧❡&/✉❡❧& ✉♥ )$✐♦♥ ❛ %)% ♦❜&❡$✈% ❞❛♥& ❞❡& ❢❡✉✐❧❧❡)& ❞❡ MoS2 ♣❛$ ✉♥❡ ❡①♣%$✐❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤♦)♦✲

❧✉♠✐♥❡&❝❡♥❝❡ ❬✽✶❪✳ ▲✬%♥❡$❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐&♦♥ ♦❜)❡♥✉❡ ✭✷✵ ♠❡❱✮ ❡&) ✉♥ ♦$❞$❡ ❞❡ ❣$❛♥❞❡✉$ &✉♣%$✐❡✉$ 8

❝❡❧❧❡ ❞❡& )$✐♦♥& ❞❛♥& ❧❡& ♣✉✐)& /✉❛♥)✐/✉❡& %✈♦/✉%& ♣$%❝%❞❡♠♠❡♥)✳

✶✳✺✳✷✳❛ ▲❡ '(✐♦♥ ❞❛♥- ❧❡- ♥❛♥♦'✉❜❡- ❞❡ ❝❛(❜♦♥❡

▲❡& ♥❛♥♦)✉❜❡& %)❛♥) ❞❡& &②&)9♠❡& ✉♥✐❞✐♠❡♥&✐♦♥♥❡❧& ♦U ❧❡& %♥❡$❣✐❡& ❞✬✐♥)❡$❛❝)✐♦♥ ❝♦✉❧♦♠❜✐✲

❡♥♥❡ &♦♥) )$9& ❣$❛♥❞❡& ❞❡✈❛♥) ❧✬%♥❡$❣✐❡ )❤❡$♠✐/✉❡✱ ✐❧ ❡&) $❛✐&♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ♣❡♥&❡$ /✉✬❡♥ ❝❛& ❞❡

❞♦♣❛❣❡✱ ❧✬♦❜&❡$✈❛)✐♦♥ ❞✬✉♥ )$✐♦♥ ❡&) ♣♦&&✐❜❧❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉) &✬❡♥✈✐&❛❣❡$ ❞❛♥& ❧❡ ❝❛& ❞✬✉♥ ❞♦♣❛❣❡ ✐♥✲

)❡♥)✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ♥❛♥♦)✉❜❡ ♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡✳ ▲❡ )$❛✈❛✐❧ ❞❡ ❝❡))❡ )❤9&❡ &❡ ❝♦♥❝❡♥)$❡ ❡♥ ❣$❛♥❞❡ ♣❛$)✐❡ &✉$

❧✬%)✉❞❡ ❞❡& ❡①❝✐)♦♥& ❝❤❛$❣%& ❞❛♥& ❧❡& ♥❛♥♦)✉❜❡& ❞❡ ❝❛$❜♦♥❡ %❛♥% ❞♦♣❛❣❡✳ ❈❡❧❛ &❡$❛ ❛♥❛❧②&% ❡)

❞✐&❝✉)% ❞❛♥& ❧❡ ❝❤❛♣✐)$❡ ❞%❞✐% ❛✉① $%&✉❧)❛)& ❡①♣%$✐♠❡♥)❛✉①✳

◆%❛♥♠♦✐♥&✱ ❞❡ ♥♦♠❜$❡✉① )$❛✈❛✉① )❤%♦$✐/✉❡& ♦♥) ♣♦✉$ ♦❜❥❡) ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ )$✐♦♥✐/✉❡ ❞❛♥& ❧❡&

♥❛♥♦)✉❜❡&✳ ■❧ ❛ %)% ❛✐♥&✐ ♠♦♥)$% /✉✬✉♥ )$✐♦♥ &)❛❜❧❡ 8 )❡♠♣%$❛)✉$❡ ❛♠❜✐❛♥)❡ ♣❡✉) ❡①✐&)❡$✳ ❙✉$ ❧❛

✜❣✉$❡ ✶✳✷✵ ✲ ✭❛✮✱ )✐$%❡ ❞❡ ❧❛ $%❢%$❡♥❝❡ ❬✽✷❪ ❡&) $❡♣$%&❡♥)%❡ ❧✬%♥❡$❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐&♦♥ ❞✬✉♥ )$✐♦♥ ♥%❣❛)✐❢

❞❛♥& ❧❡& ♥❛♥♦)✉❜❡& ❞❡ ❝❤✐$❛❧✐)% ✭✻✱✺✮ ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥&)❛♥)❡ ❞✐%❧❡❝)$✐/✉❡✳ ▲❡ )$❛✐) ❡♥ ♣♦✐♥)✐❧❧%
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✐♥❞✐#✉❡ ❧❛ ♣♦*✐+✐♦♥ ❞❡ ❧✬-♥❡.❣✐❡ +❤❡.♠✐#✉❡ 2 +❡♠♣-.❛+✉.❡ ❛♠❜✐❛♥+❡✳ 5♦✉. ❞❡* ✈❛❧❡✉.* ❞❡ ❝♦♥*+❛♥+❡

❞✐-❧❡❝+.✐#✉❡ ✐♥❢-.✐❡✉.❡ 2 ǫ = 7✱ ✉♥ +.✐♦♥ *+❛❜❧❡ ♣❡✉+ ❡①✐*+❡. 2 +❡♠♣-.❛+✉.❡ ❛♠❜✐❛♥+❡✳
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✵ ✕ ✭❛✮ ❋✐❣✉.❡ +✐.-❡ ❞❡ ❧❛ .-❢-.❡♥❝❡ ❬✽✷❪✳ ➱♥❡.❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐*♦♥ ❝❛❧❝✉❧-❡ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❝♦♥*+❛♥+❡ ❞✐-❧❡❝+.✐#✉❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ǫ✳ ✭❜✮ ❋✐❣✉.❡ +✐.-❡ ❞❡ ❧❛ .-❢-.❡♥❝❡ ❬✽✸❪✳ ➱♥❡.❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐*♦♥

❞✉ +.✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧-❡ ✭♣♦✐♥+* ♥♦✐.*✮ ❡+ ♦❜+❡♥✉❡ ❡①♣-.✐♠❡♥+❛❧❡♠❡♥+ ✭♣♦✐♥+* .♦✉❣❡*✮ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞✉

❞✐❛♠G+.❡ ❞✉ +✉❜❡✳

❊♥ ♦✉+.❡✱ ❧❛ ✜❣✉.❡ ✶✳✷✵ ✲ ✭❜✮ ♣.-*❡♥+❡ ❧❡* .-*✉❧+❛+* +❤-♦.✐#✉❡* ❡+ ❡①♣-.✐♠❡♥+❛✉① ♦❜+❡♥✉*

♣♦✉. ❧✬-♥❡.❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐*♦♥ ❞✉ +.✐♦♥ ♣❛. .❡*♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ +②♣❡ ▼♦♥+❡ ❈❛.❧♦ #✉❛♥+✐#✉❡

✈❛.✐❛+✐♦♥♥❡❧ ❬✽✸❪ ❡+ ❧❡* ❞♦♥♥-❡* ❞❡ ❧❛ .-❢-.❡♥❝❡ ❬✽✹❪✳ ▲✬-#✉✐♣❡ ❞❡ ❧❛ .-❢-.❡♥❝❡ ♣.-❝-❞❡♥+❡ ❛ ♦❜+❡♥✉
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❞❡" #$"✉❧'❛'" ❡①♣$#✐♠❡♥'❛✉① "✉# ❧❡" '#✐♦♥" ♣❛#❛❧❧/❧❡♠❡♥' ❛✉① '#❛✈❛✉① ♣#❛'✐1✉$" ❞✉#❛♥' ❝❡''❡

'❤/"❡ ❡♥ $'✉❞✐❛♥' ❞❡" ♥❛♥♦'✉❜❡" ❞♦♣$"✳ ❈❡❧❛ "❡#❛ ❞$✈❡❧♦♣♣$ ❞❛♥" ❧❡ ❝❤❛♣✐'#❡ ✸ ❛✈❡❝ ♥♦" ♣#♦♣#❡"

#$"✉❧'❛'" "✉# ♥❛♥♦'✉❜❡" ♥♦♥✲❞♦♣$"✳ ❈❡''❡ $♥❡#❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐"♦♥ ❡"' '#❛❝$❡ ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛♠/'#❡

❞✉ ♥❛♥♦'✉❜❡✳ ;♦✉# '♦✉" ❧❡" ♥❛♥♦'✉❜❡" ❝♦♥"✐❞$#$"✱ ❛❧❧❛♥' ❞✬✉♥ ❞✐❛♠/'#❡ ❞❡ ✵✳✺ ♥♠ @ ✶✳✺ ♥♠✱

❧❡ '#✐♦♥ ❛❞♠❡' ✉♥❡ $♥❡#❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐"♦♥ "✉♣$#✐❡✉#❡ @ ❧✬$♥❡#❣✐❡ '❤❡#♠✐1✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉"✱ ❧✬❛❝❝♦#❞ ❡♥'#❡

❧❡" ❞♦♥♥$❡" ❝❛❧❝✉❧$❡" ❡' ❡①♣$#✐♠❡♥'❛❧❡" ❡"' ❡①❝❡❧❧❡♥'✳ ▲❛ ❝♦♥"'❛♥'❡ ❞✐$❧❡❝'#✐1✉❡ ❞♦✐' ♣#❡♥❞#❡ ✉♥❡

✈❛❧❡✉# ❞❡ ǫ = 3.4 ❛✜♥ ❞❡ "✬❛♣♣#♦❝❤❡# ❞❡" ❝♦♥❞✐'✐♦♥" ❡①♣$#✐♠❡♥'❛❧❡"✳ ■❧ ❢❛✉' ❝❡♣❡♥❞❛♥' ♥♦'❡# 1✉❡

❧❛ ❝♦♥"'❛♥'❡ ǫ ❞$❝#✐'❡ ✐❝✐ ❡"' ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ 1✉✐ ♣#❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❧✬❡♥✈✐#♦♥♥❡♠❡♥' $❧❡❝'#♦"'❛'✐1✉❡

❞✉ ♥❛♥♦'✉❜❡ ❛✐♥"✐ 1✉❡ ❧❛ ❝♦♥"'❛♥'❡ ❞✐$❧❡❝'#✐1✉❡ ♣#♦♣#❡ ❛✉ ♥❛♥♦'✉❜❡✳

✶✳✻ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❉❛♥" ❝❡ ❝❤❛♣✐'#❡✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ✈♦✉❧✉ "♦✉❧✐❣♥❡# ❞❡✉① ♣♦✐♥'" ✐♠♣♦#'❛♥'"✳ ▲❡ ♣#❡♠✐❡# ♣#♦✈✐❡♥' ❞✉

❢❛✐' 1✉❡ ❧❡" ♥❛♥♦'✉❜❡" "♦♥' ❞❡" "②"'/♠❡" 1✉❛"✐✲✉♥✐❞✐♠❡♥"✐♦♥♥❡❧" 1✉✐ ♣#$"❡♥'❡♥' ❞❡" ♣#♦♣#✐$'$"

♣❤②"✐1✉❡" ✉♥✐1✉❡"✳ ❆✐♥"✐✱ ❧❛ ♠❛♥✐/#❡ ❞✬❡♥#♦✉❧❡# ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ❣#❛♣❤/♥❡ 1✉✐ ❢♦#♠❡ ❧❡ ♥❛♥♦'✉❜❡

❞$'❡#♠✐♥❡ '♦✉" ❧❡" ♣❛#❛♠/'#❡" ✐♥'#✐♥"/1✉❡" ❞✉ ♥❛♥♦'✉❜❡ ✭❞✐❛♠/'#❡✱ ❝❤✐#❛❧✐'$ ✳✳✳✮ ❛✐♥"✐ 1✉❡ ❧❡"

$♥❡#❣✐❡" ❞❡" ❡①❝✐'♦♥"✳ ▲❡ ❞❡✉①✐/♠❡ ♣♦✐♥' ❝♦♥❝❡#♥❡ ❧❡" $♥❡#❣✐❡" ❞✬✐♥'❡#❛❝'✐♦♥ ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡ ♠✐"

❡♥ ❥❡✉ ❞❛♥" ❧❡" ♥❛♥♦'✉❜❡"✳ ❈❡❧❧❡"✲❝✐ "♦♥' '#/" ✐♠♣♦#'❛♥'❡" ❧♦#"1✉❡ ❝♦♠♣❛#$❡" @ ❞✬❛✉'#❡" "②"'/♠❡"

♣❤②"✐1✉❡" ♠K♠❡ 1✉❛"✐✲✉♥✐❞✐♠❡♥"✐♦♥❡❧✳ ❈❡❧❛ ❡♥'#❛L♥❡ ✉♥❡ $♥❡#❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐"♦♥ ♣♦✉# ❧✬❡①❝✐'♦♥ 1✉✐

❝♦##❡"♣♦♥❞ @ '#♦✐" 1✉❛#'" ❞✉ ❣❛♣ ❡' ❝♦♥❞✉✐' @ ❧❛ ♣#$"❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐'♦♥" ❡①'#K♠❡♠❡♥' "'❛❜❧❡" @

'❡♠♣$#❛'✉#❡ ❛♠❜✐❛♥'❡✳ ◆♦✉" ❛✈♦♥" ♣❛""$ ❡♥ #❡✈✉❡ ❧❡" ❞✐✛$#❡♥'❡" ❝❧❛""❡" ❞✬❡①❝✐'♦♥ ❞❛♥" ❧❡" ♥❛♥✲

♦'✉❜❡"✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ✐♥'#♦❞✉✐' ❧❡" ❝♦♥❝❡♣'" ❞❡ ♠♦❧$❝✉❧❡ ❡①❝✐'♦♥✐1✉❡ 1✉❡ "♦♥' ❧❡" ❜✐❡①❝✐'♦♥"

❡' ❧❡" '#✐♦♥"✳
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❈❤❛♣✐%&❡ ✷

❉✐"♣♦"✐%✐❢" ❡①♣)*✐♠❡♥%❛✉①

❈❡ ❝❤❛♣✐'(❡ ✈❛ ♣(*+❡♥'❡( ❧❡+ ❡①♣*(✐❡♥❝❡+ ❞❡ +♣❡❝'(♦+❝♦♣✐❡ (*+♦❧✉❡ ❡♥ '❡♠♣+ ♠✐+❡+ ❡♥ 3✉✈(❡

❞❛♥+ ❧❡ ❝❛❞(❡ ❞❡ ❝❡''❡ '❤4+❡✱ ❛✐♥+✐ 6✉❡ ❧❡+ '❡❝❤♥✐6✉❡+ ✉'✐❧✐+*❡+ ♣♦✉( ❢❛❜(✐6✉❡( ♥♦+ *❝❤❛♥'✐❧❧♦♥+✳

:♦✉( ❝❡❧❛✱ ♥♦✉+ ❝♦♠♠❡♥❝❡(♦♥+ ♣❛( ❧✐+'❡( ❡' ❡①♣❧✐6✉❡( ❜(✐4✈❡♠❡♥' ❧❡ ♠♦♥'❛❣❡ ❧❛+❡( ♣✉✐+ ♦♣✲

'✐6✉❡ ♥*❝❡++❛✐(❡ = +❛ ♠✐+❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❡' ❡♥✜♥✱ ♥♦✉+ ❞*'❛✐❧❧❡(♦♥+ ❧❡+ ❝❛(❛❝'*(✐+'✐6✉❡+ ❞❡ ❧✬♦❜+❡(✈❛❜❧❡

❡①♣*(✐♠❡♥'❛❧❡ 6✉✐ ❡+' ❧❛ '(❛♥+♠✐++✐♦♥ ❞✐✛*(❡♥'✐❡❧❧❡✳ ❉❛♥+ ✉♥ ❞❡✉①✐4♠❡ '❡♠♣+✱ ❧❡+ ❞✐✛*(❡♥'❡+

'❡❝❤♥✐6✉❡+ ❞❡ ❢❛❜(✐❝❛'✐♦♥ ❞❡ ♥❛♥♦'✉❜❡+ +❡(♦♥' ♣❛++*❡+ ❡♥ (❡✈✉❡✳ ◆♦✉+ '❡(♠✐♥❡(♦♥+ ❛❧♦(+ ♣❛(

❧❛ '❡❝❤♥✐6✉❡ 6✉✐ ❛ ♣❡(♠✐+ ❧❡ '(✐ ❞❡+ ♥❛♥♦'✉❜❡+ *'✉❞✐*+ ❛✉ ❝♦✉(+ ❞❡+ '(❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡''❡ '❤4+❡✱ ❧❛

♠*'❤♦❞❡ ❞✐'❡ ❞❡ ◆♦♥❧✐♥❡❛' ❞❡♥)✐*② ❣'❛❞✐❡♥* ✉❧*'❛❝❡♥*'✐❢✉❣❛*✐♦♥✳

✷✳✶ ❊①♣&'✐❡♥❝❡ ♣♦♠♣❡✲/♦♥❞❡

✷✳✶✳✶ ▼❛%&'✐❡❧ ✉%✐❧✐,&

❈❡''❡ ♣❛('✐❡ ♣(*+❡♥'❡ ❧❡+ *❧*♠❡♥'+ 6✉✐ ♦♥' *'* ♥*❝❡++❛✐(❡+ ❛✉ ♠♦♥'❛❣❡ ❡①♣*(✐♠❡♥'❛❧ ✉'✐❧✐+*

♣♦✉( ❧✬❡①♣*(✐❡♥❝❡ ♣♦♠♣❡✲+♦♥❞❡ ✿

✕ ❙♦✉(❝❡+ ❧❛+❡(

✕ ❙②+'4♠❡ ❞❡ ❞*'❡❝'✐♦♥

✷✳✶✳✶✳❛ ❙♦✉'❝❡* ❧❛*❡'

▲✬*'✉❞❡ ❞❡+ ♣❤*♥♦♠4♥❡+ ❡①❝✐'♦♥✐6✉❡+ ❞❛♥+ ❧❡+ ♥❛♥♦'✉❜❡+ ❞❡ ❝❛(❜♦♥❡ (❡6✉✐❡(' ❞❡+ ✐♠♣✉❧+✐♦♥+

✉❧'(❛✲❝♦✉('❡+ ❞❡ ❧✬♦(❞(❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥'❛✐♥❡ ❞❡ ❢❡♠'♦+❡❝♦♥❞❡✳ ▲❛ +♦✉(❝❡ ❢❡♠'♦+❡❝♦♥❞❡ 6✉❡ ♥♦✉+ ✉'✐❧✐+♦♥+

❡+' ❝♦♥+'✐'✉*❡ ❞❡ '(♦✐+ *'❛❣❡+ ✿

✕ ✉♥ ♦+❝✐❧❧❛'❡✉( ♣(♦❞✉✐+❛♥' ✉♥ '(❛✐♥ ❞✬✐♠♣✉❧+✐♦♥+ ✉❧'(❛✲❝♦✉('❡+✱ ♣♦♠♣* ♣❛( ✉♥ ❧❛+❡( ❝♦♥'✐♥✉
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✷✳✶✳✶✳❝ ❖%❝✐❧❧❛)❡✉, )✐)❛♥❡✿%❛♣❤✐,

▲✬♦#❝✐❧❧❛(❡✉+ ❢❡♠(♦#❡❝♦♥❞❡ ✉(✐❧✐#0 ♣♦✉+ ♣+♦❞✉✐+❡ ✉♥ (+❛✐♥ ❞✬✐♠♣✉❧#✐♦♥# ✉❧(+❛✲❝♦✉+(❡# ❡#( ✉♥

❞✐#♣♦#✐(✐❢ ✓ ❢❛✐( ♠❛✐#♦♥ ✔ ❞❡ (②♣❡ (✐(❛♥❡✿#❛♣❤✐+✳ ▲❡ ❜❛++❡❛✉ ❞❡ ❚✐✿❙❛✱ ♣❧❛❝0 ❞❛♥# ❧❛ ❝❛✈✐(0✱ ♣+0#❡♥(❡

❞❡# ♣+♦♣+✐0(0# ❞✬❛♠♣❧✐✜❝❛(✐♦♥ #✉+ ✉♥❡ ❣❛♠♠❡ #♣❡❝(+❛❧❡ #✉✣#❛♠♠❡♥( ❧❛+❣❡ ✭❞❡ ✼✺✵ E ✽✺✵ ♥♠✮

♣♦✉+ ❡①❝✐(❡+ ✉♥ ❣+❛♥❞ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ ♠♦❞❡# ❧♦♥❣✐(✉❞✐♥❛✉① ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐(0 ❧❛#❡+✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡ ❢❛✐#❝❡❛✉

♦♣(✐J✉❡ (+❛✈❡+#❡ ❧❡ ❝+✐#(❛❧✱ ✉♥ ♣❤0♥♦♠K♥❡ ❞✬❛✉(♦❢♦❝❛❧✐#❛(✐♦♥ ♣❛+ ❡✛❡( ❑❡++ #❡ ♣+♦❞✉✐(✳ ■❧ ② ❛

♠♦❞✉❧❛(✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✳ ■❧ ❡♥ +0#✉❧(❡ ✉♥ ❜❧♦❝❛❣❡ ❞❡# ♠♦❞❡# ❞✉ ❧❛#❡+✳ ▲❡ ❢♦♥❝(✐♦♥♥❡♠❡♥(

✐♠♣✉❧#✐♦♥♥❡❧ ❡#( ❞♦♥❝ ❢❛✈♦+✐#0✳ ▲✬✐♠♣✉❧#✐♦♥ #❡ +❡♣+♦❞✉✐( E ❧✬✐❞❡♥(✐J✉❡ ❛♣+K# ❝❤❛J✉❡ ♣❛##❛❣❡ ❞❛♥#

❧❛ ❝❛✈✐(0✳ ▲❛ ❝♦♠♣❡♥#❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐#♣❡+#✐♦♥ ❞❡ ✈✐(❡##❡ ❞❡ ❣+♦✉♣❡ ❡#( ❛##✉+0❡ ♣❛+ ✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡

❞❡✉① ♣+✐#♠❡# ♣+♦❞✉✐#❛♥( ✉♥❡ ❞✐#♣❡+#✐♦♥ ❞❡ ✈✐(❡##❡ ❞❡ ❣+♦✉♣❡ ♥0❣❛(✐✈❡✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉+ (♦(❛❧❡ ❞❡ ❧❛

❝❛✈✐(0 ❧❛#❡+ ❢❛✐( ❡♥✈✐+♦♥ ✸ ♠K(+❡# ❡( ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣+♦❞✉✐( ❞❡# ✐♠♣✉❧#✐♦♥# ❞❡ ✽✵ ❢❡♠(♦#❡❝♦♥❞❡# ❛✈❡❝ ✉♥

(❛✉① ❞❡ +0♣0(✐(✐♦♥ ❞❡ ✽✵ ▼❍③✳

✷✳✶✳✶✳❞ ❆♠♣❧✐✜❝❛)❡✉, ,5❣5♥5,❛)✐❢

▲✬0♥❡+❣✐❡ ❧✉♠✐♥❡✉#❡ ♣❛+ ✐♠♣✉❧#✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦#❝✐❧❧❛(❡✉+ ❚✐✿❙❛ ❡#( ❞❡ ❧✬♦+❞+❡ ❞❡ J✉❡❧J✉❡# ♥❛♥♦❥♦✉❧❡#✳

❯♥❡ (❡❧❧❡ 0♥❡+❣✐❡ ♥✬❡#( ♣❛# #✉✣#❛♥(❡ ♣♦✉+ ❧✬✐♥❥❡❝(✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠♣❧✐✜❝❛(❡✉+ ♣❛+❛♠0(+✐J✉❡ ♦♣(✐J✉❡✳

❊♥ ✈✉❡ ❞✬♦❜(❡♥✐+ ❞❡# 0♥❡+❣✐❡# ♣❛+ ✐♠♣✉❧#✐♦♥ ♣❧✉# ✐♠♣♦+(❛♥(❡#✱ ♥♦✉# ✉(✐❧✐#♦♥# ✉♥ ❛♠♣❧✐✜❝❛(❡✉+

♦♣(✐J✉❡ ❝♦♠♠❡+❝✐❛❧ ❘❡❣❆ ✾✵✵✵ ❞❡ ❧❛ #♦❝✐0(0 ❈♦❤❡+❡♥(✳ ▲❡ ❘❡❣❆ ♣+0#❡♥(❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦#❝✐❧❧❛(❡✉+✱

✉♥❡ ❝❛✈✐(0 ❧❛#❡+ ❞♦(0❡ ❞✬✉♥ ❜❛++❡❛✉ ❞❡ ❚✐✿❙❛✳ ❊♥ +❡✈❛♥❝❤❡✱ ✐❧ ❝♦♥(✐❡♥(✱ ❝❡((❡ ❢♦✐#✲❝✐✱ ✉♥ ◗✲❙✇✐(❝❤

J✉✐ ❛ ♣♦✉+ +[❧❡ ❞❡ ❧❛✐##❡+ #✬❡♠♠❛❣❛#✐♥❡+ ❞❡ ❧✬0♥❡+❣✐❡ ❞❛♥# ❧❡ ❜❛++❡❛✉ ♣❛+ ♣♦♠♣❛❣❡ ♦♣(✐J✉❡✳ ❈❡

◗✲❙✇✐(❝❤ ❜❧♦J✉❡ ❧✬0♠✐##✐♦♥ ❧❛#❡+ ❡( ❧❡# ♣❡+(❡# ♣❛+ 0♠✐##✐♦♥ #(✐♠✉❧0❡✳ ▲❛ ❝❛✈✐(0 ❝♦♥(✐❡♥( 0❣❛❧❡✲

♠❡♥( ✉♥ ❝+✐#(❛❧ ❛❝♦✉#(♦✲♦♣(✐J✉❡ J✉✐ ♣❡+♠❡( ❞✬✐♥❥❡❝(❡+ ❡( ❞✬❡①(+❛✐+❡ ❧❡# ✐♠♣✉❧#✐♦♥# ❞❛♥# ♦✉ ❞❡ ❧❛

❝❛✈✐(0✳ ◗✉❛♥❞ ❧✬0♥❡+❣✐❡ ❡♠♠❛❣❛#✐♥0❡ ❞❛♥# ❧❡ ❜❛++❡❛✉ ❡#( ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ✉♥❡ ✐♠♣✉❧#✐♦♥ ♣+♦✈❡♥❛♥( ❞❡

❧✬♦#❝✐❧❧❛(❡✉+ ❚✐✿❙❛ ❡#( ✐♥❥❡❝(0❡ ❞❛♥# ❧❛ ❝❛✈✐(0 ♦\ ❡❧❧❡ ✈❛ #✬❛♠♣❧✐✜❡+✱ ♣✉✐# ](+❡ 0❥❡❝(0❡✳ ▲✬✐♠♣✉❧#✐♦♥

❞❡ #♦+(✐❡ ❞✉ ❘❡❣❆ ♣♦##K❞❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ 0♥❡+❣✐❡ ❞❡ J✉❡❧J✉❡# ♠✐❝+♦❥♦✉❧❡# ❡( ✉♥❡ ❞✉+0❡ ✐♥❢0+✐❡✉+❡ E

✷✵✵ ❢#✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥# (♦✉( ♠♦♥(❛❣❡ ♦♣(✐J✉❡✱ ✉♥❡ ❞✐#♣❡+#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐(❡##❡ ❞❡ ❣+♦✉♣❡ ❛✉❣♠❡♥(❡

❧❛ ❞✉+0❡ ❞❡# ✐♠♣✉❧#✐♦♥#✳ ●+`❝❡ E ✉♥ ❝♦♠♣❡♥#❛(❡✉+ E +0#❡❛✉ #✐(✉0 E ❧❛ #♦+(✐❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐✜❝❛(❡✉+✱

❝❡❧❧❡#✲❝✐ #♦♥( +❡❝♦♠♣+✐♠0❡#✳ ▲❡ (❛✉① ❞❡ +0♣0(✐(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐✜❝❛(❡✉+ ❡#( ✷✵✵ ❦❍③✳

✷✳✶✳✶✳❡ ❆♠♣❧✐✜❝❛)❡✉, ♣❛,❛♠5),✐8✉❡ ♦♣)✐8✉❡ ✲ ❖;❆

b♦✉+ ❛♠❡♥❡+ ❧❡# ✐♠♣✉❧#✐♦♥# E ❧✬0♥❡+❣✐❡ ❞❡ ♣❤♦(♦♥ ❞❡# (+❛♥#✐(✐♦♥# ♦♣(✐J✉❡# ❞❛♥# ❧❡# ♥❛♥♦(✉❜❡#✱

✉♥❡ #♦✉+❝❡ ❛❝❝♦+❞❛❜❧❡ ♣❡+♠❡((❛♥( ❞❡ ❢❛✐+❡ ✈❛+✐❡+ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉+ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡# ✐♠♣✉❧#✐♦♥# ♣+♦❞✉✐(❡# ❡#(
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♥!❝❡$$❛✐'❡✳ ▲❡ ❢❛✐$❝❡❛✉ ❞✬✐♠♣✉❧$✐♦♥$ ✐$$✉❡$ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐✜❝❛3❡✉' 3'❛✈❡'$❡ ✉♥ ❖6❆ ✾✹✵✵ ❞❡ ❧❛ $♦❝✐!3!

❈♦❤❡'❡♥3 = ❝❡33❡ ✜♥✳ ➚ ❧✬❡♥3'!❡ ❞❡ ❧✬❖6❆✱ ❧❡ ❢❛✐$❝❡❛✉ ❞✬✐♠♣✉❧$✐♦♥$ ❡$3 $❝✐♥❞! ❡♥ ❞❡✉① ✿

✕ ▲❛ ♣'❡♠✐C'❡ ♣❛'3✐❡✱ ✷✺✪ ❡$3 ❢♦❝❛❧✐$!❡ $✉' ✉♥ ❝'✐$3❛❧ ❞❡ $❛♣❤✐' G✉✐✱ ♣❛' ❛✉3♦♠♦❞✉❧❛3✐♦♥ ❞❡

♣❤❛$❡✱ ❣!♥C'❡ ✉♥ ❝♦♥3✐♥✉✉♠ ❞❡ ❧✉♠✐C'❡ ❜❧❛♥❝❤❡✳

✕ ▲❛ $❡❝♦♥❞❡ ♣❛'3✐❡✱ ✼✺ ✪✱ ❡$3 ❞♦✉❜❧!❡ ❡♥ ❢'!G✉❡♥❝❡ ♣❛' ❢♦❝❛❧✐$❛3✐♦♥ $✉' ✉♥ ❝'✐$3❛❧ ❞❡ ❇❇❖✳

▲❡$ ✐♠♣✉❧$✐♦♥$ ♦♥3 ❛❧♦'$ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉' ❞✬♦♥❞❡ ❞✬❡♥✈✐'♦♥ ✹✵✵ ♥♠✳

6✉✐$ ❧❡ ❢❛✐$❝❡❛✉ ❞♦✉❜❧! ❡3 ❧❡ ❝♦♥3✐♥✉✉♠ ❞❡ ❧✉♠✐C'❡ ❜❧❛♥❝❤❡ $♦♥3 ❢♦❝❛❧✐$!$ $✉' ✉♥ ❝'✐$3❛❧ ❞❡ ❇❇❖

♦L $❡ ♣'♦❞✉✐3 ✉♥ ♣'♦❝❡$$✉$ ❞❡ ❝♦♥✈❡'$✐♦♥ ♣❛'❛♠!3'✐G✉❡✳ 6❛' ❧❡ ❜✐❛✐$ ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ = '❡3❛'❞✱ ♦♥

$②♥❝❤'♦♥✐$❡ ❧✬❛''✐✈!❡ ❞❡$ ❝♦♠♣♦$❛♥3❡$ $♣❡❝3'❛❧❡$ ❝♦''❡$♣♦♥❞❛♥3❡$✳ ▲✬♦'✐❡♥3❛3✐♦♥ ❞✉ ❝'✐$3❛❧ ♣❡'♠❡3

❞✬❛♠♣❧✐✜❡' ❝❡'3❛✐♥❡$ ❢'!G✉❡♥❝❡$ ❞✉ ❝♦♥3✐♥✉✉♠✳ ■❧ ❡♥ '!$✉❧3❡ ❧❛ ❣!♥!'❛3✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❢'!G✉❡♥❝❡$

❛♠♣❧✐✜!❡$ ✿

✕ ❧❡ $✐❣♥❛❧ ✭❢'!G✉❡♥❝❡ ❧❛ ♣❧✉$ !❧❡✈!❡✮ ✿ ♣❛' ♦'✐❡♥3❛3✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡✉①✐C♠❡ ❝'✐$3❛❧ ❞❡ ❇❇❖✱ ♦♥

♣❡✉3 ❞♦♥❝ ❝'!❡' ✉♥ $✐❣♥❛❧ ❞♦♥3 ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ $♣❡❝3'❛❧ $✬!3❡♥❞ ❞❡ ✺✵✵ = ✼✺✵ ♥♠✳

✕ ✉♥ $✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣❧!♠❡♥3❛✐'❡ ✓ ❧✬✐❞❧❡' ✔ ❞♦♥3 ❧❛ ❣❛♠♠❡ $♣❡❝3'❛❧❡ $✬!3❡♥❞ ❞❡ ✽✺✵ = ✶✹✵✵ ♥♠✳

▲❡$ ❞❡✉① $✐❣♥❛✉① ✈!'✐✜❡♥3 ❧❛ '❡❧❛3✐♦♥ ✿

1

λ
♣♦♠♣❡

=
1

λ
$✐❣♥❛❧

+
1

λ
✐❞❧❡+

✭✷✳✶✮

▲♦'$G✉✬♦♥ 3'❛✈❛✐❧❧❡ ❞❛♥$ ❧✬✐♥❢'❛'♦✉❣❡✱ ♣♦✉' ❧❡ 3'❛✈❛✐❧ ❞❡ ❝❡33❡ 3❤C$❡ ♣❛' ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬!G✉❛3✐♦♥ ✷✳✶

♣❡'♠❡3 ❞❡ ❝❛'❛❝3!'✐$❡' ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉' ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ ❢❛✐$❝❡❛✉ ✐❞❧❡'✳ ▲✬✐♠♣✉❧$✐♦♥ ❡$3 ❛♠♣❧✐✜!❡ ♣❛' ❞❡✉①

♣❛$$❛❣❡$ $✉❝❝❡$$✐❢$ ❞❛♥$ ❧❡ ❝'✐$3❛❧ ❞❡ ❇❇❖✳ 6♦✉' ♥♦$ ❡①♣!'✐❡♥❝❡$✱ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ✉3✐❧✐$! ❧❡ $✐❣♥❛❧

♣♦✉' ❧✬❡①❝✐3❛3✐♦♥ ❡♥ S22 ❡3 ❧✬✐❞❧❡'✱ ♣♦✉' ❧✬❡①❝✐3❛3✐♦♥ ❡♥ S11✳ ➚ ❧❛ $♦'3✐❡ ❞❡ ❧✬❖6❆✱ ♥♦✉$ ❣!♥!'♦♥$

❞♦♥❝ ✉♥❡ ✐♠♣✉❧$✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✉'!❡ ❞❡ ✶✺✵ ❢$ ❡♥✈✐'♦♥ ❡3 ❛②❛♥3 ✉♥❡ !♥❡'❣✐❡ ❞❡ G✉❡❧G✉❡$ ❞✐③❛✐♥❡$

❞❡ ♥❛♥♦❥♦✉❧❡$ ♣❛' ✐♠♣✉❧$✐♦♥✳ ▲❛ ✜❣✉'❡ ✷✳✷ ♣'!$❡♥3❡ ❧❡ $❝❤!♠❛ ❞❡ ♣'✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐✜❝❛3❡✉'

♣❛'❛♠!3'✐G✉❡ ♦♣3✐G✉❡✳

✷✳✶✳✶✳❢ ❈%✐'(❛❧ ❞❡ '❛♣❤✐%

6♦✉' ♦❜3❡♥✐' ❝❡ G✉✐ $❡'❛ ❧❡ ❢❛✐$❝❡❛✉ 3❡$3 ❞❛♥$ ❧✬❡①♣!'✐❡♥❝❡ ♣♦♠♣❡✲$♦♥❞❡✱ ♥♦✉$ ✉3✐❧✐$♦♥$ ✉♥❡

♣❛'3✐❡ ❞✉ ❢❛✐$❝❡❛✉ ✐$$✉ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐✜❝❛3❡✉' '!❣!♥!'❛3✐❢✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡$3 ❢♦❝❛❧✐$! $✉' ✉♥ ❝'✐$3❛❧ ❞❡ $❛♣❤✐'

G✉✐ ♣❡'♠❡3 ❧❛ ❣!♥!'❛3✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥3✐♥✉✉♠ ❞❡ ❧✉♠✐C'❡ ❜❧❛♥❝❤❡ ♣❛' ❛✉3♦♠♦❞✉❧❛3✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛$❡✳
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✷ ✕ ❙❝❤&♠❛ ❞❡ ♣,✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❖2❆✳

✷✳✶✳✷ ▼✐%❡ ❡♥ ❢♦*♠❡ ❞❡% ✐♠♣✉❧%✐♦♥%

✷✳✶✳✷✳❛ ❈♦♠♣(❡**❡✉( , ♣(✐*♠❡

▲❛ ❞✐5♣❡,5✐♦♥ ❞❡5 ✈✐8❡55❡5 ❞❡ ❣,♦✉♣❡ ❞❛♥5 ❧❡5 ❞✐5♣♦5✐8✐❢5 ✉8✐❧✐5&5 ❡58 ❣&♥&,❛❧❡♠❡♥8 ♣♦5✐8✐✈❡✳

▲❡5 ❢,&<✉❡♥❝❡5 ❧❡5 ♣❧✉5 ❜❛55❡5 ❞✉ 5♣❡❝8,❡ ✭,♦✉❣❡✮ 5❡ ♣,♦♣❛❣❡♥8 ❛❧♦,5 ♣❧✉5 ,❛♣✐❞❡♠❡♥8 <✉❡ ❧❡5

❢,&<✉❡♥❝❡5 ❧❡5 ♣❧✉5 ❤❛✉8❡5 ✭❜❧❡✉✮✳ ❈❡88❡ ❞✐5♣❡,5✐♦♥ ❞❡ ✈✐8❡55❡ ❞❡ ❣,♦✉♣❡ ❡♥❣❡♥❞,❡ ✉♥ &8❛❧❡♠❡♥8

8❡♠♣♦,❡❧ ❞❡5 ✐♠♣✉❧5✐♦♥5 ✐55✉❡5 ❞❡5 ❖2❆5✳ ❆✜♥ ❞❡ ,❡❝♦♠♣,✐♠❡, 8❡♠♣♦,❡❧❧❡♠❡♥8 ❧❡5 ✐♠♣✉❧5✐♦♥5✱ ✐❧

❢❛✉8 ❞♦♥❝ ✐♥8,♦❞✉✐,❡ 5✉, ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ♦♣8✐<✉❡ ✉♥ ❞✐5♣♦5✐8✐❢ ♣❡,♠❡88❛♥8 ✉♥❡ ❞✐5♣❡,5✐♦♥ ❞❡ ✈✐8❡55❡ ❞❡

❣,♦✉♣❡ ♥&❣❛8✐✈❡✳ ❯♥❡ ♣❛✐,❡ ❞❡ ♣,✐5♠❡5 ♦✉ ❞❡ ,&5❡❛✉① ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥8 ❞✐5♣♦5&5 ♣♦55E❞❡♥8 ❝❡88❡

♣,♦♣,✐&8&✳ ❙✉, ♥♦8,❡ ❞✐5♣♦5✐8✐❢ ❡①♣&,✐♠❡♥8❛❧✱ F ❧❛ 5♦,8✐❡ ❞❡5 ❖2❆5✱ ❧❡5 ✐♠♣✉❧5✐♦♥5 8,❛✈❡,5❡♥8 ✉♥❡

♣❛✐,❡ ❞❡ ♣,✐5♠❡5 ♣❧❛❝&❡5 ❡♥ 8G8❡✲❜G❝❤❡✳ 2♦✉, ♦❜8❡♥✐, ❞❡5 ❝❤❡♠✐♥5 ♦♣8✐<✉❡5 ❞✐✛&,❡♥85✱ ♦♥ ❥♦✉❡ 5✉,

❧✬&♣❛✐55❡✉, ❞✬❛✐, ❡8 ❞❡ ✈❡,,❡ 8,❛✈❡,5&5 ♣❛, ❧❡ ❢❛✐5❝❡❛✉✳

✷✳✶✳✸ ❉23❡❝3✐♦♥

✷✳✶✳✸✳❛ ▲❡ *♣❡❝1(♦♠21(❡

▲❡ 5♣❡❝8,❡ ❞✉ 5✐❣♥❛❧ ❡58 ♦❜8❡♥✉ ❞❛♥5 ♥♦5 ❡①♣&,✐❡♥❝❡5 ♣❛, ❞✐5♣❡,5✐♦♥ ❞❛♥5 ✉♥ 5♣❡❝8,♦♠E8,❡

❆❝8♦♥ ❙2✷✶✺✻ <✉✐ 5❡ ❝♦♠♣♦5❡ ❡55❡♥8✐❡❧❧❡♠❡♥8 ❞✬✉♥❡ ❢❡♥8❡ ❞✬❡♥8,&❡ ❡8 ❞✬✉♥ ,&5❡❛✉ ❞❡ ❞✐✛,❛❝8✐♦♥

♣❧❛♥ ❡♥❝❛❞,& ♣❛, ❞❡✉① ♠✐,♦✐,5 5♣❤&,✐<✉❡5 ❝♦♥❝❛✈❡5✳ ▲❡ ❢❛✐5❝❡❛✉ ❧✉♠✐♥❡✉① ✐♥❝✐❞❡♥8 ✭✐55✉ ❞❡ ❧❛

❢❡♥8❡ ❞✬❡♥8,&❡✮ ❡58 ,&✢&❝❤✐ ♣❛, ❧❡ ♠✐,♦✐, ❝♦❧❧✐♠❛8❡✉, <✉✐ ❧❡ ,❡♥❞ ♣❛,❛❧❧E❧❡ ❡8 ❧❡ ❞✐,✐❣❡ 5✉, ❧❡ ,&5❡❛✉✳

■❧ ❡58 ❡♥5✉✐8❡ ❞✐✛,❛❝8& ♣✉✐5✱ ♣❛, ❧✬✐♥8❡,♠&❞✐❛✐,❡ ❞✉ ♠✐,♦✐, ❢♦❝❛❧✐5❡✉,✱ ❡58 ❡♥✈♦②& 5✉, ✉♥❡ ❜❛,,❡88❡
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❞❡ ♣❤♦%♦❞✐♦❞❡' (❡❢(♦✐❞✐❡ * ❧✬❛③♦%❡ ❧✐/✉✐❞❡✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉( ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❜❧❛③❡ ❞✉ (6'❡❛✉ ❡'% * 1 µm ❡%

❧❛ (6'♦❧✉%✐♦♥ '♣❡❝%(❛❧❡ ❡①%(9♠❡ ❡'% ❞❡ ✵✳✸ ♥♠✳

✷✳✶✳✸✳❜ ▲❛ ❜❛''❡))❡ ❞❡ ♣❤♦)♦❞✐♦❞❡/ ✲ ■♥●❛❆/

▲❡ (6'❡❛✉ ❞✉ ♠♦♥♦❝❤(♦♠❛%❡✉( ❞6❝♦♠♣♦'❡ '♣❛%✐❛❧❡♠❡♥% ❧❡ '✐❣♥❛❧ ❧✉♠✐♥❡✉① ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉( ❞✬♦♥❞❡ ❡% ✐❧❧✉♠✐♥❡ ❝❤❛/✉❡ ♣✐①❡❧ ❞❡ ❧❛ ❜❛((❡%%❡ ❞❡ ♣❤♦%♦❞✐♦❞❡'✳ ❯♥ ♣✐①❡❧ ❡'% ✉♥❡

♣❤♦%♦❞✐♦❞❡ ❞❡ ■♥●❛❆' /✉✐ %(❛♥'❢♦(♠❡ ✉♥ ♣❤♦%♦♥ (❡A✉ ❡♥ ✉♥ '✐❣♥❛❧ 6❧❡❝%(✐/✉❡✳ ▲❛ ❜❛((❡%%❡ ✉%✐❧✐'6❡

❝♦♠♣♦(%❡ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ✺✶✷ ♣✐①❡❧'✳ ▲❡ ❣❛♣ ❞❡ ■♥●❛❆' 6%❛♥% ❞❛♥' ❧✬✐♥❢(❛(♦✉❣❡✱ ✐❧ ❡'% ♣♦''✐❜❧❡

❞✬♦❜'❡(✈❡( ✉♥❡ ❣❛♠♠❡ '♣❡❝%(❛❧❡ ❞❡ ✽✺✵ * ✶✻✵✵ ♥♠✳ ▲❡' ♥❛♥♦%✉❜❡' ✭✻✱✺✮ ❛②❛♥% ❞❡' %(❛♥'✐%✐♦♥'

❡①❝✐%♦♥✐/✉❡' ❞❛♥' ❧✬✐♥❢(❛(♦✉❣❡✱ ❧❡ ❞6%❡❝%❡✉( ■♥●❛❆' %②♣❡ ❖▼❆❱✲✺✶✷✲▲◆ ❞❡ ❧❛ '♦❝✐6%6 ❘♦♣❡(

❙❝✐❡♥%✐✜❝ ♣❡(♠❡% ❞❡ ❞6%❡❝%❡( ❧❡' '✐❣♥❛✉① ♣♦♠♣❡✲'♦♥❞❡ ♦❜%❡♥✉'✳

✷✳✶✳✹ ❊①♣'(✐❡♥❝❡

▲❡' %(❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡%%❡ %❤T'❡ ♦♥% ♣(✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥% ♠✐' ❡♥ ❥❡✉ ❞❡' ♠❡'✉(❡' ❡✛❡❝%✉6❡' '✉( ✉♥

♠♦♥%❛❣❡ ❞✐% ❞❡ ♣♦♠♣❡✲'♦♥❞❡✳ ❖♥ ✈❛ ❜(✐T✈❡♠❡♥% ❡①♣♦'❡( ✐❝✐ ❧❡ ♣(✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛%✐♦♥ ❡% ❧❡'

♠♦②❡♥' ❡①♣6(✐♠❡♥%❛✉① ♠✐' ❡♥ W✉✈(❡ ♣♦✉( ❧❛ (6❛❧✐'❡(✳

✷✳✶✳✹✳❛ 6'✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛)✐♦♥

▲✬❡①♣6(✐❡♥❝❡ ❞✐%❡ ✓ ♣♦♠♣❡ ❡% '♦♥❞❡ ✔ 6%✉❞✐❡ ❧❡' ✈❛(✐❛%✐♦♥' ❞✉❡' * ✉♥❡ ✐♠♣✉❧'✐♦♥ ♣♦♠♣❡ ❞❛♥'

❧❡ '♣❡❝%(❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡✉①✐T♠❡ ✐♠♣✉❧'✐♦♥ /✉✐ '♦♥❞❡ ❧❛ %(❛♥'♠✐''✐♦♥ ❞✬✉♥ 6❝❤❛♥%✐❧❧♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✉

%❡♠♣'✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ❞❡✉① ❢❛✐'❝❡❛✉① /✉✐ '♦♥% ❢♦❝❛❧✐'6' '✉( ❧❡ '②'%T♠❡ 6%✉❞✐6✳ ▲❡ ♣(❡♠✐❡(✱ ❛♣♣❡❧6

♣♦♠♣❡✱ ❡'% ❣6♥6(❛❧❡♠❡♥% ❧❛(❣❡♠❡♥% ♣❧✉' ♣✉✐''❛♥% /✉❡ ❧❡ '❡❝♦♥❞ ❛♣♣❡❧6 '♦♥❞❡ ♦✉ %❡'%✳

▲❛ ♣♦♠♣❡ ❛ ♣♦✉( ❜✉% ❞❡ ❣6♥6(❡( ✉♥❡ ♥♦♥✲❧✐♥6❛(✐%6 ❞❛♥' ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ 6%✉❞✐6✳ Z♦✉( ❧❡' '❡♠✐❝♦♥❞✉❝✲

%❡✉('✱ ❝❡❧❛ (❡✈✐❡♥% * ♣❡✉♣❧❡( ❞❡' ♥✐✈❡❛✉① ❡①❝✐%6'✳ Z♦✉( ❧❡' ♥❛♥♦%✉❜❡' ❞❡ ❝❛(❜♦♥❡ '❡♠✐❝♦♥❞✉❝%❡✉('✱

❞♦♥% ❧❡' ♣(♦♣(✐6%6' ♦♣%✐/✉❡' '♦♥% ♠❛❥♦(✐%❛✐(❡♠❡♥% ❣♦✉✈❡(♥6❡' ♣❛( ❞❡' ❡✛❡%' ❡①❝✐%♦♥✐/✉❡'✱ ❝❡❧❛

(❡✈✐❡♥% * ❝(6❡( ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ ❞✬❡①❝✐%♦♥'✳

▲❡ ([❧❡ ❞✉ %❡'% ❡'% ❞❡ ✈❡♥✐( '♦♥❞❡( ❝❡' ❝❤❛♥❣❡♠❡♥%' ❞✉' * ❧❛ ♣♦♠♣❡✳ Z♦✉( ♦❜%❡♥✐( ✉♥❡

✐♥❢♦(♠❛%✐♦♥ '✉( ❧❛ ❞②♥❛♠✐/✉❡ ❞❡ ❝❡' ❝❤❛♥❣❡♠❡♥%'✱ ♦♥ ❞6❝❛❧❡ %❡♠♣♦(❡❧❧❡♠❡♥% ❧✬✐♠♣✉❧'✐♦♥ ♣♦♠♣❡

❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧'✐♦♥ '♦♥❞❡✳ ❖♥ ♦❜%✐❡♥% ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ '♣❡❝%(❡' ❞♦♥% ❝❤❛❝✉♥ ❞6♣❡♥❞ ❞✉ (❡%❛(❞

❡♥%(❡ ❧✬✐♠♣✉❧'✐♦♥ ♣♦♠♣❡ ❡% '♦♥❞❡✳

✷✳✶✳✹✳❜ ▼✐/❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❡①♣='✐♠❡♥)❛❧❡

▲❛ ✜❣✉(❡ ✷✳✸ ♣(6'❡♥%❡ ❧❡ '❝❤6♠❛ ❞❡ ♣(✐♥❝✐♣❡ ❡①♣6(✐♠❡♥%❛❧ ❞❡ ❧✬❡①♣6(✐❡♥❝❡ ♣♦♠♣❡✲'♦♥❞❡✳

✹✽
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❉❛♥# ❧✬❡①♣)*✐❡♥❝❡ ♣♦♠♣❡✲#♦♥❞❡ ♣*❛1✐2✉)❡✱ ✐❧ ❡#1 ✐♠♣♦*1❛♥1 ❞❡ ♣♦✉✈♦✐* )✈❛❧✉❡* ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❞✉

❢❛✐#❝❡❛✉ ♣♦♠♣❡✳ ❊♥ ❡✛❡1✱ ❝❡❧❛ ♣❡*♠❡1 ❞❡ ❝♦♥♥❛;1*❡ ❧❡ ♥♦♠❜*❡ ❞✬❡①❝✐1♦♥ 2✉❡ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# ❢♦*♠❡*

❞❛♥# ❧❡ ♥❛♥♦1✉❜❡✳ ▲❛ ✢✉❡♥❝❡ 2✉❛♥1✐✜❡ ❧❡ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ♣❤♦1♦♥# *❡@✉ ♣❛* ❧✬)❝❤❛♥1✐❧❧♦♥ #✉* ✶ ❝♠

2
❡1

♣♦✉* ✉♥❡ ✐♠♣✉❧#✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❡#1 ❡①♣*✐♠)❡ ❡♥ ♣❤♦1♦♥#/✐♠♣✉❧#✐♦♥/❝♠2
✳ ❊❧❧❡ #❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐B*❡

#✉✐✈❛♥1❡ ✿

F =
P

EτπR2
✭✷✳✷✮

♦G F ❡#1 ❧❛ ✢✉❡♥❝❡✱ P ❡#1 ❧❛ ♣✉✐##❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡①♣*✐♠)❡ ❡♥ ✇❛11✱ E ❧✬)♥❡*❣✐❡ ❞❡# ♣❤♦1♦♥# ❞❡

❧❛ ♣♦♠♣❡ ✭✶✳✷✻ ❡❱ ♦✉ ✷✳✶✾ ❡❱✮✱ τ ❡#1 ❧❡ 1❛✉① ❞❡ *)♣)1✐1✐♦♥ ❡♥ ❍❡*1③ ❡1 R ❧❡ *❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ 1❛❝❤❡

❧✉♠✐♥❡✉#❡ ❧♦*#2✉❡ ❢♦❝❛❧✐#)❡ #✉* ❧✬)❝❤❛♥1✐❧❧♦♥ ❞♦♥♥)❡ ❡♥ ❝❡♥1✐♠B1*❡✳ P♦✉* ❝❡ ❞❡*♥✐❡*✱ ♦♥ 1*♦✉✈❡
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✹ ✕ ❙♣❡❝1*❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♠♣❡

▲❛ #♦♥❞❡ ❡#1 ✉♥ ❝♦♥1✐♥✉✉♠ ❞❡ ❧✉♠✐B*❡ ❜❧❛♥❝❤❡ ❣)♥)*)❡ ❞❛♥# ✉♥ ❝*✐#1❛❧ ❞❡ #❛♣❤✐*✳ ▲✬✐♠♣✉❧#✐♦♥

❞✉ 1❡#1 ❡#1 ❡❧❧❡✲♠T♠❡ ❝♦♠♣*✐♠)❡ ❡1 #❡✉❧❡# ❧❡# ❧♦♥❣✉❡✉*# ❞✬♦♥❞❡ ❞❛♥# ❧❡ ♣*♦❝❤❡ ✐♥❢*❛*♦✉❣❡ ✭✽✺✵

✲ ∼ ✶✸✵✵ ♥♠✮ ♥❡ #♦♥1 ♣❛# ✜❧1*)❡# ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥1❡ ❡1 ❞❡# ♣*✐#♠❡#✳ ▲❛ ✜❣✉*❡ ✷✳✺ ♣*)#❡♥1❡ ❧❡

#♣❡❝1*❡ ❞❡ 1*❛♥#♠✐##✐♦♥ ❞❡ ❧❛ #♦♥❞❡ Y 1*❛✈❡*# ❧✬)❝❤❛♥1✐❧❧♦♥ ❞❡ ♥❛♥♦1✉❜❡# ✭✻✱✺✮ )1✉❞✐)✳ ▲❛ ♥❡11❡
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T
'❛♥' ♣♦♠♣❡

✭✷✳✸✮
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T
❛✈❡❝ ♣♦♠♣❡

− T
'❛♥' ♣♦♠♣❡

T
'❛♥' ♣♦♠♣❡

=
T0e

−(α0+∆α)d − T0e
−(α0)d

T0e−(α0)d

=
e−α0d(e−∆αd − 1)

e−α0d
✭✷✳✺✮

= e−∆αd − 1
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∆α(λ, t) =
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i,j

ǫi→j(λ)(ρi,❛✈❡❝ ♣♦♠♣❡

(t)− ρi,'❛♥' ♣♦♠♣❡

(t)) ✭✷✳✼✮
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∆T

T
∝ −∆ρ ✭✷✳✽✮

♦I ∆ρ = ρi,❛✈❡❝ ♣♦♠♣❡

(t)− ρi,'❛♥' ♣♦♠♣❡

(t)✳
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▲❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✼ ♣&0$❡♥(❡ ✉♥ $♣❡❝(&❡ ❞❡ (&❛♥$♠✐$$✐♦♥ ❞✐✛0&❡♥(✐❡❧❧❡ ❝❧❛$$✐5✉❡♠❡♥( ♦❜(❡♥✉ ❧♦&$

❞✬✉♥❡ ❛❝5✉✐$✐(✐♦♥✳ ▲✬0❝❤❛♥(✐❧❧♦♥ ❡$( ❝♦♠♣♦$0 ❞✬✉♥ ❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥❛♥♦(✉❜❡$ ❡♥ $♦❧✉(✐♦♥ ❝♦♠♣♦&✲

(❛♥( ❞✐✛0&❡♥(❡$ ❢❛♠✐❧❧❡$✳ ❉❛♥$ ❧❛ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉&$ ❞✬♦♥❞❡ &❡♣&0$❡♥(0❡✱ ♦♥ ♣❡✉( ✈♦✐& ❧❡ $✐❣♥❛❧
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♣❛& ❧❛ ♣♦♠♣❡✳ ▲❡$ $✐❣♥❛✉① ♦❜$❡&✈0$ $✉& ❧❡$ ❡①❝✐(♦♥$ ♦♥( ❣0♥0&❛❧❡♠❡♥( ❧✬♦&❞&❡ ❞❡ ❣&❛♥❞❡✉& ❞✉
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❈❡ ❞❡&♥✐❡& ♣❡&♠❡# ❞❡ ♠♦❞✉❧❡& ♣%&✐♦❞✐:✉❡♠❡♥# ❧✬✐♥#❡♥ ✐#% ❞✉ ❢❛✐ ❝❡❛✉ ♣♦♠♣❡ F ✉♥❡ ❢&%:✉❡♥❝❡

❞♦♥♥%❡✱ #②♣✐:✉❡♠❡♥# ✶✶✵ ❍③ ❞❛♥ ❧❡ ❝❛ ❞❡ ♥♦#&❡ ❡①♣%&✐❡♥❝❡✳
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CO + CO ⇒ CO2 + C(SWNT ) ✭✷✳✾✮
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✉♥❡ ♠'+❤♦❞❡ ❞❡ ,②♥+❤0,❡ ❛♣♣❡❧'❡ ❈♦▼♦❈❆❚ ❡+ 9✉✐ ♣❡(♠❡+ ❞❡ ♠✐❡✉① ✐,♦❧❡( ❝❡(+❛✐♥❡, ❝❤✐(❛❧✐+', ❞❡
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♥❛♥♦#✉❜❡' ❡♥ ♠❛✐#*✐'❛♥# ♠✐❡✉① ❧❛ #❛✐❧❧❡ ❞❡' ❝❧✉'#❡*' '✉* ❧❡'/✉❡❧❧❡' ✈✐❡♥♥❡♥# ♥✉❝❧1❡* ❧❡' ♥❛♥♦#✉❜❡'

❧♦*' ❞❡ ❧❛ ❝*♦✐''❛♥❝❡ ❬✽✽❪✳

✷✳✷✳✷ ▼#$❤♦❞❡ ❞❡ $)✐ ♣❛) ✧◆♦♥❧✐♥❡❛) ❉❡♥2✐$② ❣)❛❞✐❡♥$ ✉❧$)❛❝❡♥$)✐❢✉❣❛$✐♦♥✧

❈❡##❡ ♠1#❤♦❞❡ ❛ 1#1 ❞1✈❡❧♦♣♣1 ♣❛* ❧❡ ❣*♦✉♣❡ ❞✉ ♣*♦❢❡''❡✉* ❘✳❇✳ ❲❡✐'♠❛♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡*'✐#1 ❘✐❝❡

❡♥ ✷✵✶✵✳ ▲❡' 1❝❤❛♥#✐❧❧♦♥' /✉❡ ♥♦✉' ❛✈♦♥' ✉#✐❧✐'1' ❞✉*❛♥# ❝❡##❡ #❤C'❡ ♦♥# 1#1 ❢❛❜*✐/✉1' ♣❛* ❝❡##❡

1/✉✐♣❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡*♠❡# ✉♥❡ '1❧❡❝#✐♦♥ ♣*❡'/✉❡ ♣❛*❢❛✐#❡ ❞❡' ❝❤✐*❛❧✐#1' ❡♥ ♣❤❛'❡ ❧✐/✉✐❞❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥#✱ ❧❛

❝♦♥❝❡♥#*❛#✐♦♥ ❞❡ ♥❛♥♦#✉❜❡' ❞❡✈✐❡♥# ❛❧♦*' ❛''❡③ ❢❛✐❜❧❡✳

▲❛ ♠1#❤♦❞❡ ❡'# ❜❛'1❡ '✉* ✉♥❡ ✉❧#*❛❝❡♥#*✐❢✉❣❛#✐♦♥ G ❣*❛❞✐❡♥# ❞❡ ❞❡♥'✐#1 ✭❉●❯✮✳ ❊❧❧❡ ♣❡*♠❡#

G ♣❛*#✐* ❞✬✉♥ ❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥❛♥♦#✉❜❡' ♦❜#❡♥✉' ♣❛* ❧❛ ♠1#❤♦❞❡ ❍✐N❝♦ ❞❡ '1♣❛*❡* ❧❡' ♥❛♥♦#✉❜❡'

❡♥ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉* ❝❤✐*❛❧✐#1✳ ▲✬❛✈❛♥#❛❣❡ ❞❡ ♣❛*#✐* ❞✬✉♥ ❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥❛♥♦#✉❜❡' ❢❛❜*✐/✉1' ♣❛* ❧❛

♠1#❤♦❞❡ ❍✐N❝♦ ❡'# ❧❡ ❢❛✐# /✉❡ ❧✬♦♥ #*♦✉✈❡ ✉♥❡ #*❡♥#❛✐♥❡ ❞❡ ❝❤✐*❛❧✐#1 ❞✐✛1*❡♥#❡ ❛②❛♥# ❞❡' ❞✐❛♠C#*❡'

❞❡ ✵✳✼ ♥♠ ❡♥✈✐*♦♥ ❥✉'✉/✬G ✶✳✷ ♥♠✳ ❏✉'/✉✬G ♣*1'❡♥#✱ ✐❧ 1#❛✐# ♣*❡'/✉❡ ✐♠♣♦''✐❜❧❡ ❞❡ ♣*❛#✐/✉❡* ✉♥❡

❉●❯ '✉* ❞❡ #❡❧' ❡♥'❡♠❜❧❡' ❝❛* ❧❡ ♥♦♠❜*❡ ❞✬❡'♣C❝❡' ♣*1'❡♥#❡' 1#❛✐# #*♦♣ ❣*❛♥❞✳

▲✬✐❞1❡ ❞❡ ❧❛ ♠1#❤♦❞❡ ❡'# ❞✬✉#✐❧✐'❡* ✉♥❡ ❉●❯ ❛❥✉'#1❡ ❡♥ ♣*1♣❛*❛♥# ❞❡' #✉❜❡' ❞❡ ❝❡♥#*✐❢✉❣❛✲

#✐♦♥ ❝♦♠♣*❡♥❛♥# ❞❡' ❣*❛❞✐❡♥#' ♥♦♥✲❧✐♥1❛✐*❡ ❡♥ ❢♦*♠❡ ❞❡ ❙ ✭❙✲'❤❛♣❡❞✮✳ ❈❡❧❛ ♣❡*♠❡# ❞❡ '1♣❛*❡*

❡# ❞✬❡♥*✐❝❤✐* ❥✉'/✉✬G ✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ❝❤✐*❛❧✐#1' ❞✐✛1*❡♥#❡'✳ ▲❛ ✜❣✉*❡ ✷✳✽ ♣*1'❡♥#❡ ✉♥ #✉❜❡ ❞❡

❝❡♥#*✐❢✉❣❛#✐♦♥ ❞❛♥' ❧❡/✉❡❧ ♦♥ ♣❡✉# ✈♦✐* ❧❛ '1♣❛*❛#✐♦♥ ❞❡' ❡'♣C❝❡' ❛♣*C' ✉❧#*❛❝❡♥#*✐❢✉❣❛#✐♦♥✳ ▲❛

*1❢1*❡♥❝❡ ❬✽✾❪ ♣*1❝✐'❡ ❧❡' 1#❛♣❡' ❞❡ ❧❛ ♠1#❤♦❞❡✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✽ ✕ ✭❛✮ ❚✉❜❡ ❞❡ ❝❡♥#*✐❢✉❣❛#✐♦♥ ♦Z '♦♥# ✈✐'✐❜❧❡' ✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞✬❡'♣C❝❡ ❡♥*✐❝❤✐❡✳ ✭❜✮

❙♣❡❝#*❡ ❞✬❛❜'♦*♣#✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛/✉❡ ❡'♣C❝❡ ❞✬❛♣*C' ❧❛ *1❢1*❡♥❝❡ ❬✽✾❪

N♦✉* ❧❡' ❡①♣1*✐❡♥❝❡' ❡✛❡❝#✉1❡' ❞✉*❛♥# ❝❡##❡ #❤C'❡✱ ♥♦✉' ❛✈♦♥' 1#✉❞✐1 ✉♥❡ ❝❤✐*❛❧✐#1 ♣*1❝✐'❡✱

❧❡' ♥❛♥♦#✉❜❡' ✭✻✱✺✮ ♦❜#❡♥✉' ♣❛* ❉●❯ ♥♦♥✲❧✐♥1❛✐*❡✳ ▲❛ ✜❣✉*❡ ✷✳✾ ♣*1'❡♥#❡ ❧❡ '♣❡❝#*❡ ❞✬❛❜'♦*♣#✐♦♥

❧✐♥1❛✐*❡ ❞❡' 1❝❤❛♥#✐❧❧♦♥' 1#✉❞✐1'✳ ▲❡' '✉*❢❛❝#❛♥#' /✉✐ ♣❡*♠❡##❡♥# ❞❡ '♦❧✉❜✐❧✐'❡* ❧❡' ♥❛♥♦#✉❜❡'

'♦♥# ❞✉ '❡❧ ❜✐❧❛✐*❡✳ ▲❡ '✉*❢❛❝#❛♥# ❡'# ❧✐1 ♣❛* ❧✐❛✐'♦♥ ❱❛♥ ❞❡* ❲❛❛❧' ❛✉ ♥❛♥♦#✉❜❡✳ ❙♦♥ ❛✉#*❡
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❡①"#$♠✐"'✱ ❞❡ "②♣❡ CO−
2 − Na+ ❡," ❤②❞#♦♣❤✐❧❡ ❡" ♣❡#♠❡" ❞♦♥❝ ❧❛ ,♦❧✉❜✐❧✐,❛"✐♦♥ ❞✉ ♥❛♥♦"✉❜❡

❡♥ ♣❤❛,❡ ❧✐5✉✐❞❡✳ ▼❛✐, ❧❡ ,❡❝♦♥❞ ❛✈❛♥"❛❣❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝"✐♦♥♥❛❧✐,❛"✐♦♥ ❡," ❧❡ ❢❛✐" 5✉✬✐❧

♥✬✐♥"❡#❛❣✐" ♣❛, ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉#❛"✐♦♥ '❧❡❝"#♦♥✐5✉❡ ❞❡, '❧❡❝"#♦♥, π 5✉✐ ,♦♥" #❡,♣♦♥,❛❜❧❡, ❞❡, '"❛",

'❧❡❝"#♦♥✐5✉❡, ❞❛♥, ❧❡, ♥❛♥♦"✉❜❡,✳ ❈❡❧❛ ❛ '"' ❞'♠♦♥"#' ❞❛♥, ✉♥❡ '"✉❞❡ ♦♣"✐5✉❡ ❬✾✵❪ ♣♦#"❛♥" ,✉# ❞❡,

'❝❤❛♥"✐❧❧♦♥, ❢♦♥❝"✐♦♥♥❛❧✐,', ❛✈❡❝ ❞✐✛'#❡♥", ,✉#❢❛❝"❛♥",✳ ❆✉❝✉♥ ❞'♣❧❛❝❡♠❡♥" ❞❡ ♣✐❝ ❞✬❛❜,♦#♣"✐♦♥

♥✬❛ '"' ❡♥#❡❣✐,"#' ♣♦✉# ❧❡ ,❡❧ ❜✐❧❛✐#❡✳

❙✉# ❧❡ ,♣❡❝"#❡ ❞✬❛❜,♦#♣"✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉" ✈♦✐# ❧❡ ♣✐❝ ❞❡ ❧❛ "#❛♥,✐"✐♦♥ ❡①❝✐"♦♥✐5✉❡ S11 E ✶✳✷✻ ❡❱

✭✾✽✵ ♥♠✮ ❡" ❧❡ ♣✐❝ ❞❡ ❧❛ "#❛♥,✐"✐♦♥ ❡①❝✐"♦♥✐5✉❡ S22 E ✷✳✶✾ ❡❱ ✭✺✼✵ ♥♠✮✳ ❊♥ ♦✉"#❡✱ ✉♥❡ ❝♦♥"#✐❜✉"✐♦♥

❞❡, ♥❛♥♦"✉❜❡, ❞❡ ❝❤✐#❛❧✐"' ✭✽✱✻✮ ❡," ❛✉,,✐ ✈✐,✐❜❧❡ E ✶✳✵✺ ❡❱ ✭✶✶✼✵ ♥♠✮✳
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(6,5) - S
11

=
 
1.26 eV

❋✐❣✉$❡ ✷✳✾ ✕ ❙♣❡❝"#❡ ❞✬❛❜,♦#♣"✐♦♥ ❧✐♥'❛✐#❡ ❞❡, '❝❤❛♥"✐❧❧♦♥, ❞❡ ♥❛♥♦"✉❜❡, ❞❡ ❝❤✐#❛❧✐"' ✭✻✱✺✮

'"✉❞✐',✳
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❈❤❛♣✐%&❡ ✸

❘!"✉❧%❛%" ❡①♣!*✐♠❡♥%❛✉① ✿ ❞②♥❛♠✐1✉❡

❞❡" ❡①❝✐%♦♥" ❡% ❞❡" ❝❤❛*❣❡"

❉❛♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐)*❡✱ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# ♣*/#❡♥)❡* ❧❡# ❞✐✛/*❡♥)# */#✉❧)❛)# ♦❜)❡♥✉# ❣*4❝❡ 5 ❧❛ #♣❡❝)*♦#❝♦♣✐❡

♣♦♠♣❡✲#♦♥❞❡ #✉* ❧❡# /❝❤❛♥)✐❧❧♦♥# ❞❡ ♥❛♥♦)✉❜❡# ❞❡ ❝❛*❜♦♥❡ ✭✻✱✺✮✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐)*❡ ❡#) ♦*❣❛♥✐#/ ❝♦♠♠❡

#✉✐) ✿

✕ ◆♦✉# ❛♥❛❧②#❡*♦♥# ❧❡# #♣❡❝)*❡# ❞✐✛/*❡♥)✐❡❧# ❡♥ ♠❡))❛♥) ❡♥ /✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡# ❞✐✛/*❡♥)❡# ❝♦♥)*✐❜✉✲

)✐♦♥# ♣*/#❡♥)❡#✳

✕ ◆♦✉# ✈❡**♦♥# ❞❛♥# ✉♥❡ ❞❡✉①✐D♠❡ ♣❛*)✐❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐E✉❡ ❞❡# /)❛)# ❝♦♥)*✐❜✉❛♥) ❛✉① #♣❡❝)*❡#

❡) ❞✐#❝✉)❡*♦♥# ❧❡# ♣*♦❝❡##✉# ♣❤②#✐E✉❡# ❛##♦❝✐/#✳ ▲❛ ♣*/#❡♥❝❡ ❞✬❛♥♥✐❤✐❧❛)✐♦♥ ❡①❝✐)♦♥✲❡①❝✐)♦♥

✭❊❊❆✮✱ ❧❛ ❝*/❛)✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛*❣❡# ❧✐❜*❡# ❞❛♥# ❧❡ ♥❛♥♦)✉❜❡ ❛✐♥#✐ E✉❡ ❧❛ ❢♦*♠❛)✐♦♥ ❞❡ )*✐♦♥#

#❡*♦♥) ♠✐# ❡♥ /✈✐❞❡♥❝❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉# ❞✐#❝✉)❡*♦♥# ❧❛ ❢♦*♠❛)✐♦♥ ❞✬✉♥ /)❛) ❜✐❡①❝✐)♦♥✐E✉❡✳

✸✳✶ #$%&❡♥)❛)✐♦♥ ❞❡& &♣❡❝)$❡& ❞❡ )$❛♥&♠✐&&✐♦♥ ❞✐✛%$❡♥)✐❡❧❧❡

▲✬❡①♣/*✐❡♥❝❡ ♣♦♠♣❡✲#♦♥❞❡ E✉❡ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ✉)✐❧✐#/❡ ♣*♦❞✉✐) ♣♦✉* ❝❤❛E✉❡ *❡)❛*❞ ❡♥)*❡ ♣♦♠♣❡ ❡)

#♦♥❞❡ ✉♥ #♣❡❝)*❡ ❞❡ )*❛♥#♠✐##✐♦♥ ❞✐✛/*❡♥)✐❡❧❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉)✱ #✉* ✉♥ #♣❡❝)*❡✱ ♦❜)❡♥✐* )♦✉) ✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡

❞✬✐♥❢♦*♠❛)✐♦♥ #✉* ❧❡# /)❛)# ❡①❝✐)/# ❞❛♥# ❧❡# ♥❛♥♦)✉❜❡# ❞❡ ❝❛*❜♦♥❡ ❬✾✶❪✳ ❆✐♥#✐✱ ♥♦# ❡①♣/*✐❡♥❝❡#

♣*❛)✐E✉/❡# #✉* ❞❡# /❝❤❛♥)✐❧❧♦♥# ✉❧)*❛✲♣✉*✐✜/# ❛ ♣❡*♠✐# ❞❡ ♠❡))*❡ ❡♥ /✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬/)❛) ❡①❝✐)♦♥✐E✉❡

S11✱ ❧✬/)❛) )*✐♦♥✐E✉❡ ❛✐♥#✐ E✉❡ ❧✬/)❛) ❜✐❡①❝✐)♦♥✐E✉❡ ❞❡# ♥❛♥♦)✉❜❡# ❞❡ ❝❤✐*❛❧✐)/ ✭✻✱✺✮✳

▲❡# )*❛♥#✐)✐♦♥# ❡①❝✐)♦♥✐E✉❡# S11 ❡) S22 #♦♥) ✈✐#✐❜❧❡# #✉* ❧❛ ✜❣✉*❡ ✷✳✾ ❞✉ ❝❤❛♣✐)*❡ ✷ 5 *❡#♣❡❝✲

)✐✈❡♠❡♥) ✾✽✵ ♥♠ ✭1.26 ❡❱✮ ❡) 5 ✺✼✵ ♥♠ ✭2.19 ❡❱✮✳ ▲❛ ♣♦♠♣❡ ♣❡✉) U)*❡ ❛❥✉#)/❡ ❡♥ #♦*)✐❡ ❞✬❖W❆

5 ❝❡# ❞❡✉① ❧♦♥❣✉❡✉*# ❞✬♦♥❞❡ ❞✬❡①❝✐)❛)✐♦♥✳ ❙♦♥ #♣❡❝)*❡ ❡#) ✈✐#✐❜❧❡ #✉* ❧❛ ✜❣✉*❡ ✷✳✹✳

▲❛ ✜❣✉*❡ ✸✳✶ ♣*/#❡♥)❡ ❧❡# #♣❡❝)*❡# ❞❡ )*❛♥#♠✐##✐♦♥ ❞✐✛/*❡♥)✐❡❧❧❡ ♦❜)❡♥✉# ❛♣*D# ❡①❝✐)❛)✐♦♥
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✶ ✕ ❙♣❡❝()❡* ❞❡ ()❛♥*♠✐**✐♦♥ ❞✐✛2)❡♥(✐❡❧❧❡ ♦❜(❡♥✉* ❛♣)6* ♣♦♠♣❛❣❡ ❡♥ S22 ✭❛✮ ❡( ✭❜✮ ❡(

♣♦♠♣❛❣❡ ♦♣(✐:✉❡ ❡♥ S11✭❝✮✳ ✭❜✮ ❡*( ✉♥ ③♦♦♠ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬2♥❡)❣✐❡ ❝♦♠♣)✐*❡ ❡♥()❡ ✶ ❡❱ ❡( ✶✳✶✻ ❡❱✳

❞❡ ❧❛ )❛✐❡ S22 ♣♦✉) ❧❛ ✜❣✉)❡ ✸✳✶✭❛✮ ✲ ✭❜✮ ❡( S11 ♣♦✉) ❧❛ ✜❣✉)❡ ✸✳✶✭❝✮✳ ▲❛ ✜❣✉)❡ ✸✳✶✭❜✮ ❡*( ✉♥

❛❣)❛♥❞✐**❡♠❡♥( ❞❡ ❧❛ )2❣✐♦♥ ❞✬2♥❡)❣✐❡ ❝♦♠♣)✐*❡ ❡♥()❡ ✶ ❡❱ ❡( ✶✳✶✻ ❡❱ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉)❡ ✸✳✶✭❛✮✳ ❖♥ ♣❡✉(

② ♦❜*❡)✈❡) ❞✐✛2)❡♥(❡* ❝♦♥()✐❜✉(✐♦♥* ❡♥ ()❛♥*♠✐**✐♦♥ ✐♥❞✉✐(❡ ✭❚■✮ ❡( ❡♥ ❛❜*♦)♣(✐♦♥ ✐♥❞✉✐(❡ ✭❆■✮✳

■❧ ② ❛ ❞❡✉① *✐❣♥❛✉① ❞❡ ❚■✳ ▲❡ ♣)❡♠✐❡) *❡ *✐(✉❡ I ✶✳✷✻ ❡❱ ❡( ❡*( ✈✐*✐❜❧❡ *✉) ❧❛ ✜❣✉)❡ ✸✳✶✭❛✮✱ ❧❡

*❡❝♦♥❞ ❡*( ✈✐*✐❜❧❡ ✈❡)* ✶✳✵✻ ❡❱ ❡( ❛♣♣❛)❛M( *✉) ❧❛ ✜❣✉)❡ ✸✳✶✭❜✮ ❡( ✭❝✮✳ ❊♥ ♦✉()❡✱ ♦♥ ♦❜*❡)✈❡ ❞❡✉①

❝♦♥()✐❜✉(✐♦♥* ♥2❣❛(✐✈❡* ✭❆■✮ I ✶✳✵✽ ❡❱ ❡( I ✶✳✶✸ ❡❱ *✉) ❧❛ ✜❣✉)❡ ✸✳✶✭❜✮ ❡( ✭❝✮✳

P❛) ❝♦♠♣❛)❛✐*♦♥ ❡♥()❡ ❧❡* ✜❣✉)❡* ✸✳✶✭❜✮ ❡( ✭❝✮✱ :✉✐ *♦♥( )❡*♣❡❝(✐✈❡♠❡♥( ♦❜(❡♥✉❡* ❛♣)6* ❡①✲

❝✐(❛(✐♦♥ ❡♥ S22 ❡( S11✱ ♦♥ ✈♦✐( :✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉()❡ 2♥❡)❣✐❡ ❞❡ ♣❤♦(♦♥ ♥✬❛ ♣❛* ❞❡

❝♦♥*2:✉❡♥❝❡ :✉❛♥( I ❧❛ ❢♦)♠❡ ❞❡* *♣❡❝()❡* ❡(✱ ✈✐*✐❜❧❡♠❡♥(

✶

✱ I ❧❡✉) 2✈♦❧✉(✐♦♥ (❡♠♣♦)❡❧❧❡✳ ❊♥ ❡❢✲

❢❡(✱ ❧♦)*:✉✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥ ❞✬❡①❝✐(♦♥ ❡*( ❝)22❡ ❡♥ S22✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ *✉❜✐( ✉♥❡ )❡❧❛①❛(✐♦♥ ()6* )❛♣✐❞❡ ✈❡)*

❧❡ ♥✐✈❡❛✉ S11 ❡♥ ❡♥✈✐)♦♥ ✹✵ ❢* ❬✾✷❪✳ ❈❡❧❛ *✐❣♥✐✜❡ :✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ )2*♦❧✉(✐♦♥ (❡♠♣♦)❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡①♣2)✐❡♥❝❡

❞✬❡♥✈✐)♦♥ ✶✵✵ ❢*✱ ❝❡((❡ )❡❧❛①❛(✐♦♥ ❛♣♣❛)❛M( ❝♦♠♠❡ ✐♥*(❛♥(❛♥2❡✳

✶✳ ❈❡❧❛ &❡'❛ ✈)'✐✜) ♣❧✉& .✉❛♥0✐0❛0✐✈❡♠❡♥0 ❞❛♥& ❧❛ ♣❛'0✐❡ ❝♦♥&❛❝')❡ 5 ❧❛ ❞②♥❛♠✐.✉❡✳
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✉♥❡ ♣❧✉+ ❧❛"❣❡ ③♦♥❡ ❞✬(♥❡"❣✐❡ ❡. ♥♦.❛♠♠❡♥. ❧❛ "(❣✐♦♥ ♦= ❡+. ❧♦❝❛❧✐+( ❧✬❡①❝✐.♦♥ S11 : ✶✳✷✻ ❡❱✳ ▲❛
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✸✳✶✳✶ ■❞❡♥'✐✜❝❛'✐♦♥ ❞❡- ❞✐✛/0❡♥'❡- ❝♦♥'0✐❜✉'✐♦♥-
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❞✐✛("❡♥.✐❡❧❧❡ ♦❜.❡♥✉+ ❡. ❛✛❡❝.❡" ❝❤❛&✉❡ ❝♦♥."✐❜✉.✐♦♥ : ✉♥ ♣"♦❝❡++✉+ ♣❤②+✐&✉❡✳ ❊♥ ♣"❡♠✐❡" ❧✐❡✉✱
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❝♦♥."✐❜✉.✐♦♥+ +♣❡❝."❛❧❡+ ✐++✉❡+ ❞❡ ♠♦❧(❝✉❧❡+ ❡①❝✐.♦♥✐&✉❡+✱ .❡❧+ &✉❡ ."✐♦♥ ❡. ❜✐❡①❝✐.♦♥✳

▲❡ .❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷ "(+✉♠❡ ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ❝♦♥."✐❜✉.✐♦♥+ ✈✐+✐❜❧❡+ +✉" ♥♦+ ❞♦♥♥(❡+✳ ▲❛ ♣"❡♠✐H"❡

❝♦❧♦♥♥❡ ❛✣❝❤❡ ❧✬(♥❡"❣✐❡ : ❧❛&✉❡❧❧❡ ❧❛ ."❛♥+✐.✐♦♥ +❡ ♣"♦❞✉✐.✱ ❧❛ ❞❡✉①✐H♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡ +✐❣♥❡ ❞✉

+✐❣♥❛❧ ❡. ❧❛ ❞❡"♥✐H"❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ♣"(+❡♥.❡ ♥♦."❡ ✐♥.❡"♣"(.❛.✐♦♥ ♣❤②+✐&✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥."✐❜✉.✐♦♥ ❝♦♥❝❡"♥(❡

&✉❡ ♥♦✉+ ❡①♣❧✐&✉❡"♦♥+ ❞❛♥+ ❝❡ ❝❤❛♣✐."❡✳ Xi ❞(+✐❣♥❡ ❧✬❡①❝✐.♦♥ S11 ❞✬✉♥ ♥❛♥♦.✉❜❡ ❞❡ ❝❤✐"❛❧✐.( i✱

XXi "❡♣"(+❡♥.❡ ✉♥ (.❛. ❜✐❡①❝✐.♦♥✐&✉❡ ❡. X
∗
i ❡+. ✉♥ ."✐♦♥✳ ❉❛♥+ ❧❛ +✉✐.❡✱ ❧♦"+&✉❡ ♥♦✉+ ✉.✐❧✐+❡"♦♥+

❧✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡+ ."♦✐+ ♥♦.❛.✐♦♥+ +❛♥+ ♣"(❝✐+❡" ❧❛ ❝❤✐"❛❧✐.(✱ ❝❡❧❛ +✐❣♥✐✜❡"❛ &✉❡ ♥♦✉+ ♥♦✉+ "(❢("♦♥+ ❛✉①

♥❛♥♦.✉❜❡+ ❞❡ ❝❤✐"❛❧✐.( ✭✻✱✺✮✳

➱♥❡"❣✐❡ ❙✐❣♥❡ ■♥.❡"♣"(.❛.✐♦♥

✶✳✵✻ ❡❱ ✰ X(8,6)

✶✳✵✽ ❡❱ ✲ X∗
(6,5)

✶✳✶✸ ❡❱ ✲ XX(6,5)

✶✳✷✻ ❡❱ ✰ X(6,5)

✶✳✸ ❡❱ ✲ X(6,5)

❋✐❣✉$❡ ✸✳✷ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ "(❝❛♣✐.✉❧❛.✐❢ ❞❡+ ❞✐✛("❡♥.❡+ ❝♦♥."✐❜✉.✐♦♥+ ✈✐+✐❜❧❡+ +✉" ❧❡+ +♣❡❝."❡+ ♣♦♠♣❡✲

+♦♥❞❡✳ Xi ❞(♥♦.❡ ✉♥ ❡①❝✐.♦♥ ❞✬✉♥ ♥❛♥♦.✉❜❡ ❞❡ ❝❤✐"❛❧✐.( i✱ X
∗
i ❡+. ❧❡ +②♠❜♦❧❡ ❞✉ ."✐♦♥ ❡. XXi

❡+. ✉♥ (.❛. ❞❡ ❜✐❡①❝✐.♦♥✳

✻✶



✸✳✶✳✶✳❛ ❙✐❣♥❛✉① ❡①❝✐,♦♥✐.✉❡/

▲❡" "✐❣♥❛✉① ♣♦"✐+✐❢" ✈✐"✐❜❧❡" "✉0 ❧❛ ✜❣✉0❡ ✸✳✶✭❛✮ 7 ✶✳✷✻ ❡❱ ❡+ "✉0 ❧❡" ✜❣✉0❡" ✸✳✶✭❜✮✲✭❝✮ 7 ✶✳✵✻ ❡❱

"♦♥+ 0❡"♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+ ❛++0✐❜✉?" ❛✉① +0❛♥"✐+✐♦♥" ❡①❝✐+♦♥✐@✉❡" S11 ❞❡" ♥❛♥♦+✉❜❡" ✭✻✱✺✮ ❡+ ✭✽✱✻✮✳ ❙✉0

❧❡ "♣❡❝+0❡ ❞✬❛❜"♦0♣+✐♦♥ ❧✐♥?❛✐0❡ ❞❡" ?❝❤❛♥+✐❧❧♦♥" ?+✉❞✐?"✱ ✜❣✉0❡ ✷✳✾✱ ♦♥ ♦❜"❡0✈❡ ❡♥ ❡✛❡+✱ ✉♥ ♣✐❝

❞✬❛❜"♦0♣+✐♦♥ 7 ❝❡" ❞❡✉① ?♥❡0❣✐❡"✳ J♦✉0 ❧✬❛++0✐❜✉+✐♦♥ ❞❡" ❝❤✐0❛❧✐+?"✱ ♦♥ ✉+✐❧✐"❡ ❧❛ 0?❢?0❡♥❝❡ ❬✷✸❪ @✉✐

❞♦♥♥❡ ❧❡" ?♥❡0❣✐❡" ❞✬❛❜"♦0♣+✐♦♥ ❞❡" ❡①❝✐+♦♥" S11 ♣♦✉0 ✉♥❡ ❝✐♥@✉❛♥+❛✐♥❡ ❞❡ ♥❛♥♦+✉❜❡" ❞✐✛?0❡♥+"✳

❉❛♥" ♥♦" ?❝❤❛♥+✐❧❧♦♥"✱ ❧❡" ♥❛♥♦+✉❜❡" ✭✽✱✻✮ "♦♥+ ❞❡" 0?"✐❞✉" @✉✐ ♥✬♦♥+ ♣❛" ♣✉ N+0❡ ❝♦♠♣❧O+❡♠❡♥+

?❧✐♠✐♥?" ❧♦0" ❞❡ ❧❛ ♣✉0✐✜❝❛+✐♦♥ ❡+ "♦♥+ ❞♦♥❝ ❝♦♥"✐❞?0?" ❞❛♥" ♥♦" ❡①♣?0✐❡♥❝❡" ❝♦♠♠❡ ❞❡" "✐❣♥❛✉①

✓ ♣❛0❛"✐+❡" ✔✳ ▲❡ "✐❣♥❛❧ ❞❡ ❧✬❡①❝✐+♦♥ ❞❡" ✭✻✱✺✮ ❡"+ ❡♥ 0❡✈❛♥❝❤❡ ♣❧✉" ✐♥+?0❡""❛♥+ ❝❛0 ✐❧ ♣❡0♠❡+

❞✬♦❜+❡♥✐0 ❞❡" ✐♥❢♦0♠❛+✐♦♥" "✉0 ❧❛ ❞②♥❛♠✐@✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ ❞✬❡①❝✐+♦♥" ❝0??" ❡+✱ ♣❛0 ❧7 ♠N♠❡✱

"✉0 ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ 0❡❧❛①❛+✐♦♥ ❞❡ ❝❡++❡ ❞❡0♥✐O0❡✳ ❙✉0 ❧❛ ✜❣✉0❡ ✸✳✶ ✲ ✭❝✮ ♦S ❧✬?❝❤❛♥+✐❧❧♦♥ ❡"+ ❡①❝✐+?

❡♥ S11 ❞❡" ♥❛♥♦+✉❜❡" ✭✻✱✺✮ ✭✶✳✷✻ ❡❱✮✱ ❧❡" ♥❛♥♦+✉❜❡" ✭✽✱✻✮ "♦♥+ ❡♥ ❢❛✐+ ❛✉""✐ ❡①❝✐+?" ♣0O" ❞✬✉♥❡

0?"♦♥♥❛♥❝❡ ♣❛0+✐❝✉❧✐O0❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❡✉0 ❜❛♥❞❡ 7 ♣❤♦♥♦♥ ❛❜"♦0♣+✐✈❡

✷

"✐+✉? 7 ❡♥✈✐0♦♥ ✷✵✵ ♠❡❱ ❛✉✲

❞❡""✉" ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ S11 ✭❡+ ❞♦♥❝ ✈❡0" ✶✳✷✻ ❡❱✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥+✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❢❛❝+❡✉0 ✶✵✵ ❡♥+0❡ ❧❡ "✐❣♥❛❧

❡①❝✐+♦♥✐@✉❡ ❞❡" ✭✻✱✺✮ ❡+ ❝❡❧✉✐ ❞❡" ♥❛♥♦+✉❜❡" ✭✽✱✻✮ ❝❡ @✉✐ ♣❡0♠❡+ ❞✬❛✣0♠❡0 @✉❡ ❧❡" "♣❡❝+0❡" "♦♥+

❞♦♠✐♥?" ♣❛0 ❧❛ ♣0?"❡♥❝❡ ❞❡" ✭✻✱✺✮✳

▲❡ ❢❛✐+ @✉❡ ❝❡" "✐❣♥❛✉① ❡①❝✐+♦♥✐@✉❡" "♦✐❡♥+ ♣♦"✐+✐❢" ♣0♦✈✐❡♥+ ♣0✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥+ ❞✉ 0❡♠♣❧✐""❛❣❡

❞❡ ❧✬❡"♣❛❝❡ ❞❡" ♣❤❛"❡"✳ ▲❡" ?+❛+" ❡①❝✐+♦♥✐@✉❡" "❡ ❞?✈❡❧♦♣♣❡♥+ "✉0 ❞❡" ?+❛+" ❞✬?❧❡❝+0♦♥" ❡+ ❞❡ +0♦✉"

❞❡" ❜❛♥❞❡" ❞❡ ❝♦♥❞✉❝+✐♦♥ ❡+ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡✳ ▲✬❡①❝✐+❛+✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦0+❡ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ ❞✬❡①❝✐+♦♥" ♣0♦✈♦@✉❡

❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦0❝❡ ♦"❝✐❧❧❛+❡✉0 ❛""♦❝✐?❡ 7 ❧✬?♥❡0❣✐❡ ❞❡ ❝❡++❡ +0❛♥"✐+✐♦♥ ♣0♦♣♦0+✐♦♥♥❡❧❧❡

7 ❧✬♦❝❝✉♣❛+✐♦♥ ❞❛♥" ❧✬❡"♣❛❝❡ ❞❡" ♣❤❛"❡"✳ J❛0 ❝♦♥"?@✉❡♥+✱ ❧❡" ♣❤♦+♦♥" ✓ "♦♥❞❡ ✔ ♣♦""?❞❛♥+ ❧✬?♥❡0❣✐❡

❞❡ ❝❡++❡ +0❛♥"✐+✐♦♥ "❡0♦♥+ ❞✬❛✉+❛♥+ ♠♦✐♥" ❛❜"♦0❜?" @✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜0❡ ❞✬❡①❝✐+♦♥" ❢♦0♠?" "❡0❛ ❣0❛♥❞✳

❈❡❧❛ ❡①♣❧✐@✉❡ ❡♥ ❣0❛♥❞❡ ♣❛0+✐❡ ❧❛ +0❛♥"♠✐""✐♦♥ ✐♥❞✉✐+❡ ♦❜"❡0✈?❡✳ ❆✐♥"✐✱ ✐❧ ❡"+ ♣♦""✐❜❧❡ ❞❡ 0❡❧✐❡0

❧✬✐♥+❡♥"✐+? ❞❡ ❧❛ ❚■ 7 ❧❛ ✈❛❧❡✉0 ❞✉ ♥♦♠❜0❡ ❞✬❡①❝✐+♦♥" ❢♦0♠?"✳

∆T

T
(t) ∝ nX(t) ✭✸✳✶✮

◆♦✉" ✈❡00♦♥" ♣❛0 ❧❛ "✉✐+❡ @✉❡ ❧❡" ♣♦0+❡✉0" ❧✐❜0❡" ♣❤♦+♦❝0??" ♠♦❞✐✜❡♥+ ?❣❛❧❡♠❡♥+ ❧✬❛❜"♦0♣+✐♦♥

❡①❝✐+♦♥✐@✉❡ ❡+ @✉✬✉♥❡ ♣❛0+✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦0❝❡ ♦"❝✐❧❧❛+❡✉0 ❞❡ ❧✬❡①❝✐+♦♥ ❡"+ "✉"❝❡♣+✐❜❧❡ ❞✬N+0❡ +0❛♥"❢?0?❡ 7 ❧❛

+0❛♥"✐+✐♦♥ ✈❡0" ✉♥ ?+❛+ +0✐♦♥✐@✉❡ ♠❛✐" @✉✬✐❧ ❡"+ +♦✉+ ❞❡ ♠N♠❡ ♣♦""✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥"✐❞?0❡0 ❧✬❛♠♣❧✐+✉❞❡

❞❡ ❧❛ ❚■ ❞❡ ❧✬❡①❝✐+♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❡"✉0❡ ❞✉ ♥♦♠❜0❡ ❞✬❡①❝✐+♦♥ ♣0?"❡♥+✳ ❈❡++❡ ❞✐"❝✉""✐♦♥ "❡0❛

❞?✈❡❧♦♣♣?❡ ❞❛♥" ❧❛ ♣❛0+✐❡ ✸✳✷✳✸✳❜✳

✷✳ ✈♦✐% ❝❤❛♣✐*%❡ ✶

✻✷



▲❛ ❢♦$♠❡ ❞❡ ❧❛ $❛✐❡ ❞❡ X(6,5) ❡*+ ❢♦$+❡♠❡♥+ ❛*②♠.+$✐/✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❛$+✐❡ ♥.❣❛+✐✈❡ ✭❆■✮ 9 ✶✳✸ ❡❱✳

❱♦✐❝✐ ❧✬❡①♣❧✐❝❛+✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉* ❝♦✉$❛♠♠❡♥+ ❡♠♣❧♦②.❡ /✉❛♥+ 9 ❧✬♦$✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡++❡ ❆■ ✿

❉❛♥* ❧❛ ❧✐++.$❛+✉$❡ ❬✾✸❪✱ ✐❧ ❛ .+. ♣$♦♣♦*. /✉❡ ❝❡++❡ ❆■ ♣$♦✈✐❡♥♥❡ ❞✬✉♥❡ +$❛♥*✐+✐♦♥ ❞✬✉♥ .+❛+

❡①❝✐+♦♥✐/✉❡ *♦♠❜$❡ ❞❡ ♣❛$✐+. ♣♦*✐+✐✈❡ *✐+✉. .♥❡$❣.+✐/✉❡♠❡♥+ ❥✉*+❡ ❡♥✲❞❡**♦✉* ❞❡ ❧✬.+❛+ ❜$✐❧❧❛♥+

✈❡$* ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❝♦♥+✐♥✉✉♠ ❞✬.+❛+* 9 ❞❡✉① ❡①❝✐+♦♥*✳

✸✳✶✳✶✳❜ ❙✐❣♥❛❧ *+✐♦♥✐-✉❡

❙✉$ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✸✳✶ ✭❜✮ ❡+ ✭❝✮✱ ✉♥ *✐❣♥❛❧ ♥.❣❛+✐❢ ❡*+ ✈✐*✐❜❧❡ 9 E = 1.08 ❡❱✳ ◆♦✉* ❛++$✐❜✉♦♥*

❝❡++❡ ❝♦♥+$✐❜✉+✐♦♥ 9 ✉♥❡ +$❛♥*✐+✐♦♥ +$✐♦♥✐/✉❡✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ♣✉ ❧❡ ✈♦✐$ ❞❛♥* ❧❡ ❝❤❛♣✐+$❡ ✶✳✺✱ ✉♥

+$✐♦♥ ❡*+ ✉♥ .+❛+ ❧✐. ❝♦♥*+✐+✉. ❞✬✉♥ ❡①❝✐+♦♥ ❡+ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛$❣❡ /✉✐ ♣❡✉+ O+$❡ ♣♦*✐+✐✈❡ ♦✉ ♥.❣❛+✐✈❡✳

❆✈❛♥+ ❞✬❛♥❛❧②*❡$ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥+ ♣❤②*✐/✉❡ /✉✐ ❝♦♥❞✉✐+ 9 ❧❛ ❝$.❛+✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛$❣❡ ❧✐❜$❡ ❞❛♥* ❧❡

♥❛♥♦+✉❜❡✱ ❧✬❛$❣✉♠❡♥+ *✉$ ❧❡/✉❡❧ *✬❛♣♣✉✐❡ ❝❡++❡ ❛++$✐❜✉+✐♦♥ 9 ✉♥❡ +$❛♥*✐+✐♦♥ ✈❡$* ✉♥ .+❛+ +$✐♦♥✐/✉❡

✈❛ O+$❡ ❞.✈❡❧♦♣♣.✳

❖❜1❡+✈❛*✐♦♥ ❞✬✉♥ 1✐❣♥❛❧ *+✐♦♥✐-✉❡ 1✉+ ♥❛♥♦*✉❜❡1 ❞♦♣61

❊♥ ✷✵✶✶✱ ✉♥❡ ./✉✐♣❡ ❞❡ ❝❤❡$❝❤❡✉$* ❥❛♣♦♥❛✐* ❬✽✹❪ ❛ ♠✐* ❡♥ .✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❛♣♣❛$✐+✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉

♣✐❝ ❞❡ ❧✉♠✐♥❡*❝❡♥❝❡ ❧♦$*/✉❡ ❧❡* ♥❛♥♦+✉❜❡* *♦♥+ ❞♦♣.* ♣ ❞❡ ♠❛♥✐U$❡ ✐♥+❡♥+✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲✬❡①♣.$✐❡♥❝❡ ❞❡

♣❤♦+♦❧✉♠✐♥❡*❝❡♥❝❡ ❡*+ ♣$❛+✐/✉.❡ *✉$ ✉♥ ❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥❛♥♦+✉❜❡* ❝♦♠♣♦$+❛♥+ ♣❧✉*✐❡✉$* ❝❤✐$❛❧✐+.*

❞❡ ♥❛♥♦+✉❜❡*✳

❊♥ $❛✐*♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥+$♦❞✉❝+✐♦♥ ❞❡ +$♦✉*✱ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣✐❝ ❞❡ ❧✉♠✐♥❡*❝❡♥❝❡ ❛ .+. ❛++$✐❜✉. 9 ✉♥

❡①❝✐+♦♥ ❝❤❛$❣. ♣♦*✐+✐✈❡♠❡♥+✳ ❈❡* $.*✉❧+❛+* *♦♥+ ✐❧❧✉*+$.* ❞❛♥* ❧❛ ✜❣✉$❡ ✸✳✸✳ ▲❡ ❣$❛♣❤✐/✉❡ ✭❝✮

♣$.*❡♥+❡ ❞❡✉① *♣❡❝+$❡* ❞❡ ❧✉♠✐♥❡*❝❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥❛♥♦+✉❜❡* ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛❥♦$✐+. ❞❡ ✭✼✱✺✮✳

▲❡* *♣❡❝+$❡* *♦♥+ ♥♦$♠❛❧✐*.* 9 ❧❛ ✈❛❧❡✉$ ❛++❡✐♥+❡ ♣❛$ ❧❡ ♣✐❝ ❞❡ ❧✉♠✐♥❡*❝❡♥❝❡ ❞W 9 ❧✬❡①❝✐+♦♥ S11

❞❡* ✭✼✱✺✮✳ ▲❡* ❝♦✉$❜❡* ♥♦✐$❡✴$♦✉❣❡ ♣$.*❡♥+❡♥+ ❧❡ ❝❛* ❞❡ ♥❛♥♦+✉❜❡* ♥♦♥✲❞♦♣.*✴❞♦♣.*✳ ▲❛ ✢U❝❤❡

❜❧❡✉❡ ✐♥❞✐/✉❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣✐❝ ❞❡ ❧✉♠✐♥❡*❝❡♥❝❡ 9 ✉♥❡ .♥❡$❣✐❡ ✐♥❢.$✐❡✉$❡ 9 ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐+♦♥ S11

❞❛♥* ❧❡ ❝❛* ❞❡* ♥❛♥♦+✉❜❡* ❞♦♣.*✳ ▲❡* ❛✉+❡✉$* ✐♥+❡$♣$U+❡♥+ ❝❡ ♣✐❝ ❝♦♠♠❡ .+❛♥+ ❧❛ ❧✉♠✐♥❡*❝❡♥❝❡

❞✬✉♥ +$✐♦♥ ♣♦*✐+✐❢✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✸ ✕ ❋✐❣✉'❡ )✐'*❡ ❞❡ ❧❛ '*❢*'❡♥❝❡ ❬✽✹❪✳ ▲❛ ❝❛')❡ 2d ♠♦♥)'❡ ❞❛♥8 ❧❡ ❝❛8 ❞❡ ❞✐✛*'❡♥)❡8

❝❤✐'❛❧✐)*8 ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣✐❝ 8❛)❡❧❧✐)❡ = ♣❧✉8 ❜❛88❡ *♥❡'❣✐❡ ♣❛' '❛♣♣♦') = ❧✬❡①❝✐)♦♥ ❧♦'8A✉❡ ❧❡ ♥❛♥♦)✉❜❡

❡8) ❞♦♣*✳ ▲❡ ❣'❛♣❤❡ ❞✉ ❜❛8 ♣'*8❡♥)❡ ❝❡ ♠B♠❡ '*8✉❧)❛) ❞❛♥8 ❧❡ ❝❛8 ❞❡8 ♥❛♥♦)✉❜❡8 ✭✼✱✺✮ ♦H ♦♥ ✈♦✐)

❝❧❛✐'❡♠❡♥) ✉♥ ♣✐❝ ❞✬*♠✐88✐♦♥ 8✉' ❧❛ ❝♦✉'❜❡ '♦✉❣❡ ❛))'✐❜✉* ❞♦♥❝ = ✉♥ )'✐♦♥✳

❖❜"❡$✈❛'✐♦♥ ❞❡ '$✐♦♥" "✉$ ♥❛♥♦'✉❜❡" ✉♥✐-✉❡" ❡' ♥♦♥✲❞♦♣0"

❉❛♥8 ❧❡ ❝❛❞'❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦'❛)✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬*A✉✐♣❡ ❞✉ ♣'♦❢❡88❡✉' ❇'❛❤✐♠ ▲♦✉♥✐8 ❞✉ ❧❛❜♦'❛)♦✐'❡

▲K✷◆ ❞❡ ❇♦'❞❡❛✉①✱ ♥♦✉8 ❛✈♦♥8 ♣✉ ♠♦♥)'❡' A✉❡ ❧❛ ❢♦'♠❛)✐♦♥ ✓ )♦✉) ♦♣)✐A✉❡ ✔ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡

)'✐♦♥✐A✉❡ ❞❛♥8 ❧❡8 ♥❛♥♦)✉❜❡8 ❡8) ♣♦88✐❜❧❡✳ ❯♥❡ ❡①♣*'✐❡♥❝❡ ❞❡ ♠✐❝'♦✲❧✉♠✐♥❡8❝❡♥❝❡ 8✉' ♥❛♥♦)✉❜❡

✉♥✐A✉❡ ❛ *)* ❡✛❡❝)✉*❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡'♠❡) ❞❡ ♠❡))'❡ ❡♥ *✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡8 ♣'♦♣'✐*)*8 ♣❤②8✐A✉❡8 ✐♥)'✐♥8TA✉❡8

❞❡ ❝❡8 ♦❜❥❡)8 ❞❡ )❛✐❧❧❡ 8✉❜✲♠✐❝'♦♠*)'✐A✉❡8✳

❉❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣✐❝8 ❞❡ ❧✉♠✐♥❡8❝❡♥❝❡ ✭✜❣✳ ✸✳✹✮ ♦♥) ♣✉ ❛✐♥8✐ B)'❡ ♦❜8❡'✈*8 = ❞❡8 *♥❡'❣✐❡8 ✐♥✲

❢*'✐❡✉'❡8 = ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐)♦♥ S11 ❡) A✉✐ ❝♦''❡8♣♦♥❞❡♥) ❛✉① *♥❡'❣✐❡8 ❞❡ ❧✬❡①♣*'✐❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬*A✉✐♣❡

❥❛♣♦♥❛✐8❡✳ ▲❡ ♣♦✐♥) ✐♠♣♦')❛♥) ✐❝✐ '*8✐❞❡ ❞❛♥8 ❧❡ ❢❛✐) A✉✬❛✉❝✉♥ )'❛✐)❡♠❡♥) ❝❤✐♠✐A✉❡ ♥✬❡8) ❛♣♣❧✐A✉*

❛✉① ♥❛♥♦)✉❜❡8✱ ✐✳❡✳✱ ❛✉❝✉♥ ❞♦♣❛❣❡✳ ❉✉ ❢❛✐) ❞❡ ❧❛ ❝♦''❡8♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡8 *♥❡'❣✐❡8 ❡♥)'❡ ❧❡8 ❡①♣*'✐✲

❡♥❝❡8 ❞❡8 ❞❡✉① *A✉✐♣❡8✱ ✐❧ ❛ *)* ❝♦♥❝❧✉ A✉❡ ❝❡8 ♥♦✉✈❡❛✉① ♣✐❝8 ❞❡ ❧✉♠✐♥❡8❝❡♥❝❡ ♣'♦✈❡♥❛✐❡♥) ❞❡ ❧❛

❝'*❛)✐♦♥ ❞❡ )'✐♦♥8 ❞❛♥8 ❧❡8 ♥❛♥♦)✉❜❡8 ❞❡ ♠❛♥✐T'❡ ✓ )♦✉) ♦♣)✐A✉❡ ✔✳

❉❛♥8 ❧❛ ✜❣✉'❡ ✸✳✹✱ ♦♥ ♣❡✉) ✈♦✐' ✉♥ 8♣❡❝)'❡ ❞❡ ❧✉♠✐♥❡8❝❡♥❝❡ ♣♦✉' )'♦✐8 ❝❤✐'❛❧✐)*8 ❞❡ ♥❛♥♦)✉❜❡8

❞✐✛*'❡♥)❡8✳ ▲❡8 ❝♦✉'❜❡8 ♥♦✐'❡8 '❡♣'*8❡♥)❡♥) ❧❛ ❧✉♠✐♥❡8❝❡♥❝❡ ❡♥'❡❣✐8)'*❡ ❛♣'T8 ❛✈♦✐' ❡①❝✐)* ❡♥

❝♦♥)✐♥✉ ❧❡ ♥❛♥♦)✉❜❡ = ❜❛88❡ ✐♥)❡♥8✐)* ✭≪ 1 kW/cm2
✮✳ ❖♥ ♣❡✉) ✈♦✐' ✉♥ ♣✐❝ ❞❡ ❧✉♠✐♥❡8❝❡♥❝❡

♣'✐♥❝✐♣❛❧ ✈❡'8 ✶✳✷✻ ❡❱ ♣♦✉' ❧❡8 ✭✻✱✺✮✱ ✶✳✷ ❡❱ ♣♦✉' ❧❡8 ✭✶✶✱✵✮ ❡) ✶✳✹ ❡❱ ♣♦✉' ❧❡8 ✭✻✱✹✮ A✉✐ ❡8)

❝❛'❛❝)*'✐8)✐A✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐♥❡8❝❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐)♦♥ S11✳

❊♥✈✐'♦♥ ✶✸✵ ♠❡❱ ❡♥✲❞❡88♦✉8✱ ✉♥ ♣✐❝ 8❛)❡❧❧✐)❡ ❡8) ♦❜8❡'✈* ❡) 8❡ '❛♣♣♦')❡ = ✉♥ *)❛) ❧✐* ❡①❝✐)♦♥✲
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✹ ✕ ❙♣❡❝()❡ ❞❡ ❧✉♠✐♥❡0❝❡♥❝❡ ♦❜(❡♥✉ 0✉) ❞❡0 ♥❛♥♦(✉❜❡0 ✉♥✐4✉❡0 ❛♣)50 ❡①❝✐(❛(✐♦♥ ❝♦♥✲

(✐♥✉❡ 8 ❜❛00❡ ✐♥(❡♥0✐(9 ✭❝♦✉)❜❡ ♥♦✐)❡✮ ❡( 8 ❢♦)(❡ ✐♥(❡♥0✐(9 ✭❝♦✉)❜❡ )♦✉❣❡✮ ♣♦✉) ()♦✐0 ❝❤✐)❛❧✐(90 ❞❡

(✉❜❡0 ❞✐✛9)❡♥(❡0✳

♣❤♦♥♦♥

✸

❞♦♥( ♥♦✉0 ❛✈♦♥0 ♣❛)❧9 ❞❛♥0 ❧❡ ❝❤❛♣✐()❡ ✶✳ ▲✬9♥❡)❣✐❡ ❞✬9♠✐00✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣✐❝ ♥❡ ❞9♣❡♥❞ 4✉❡

❢❛✐❜❧❡♠❡♥( ❞✉ ❞✐❛♠5()❡ ❞✉ ♥❛♥♦(✉❜❡ ❬✷✷❪✳

▲❡0 ❝♦✉)❜❡0 )♦✉❣❡0 ❞❡ ❧❛ ✜❣✉)❡ ✸✳✹ )❡♣)90❡♥(❡♥( ❧❛ ❧✉♠✐♥❡0❝❡♥❝❡ ❡♥)❡❣✐0()9❡ ❛♣)50 ❛✈♦✐) ❡①❝✐(9

❡♥ ❝♦♥(✐♥✉ ❧❡ ♥❛♥♦(✉❜❡ 8 ❢♦)(❡ ✐♥(❡♥0✐(9 ✭> kW/cm2
✮✳ ❖♥ ✈♦✐( ❛♣♣❛)❛I()❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣✐❝ ❞❡

❧✉♠✐♥❡0❝❡♥❝❡ ✉♥❡ ❝❡♥(❛✐♥❡ ❞❡ ♠✐❧❧✐9❧❡❝()♦♥✲✈♦❧(0 0♦✉0 ❧✬❡①❝✐(♦♥ ❜)✐❧❧❛♥(✳ J❛) ❝♦♠♣❛)❛✐0♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡0

9♥❡)❣✐❡0 ()♦✉✈9❡0 ❞❛♥0 ❧❡0 ()❛✈❛✉① ❞❡ ❧✬94✉✐♣❡ ❥❛♣♦♥❛✐0❡ ❝✐(9❡ ♣❧✉0 ❤❛✉(✱ ♦♥ ❡♥ ❞9❞✉✐( 4✉❡ ❝❡ ♣✐❝

❡0( ❧❛ 0✐❣♥❛(✉)❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐♥❡0❝❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ()✐♦♥ ❞❛♥0 ❧❡ ♥❛♥♦(✉❜❡✳ ▲❛ ❝❧9 ♣♦✉) ♦❜(❡♥✐) ✉♥ ()✐♦♥ ❞❡

♠❛♥✐5)❡ ✓ (♦✉( ♦♣(✐4✉❡ ✔ 0❡♠❜❧❡ )90✐❞❡) ❞❛♥0 ❧❛ ❢♦)(❡ ❞❡♥0✐(9 ❞✬9♥❡)❣✐❡ ❛♣♣♦)(9❡ ❛✉ ♥❛♥♦(✉❜❡✳

▲❛ ✜❣✉)❡ ✸✳✺ )❡♣)90❡♥(❡ ❧❛ ❞✐✛9)❡♥❝❡ ❞✬9♥❡)❣✐❡ ❡♥()❡ ❧❡ ♣✐❝ ❞❡ ❧✉♠✐♥❡0❝❡♥❝❡ ❛✛❡❝(9 ❛✉ ()✐♦♥

❡( ❧✬9♥❡)❣✐❡ ❞❡ ❧✬9(❛( ❡①❝✐(♦♥✐4✉❡ ❜)✐❧❧❛♥( ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛♠5()❡✳ ▲✬✐♥0❡)( ❞❡ ❧❛ ✜❣✉)❡ 0✐(✉9 ❡♥

❜❛0 8 ❞)♦✐(❡ ♠♦♥()❡ ✉♥ ❤✐0(♦❣)❛♠♠❡ ❞❡0 ♠❡0✉)❡0 ❡✛❡❝(✉9❡ ♣❛) ♥❛♥♦(✉❜❡ ✭✐❝✐ ♣♦✉) ❧❡0 ✭✻✱✺✮✮✳

▲✬✐♥0❡)( ♣❧❛❝9 ❡♥ ❤❛✉( ❞❡ ❧❛ ✜❣✉)❡ ♣)90❡♥(❡ ❧✬✐♥(❡)♣)9(❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 09♣❛)❛(✐♦♥ ❡♥ 9♥❡)❣✐❡ ❡♥()❡

❡①❝✐(♦♥ S11 ❡( ()✐♦♥ ♣)♦♣♦09 ♣❛) ▼❛(0✉♥❛❣❛ ❡! ❛❧✳ ❬✽✹❪✳ ▲❡0 ❝❛❧❝✉❧0 ♣)❛(✐4✉90 ♣❛) ❘♦♥♥♦✇ ❡!

❛❧✳ ❬✾✹❪ 0♦✉0✲❡0(✐♠❡♥( ❡♥ ❡✛❡( ❧❛ ✈❛❧❡✉) ❞❡ ❧❛ ❞✐✛9)❡♥❝❡ ❞✬9♥❡)❣✐❡ ❡♥()❡ ()✐♦♥ ❡( ❡①❝✐(♦♥✳ ■❝✐✱ ❧❡0

❛✉(❡✉)0 ♣)♦♣♦0❡♥( ❞❡ )❛❥♦✉(❡) ❧❛ ✈❛❧❡✉) ❞❡ ❧✬9♥❡)❣✐❡ ❞✬9❝❤❛♥❣❡ ❡♥()❡ ❡①❝✐(♦♥ 0✐♥❣✉❧❡( ❡( ❡①❝✐(♦♥

()✐♣❧❡( ❡( ❞❡ ❞9✜♥✐) ❧✬9♥❡)❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐0♦♥ ❞✉ ()✐♦♥ 8 ♣❛)(✐) ❞❡ ❧✬❡①❝✐(♦♥ ()✐♣❧❡( ❬✾✺❪✳

✸✳ ♣❤♦♥♦♥ &✐❞❡❜❛♥❞ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐&
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✺ ✕ ❘❡♣'()❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛('❡♥❝❡ ❞✬(♥❡'❣✐❡ ❡♥+'❡ ❧❡ ♣✐❝ ❞❡ ❧✉♠✐♥❡)❝❡♥❝❡ ❛✛❡❝+( ❛✉

+'✐♦♥ ❡+ ❧✬(♥❡'❣✐❡ ❞❡ ❧✬(+❛+ ❡①❝✐+♦♥✐8✉❡ ❜'✐❧❧❛♥+✳

❊♥✜♥✱ ♦♥ ♣❡✉+ ✈♦✐' 8✉❡ ∆E ♦❜(✐+ > ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❛✉))✐ ❛♣♣❡❧( ❑❛"❛✉$❛ ♣❧♦"✳ ❈❡❝✐ ♠♦♥+'❡

8✉❡ ❧❡ +'✐♦♥ ❡)+ ❜✐❡♥ ✉♥❡ '(❛❧✐+( ♣❤②)✐8✉❡ ✐♥+'✐♥)C8✉❡ ❛✉ ♥❛♥♦+✉❜❡✱ ❝❢✳ ❝❤❛♣✐+'❡ ✶✳

▲❛ 8✉❡)+✐♦♥ ❝❡♥+'❛❧❡ > ❧❛8✉❡❧❧❡ ✈♦♥+ '(♣♦♥❞'❡ ❧❡) ❡①♣('✐❡♥❝❡) ♣♦♠♣❡✲)♦♥❞❡ ❡✛❡❝+✉(❡) ❞✉'❛♥+

❝❡++❡ +❤C)❡ ❡)+ ❧❛ )✉✐✈❛♥+❡ ✿ 8✉❡❧❧❡ ❡)+ ❧❡ ♣❤(♥♦♠C♥❡ ♣❤②)✐8✉❡ 8✉✐ ❡♥+'❛H♥❡ ❧❛ ❧✐❜('❛+✐♦♥ ❞✬✉♥❡

❝❤❛'❣❡ ❧✐❜'❡ ❞❛♥) ❧❡ ♥❛♥♦+✉❜❡✱ ❝❤❛'❣❡ 8✉✐ ♣❡✉+ ❡♥)✉✐+❡ ❢♦'♠❡' ✉♥ (+❛+ ❧✐( ❛✈❡❝ ✉♥ ❡①❝✐+♦♥ ❄

❖❜"❡$✈❛'✐♦♥ ❞❡ '$✐♦♥" "✉$ ✉♥ ❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥❛♥♦'✉❜❡" ♥♦♥✲❞♦♣1"

❘❡✈❡♥♦♥) ❛✉① )♣❡❝+'❡) ❞❡ +'❛♥)♠✐))✐♦♥ ❞✐✛('❡♥+✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉'❡ ✸✳✶ ♦❜+❡♥✉) )✉' ✉♥ ❡♥)❡♠❜❧❡

❞❡ ♥❛♥♦+✉❜❡) ✭✻✱✺✮✳ ▲❡ ♣✐❝ ❞✬❆■ > ✶✳✵✽ ❡❱ ❡)+ )✐+✉( > ✶✾✵ ♠❡❱ ❞❡ ❧✬❡①❝✐+♦♥ S11✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥)+✐+✉❡

❞♦♥❝ ❧❡ ♣'❡♠✐❡' ❛'❣✉♠❡♥+ ♣♦✉' ❛++'✐❜✉❡' ❝❡ ❞❡'♥✐❡' > ✉♥❡ +'❛♥)✐+✐♦♥ ✈❡') ❧✬(+❛+ ❞✉ +'✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡+✱

❧✬❡①♣('✐❡♥❝❡ ❞❡ ♠✐❝'♦✲❧✉♠✐♥❡)❝❡♥❝❡ ❞(❝'✐+❡ ♣❧✉) ❤❛✉+ ❞♦♥♥❡ ✉♥ (❝❛'+ ❡♥+'❡ ❧❡ +'✐♦♥ ❡+ ❧✬❡①❝✐+♦♥

❞❡ ✶✾✵ ♠❡❱ ❞❛♥) ❧❡ ❝❛) ❞❡) ♥❛♥♦+✉❜❡) ✭✻✱✺✮ ✭✜❣✳ ✸✳✹✮✳

▲❡ )❡❝♦♥❞ ❛'❣✉♠❡♥+ ❡)+ ❜❛)( )✉' ❧❛ ❞②♥❛♠✐8✉❡ 8✉❡ ♥♦✉) ♦❜)❡'✈♦♥) )✉' ❝❡++❡ ❆■✳ ▲❡ ♣✐❝ ❞❡

❧✉♠✐♥❡)❝❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡①♣('✐❡♥❝❡ ❞❡ ♠✐❝'♦✲❧✉♠✐♥❡)❝❡♥❝❡ ♣♦))C❞❡ ✉♥ ❢♦'+ ❝❛'❛❝+C'❡ ❧♦'❡♥+③✐❡♥✱ ❝♦♠♠❡

♦♥ ♣❡✉+ ❧❡ ✈♦✐' )✉' ❧❛ ✜❣✉'❡ ✸✳✻✭❛✮✳ ❈❡❝✐ )✉❣❣C'❡ 8✉❡ ❧❡ +'✐♦♥ )❡ ❢♦'♠❡ > ♣❛'+✐' ❞✬✉♥ ♣♦'+❡✉'

❧♦❝❛❧✐)(✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ ♣♦✉' ✉♥ +'✐♦♥ ❧✐❜'❡✱ ❧❛ '❡❝♦♠❜✐♥❛✐)♦♥ ❧❛✐))❡ ♣❧❛❝❡ > ✉♥ ♣♦'+❡✉' ❧✐❜'❡ ❡+ ❧❛

'❛✐❡ ❞❡ ❧✉♠✐♥❡)❝❡♥❝❡ )❡'❛✐+ ❛)②♠(+'✐8✉❡ ❡♥ '❛✐)♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛('❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛))❡ ❡✛❡❝+✐✈❡ ❡♥+'❡ ❧❡)

8✉❛)✐♣❛'+✐❝✉❧❡) ✜♥❛❧❡) ❡+ ✐♥✐+✐❛❧❡) ❬✾✺❪✳ ▲❡ )✐❣♥❛❧ ❞✬❆■ ❞✉ +'✐♦♥ 8✉❡ ❧✬♦♥ ✈♦✐+ )✉' ❧❡) ❞♦♥♥(❡) ❞❡

♣♦♠♣❡✲)♦♥❞❡ '❡❧❛①❡ ❡♥ ✉♥ +❡♠♣) ❞❡ ❧✬♦'❞'❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛♥♦)❡❝♦♥❞❡ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉+ ❧❡ ✈♦✐' )✉' ❧❛
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✻ ✕ ✭❛✮ ❆❥✉*+❡♠❡♥+ ❧♦1❡♥+③✐❡♥ ❞✉ ♣✐❝ ❞❡ ❧✉♠✐♥❡*❝❡♥❝❡ ❞✉ +1✐♦♥ ❞❛♥* ❧❡ ❝❛* ❞❡ ❧✬❡①✲

♣:1✐❡♥❝❡ ❞❡ ♠✐❝1♦✲❧✉♠✐♥❡*❝❡♥❝❡✳ ✭❜✮ ❙✐❣♥❛❧ ❞✬❆■ ❞❡ ✶✷ ♣* A ✾✵✵ ♣* ❞❛♥* ❧❡ ❝❛* ❞❡ ❧✬❡①♣:1✐❡♥❝❡

♣♦♠♣❡✲*♦♥❞❡✳

✜❣✉1❡ ✸✳✻✭❜✮✳ ◆♦✉* ♥❡ ♠♦♥+1♦♥* ♣❛* ✐❝✐ ❞❡ ♣1♦✜❧* +❡♠♣♦1❡❧* ❝❛1 ❧✬❛♥❛❧②*❡ ❞②♥❛♠✐G✉❡ ❞:+❛✐❧❧:❡ ❡*+

❢❛✐+❡ ❞❛♥* ❧❛ *❡❝♦♥❞❡ ♣❛1+✐❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐+1❡ ♦J ♥♦✉* ✈❡11♦♥* G✉❡ ❧❡ +❡♠♣* ❞❡ 1❡❧❛①❛+✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❝✐+♦♥

❛ ❧✐❡✉ ❡♥ G✉❡❧G✉❡* ❞✐③❛✐♥❡* ❞❡ ♣✐❝♦*❡❝♦♥❞❡*✳ ▲❡ +❡♠♣* ❞❡ ✈✐❡ ❞❡ ❝❡++❡ ❆■ ❡*+ ❞♦♥❝ ❞❡✉① ♦1❞1❡* ❞❡

❣1❛♥❞❡✉1 ♣❧✉* ❧♦♥❣✳ ❆✐♥*✐ ❧❛ ❞②♥❛♠✐G✉❡ ❞❡ ❧❛ +1❛♥*✐+✐♦♥ G✉✬♦♥ ♦❜*❡1✈❡ ❝♦♥❢♦1+❡ ❧✬✐❞:❡ ❞✬✉♥ +1✐♦♥

*❡ ❢♦1♠❛♥+ A ♣❛1+✐1 ❞✬✉♥ ♣✐M❣❡✳

❊♥ ♦✉+1❡✱ ❧❛ ❢♦1♠❡ ❞❡ ❧❛ 1❛✐❡ ❛++1✐❜✉:❡ ❛✉ +1✐♦♥ ❡*+ 1❡❧❛+✐✈❡♠❡♥+ ❛*②♠:+1✐G✉❡ ❀ ♦♥ ✈♦✐+ ♥♦✲

+❛♠♠❡♥+ ✉♥❡ G✉❡✉❡ ✈❡1* ❧❡* ❣1❛♥❞❡* :♥❡1❣✐❡* G✉✐ ♥✬❛♣♣❛1❛Q+ ♣❛* ❞❡ ❧✬❛✉+1❡ ❝R+:✳ ❈❡++❡ 1❛✐❡ ❡*+

❞❡ ❢❛✐+ ❞:❢♦1♠:❡ ♣❛1 ❧❛ ♣1:*❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❚■ G✉❡❧G✉❡* ✷✵ ♠❡❱ A ♣❧✉* ❜❛**❡ :♥❡1❣✐❡ ❛++1✐❜✉:❡ A

❧❛ *✐❣♥❛+✉1❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐+♦♥ S11 ❞❡* ♥❛♥♦+✉❜❡* ❞❡ ❝❤✐1❛❧✐+: ✭✽✱✻✮ ❡+ *✉1+♦✉+ ♣❛1 ❧❛ ♣1:*❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡

❛✉+1❡ ❆■ A ✶✳✶✸ ❡❱ G✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉+ ✈♦✐1 *✉1 ❧❡* *♣❡❝+1❡* ❞❡ ❧❛ ✜❣✉1❡ ✸✳✶✳ ➚ +❡♠♣* ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉*

❧♦♥❣ ✭> 100♣*✮✱ ❧♦1*G✉❡ ❧❡* ❞❡✉① ❝♦♥+1✐❜✉+✐♦♥* ❝✐+:❡* ❞✐*♣❛1❛✐**❡♥+✱ ❧❛ 1❛✐❡ ❛✛❡❝+:❡ ❛✉ +1✐♦♥

❛❞♦♣+❡ ✉♥❡ ❢♦1♠❡ G✉✐ ❡*+ ❛❥✉*+❛❜❧❡ ♣❛1 ✉♥❡ ❧♦1❡♥+③✐❡♥♥❡ ✭✈♦✐1 ✜❣✳ ✸✳✶✶✮✳ ❉❡ ♠❛♥✐M1❡ +♦✉+ A

❢❛✐+ ✐♥+:1❡**❛♥+❡✱ ❧❛ ❧❛1❣❡✉1 A ♠✐✲❤❛✉+❡✉1 G✉❡ ❧✬♦♥ ♠❡*✉1❡ ♣♦✉1 ❧❡ ♣✐❝ ❞✬:♠✐**✐♦♥ ❞✉ +1✐♦♥ ❞❛♥*

❧✬❡①♣:1✐❡♥❝❡ ❞❡ ♠✐❝1♦✲❧✉♠✐♥❡*❝❡♥❝❡ ❛✐♥*✐ G✉❡ ♣♦✉1 ❧❡ ♣✐❝ ❞✬❛❜*♦1♣+✐♦♥ ❞❛♥* ❧✬❡①♣:1✐❡♥❝❡ ♣♦♠♣❡✲

*♦♥❞❡ ❛❞♠❡++❡♥+ ❧❛ ♠Z♠❡ ✈❛❧❡✉1✱ ✸✺ ♠❡❱✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉+ ♣❛1❛Q+1❡ *✉1♣1❡♥❛♥+ :+❛♥+ ❞♦♥♥: G✉❡ ❞❛♥*

❧❡ ♣1❡♠✐❡1 ❝❛*✱ ❧❛ ❧✉♠✐♥❡*❝❡♥❝❡ ♣1♦✈✐❡♥+ ❞✬✉♥ *❡✉❧ ♥❛♥♦+✉❜❡ ❛❧♦1* G✉❡ ❞❛♥* ❧❡ *❡❝♦♥❞ ❝❛*✱ ❧✬❛❜✲

*♦1♣+✐♦♥ ❞✐✛:1❡♥+✐❡❧❧❡ 1:*✉❧+❡ ❞✬✉♥ ❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥❛♥♦+✉❜❡* ❡♥ *♦❧✉+✐♦♥✳ ❈❡++❡ ♦❜*❡1✈❛+✐♦♥ ✐♥❞✐G✉❡

G✉❡ ❧✬:❝❤❛♥+✐❧❧♦♥ ❞❡ ♥❛♥♦+✉❜❡* :+✉❞✐: ❡♥ ♣♦♠♣❡✲*♦♥❞❡ ❡*+ ❞❡ ❣1❛♥❞❡ G✉❛❧✐+:✱ ✐✳❡✳✱ ❧❛ ♣1:*❡♥❝❡ ❞❡

♥❛♥♦+✉❜❡* ❡♥❝❤❡✈Z+1:*✱ G✉✐ ❡*+ ❡♥ ❢❛❝+❡✉1 ✐♠♣♦1+❛♥+ ❞✬:❧❛1❣✐**❡♠❡♥+ ✐♥❤♦♠♦❣M♥❡ ❞❡* 1❛✐❡*✱ ❞♦✐+

Z+1❡ ❧✐♠✐+:❡ ❞❛♥* ♥♦* :❝❤❛♥+✐❧❧♦♥*✳
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▲❡ ♣♦✐♥& ✐♥&'(❡))❛♥& +✉✐ (❡))♦(& ❞❡ ❝❡) ❞♦♥♥'❡) ❡)& ❧❡ )✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥&(✐❜✉&✐♦♥ ❛&&(✐❜✉'❡ ❛✉

&(✐♦♥✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ '&❛♥& ♥'❣❛&✐❢✱ ❝❡❧❛ )✉❣❣7(❡ +✉❡ ❧❛ &(❛♥)✐&✐♦♥ ✈❡() ❧✬'&❛& &(✐♦♥✐+✉❡ ❛ ❧✐❡✉ : ♣❛(&✐(

❞✬✉♥ '&❛& +✉✐ ❡)& ✓ ✐♥❞✉✐& ✔ ♣❛( ❧❡ ❢❛✐)❝❡❛✉ ♣♦♠♣❡✳ ❈❡❧❛ )✐❣♥✐✜❡ +✉❡ ❝❡ ❞❡(♥✐❡( ❛❣✐& ❡♥ &❛♥&

+✉❡ ❣'♥'(❛&❡✉( ❞❡ ❝❤❛(❣❡) ❧✐❜(❡) ❞❛♥) ❧❡ ♥❛♥♦&✉❜❡ : ♣❛(&✐( ❞❡)+✉❡❧❧❡) ✉♥❡ &(❛♥)✐&✐♦♥ ✈❡() ❧✬'&❛&

&(✐♦♥✐+✉❡ ❡)& (❡♥❞✉ ♣♦))✐❜❧❡ ♣❛( ❛❜)♦(♣&✐♦♥ ❞❡) ♣❤♦&♦♥) ❞✉ ❢❛✐)❝❡❛✉ )♦♥❞❡✳

0 +
h

±
X

�
��

�
��

−
e

~ 40 fs

~ 10 ps

❋✐❣✉$❡ ✸✳✼ ✕ ❙❝❤'♠❛ (❡♣(')❡♥&❛♥& ❧✬❡①♣❧✐❝❛&✐♦♥ ♣❤②)✐+✉❡ ❞✉ )✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ &(❛♥)✐&✐♦♥ ✈❡() ❧❡ &(✐♦♥✳

❈❡&&❡ ✐❞'❡ ❡)& ✐❧❧✉)&('❡ ❞❛♥) ❧❛ ✜❣✉(❡ ✸✳✼✳ ▲❛ ♣♦♠♣❡ ✭✢7❝❤❡ ✈❡(&❡✴(♦✉❣❡✮ ❝('' ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥

❞✬❡①❝✐&♦♥) )✉( ❧✬'&❛& S22✴S11✳ ❈❡&&❡ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ❞✬❡①❝✐&♦♥ (❡❧❛①❡ ♥♦♥✲(❛❞✐❛&✐✈❡♠❡♥& ❡♥ S11 ✭✢7❝❤❡

❜❧❡✉❡ ✈❡(&✐❝❛❧❡✮ ❡& )✉✐& ❡♥)✉✐&❡ ✉♥ ♣(♦❝❡))✉) +✉✐ ❝♦♥❞✉✐& : ❧❛ ❧✐❜'(❛&✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛(❣❡ ❧✐❜(❡ ❞❛♥)

❧❡ ♥❛♥♦&✉❜❡ ❡♥ ✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ♣✐❝♦)❡❝♦♥❞❡) ✭✢7❝❤❡ ❜❧❡✉❡ ♦❜❧✐+✉❡✮✳ ❈❡ &❡♠♣) ❝♦((❡)♣♦♥❞ : ❧❛

❞②♥❛♠✐+✉❡ ❞❡ ♠♦♥&'❡ ❞❡ ❧✬❆■ ❞✉ &(✐♦♥✳ ➚ ♣❛(&✐( ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❢♦♥❞❛♠❡♥&❛❧ ❝♦♥)&✐&✉'

❞✬✉♥ ♣♦(&❡✉( ❧✐❜(❡✱ ❧❡ ❢❛✐)❝❡❛✉ )♦♥❞❡ ✭✢7❝❤❡ ❥❛✉♥❡✮ ♣❡(♠❡& ❞✐(❡❝&❡♠❡♥& ❧❛ &(❛♥)✐&✐♦♥ ✈❡() ❧✬'&❛&

❞✉ &(✐♦♥✳

▲❡ ♣♦(&❡✉( ❧✐❜(❡ ♣❡✉& O&(❡ ✉♥ '❧❡❝&(♦♥ ✭❝❤❛(❣❡ ♥'❣❛&✐✈❡✮ ♦✉ ✉♥ &(♦✉ ✭❝❤❛(❣❡ ♣♦)✐&✐✈❡✮✳ ❈❡❧❛

❝♦♥❞✉✐& (❡)♣❡❝&✐✈❡♠❡♥& : ❧❛ ❣'♥'(❛&✐♦♥ ❞✬✉♥ &(✐♦♥ ♥'❣❛&✐❢ ♦✉ ♣♦)✐&✐❢✳

❊♥✜♥✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥& ❞✬❛♣♣✉②❡( ❧❡ ❢❛✐& +✉❡ ❧✬✐♥&❡♥)✐&' ❞❡ ❧✬❆■ ♦❜)❡(✈'❡ ❡)& (❡❧✐'❡ : ❧❛ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥

✻✽



❞❡" ♣♦%&❡✉%" ❧✐❜%❡" ❡& ♥♦♥ , ❝❡❧❧❡ ❞❡" &%✐♦♥" ❢♦%♠0" ✐♥ ✜♥❡✱ ❝❡❧❛ 0&❛♥& ❛✉""✐ ✈❛❧❛❜❧❡ 4✉❛♥& , ❧❛

❞②♥❛♠✐4✉❡ ♦❜"❡%✈0❡✳ ❆✐♥"✐✱ ❧❛ ❢♦%♠❛&✐♦♥ ❞✉ &%✐♦♥ , ♣❛%&✐% ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ✓ ♣✐:❣❡ ✔ ❝♦♥❝❡%♥❡ ❛✈❛♥&

&♦✉& ❧❡" ♣♦%&❡✉%" ❧✐❜%❡"✳ ❈❡ "♦♥& ❡✉① 4✉✐ "❡ ❧♦❝❛❧✐"❡♥& "✉% ✉♥ ❝❡%&❛✐♥ ✓ ♣✐:❣❡ ✔✳ ❊♥ ♦✉&%❡✱ ❧✬0♥❡%❣✐❡

❞❡ ❧✐❛✐"♦♥ ❞✉ &%✐♦♥ ❞0♣❡♥❞%❛✐&✱ , ♣%✐♦%✐✱ ❞❡ ❧❛ ♣%♦❢♦♥❞❡✉% ❞✉ ♣✉✐& ❞❡ ♣♦&❡♥&✐❡❧ ❞✉ ♣✐:❣❡✳ ❈❡❧❛

❝♦♥❞✉✐%❛✐& , ✉♥ 0❧❛%❣✐""❡♠❡♥& ✐♥❤♦♠♦❣:♥❡ ❞❡ ❧❛ %❛✐❡ ❞✬❆■ ❞✬♦%✐❣✐♥❡ "♣❛&✐❛❧❡ 4✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬♦❜"❡%✈❡ ♣❛"

❡①♣0%✐♠❡♥&❛❧❡♠❡♥& 0&❛♥& ❞♦♥♥0 4✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡"& ❛❥✉"&❛❜❧❡ ♣❛% ✉♥❡ ❧♦%❡♥&③✐❡♥♥❡✳ ❊♥ ❢❛✐&✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛

&%❛♥"✐&✐♦♥ ✈❡%" ❧❡ &%✐♦♥ "❡ ♣%♦❞✉✐& , ♣❛%&✐% ❞❡ ❧✬0♥❡%❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛%❣❡ ♣✐0❣0❡✱ ❧❛ ♣♦"✐&✐♦♥ ❡♥ 0♥❡%❣✐❡

❞❡ ❧❛ %❛✐❡ ❞✉ &%✐♦♥ %❡"&❡ ❝♦♥"&❛♥&❡ 4✉❡❧❧❡ 4✉❡ "♦✐& ❧❛ ♣%♦❢♦♥❞❡✉% ❞✉ ♣✉✐& ❞❡ ♣♦&❡♥&✐❡❧ ❝♦♠♠❡ ♦♥

♣❡✉& ❧❡ ✈♦✐% "✉% ❧❛ ✜❣✉%❡ ✸✳✽✳

�

�

������

������

❋✐❣✉$❡ ✸✳✽ ✕ ❙❝❤0♠❛ ❡①♣❧✐❝✐&❛♥& ❧✬✐♥❞0♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬0❧❛%❣✐""❡♠❡♥& ❞✉ ♣✐❝ ❞✬❛❜"♦%♣&✐♦♥ ✐♥❞✉✐&❡

%❡❧❛&✐❢ ❛✉ &%✐♦♥ ✈✐" , ✈✐" ❞❡ ❧❛ ♣%♦❢♦♥❞❡✉% ❞✉ ♣✉✐& ❞❡ ♣♦&❡♥&✐❡❧ ❞❛♥" ❧❡4✉❡❧ "❡ ♣✐:❣❡ ❧❡ ♣♦%&❡✉% ❝%00

✭❝♦✉%❜❡ ❜❧❡✉❡✮ ♣❛% ❧❡ ❢❛✐"❝❡❛✉ ♣♦♠♣❡✳ ▲✬0♥❡%❣✐❡ ❞✉ ♣❤♦&♦♥ ❞❡ ❧❛ &%❛♥"✐&✐♦♥ ✈❡%" ❧❡ &%✐♦♥ ✭X∗
✮✱

✈✉❡ ♣❛% ❧❡ ♣♦%&❡✉% ♣✐0❣0 ✭✢:❝❤❡" ❥❛✉♥❡"✮ ❣❛%❞❡ ❧❛ ♠N♠❡ ✈❛❧❡✉% 4✉❡❧❧❡ 4✉❡ "♦✐& ❧❛ ♣%♦❢♦♥❞❡✉% ❞✉

♣✉✐&✳

▲❛ ❢♦%♠❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬0&❛& ❢♦♥❞❛♠❡♥&❛❧ ❛✈❡❝ ❝❤❛%❣❡ ❧✐❜%❡ ❛ ❧❛ ♣❛%&✐❝✉❧❛%✐&0 ❞✬N&%❡ ✉♥ ❡✛❡& &%❛♥"✐&♦✐%❡

❡& ♥♦♥✲♣❡%♠❛♥❡♥&✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ♦♥ ❝♦♥"&❛&❡ 4✉❡ ♣♦✉% ❞❡" %❡&❛%❞" ♥0❣❛&✐❢" ✭❝♦✉%❜❡ ❣%✐" ❝❧❛✐% "✉%

✜❣✉%❡ ✸✳✶✭❝✮✮✱ ❧❡ "✐❣♥❛❧ ❞❡ &%❛♥"♠✐""✐♦♥ ❞✐✛0%❡♥&✐❡❧❧❡ ❡"& ♥✉❧✳ ❈❡❧❛ "✐❣♥✐✜❡ 4✉❡ ❧✬❡✛❡& ✐♥❞✉✐& ♣❛%

❧❛ ♣♦♠♣❡ "✉% ❧❡ ♥❛♥♦&✉❜❡ ❛ ✉♥❡ ❞✉%0❡ 4✉✐ ♥✬❡①❝:❞❡

✹

♣❛" ✺ µ" 4✉✐ ❡"& ❧❡ &❡♠♣" "0♣❛%❛♥& ❞❡✉①

✐♠♣✉❧"✐♦♥" ❧❛"❡%✳

✹✳ ✓ #❡%❛#❞ ♥)❣❛%✐❢ ✔ .✐❣♥✐✜❡ 0✉❡ ❧❡ ♣❤♦%♦♥ .♦♥❞❡ ❛##✐✈❡ ❛✈❛♥% ❧❡ ♣❤♦%♦♥ ♣♦♠♣❡✳ ❆✐♥.✐ ❡♥ ❝♦♥.✐❞)#❛♥% ❧✬)0✉❛✲

%✐♦♥ ✭✷✳✸✮ ❞✉ ❝❤❛♣✐%#❡ ✷✱ .✐ ❧✬❡✛❡% ✐♥❞✉✐% ♣❛# ❧❛ ♣♦♠♣❡ ❛✈❛✐% ✉♥❡ ❞✉#)❡ .✉♣)#✐❡✉#❡ ❛✉ %❡♠♣. .)♣❛#❛♥% ❞❡✉①

✐♠♣✉❧.✐♦♥. ♣♦♠♣❡ ✭✺ µ.✮✱ ♦♥ ♦❜.❡#✈❡#❛✐% ✉♥ .✐❣♥❛❧ ♣♦.✐%✐❢ E ❧✬)♥❡#❣✐❡ ❞✉ %#✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ E ❝❡%%❡ )♥❡#❣✐❡✱ ♦♥ ❛✉#❛✐%

T
❛✈❡❝ ♣♦♠♣❡

> T
'❛♥' ♣♦♠♣❡

❡% ❞♦♥❝ ∆T/T > 0✳
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✸✳✶✳✶✳❝ ❙✐❣♥❛❧ ❞❡ ,-❛♥.✐,✐♦♥ ✈❡-. ✉♥ 2,❛, 3 ❞❡✉① ❡①❝✐,♦♥. ❧✐2.✳

■❧ "❡$%❡ ✉♥❡ ❞❡"♥✐*"❡ ❝♦♥%"✐❜✉%✐♦♥ .✉✐ ❛♣♣❛"❛1% $✉" ❧❡$ $♣❡❝%"❡$ ❞❡ %"❛♥$♠✐$$✐♦♥ ❞✐✛4"❡♥%✐❡❧❧❡✳

❈❡♥%"4❡ 7 ✶✳✶✸ ❡❱✱ ✉♥❡ ❆■ ❡$% ✈✐$✐❜❧❡ $✉" ❧❛ ✜❣✉"❡ ✸✳✶✭❜✮ ❡% ✭❝✮✳ ◆♦✉$ ✐♥%❡"♣"4%♦♥$ ❝❡ $✐❣♥❛❧ ❡♥

%❡"♠❡ ❞❡ %"❛♥$✐%✐♦♥ ✈❡"$ ✉♥ 4%❛% ❧✐4 7 ❞❡✉① ❡①❝✐%♦♥$✱ ❛✉$$✐ ♥♦♠♠4 ❜✐❡①❝✐%♦♥✳ ❈❡%%❡ ❛♥❛❧②$❡ ❡$%

$♦✉%❡♥✉❡ ♣❛" ❞❡$ %"❛✈❛✉① %❤4♦"✐.✉❡$ .✉❡ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ♣❛$$4$ ❡♥ "❡✈✉❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❤❛♣✐%"❡ ✶ ❡% .✉✐

♣"4❞✐$❡♥% ✉♥❡ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉"$ ♣♦✉" ❧✬4♥❡"❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐$♦♥ ❞✉ ❜✐❡①❝✐%♦♥ ❬✼✵❪ %♦✉% ❡♥ ❞4♠♦♥%"❛♥%

$❛ $%❛❜✐❧✐%4 7 %❡♠♣❡"❛%✉"❡ ❛♠❜✐❛♥%❡ ❡% ❧❛ ♣♦$$✐❜✐❧✐%4 ❞❡ ❧✬♦❜$❡"✈❡" ❞❛♥$ ✉♥❡ ❡①♣4"✐❡♥❝❡ ♣♦♠♣❡✲

$♦♥❞❡ ❬✾✻❪✳ ■❧ "❡$%❡ .✉✬❛✈❛♥% ❧✬❛♥♥4❡ ✷✵✶✷ ❛✉❝✉♥❡ ❡①♣4"✐❡♥❝❡ ♥✬❛ ♣✉ ❝❧❛✐"❡♠❡♥% ♠❡%%"❡ ❡♥ 4✈✐❞❡♥❝❡

✉♥ 4%❛% ❜✐❡①❝✐%♦♥✐.✉❡ ❞❛♥$ ❧❡$ ♥❛♥♦%✉❜❡$✳ O❛"❛❧❧*❧❡♠❡♥% 7 ♥♦$ %"❛✈❛✉①✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥%✱ ❈♦❧♦♠❜✐❡"

❡! ❛❧✳ ❬✼✷❪ ♦♥% ♣"❛%✐.✉4 ✉♥❡ ❡①♣4"✐❡♥❝❡ ❞❡ ❤♦❧❡ ❜✉"♥✐♥❣ $✉" ❞❡$ ♥❛♥♦%✉❜❡$ ❞❡ ❝❤✐"❛❧✐%4 ✭✾✱✼✮✳ ■❧$

♦♥% ♦❜$❡"✈4 ✉♥❡ ❆■ ❞❛♥$ ❧❡ $♣❡❝%"❡ ❞✐✛4"❡♥%✐❡❧ $✐%✉4❡ ✶✵✻ ♠❡❱ ❡♥✲❞❡$$♦✉$ ❞❡ ❧❛ "4$♦♥♥❛♥❝❡ ❞❡

X(9,7) .✉✬✐❧$ ✐♥%❡"♣"*%❡♥% ❝♦♠♠❡ 4%❛♥% ✉♥ 4%❛% ❜✐❡①❝✐%♦♥✐.✉❡✳ ❊♥ 4%✉❞✐❛♥% ❧✬❛$②♠4%"✐❡ ❞❡ ❧❛ "❛✐❡✱

✐❧$ ❡♥ ♦♥% ❞4❞✉✐% ❧❛ $✐❣♥❛%✉"❡ ❞✬✉♥ ❡✛❡% ❋❛♥♦ ❝❛"❛❝%4"✐$%✐.✉❡ ❞✬✉♥ ❜✐❡①❝✐%♦♥✳ ❈❡ ❞❡"♥✐❡" ❡$% ✉♥

❡✛❡% ❞❡ "4$♦♥♥❛♥❝❡ ❧♦"$ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥%"❡ ✉♥ 4%❛% ❜✐❡①❝✐%♦♥✐.✉❡ ❡% ✉♥ ❝♦♥%✐♥✉✉♠ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉✱

❡♥ ❧✬♦❝❝✉"❡♥❝❡ ❝❡❧✉✐ $✐%✉4 ❛✉✲❞❡$$✉$ ❞❡ ❧❛ "4$♦♥♥❛♥❝❡ S11✳ ▲✬4♥❡"❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐$♦♥ ♦❜%❡♥✉❡✱ ✶✵✻ ♠❡❱✱

❡$% ✐♥❢4"✐❡✉"❡ 7 ❝❡❧❧❡ .✉❡ ♥♦✉$ ♦❜%❡♥♦♥$ ♣♦✉" ❧❡$ ♥❛♥♦%✉❜❡$ ✭✻✱✺✮✱ ❝❤♦$❡ ❛%%❡♥❞✉❡ 4%❛♥% ❞♦♥♥4

.✉❡ ❧❡$ ✭✻✱✺✮ ♦♥% ✉♥ ♣❧✉$ ♣❡%✐% ❞✐❛♠*%"❡ .✉❡ ❧❡$ ✭✾✱✼✮✳

❑❛♠♠❡"❧❛♥❞❡" ❡! ❛❧✳ ❬✼✵❪ ✉%✐❧✐$❡♥% ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❜❛$4 $✉" ✉♥❡ ♠4%❤♦❞❡ ▼♦♥%❡ ❈❛"❧♦ ♣♦✉" ♦❜%❡♥✐"

❧✬4♥❡"❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐$♦♥ ❞✉ ❜✐❡①❝✐%♦♥ ♣♦✉" ❞✐✛4"❡♥%❡$ ❝❤✐"❛❧✐%4$✳ O♦✉" ❧❡$ ♥❛♥♦%✉❜❡$ ✭✻✱✺✮✱ .✉✐ $♦♥% ❛✉

❝W✉" ❞❡ ❝❡%%❡ %❤*$❡✱ ❝❡%%❡ 4.✉✐♣❡ %"♦✉✈❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉" ❞❡ 130 ♠❡❱ ♣♦✉" ❧✬4♥❡"❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐$♦♥ ❞❛♥$ ✉♥

❡♥✈✐"♦♥♥❡♠❡♥% 4❧❡❝%"♦$%❛%✐.✉❡ ♠♦❞4❧✐$4 ♣❛" ✉♥❡ ❝♦♥$%❛♥%❡ ❞✐4❧❡❝%"✐.✉❡ ǫ = 3✳

▲❛ ✈❛❧❡✉" ❞❡ ǫ ♣❛"❛1% "❛✐$♦♥♥❛❜❧❡ ♣♦✉" ❞4❝"✐"❡ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❡♥✈✐"♦♥♥❛♥% ❞✉ $②$%*♠❡ .✉❡ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$

4%✉❞✐4✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ♣♦✉" ❞❡$ ♥❛♥♦%✉❜❡$ $✉$♣❡♥❞✉$ ❞❛♥$ ❧❡ ✈✐❞❡✱ ♣❛" ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥$%❛♥%❡ ❞✐4❧❡❝✲

%"✐.✉❡ ✈❛✉% ✶✳✽✹✻ ❛❧♦"$ .✉❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛$ ❞❡ ♥❛♥♦%✉❜❡$ ❜❛✐❣♥❛♥% ❞❛♥$ ✉♥ $♦❧✈❛♥% ❞❡ %②♣❡ D2O✱

❝❡❧❧❡✲❝✐ ✈❛✉% ✸✳✷ ❬✾✼❪✳

■❧ ❢❛✉% ❜✐❡♥ ❝♦♠♣"❡♥❞"❡ .✉❡ ❧✬4♥❡"❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐$♦♥ "❡♣"4$❡♥%❡ ❧✬4♥❡"❣✐❡ ♥4❝❡$$❛✐"❡ ♣♦✉" ❞✐$$♦❝✐❡"

❧❡ ❜✐❡①❝✐%♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ❡①❝✐%♦♥$✳ ▲❛ ✜❣✉"❡ ✸✳✾ ♠♦♥%"❡ ❧❛ "4♣❛"%✐%✐♦♥ ❞❡$ 4%❛%$ ❡①❝✐%♦♥✐.✉❡$ |X〉 ❡%

❜✐❡①❝✐%♦♥✐.✉❡ ♥♦%4 |XX〉 .✉✐ $❡ $✐%✉❡ 7 ✉♥❡ 4♥❡"❣✐❡ ✐♥❢4"✐❡✉"❡ 7 ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ❡①❝✐%♦♥$ 2EX ✳ Eb

❞4✜♥✐% ❧✬4♥❡"❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐$♦♥ ❞✉ ❜✐❡①❝✐%♦♥✳ ∆E "❡♣"4$❡♥%❡ ❧❛ ❞✐✛4"❡♥❝❡ ❞✬4♥❡"❣✐❡ ❡♥%"❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ ❧✬❡①❝✐%♦♥ ❡% ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❜✐❡①❝✐%♦♥✳ ❆✐♥$✐ ❧❛ ❞✐✛4"❡♥❝❡ ❞✬4♥❡"❣✐❡ ❡♥%"❡ ❧❡$ ♣♦$✐%✐♦♥$ $♣❡❝%"❛❧❡$ ❞❡$

$✐❣♥❛✉① ❞❡ ❧✬❡①❝✐%♦♥ ❡% ❞✉ ❜✐❡①❝✐%♦♥ ❡$% ❞♦♥♥4❡ ♣❛" ✿
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✾ ✕ ❙❝❤'♠❛ ❞❡ ♣-✐♥❝✐♣❡ ♣♦✉- ❧✬'♥❡-❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐5♦♥ ❞✉ ❜✐❡①❝✐8♦♥✳

∆E = EX − Eb ✭✸✳✷✮

♦< EX ❡58 ❧✬'♥❡-❣✐❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐8♦♥✳ ❖♥ 8-♦✉✈❡ ❛❧♦-5 ∆E = 1.26 − 0.130 = 1.13 ❡❱✳ ❈❡88❡ ✈❛❧❡✉-

❡58 '❣❛❧❡ A ❧❛ ♣♦5✐8✐♦♥ '♥❡-❣'8✐B✉❡ ❞❡ ❧✬❆■ B✉❡ ♥♦✉5 8-❛✐8♦♥5 ❞❛♥5 ❝❡88❡ ♣❛-8✐❡✳ ❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ❞❡

❜♦♥♥❡5 -❛✐5♦♥5 ❞❡ ♣❡♥5❡- B✉❡ ❧✬❆■ ♦❜5❡-✈'❡ ❡58 -❡❧✐'❡ A ❧❛ ❢♦-♠❛8✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜✐❡①❝✐8♦♥✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥8

❝❡♣❡♥❞❛♥8 ❞❡ ✈'-✐✜❡- ❞✐✛'-❡♥85 ♣♦✐♥85 ✿

✕ I❡✉8✲♦♥ 5✬❛55✉-❡- B✉❡ ❝❡ ♣✐❝ ❡58 -❡❧✐' ❛✉① ♥❛♥♦8✉❜❡5 ❞❡ ❝❤✐-❛❧✐8' ✭✻✱✺✮ ❡8 ♥♦♥ A ✉♥❡ ❛✉8-❡

❢❛♠✐❧❧❡ ❄

✕ ◆✬② ❛✲8✲✐❧ ♣❛5 ❞✬❛✉8-❡5 -'5♦♥♥❛♥❝❡5 ♣♦55✐❜❧❡5 A ❝❡88❡ '♥❡-❣✐❡✱ 8♦✉❥♦✉-5 ❡♥ -❡❧❛8✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡5

♥❛♥♦8✉❜❡5 ❞❡ ❝❤✐-❛❧✐8' ✭✻✱✺✮ ❄

 !❡✉✈❡ ❡①♣'!✐♠❡♥+❛❧❡ ❞❡ ❧❛ !❡❧❛+✐♦♥ ❡♥+!❡ ❜✐❡①❝✐+♦♥ ❡+ ❡①❝✐+♦♥✳

❆✜♥ ❞❡ ✈'-✐✜❡- B✉❡ ❧❡ 5✐❣♥❛❧ ❞✬❆■ B✉❡ ♥♦✉5 ♠❡5✉-♦♥5 A ✶✳✶✸ ❡❱ ❡58 ❜✐❡♥ ❧✐' ❛✉① ♥❛♥♦8✉❜❡5

✭✻✱✺✮ ❡8 5✉-8♦✉8 A ❧❛ -'5♦♥♥❛♥❝❡ ♣-✐♥❝✐♣❛❧❡ S11✱ ♥♦✉5 ❛✈♦♥5 ❡✛❡❝8✉' ✉♥❡ ❡①♣'-✐❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐8❛8✐♦♥

❞❡ ❧✬❛❜5♦-♣8✐♦♥ ✐♥❞✉✐8❡✳

▲❡ 5✐❣♥❛❧ ❞❡ ❚■ -❡❧❛8✐❢ A ❧✬❡①❝✐8♦♥ S11 ❞❡5 ♥❛♥♦8✉❜❡5 ✭✻✱✺✮ A ✶✳✷✻ ❡❱ ♣-'5❡♥8❡ ✉♥❡ ♣❛-8✐❡

♥'❣❛8✐✈❡ A ♣❧✉5 ❤❛✉8❡ '♥❡-❣✐❡ A ✶✳✸ ❡❱✳ ❉❡ ❧❛ ♠V♠❡ ♠❛♥✐W-❡✱ ❧✬❆■ A ✶✳✶✸ ❡❱ ♣♦✉--❛✐8 V8-❡ ❧✐' A

❧✬❡①❝✐8♦♥ S11 ❞❡5 ♥❛♥♦8✉❜❡5 ✭✽✱✻✮ ❞♦♥8 ❧❛ 5✐❣♥❛8✉-❡ ❡58 ✈✐5✐❜❧❡ A ✶✳✵✽ ❡❱✳ ▲✬✐♥8❡♥5✐8' -❡❧❛8✐✈❡ ❞❡

❧✬❆■ ❡♥ B✉❡58✐♦♥ ❡8 ❞✉ ❧❛ ❚■ ❞❡5 ✭✽✱✻✮ ❝♦♥8-❡❞✐8 ♣❧✉8Z8 ❝❡88❡ ❤②♣♦8❤W5❡✳ I♦✉- ❧✬❡①❝✐8♦♥ S11 ❞❡5

♥❛♥♦8✉❜❡5 ✭✻✱✺✮✱ ❧✬❆■ A ✶✳✸ ❡❱ ✈❛✉8 ✶✵✪ ❞❡ ❧✬✐♥8❡♥5✐8' ❞✉ ♣✐❝ ❞❡ ❚■ A ✶✳✷✻ ❡❱✳ I♦✉- ❧✬❡①❝✐8♦♥ S11
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Energie (eV)

Energie de la pompe :

 1.20 eV 

 1.22 eV 

 1.26 eV 

(8,6)-S
11

Biexciton

�

 Longueur d'onde (nm)

✱

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✵ ✕ ❙♣❡❝*+❡, ❞❡ *+❛♥,♠✐,,✐♦♥ ❞✐✛4+❡♥*✐❡❧❧❡ ♠♦♥*+❛♥* ❧❛ ❝♦♥*+✐❜✉*✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❝✐*♦♥ S11
❞❡, ♥❛♥♦*✉❜❡, ✭✽✱✻✮ ❡* ❧✬❆■ ❞✉❡ ❛✉ ,✐❣♥❛❧ ❜✐❡①❝✐*♦♥✐A✉❡✳ ❈❡, ,♣❡❝*+❡, ,♦♥* ♣+✐, ♣♦✉+ ✉♥ ♠C♠❡

+❡*❛+❞ ♣♦♠♣❡✲,♦♥❞❡✳ ▲✬4♥❡+❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♠♣❡ ✈❛+✐❡ ❞❡ ,♣❡❝*+❡ ❡♥ ,♣❡❝*+❡ ❞❡ ✶✳✷✵ ❡❱ I ✶✳✷✻ ❡❱✳

❞❡, ♥❛♥♦*✉❜❡, ✭✽✱✻✮ ❡♥ +❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ ♣✐❝ ❞✬❆■ I ✶✳✶✸ ❡❱ ❡* ❝❡❧✉✐ I ✶✳✵✽ ❡❱ ❛❞♠❡**❡♥* ❞❡, ✐♥*❡♥,✐*4,

❝♦♠♣❛+❛❜❧❡,✳

▲❛ ✜❣✉+❡ ✸✳✶✵ ♠♦♥*+❡ ❧❛ ❚■ I ✶✳✵✽ ❡❱ ❡* ❧✬❆■ I ✶✳✶✸ ❡❱ ♣+4,❡♥*❡, ,✉+ ❧❡, ,♣❡❝*+❡, ♣♦♠♣❡✲

,♦♥❞❡✳ ▲✬✐❞4❡ ✐❝✐ ❡,* ❞❡ ✈❛+✐❡+ ❧✬4♥❡+❣✐❡ ❞✬❡①❝✐*❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♠♣❡ ❞❡ ✶✳✷ ❡❱ ✭❝♦✉+❜❡ ♥♦✐+❡✮ I
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✉♥❡ ❧✐❣♥❡ > '❡+❛'❞ ♣❡'♠❡+ ❞❡ ❞!❝❛❧❡' +❡♠♣♦'❡❧❧❡♠❡♥+ ❧✬✐♠♣✉❧$✐♦♥ ♣♦♠♣❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧$✐♦♥ $♦♥❞❡✳

❈❡❝✐ ♣❡'♠❡+ ♣♦✉' ❝❤❛@✉❡ ♣♦$✐+✐♦♥ $✉' ❧❛ ❧✐❣♥❡ > '❡+❛'❞ ❞✬❡♥'❡❣✐$+'❡' ✉♥ $♣❡❝+'❡ ❞❡ +'❛♥$♠✐$$✐♦♥

❞✐✛!'❡♥+✐❡❧❧❡✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ > '❡+❛'❞ ♠❡$✉'❛♥+ ✶✺ ❝♠ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉'✱ ✐❧ ❡$+ ♣♦$$✐❜❧❡ ❞❡ $✉✐✈'❡ ❧❡$ $✐❣♥❛✉①

$✉' ✉♥❡ ♥❛♥♦$❡❝♦♥❞❡✳ ❈♦♥❝❡'♥❛♥+ ❧❛ '!$♦❧✉+✐♦♥ +❡♠♣♦'❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡①♣!'✐❡♥❝❡✱ $♦✐+ ❧❡ ♣❧✉$ ♣❡+✐+ ❧❛♣$

❞❡ +❡♠♣$ ✓ ♦❜$❡'✈❛❜❧❡ ✔✱ ❡❧❧❡ ❡$+ ❞♦♥♥!❡ ♣❛' ❧❛ ❞✉'!❡ +❡♠♣♦'❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧$✐♦♥ ♣♦♠♣❡ @✉✐ ❡$+

❞❡ ✶✷✵ ❢$✳

▲❡$ '!$✉❧+❛+$ ❞❡ ❞②♥❛♠✐@✉❡ ♣'!$❡♥+!$ ✐❝✐ ✈♦♥+ ♣❡'♠❡++'❡ ❞❡ $❡ ❝♦♥❝❡♥+'❡' $✉' ❧✬✐♥+❡'♣'!+❛✲

+✐♦♥ ♣❤②$✐@✉❡ ❞❡$ ♣♦✐♥+$ ❞✐$❝✉+!$ ♣'!❝!❞❡♠♠❡♥+✳ ❊♥ ♣'❡♠✐❡' ❧✐❡✉✱ ♥♦✉$ !+✉❞✐❡'♦♥$ ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡

'❡❧❛①❛+✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❝✐+♦♥ S11 ❞❡$ ✭✻✱✺✮✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉$ ❛♠A♥❡'❛ > ❞✐$❝✉+❡' ❧❛ ❢♦'♠❛+✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦'+❡✉'

❧✐❜'❡ ❞❛♥$ ❧❡ ♥❛♥♦+✉❜❡ @✉✐ ❡$+ ❧✐! > ❧❛ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ ❞✬❡①❝✐+♦♥$ ❝'!!$ ♣❛' ❧❛ ♣♦♠♣❡ ✭✈♦✐' $❡❝+✐♦♥

♣'!❝!❞❡♥+❡✮✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉$ ❛♥❛❧②$❡'♦♥$ ❧❛ ❢♦'♠❛+✐♦♥ ❞✉ ❜✐❡①❝✐+♦♥ ❞❛♥$ ❧❡$ ♥❛♥♦+✉❜❡$✳

✸✳✷✳✶ ❚%❛✐(❡♠❡♥( ❞❡- ❞♦♥♥/❡-

✸✳✷✳✶✳❛ ❆❥✉()❡♠❡♥) ❞❡( (♣❡❝)0❡( ❞❡ )0❛♥(♠✐((✐♦♥ ❞✐✛40❡♥)✐❡❧❧❡

▲❡$ $♣❡❝+'❡$ ❞❡ +'❛♥$♠✐$$✐♦♥ ❞✐✛!'❡♥+✐❡❧❧❡ ♣'!$❡♥+❡♥+ ✉♥❡ ❣'❛♥❞❡ ✈❛'✐!+! ❞❡ ❝♦♥+'✐❜✉+✐♦♥$ @✉✐

$❡ '❡❝♦✉✈'❡♥+ $♣❡❝+'❛❧❡♠❡♥+✳ O❛' ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❡①❝✐+♦♥ ❞❡$ ✭✽✱✻✮ ❡$+ !♥❡'❣!+✐@✉❡♠❡♥+ +'A$ ♣'♦❝❤❡

❞✉ $✐❣♥❛❧ +'✐♦♥✐@✉❡ ✭✶✳✵✻ ❡❱ ♣♦✉' ❧✬✉♥ ❡+ ✶✳✵✽ ❡❱ ♣♦✉' ❧✬❛✉+'❡✮✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐' $!♣❛'❡' ❝❤❛@✉❡

❝♦♥+'✐❜✉+✐♦♥✱ ❧❡$ $♣❡❝+'❡$ ❞❡ +'❛♥$♠✐$$✐♦♥ ❞✐✛!'❡♥+✐❡❧❧❡ $♦♥+ ❛❥✉$+!$ > ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧♦'❡♥+③✐❡♥♥❡$

❝❡♥+'!❡$ $✉' ❧❡$ !♥❡'❣✐❡$ ❞❡$ ❞✐✛!'❡♥+❡$ ❝♦♥+'✐❜✉+✐♦♥$✳ ▲❛ ❞!+❡'♠✐♥❛+✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐❞$ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡

❝❡$ ❧♦'❡♥+③✐❡♥♥❡$ ❛$$✉'❡ ❞❡ ♣'❡♥❞'❡ ❡♥ ❝♦♠♣+❡ ❧❛ $❡✉❧❡ ❝♦♥+'✐❜✉+✐♦♥ $♣❡❝+'❛❧❡ > ❧❛@✉❡❧❧❡ ❝❤❛❝✉♥❡

$❡ '!❢A'❡✳

❉❡✉① ③♦♥❡$ $♣❡❝+'❛❧❡$ ♦♥+ ❞♦♥❝ !+! ❞!✜♥✐❡$ ♣♦✉' ❧✬❛❥✉$+❡♠❡♥+ ❞❡ ❝❡$ ❝♦♥+'✐❜✉+✐♦♥$ ♣❛' ❞❡$

❧♦'❡♥+③✐❡♥♥❡$✳ ▲❛ ♣'❡♠✐A'❡ $✬!+❡♥❞ ❞❡ ✵✳✾ ❡❱ > ✶✳✶✻ ❡❱ ❡+ ♣'❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣+❡ ❧❛ ❚■ ❞❡ ❧✬❡①❝✐+♦♥
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❞❡" ♥❛♥♦&✉❜❡" ✭✽✱✻✮✱ ❧✬❆■ ❞✉❡ 2 ❧❛ &3❛♥"✐&✐♦♥ ✈❡3" ❧❡ &3✐♦♥ ❛✐♥"✐ 6✉❡ ❧✬❆■ 2 ✶✳✶✸ ❡❱ 3❡❧❛&✐✈❡ 2 ❧❛

❢♦3♠❛&✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜✐❡①❝✐&♦♥✳ ▲❛ ❞❡✉①✐@♠❡ ③♦♥❡ "♣❡❝&3❛❧❡ ❝❤♦✐"✐❡ ♥❡ ❝♦♥"✐❞@3❡ 6✉❡ ❧✬❡①❝✐&♦♥ 2 ✶✳✷✻ ❡❱

❡& ❡"& ❞E❧✐♠✐&E❡ ♣❛3 ❧❡" ✈❛❧❡✉3" ✶✳✶✻ ❡❱ ❡& ✶✳✷✾ ❡❱✳ ▲✬❛❥✉"&❡♠❡♥& ♥❡ ♣3❡♥❞ ♣❛" ❡♥ ❝♦♠♣&❡ ❧✬❆■ 2

✶✳✸ ❡❱✳ ■❧ ❡♥ 3E"✉❧&❡ ❧❡" ❢♦♥❝&✐♦♥" ❞✬❛❥✉"&❡♠❡♥& "✉✐✈❛♥&❡" ✿

✕ ❩♦♥❡ "♣❡❝&3❛❧❡ ✶ ✿

∆T

T
(0.9 < E < 1.16) = y0 +

2AX(8,6)

π

ωX(8,6)

4(E − EX(8,6)
)2 + ω2

X(8,6)

+
2AX∗

π

ωX∗

4(E − EX∗)2 + ω2
X∗

+
2AXX

π

ωXX

4(E − EXX)2 + ω2
XX

✭✸✳✸✮

✕ ❩♦♥❡ "♣❡❝&3❛❧❡ ✷ ✿

∆T

T
(1.16 < E < 1.29) = y0 +

2AX

π

ωX

4(E − EX)2 + ω2
X

✭✸✳✹✮

♦L y0 ❡"& ✉♥❡ ❝♦♥"&❛♥&❡ ♣3❡♥❛♥& ❡♥ ❝♦♠♣&❡ ❧❡ ❢♦♥❞ ❝♦♥&✐♥✉ ❞❡" "♣❡❝&3❡"✱ wi ❧✬E❝❛3& ❡♥ E♥❡3❣✐❡

2 ♠✐✲❤❛✉&❡✉3 ❞❡" ❞✐✛E3❡♥&❡" 3❛✐❡"✱ Ei ❧❛ ♣♦"✐&✐♦♥ ❝❡♥&3❛❧❡ ❡♥ E♥❡3❣✐❡ ❞❡" ♣✐❝" ♦❜"❡3✈E" ❡& Ai ✉♥❡

❝♦♥"&❛♥&❡ ♣3♦♣♦3&✐♦♥♥❡❧❧❡ 2 ❧✬❛✐3❡ ❞❡" ♣✐❝" ♠❡"✉3E"✳

▲❛ ✜❣✉3❡ ✸✳✶✶ ♣3E"❡♥&❡ ❡♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡" ❛❥✉"&❡♠❡♥&" ❞❡ "♣❡❝&3❡" ❞❡ &3❛♥"♠✐""✐♦♥ ❞✐✛E3❡♥&✐❡❧❧❡"

♣❛3 ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ✭✸✳✸✮ ♣♦✉3 ❞❡" 3❡&❛3❞" ♣♦♠♣❡✲"♦♥❞❡ ❛❧❧❛♥& ❞❡ ✼✵✵ ❢" 2 ✶✺✵ ♣"✳ ➚ &❡♠♣" ❝♦✉3&"✱

❝❡" "♣❡❝&3❡" "♦♥& ❞♦♠✐♥E" ♣❛3 ❧❛ ♣3E"❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❚■ ❞❡ ❧✬❡①❝✐&♦♥ ❞❡" ✭✽✱✻✮ ❡& ❞❡ ❧✬❆■ 2 ✶✳✶✸ ❡❱✳ ❈❡"

❞❡✉① ❝♦♥&3✐❜✉&✐♦♥" 3❡❧❛①❡♥& ❡♥ 6✉❡❧6✉❡" ❞✐③❛✐♥❡" ❞❡ ♣✐❝♦"❡❝♦♥❞❡ ♣♦✉3 ❧❛✐""❡3 ♣❧❛❝❡✱ ❛♣3@" ✶✵✵ ♣"

2 ❧❛ "❡✉❧❡ ❝♦♥&3✐❜✉&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 3❛✐❡ &3✐♦♥✐6✉❡✳ ❊♥ ♦✉&3❡✱ 2 ♣❛3&✐3 ❞❡ ✶✵✵ ♣"✱ ❧❡" ❝♦♥&3✐❜✉&✐♦♥" ❞❡"

✭✽✱✻✮ ❡& ❞❡ ❧✬❆■ 2 ✶✳✶✸ ❡❱ ♦♥& ♣3❛&✐6✉❡♠❡♥& ❞✐"♣❛3✉ ✭❝♦✉3❜❡" ✈❡3&❡" 2 ③E3♦✮✱ ❧❛ 3❛✐❡ ❞✉ &3✐♦♥ ❡"&

❛❧♦3" ♣❛3❢❛✐&❡♠❡♥& ❧♦3❡♥&③✐❡♥♥❡ ✭❝❢ ❞✐"❝✉""✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛3&✐❡ ✸✳✶✳✶✳❜✮✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉3 ❞❡ ❧❛ ♠✐✲❤❛✉&❡✉3✱

✸✺ ♠❡❱ ❡"& E❣❛❧❡ 2 ❝❡❧❧❡ ♦❜&❡♥✉❡ "✉3 ❧❡ ♣✐❝ ❞❡ ❧✉♠✐♥❡"❝❡♥❝❡ ❝♦33❡"♣♦♥❞❛♥&❡ ❞❛♥" ❧✬❡①♣E3✐❡♥❝❡ ❞❡

µ✲❧✉♠✐♥❡"❝❡♥❝❡ ✭✈♦✐3 ✜❣✉3❡ ✸✳✻ ✭❛✮✮✳

✸✳✷✳✶✳❜ ❚&❛❝) ❞❡, ❝♦✉&❜❡, /&❛♥,✐/♦✐&❡, 2 ✉♥❡ )♥❡&❣✐❡ ❞♦♥♥)❡✳

❉❛♥" ❧✬❛♥❛❧②"❡ ❞❡" 3E"✉❧&❛&" ❡①♣E3✐♠❡♥&❛✉① 6✉✐ ✈❛ "✉✐✈3❡✱ ✐❧ ❡"& ♥E❝❡""❛✐3❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐3 "✉✐✈3❡

❧❡" ❞✐✛E3❡♥&❡" ❝♦♥&3✐❜✉&✐♦♥" ❞❡" "♣❡❝&3❡" ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✉ &❡♠♣"✳ ❯♥❡ ♠E&❤♦❞❡ ❝♦♥"✐"&❡ 2 &3❛❝❡3

❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✉ &❡♠♣" ❧✬✐♥&E❣3❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦3❡♥&③✐❡♥♥❡ ✉&✐❧✐"E❡ ♣♦✉3 ❧✬❛❥✉"&❡♠❡♥& ❞❡ ❧❛ ❝♦♥&3✐❜✉&✐♦♥

❡♥ 6✉❡"&✐♦♥✳ ❈❡&&❡ ✐♥&E❣3❛❧❡ ❡"& ❞♦♥♥E❡ ♣❛3 ❧❡ ♣❛3❛♠@&3❡ Ai ♦L i 3❡♣3E"❡♥&❡ ❧❛ ❝♦♥&3✐❜✉&✐♦♥
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✉0✐❧✐/7❡/✱ ❡♥ 3♦✉❣❡ ❡/0 3❡♣37/❡♥07❡ ❧❛ /♦♠♠❡ ❞❡/ 03♦✐/ ❝♦♥03✐❜✉0✐♦♥/✳

❝♦♥/✐❞737❡ ✭X∗
✱ XX ♦✉ X✮

✺

✳

✸✳✷✳✷ ▼♦❞❡ ❞❡ '❡❧❛①❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ ❞✬❡①❝✐+♦♥ ✿ ❛♥♥✐❤✐❧❛+✐♦♥ ❡①❝✐+♦♥✲

❡①❝✐+♦♥

❉❛♥/ ❝❡00❡ ♣❛30✐❡✱ ♥♦✉/ ❡♥0❛♠♦♥/ ❧✬❛♥❛❧②/❡ C✉❛♥0✐0❛0✐✈❡ ❞❡/ ♣3♦❝❡//✉/ ♣❤②/✐C✉❡/ ❞❡ ♥❛0✉3❡

❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡ ❞❛♥/ ❧❡/ ♥❛♥♦0✉❜❡/ ❞❡ ❝❛3❜♦♥❡✳ ▲❡ /✐❣♥❛❧ ❞❡ ❚■ 9 ❧✬7♥❡3❣✐❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐0♦♥ S11 70❛♥0

❝❧❛✐3❡♠❡♥0 ❞♦♠✐♥❛♥0 /✉3 ❧❡/ /♣❡❝03❡/ ❞❡ 03❛♥/♠✐//✐♦♥ ❞✐✛73❡♥0✐❡❧❧❡✱ ♦♥ ❞7❜✉0❡3❛ ♣❛3 ❧✬70✉❞❡ ❞❡

/❛ 3❡❧❛①❛0✐♦♥✳ ■❧ ❡①✐/0❡ ❜✐❡♥ /H3 ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ 3❡❝♦♠❜✐♥❛✐/♦♥ 3❛❞✐❛0✐✈❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥0✱ ❧❡/ ❝❛♥❛✉① ❞❡

3❡❧❛①❛0✐♦♥ ♥♦♥✲3❛❞✐❛0✐✈❡ /♦♥0 03K/ ✐♠♣♦30❛♥0/ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞❡/ ♥❛♥♦0✉❜❡/ 70❛♥0 ❞♦♥♥7 ❧❡ ❢❛✐❜❧❡

3❡♥❞❡♠❡♥0 C✉❛♥0✐C✉❡ ♦❜/❡3✈7 ❡①♣73✐♠❡♥0❛❧❡♠❡♥0 ❬✾✽❪✳ ◆♦✉/ ❛❧❧♦♥/ ❞♦♥❝ ✈♦✐3 ❞❛♥/ ❝❡00❡ ♣❛30✐❡

✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ 3❡❧❛①❛0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛0✐♦♥ ❡①❝✐0♦♥✐C✉❡ ❡①03Q♠❡♠❡♥0 ❡✣❝❛❝❡ 9 ❤❛✉0❡ ❞❡♥/✐07✱ ❧✬❛♥✲

♥✐❤✐❧❛0✐♦♥ ❡①❝✐0♦♥✲❡①❝✐0♦♥✳ ▲❛ ♣37/❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ 3❡❧❛①❛0✐♦♥ ❡/0 /✉/❝❡♣0✐❜❧❡ ❞❡ 3❡♥❞3❡ ❧❡

♥❛♥♦0✉❜❡ 7♠❡00❡✉3 ❞❡ ♣❤♦0♦♥ ✉♥✐C✉❡ ❬✼❪✳

✺✳ "♦✉% ❞❡( ❡①❡♠♣❧❡( ❞❡ %-(✉❧.❛.✱ ✈♦✐%❡ ❧❡( ♣❛%.✐❡( (✉✐✈❛♥.❡( ✭✸✳✷✳✷✱ ✸✳✷✳✸ ❡. ✸✳✷✳✹✮

✼✻



✸✳✷✳✷✳❛ ❘❡♥❞❡♠❡♥) *✉❛♥)✐*✉❡ ❞❡- ♥❛♥♦)✉❜❡- ❞❡ ❝❛1❜♦♥❡

▲❡ "❡♥❞❡♠❡♥& '✉❛♥&✐'✉❡ ❡+& ❞,✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ '✉♦&✐❡♥& ❞✉ ♥♦♠❜"❡ ❞❡ ♣❤♦&♦♥+ ,♠✐+ +✉" ❧❡

♥♦♠❜"❡ ❞❡ ♣❤♦&♦♥+ ❛❜+♦"❜,+✳ ❉❡ ♠❛♥✐6"❡ ,'✉✐✈❛❧❡♥&❡✱ ✐❧ ❡+& ❞,✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✿

τ =
Γr

Γr + Γnr
✭✸✳✺✮

♦> Γr ❡+& ❧❡ &❛✉① ❞❡ "❡❝♦♠❜✐♥❛✐+♦♥ "❛❞✐❛&✐✈❡ ❡& Γnr ❡+& ❧❡ &❛✉① ❞❡ "❡❝♦♠❜✐♥❛✐+♦♥ ♥♦♥✲"❛❞✐❛&✐✈❡✳

❉❛♥+ ❧❡+ ♥❛♥♦&✉❜❡+✱ ❧❡ "❡♥❞❡♠❡♥& '✉❛♥&✐'✉❡ ✈❛"✐❡ ❞❡ ✶ B ✶✵ ✪ ❬✾✾❪❬✶✵✵❪❬✾✽❪❬✶✵✶❪❬✶✵✷❪✳ ▲❛ ❢❛✐❜❧❡++❡

❞❡ ❝❡ "❡♥❞❡♠❡♥& '✉❛♥&✐'✉❡ ✐♠♣❧✐'✉❡ ❧❛ ♣",+❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉① ♥♦♥✲"❛❞✐❛&✐❢+ ♣❧✉+ ❡✣❝❛❝❡+ '✉❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧

"❛❞✐❛&✐❢✳ ❆✉&"❡♠❡♥& ❞✐&✱ ❧❡ &❡♠♣+ ❞❡ ✈✐❡ "❛❞✐❛&✐❢ ❡+& ❛✉ ♠♦✐♥+ ✾ ❢♦✐+ +✉♣,"✐❡✉" ❛✉ &❡♠♣+ ❞❡ ✈✐❡

♥♦♥✲"❛❞✐❛&✐❢✳ ❊①♣,"✐♠❡♥&❛❧❡♠❡♥&✱ ❧❡+ &❡♠♣+ ❞❡ ✈✐❡ ♥♦♥✲"❛❞✐❛&✐❢+ ♠❡+✉",+ +♦♥& ❞❡ ❧✬♦"❞"❡ ❞❡ ❧❛

❞✐③❛✐♥❡ ✈♦✐"❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥&❛✐♥❡ ❞❡ ♣✐❝♦+❡❝♦♥❞❡ ❬✶✵✸❪❬✶✵✹❪ ❛❧♦"+ '✉❡ ❧❡+ &❡♠♣+ ❞❡ ✈✐❡ "❛❞✐❛&✐❢+ +♦♥& ❞❡

❧✬♦"❞"❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛♥♦+❡❝♦♥❞❡ ❬✶✵✹❪❬✶✵✺❪✳

❊♥ ✷✵✶✷✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥&✱ ❍♦❢♠❛♥♥ ❡! ❛❧✳ ♦♥& ♠✐+ ❡♥ ,✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❡①✐+&❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐&♦♥+ ❧♦❝❛❧✐+,+ &②♣❡

%✉❛♥!✉♠ ❞♦! ❞♦♥& ❧❛ ❞✉",❡ ❞❡ ✈✐❡ ♣✉"❡♠❡♥& "❛❞✐❛&✐✈❡ ✈❛✉& ✸✳✸✺ ♥+ B &❡♠♣,"❛&✉"❡ ❞❡ ❧✬❤,❧✐✉♠

❧✐'✉✐❞❡ ❞❛♥+ ❞❡+ ♥❛♥♦&✉❜❡+ +✉+♣❡♥❞✉+ ❡& ❝"S+ ♣❛" ❧❛ ♠,&❤♦❞❡ ❞❡ ❞,♣♦+✐&✐♦♥ ♣❛" ✈❛♣❡✉" ❝❤✐♠✐'✉❡

✭❈❱❉✮ ❬✶✵✻❪✳ ❈❡+ ❞❡"♥✐❡"+ ♣",+❡♥&❡♥& ❞♦♥❝ ✉♥ "❡♥❞❡♠❡♥& '✉❛♥&✐'✉❡ ❞❡ ✶✵✵ ✪ ✦

✸✳✷✳✷✳❜ ▲✬❛♥♥✐❤✐❧❛)✐♦♥ ❡①❝✐)♦♥✲❡①❝✐)♦♥

▲✬,&✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐'✉❡ ❞❡+ ,&❛&+ ❡①❝✐&,+ ❞❛♥+ ❧❡+ ♥❛♥♦&✉❜❡+ ❞❡ ❝❛"❜♦♥❡ ❢✉& ❛✉ ❞,❜✉& ❞❡+ ❛♥✲

♥,❡+ ✷✵✵✵ ✉♥ +✉❥❡& ❝❡♥&"❛❧ ❞✬,&✉❞❡✳ ❉❡+ ❡①♣,"✐❡♥❝❡+ ❞❡ ♣❤♦&♦❧✉♠✐♥❡+❝❡♥❝❡ ",+♦❧✉❡ ❡♥ &❡♠♣+ ❬✶✵✼❪

❛✐♥+✐ '✉❡ ❞❡+ ❡①♣,"✐❡♥❝❡+ ♣♦♠♣❡✲+♦♥❞❡ ❬✶✵✽❪❬✾✶❪ ♦♥& ",✈,❧, ✉♥❡ ❣"❛♥❞❡ ✈❛"✐,&, ❞❡ &❡♠♣+ ❞❡ ✈✐❡

❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❡①❝✐&,✳ ■❧ ❡+& ❝❡♣❡♥❞❛♥& ❛♣♣❛"✉ "❛♣✐❞❡♠❡♥& '✉❡ ❝❡&&❡ ❞②♥❛♠✐'✉❡ ❞❡ "❡❧❛①❛&✐♦♥ ❡①❝✐✲

&♦♥✐'✉❡ ,&❛✐& ♠❛❥♦"✐&❛✐"❡♠❡♥& ",❣✐❡ ♣❛" ❞❡+ ❝❛♥❛✉① ♥♦♥✲"❛❞✐❛&✐❢+✳ ▲❛ "❡❝♦♠❜✐♥❛✐+♦♥ ❞✉ ♣"❡♠✐❡"

,&❛& ❡①❝✐&♦♥✐'✉❡ ❡+& ❡♥ ❡✛❡& ❡①&"]♠❡♠❡♥& "❛♣✐❞❡ ❝❛" +❡ ♣"♦❞✉✐+❛♥& ❡♥ '✉❡❧'✉❡+ ♣✐❝♦+❡❝♦♥❞❡+ ❬✶✵✾❪✳

❉❛♥+ ❝❡"&❛✐♥+ +②+&6♠❡+✱ ✐❧ ❡+& ❞,❥B ❜✐❡♥ ,&❛❜❧✐ '✉✬B ❢♦"&❡ ❞❡♥+✐&, ❞❡ ❝❤❛"❣❡+ ❞❛♥+ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡

❝♦♥❞✉❝&✐♦♥ ✭❡&✴♦✉ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡✮✱ ❝❡+ ❞❡"♥✐6"❡+ +✉❜✐++❡♥& ❞❡+ ❝♦❧❧✐+✐♦♥+ '✉✐ ❡♥&"❛_♥❡♥& ✉♥❡ "❡❧❛①❛&✐♦♥

♥♦♥✲"❛❞✐❛&✐✈❡✳ ❈❡ ♣"♦❝❡++✉+ +❡ ♥♦♠♠❡ ❡✛❡& ❆✉❣❡" ❬✶✶✵❪❬✶✶✶❪✳ ■❧ ❝♦♥+✐+&❡ ♣♦✉" ✉♥❡ ❝❤❛"❣❡ B

&"❛♥+❢,"❡" +♦♥ ,♥❡"❣✐❡ B ✉♥❡ ❛✉&"❡ ❝❤❛"❣❡ ✈✐❛ ✉♥❡ ✐♥&❡"❛❝&✐♦♥ ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡ ❡& B +❡ "❡❝♦♠❜✐♥❡"

+❛♥+ ,♠✐++✐♦♥ ❞❡ ♣❤♦&♦♥✳ ▲✬❛✉&"❡ ❝❤❛"❣❡ ❡+& ❛❧♦"+ ❡♥✈♦②,❡ ❞❛♥+ ✉♥ ,&❛& ❞✬❡①❝✐&❛&✐♦♥ +✉♣,"✐❡✉"✳

❈♦♥❝❡"♥❛♥& ❧❡+ ❡①❝✐&♦♥+✱ ✉♥ ♣"♦❝,❞, ✐❞❡♥&✐'✉❡ ❡+& ♣♦++✐❜❧❡ ❞❛♥+ ❧❡+ +②+&6♠❡+ ❝♦♥✜♥,+ &❡❧+ '✉❡

❧❡+ ♥❛♥♦❝"✐+&❛✉① ❞❡ +❡♠✐❝♦♥❞✉❝&❡✉"+ ❬✶✶✷❪✳ ▲✬❡✛❡& ❡+& ❛❧♦"+ ♣❧✉+ ❝♦✉"❛♠♠❡♥& ❝♦♥♥✉ +♦✉+ ❧❡ ♥♦♠

❞✬❛♥♥✐❤✐❧❛&✐♦♥ ❡①❝✐&♦♥✲❡①❝✐&♦♥ '✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦&❡"❛ ❊❊❆✳ ❈❡ ♣"♦❝❡++✉+ ❡+& "❡♣",+❡♥&, +✉" ❧❛ ✜❣✉"❡ ✸✳✶✷✳

✼✼





Ψ(xe, xh) = Ψ(X,x) = ψ(X).ϕ(x) ✭✸✳✻✮

❞❛♥( ❧❛*✉❡❧❧❡ xe ❡- xh (♦♥- ❧❡( ♣♦(✐-✐♦♥( ❞❡ ❧✬2❧❡❝-4♦♥ ❡- ❞✉ -4♦✉✱ X ❡(- ❧❛ ♣♦(✐-✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥-4❡ ❞❡

♠❛((❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐-♦♥ ❡- x ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥- 4❡❧❛-✐❢ ❞❡ ❧✬2❧❡❝-4♦♥ ❡- ❞✉ -4♦✉✳ ❖♥ ♣❡✉- (2♣❛4❡4 ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥

❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐-♦♥ ✭❡*✳ ✭✸✳✻✮✮ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛4-✐❡(✱ ❧✬✉♥❡ ❞2❝4✐✈❛♥- ❧❡ ❝❡♥-4❡ ❞❡ ♠❛((❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐-♦♥

ψ(X) ❡- ❧✬❛✉-4❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥- 4❡❧❛-✐❢ ϕ(x)✳ ❈❡ ❞❡4♥✐❡4 ❡(- ❝❛4❛❝-24✐(2 ♣❛4 ❧❡ 4❛②♦♥ ❞❡ ❇♦❤4 aB

*✉✐ ❡(- ❡♥ ❢❛✐- ❧❛ ❞✐(-❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ 2❧❡❝-4♦♥✲-4♦✉ 〈x〉✳ ▲❡ 4❛②♦♥ ❞❡ ❇♦❤4 ❞❡( ❡①❝✐-♦♥( ❞❛♥( ❧❡(

♥❛♥♦-✉❜❡( ❡(- 2✈❛❧✉2 ♥✉♠24✐*✉❡♠❡♥- B ✷ ✲ ✺ ♥♠ ❬✸✺❪❬✶✷✵❪❬✸✷❪❬✶✷✶❪✳

❈♦♥❝❡4♥❛♥-✱ ❧❡ ❝❡♥-4❡ ❞❡ ♠❛((❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐-♦♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐-♦♥ (✬2❝4✐- ❞✐✛24❡♠✲

♠❡♥- (❡❧♦♥ *✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥(✐❞J4❡ ✉♥ ❡①❝✐-♦♥ -♦-❛❧❡♠❡♥- ❞2❧♦❝❛❧✐(2 ✭❝♦❤24❡♥-✮ (✉4 -♦✉- ❧❡ ♥❛♥♦-✉❜❡✱

❧♦❝❛❧✐(2 B ✉♥ ♣♦✐♥- Xc ♦✉ ♣❛4-✐❡❧❧❡♠❡♥- ❝♦❤24❡♥- ✿

✕ ❊①❝✐$♦♥ ❞(❧♦❝❛❧✐+( ✿

ψ(X) ∝ e−iK.X
✭✸✳✼✮

✕ ❊①❝✐$♦♥ ❧♦❝❛❧✐+( ✿

ψ(X) ∝ δ (X −Xc) ✭✸✳✽✮

✕ ❊①❝✐$♦♥ ♣❛.$✐❡❧❧❡♠❡♥$ ❧♦❝❛❧✐+( ✿

ψ(X) ∝ e−((X−Xc)/lC)2
✭✸✳✾✮

❉❛♥( ❧❡ ❞❡4♥✐❡4 ❝❛(✱ ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐-♦♥ ❡(- ❞2❝4✐-❡ ♣❛4 ✉♥❡ ❣❛✉((✐❡♥♥❡ ❝❡♥-42❡

(✉4 Xc ❡- ❧❛ ♣4♦❜❛❜✐❧✐-2 ❞❡ -4♦✉✈❡4 ✉♥ ❡①❝✐-♦♥ B ✉♥ ♣♦✐♥- X ❡(- ❞♦♥♥2 ♣❛4 ✿

|ψ(X)|2 =
√

2

π

1

lC
e−2((X−Xc)/lC)2

✭✸✳✶✵✮

♦R ❧❡ ♣❛4❛♠J-4❡ lC ❞2❝4✐- ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉4 ❞❡ ❝♦❤24❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐-♦♥✳ ➚ ♣❛4-✐4 ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②(❡ ❞❡ ❧❛

❢♦4♠❡ ❞❡( 4❛✐❡( ❞❡ ❧✉♠✐♥❡(❝❡♥❝❡✱ ▼✐②❛✉❝❤✐ ❡! ❛❧✳ ♦♥- ♦❜-❡♥✉ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉4 ❡①♣24✐♠❡♥-❛❧❡ ♣♦✉4 ❧❛

❧♦♥❣✉❡✉4 ❞❡ ❝♦❤24❡♥❝❡ ❡①❝✐-♦♥✐*✉❡ ❞✐① ❢♦✐( (✉♣24✐❡✉4❡ ❛✉ 4❛②♦♥ ❞❡ ❇♦❤4 ❞❡ ❧✬❡①❝✐-♦♥ ❬✶✷✷❪ ❛❧♦4(

*✉❡ ▲U❡4 ❡! ❛❧✳ ❡(-✐♠❡ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉4 ❞❡ ❝♦❤24❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐-♦♥ ❝♦♠♣❛4❛❜❧❡ ❛✉ 4❛②♦♥ ❞❡ ❇♦❤4 ❬✶✶✾❪

✼✾



♠❛✐# ❞❛♥# ✉♥❡ ❛♥❛❧②#❡ ❞❡ #♣❡❝,-❡# ❞❡ ,-❛♥#♠✐##✐♦♥ ❞✐✛0-❡♥,✐❡❧❧❡ 1✉✐ #❡♠❜❧❡ ❝♦♥❢♦♥❞-❡ ❧❡# ❞❡✉①

1✉❛♥,✐,0#✳

▲❛ ❝♦♠♣❛-❛✐#♦♥ ❡♥,-❡ -❛②♦♥ ❞❡ ❇♦❤- ❡, ❧♦♥❣✉❡✉- ❞❡ ❝♦❤0-❡♥❝❡ ❡#, ✐♠♣♦-,❛♥,❡ ♣♦✉- ❞0,❡-♠✐♥❡-

#✐ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥, ❞❡ ❧✬❡①❝✐,♦♥ ❡#, ❞✐✛✉#✐❢ ♦✉ ♥♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡,✱ ❧✬❊❊❆ ✐♠♣❧✐1✉❡ ✉♥ -❡❝♦✉✈-❡♠❡♥, ❞❡

❢♦♥❝,✐♦♥# ❞✬♦♥❞❡ ❡♥,-❡ ❞❡✉① ❡①❝✐,♦♥# ❬✼❪✳ ❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞✬✉♥ ❡①❝✐,♦♥ ❝♦♠♣❧C,❡♠❡♥, ❞0❧♦❝❛❧✐#0 ❝❡

1✉✐ ❡#, ❧❡ ❝❛# ❞❛♥# ✉♥ ♠♦♥♦❝-✐#,❛❧ ✭❡1✳ ✭✸✳✼✮✮✱ ❧♦-#1✉❡ ❞❡✉① ❡①❝✐,♦♥# ❝♦❡①✐#,❡♥, ❞❛♥# ❧❡ ♥❛♥♦,✉❜❡✱

❝❡ -❡❝♦✉✈-❡♠❡♥, ❡#, ❛✉,♦♠❛,✐1✉❡✳ ❊♥ -❡✈❛♥❝❤❡ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞✬❡①❝✐,♦♥# ♣❛-,✐❡❧❧❡♠❡♥, ❧♦❝❛❧✐#0# ❡,

❧♦❝❛❧✐#0# ✭❡1✳ ✭✸✳✽✮ ❡, ✭✸✳✾✮✮✱ ❧❡# ❡①❝✐,♦♥# ❞♦✐✈❡♥, ❞✬❛❜♦-❞ ❞✐✛✉#❡- ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ♥❛♥♦,✉❜❡ ♣♦✉- #❡

-❡♥❝♦♥,-❡-✳

❆✐♥#✐✱ ♦♥ ❞0✜♥✐, ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛-❛♠C,-❡ 1✉✐ ❡#, ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉- ❞❡ ❞✐✛✉#✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❝✐,♦♥✱ L✳

❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡#, -❡❧✐0 ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥, ❞✉ ♣❛1✉❡, ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐,♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ♥❛♥♦,✉❜❡ ❡, -0❢C-❡ ❛✉

♥♦♠❜-❡ ❞❡ #✐,❡# ❛,♦♠✐1✉❡# ✈✐#✐,0# ♣❡♥❞❛♥, ❧❛ ❞✉-0❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐,♦♥✳ ❊①♣0-✐♠❡♥,❛❧❡♠❡♥,✱ ❧❡#

✈❛❧❡✉-# ♦❜,❡♥✉❡# ♣♦✉- ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉- ❞❡ ❞✐✛✉#✐♦♥ ❡①❝✐,♦♥✐1✉❡ ♣❛- ❞✐✛0-❡♥,# ❣-♦✉♣❡# ❞❡ -❡❝❤❡-❝❤❡

✈❛-✐❡♥, #✉- ❞❡✉① ♦-❞-❡# ❞❡ ❣-❛♥❞❡✉-✳ ❈♦❣♥❡, ❡! ❛❧✳ ,-♦✉✈❡♥, ✉♥❡ ✈❛❧❡✉- ❞❡ ✺✵ ♥♠ ❡♥ ✉,✐❧✐#❛♥, ✉♥❡

♠0,❤♦❞❡ ♦-✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ -0❞✉❝,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐♥❡#❝❡♥❝❡ ♣❛- ♣❛# ❬✶✷✸❪✱ ▲P❡- ❡! ❛❧✳ ♦❜,✐❡♥♥❡♥, ❧❛ ✈❛❧❡✉-

❞❡ ✻ ♥♠ R ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❡①♣0-✐❡♥❝❡ ♣♦♠♣❡✲#♦♥❞❡✳ S❧✉# -0❝❡♠♠❡♥, ❡, #✉- ❞❡# ♥❛♥♦,✉❜❡# #✉#♣❡♥❞✉#✱

❨♦#❤✐❦❛✇❛ ❡! ❛❧✳ ♦♥, ♦❜,❡♥✉ ❧❛ ✈❛❧❡✉- ❞❡ ✷✵✵ ♥♠ ❬✶✷✹❪ ❡, ▼♦-✐,#✉❜♦ ❡! ❛❧✳✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛-❛♥, ❧✬✐♥,❡♥#✐,0

❞❡ ♣❤♦,♦❧✉♠✐♥❡#❝❡♥❝❡ ❛✉① #♦❧✉,✐♦♥# ❞❡ ❧✬01✉❛,✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛✉#✐♦♥ R ✉♥❡ ❞✐♠❡♥#✐♦♥✱ ♦♥, ♦❜,❡♥✉

❧❛ ✈❛❧❡✉- ❞❡ ✻✶✵ ♥♠ 1✉✬✐❧# ✐♥,❡-♣-C,❡♥, ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❜♦-♥❡ ✐♥❢0-✐❡✉-❡ ❞❡ L ❞❛♥# ❧❡# ♥❛♥♦,✉❜❡#

#✉#♣❡♥❞✉# ❬✶✷✺❪✳

❊①❝✐$♦♥ ❝♦❤()❡♥$ ♦✉ ❡①❝✐$♦♥ ❞✐✛✉.✐❢ ❄

❱❛❧❦✉♥❛# ❡! ❛❧✳ ❬✶✷✻❪ ♦♥, ❡✛❡❝,✉0 ✉♥❡ ❡①♣0-✐❡♥❝❡ ♣♦♠♣❡✲#♦♥❞❡ 1✉✐ ♣❡-♠❡, ❞✬♦❜,❡♥✐- ❧❛ ❞❡♥#✐,0

❞✬❡①❝✐,♦♥# ♣-0#❡♥,#✱ n✱ ❛♣-C# ❡①❝✐,❛,✐♦♥ ♦♣,✐1✉❡ ❡, #✉✐✈-❡ ❝❡,,❡ ❞❡-♥✐C-❡ ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞✉ ,❡♠♣#✳ ■❧#

♦❜,✐❡♥♥❡♥, ❞❡# ❞♦♥♥0❡# ❡①♣0-✐♠❡♥,❛❧❡# 1✉✐ #♦♥, ❛❥✉#,❛❜❧❡# R ♣❛-,✐- ❞✬✉♥❡ 01✉❛,✐♦♥ ❞✐✛0-❡♥,✐❡❧❧❡

❞✉ ,②♣❡ ❬✶✷✼❪ ✿

dn

dt
= −An2 ✭✸✳✶✶✮

❈❡,,❡ 01✉❛,✐♦♥ ❛❞♠❡, ✉♥❡ #♦❧✉,✐♦♥ 1✉✐ ♣❡✉, #✬0❝-✐-❡ ❛✐♥#✐ ✿

n0
n(t)

− 1 = An0t ✭✸✳✶✷✮
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♦! n0 ❡#$ ❧❛ ❞❡♥#✐$* ❞✬❡①❝✐$♦♥# ✐♥✐$✐❛❧❡ ❝.**❡ ♦♣$✐0✉❡♠❡♥$✱ n(t) ❡#$ ❧❛ ❞❡♥#✐$* ❞✬❡①❝✐$♦♥# ❛✉ $❡♠♣#

t ❡$ A .❡♣.*#❡♥$❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ❞✬❡✣❝❛❝✐$* ❞✉ ♣.♦❝❡##✉# ❞✬❛♥♥✐❤✐❧❛$✐♦♥ ❡①❝✐$♦♥✲❡①❝✐$♦♥✳ ▲❡ ♣♦✐♥$

✐♠♣♦.$❛♥$ ❞❛♥# ❧✬*0✉❛$✐♦♥ ✭✸✳✶✶✮ ♣.♦✈✐❡♥$ ❞✉ ❢❛✐$ 0✉❡ ❧❡ ❢❛❝$❡✉. A ❡#$ ✐♥❞*♣❡♥❞❛♥$ ❞✉ $❡♠♣#✳ ❈❡❝✐

#❡♠❜❧❡ ✐♥❞✐0✉❡. 0✉❡ ❧❡ ♣.♦❝❡##✉# ❞✬❛♥♥✐❤✐❧✐❛$✐♦♥ ❡①❝✐$♦♥✲❡①❝✐$♦♥ ♥✬❡#$ ♣❛# ❧✐♠✐$* ♣❛. ❧❛ ❞✐✛✉#✐♦♥

❡①❝✐$♦♥✐0✉❡✳ ❆✉$.❡♠❡♥$ ❞✐$✱ ❧❡# ❡①❝✐$♦♥# ♣♦##C❞❡♥$ ✉♥❡ 0✉❛♥$✐$* ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥$ ❝♦♠♣❧C$❡♠❡♥$

❞*❧♦❝❛❧✐#*❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ♥❛♥♦$✉❜❡✳

❊♥ .❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧♦.#0✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉. ❞❡ ❝♦❤*.❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐$♦♥ ❡#$ ✐♥❢*.✐❡✉.❡ F #❛ ❧♦♥❣✉❡✉. ❞❡

❞✐✛✉#✐♦♥✱ ❧✬❡✣❝❛❝✐$* ❞❡ ❧✬❊❊❆ ✈❛ ❞♦♥❝ ❢♦.❝*♠❡♥$ G$.❡ ❧✐♠✐$*❡ ♣❛. ❞✐✛✉#✐♦♥✳ ❈❡❧❛ #✐❣♥✐✜❡ 0✉❡ ❞❡✉①

❡①❝✐$♦♥# ❞♦✐✈❡♥$ ❞✬❛❜♦.❞ #❡ .❡♥❝♦♥$.❡. ♣♦✉. ❡♥#✉✐$❡ ❝♦❧❧✐#✐♦♥♥❡.✳ ❉❛♥# ✉♥ #②#$C♠❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥#✐♦♥✲

♥❡❧✱ ♦♥ ❛❞♠❡$$.❛ 0✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ❞❡ ❧✬❊❊❆ ❧✐♠✐$* ♣❛. ❞✐✛✉#✐♦♥ A∗
#✬*❝.✐$ ❝♦♠♠❡ ❬✶✷✽❪❬✶✷✾❪❬✶✶✽❪ ✿

A∗(t) =
A√
t

✭✸✳✶✸✮

▲❡ ❢❛❝$❡✉. ❡♥ 1/
√
t ❡#$ ❝❛.❛❝$*.✐#$✐0✉❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐✛✉#✐♦♥ F ✶ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ ❬✶✶✽❪✳ ❊♥ .*✐♥❥❡❝$❛♥$ ❝❡$$❡

❞❡.♥✐C.❡ ❡①♣.❡##✐♦♥ ❞❛♥# ❧✬*0✉❛$✐♦♥ ❞✐✛*.❡♥$✐❡❧❧❡✱ ♦♥ ♦❜$✐❡♥$ ❝♦♠♠❡ #♦❧✉$✐♦♥ ✿

n0
n(t)

− 1 = An0
√
t ✭✸✳✶✹✮

▲❛ ✜❣✉.❡ ✸✳✶✸ ✲ ✭❛✮ ❡$ ✭❜✮ ♣.*#❡♥$❡ ❧❡# ❞♦♥♥*❡# ❡①♣*.✐♠❡♥$❛❧❡# ♦❜$❡♥✉❡# ♣❛. ❱❛❧❦✉♥❛# ❡! ❛❧✳

❡♥ ♣❤♦$♦❧✉♠✐♥❡#❝❡♥❝❡ .*#♦❧✉❡ ❡♥ $❡♠♣#✳ ▲❡# ❞♦♥♥*❡# #♦♥$ .❡♣.*#❡♥$*❡# ❝♦♠♠❡ n0/n(t) − 1✳ ▲❡

❣.❛♣❤❡ ✭❛✮ ♠♦♥$.❡ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❞*♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥*❛✐.❡ ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞✉ $❡♠♣# #✉. ✻ ♣#✱ ❝❡ 0✉✐ ♥✬❡#$ ♣❛#

.❡$.♦✉✈* ❧♦.#0✉❡ ❧✬♦♥ $.❛❝❡ ❝❡# ♠G♠❡# ❞♦♥♥*❡# ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ .❛❝✐♥❡ ❞✉ $❡♠♣#✳

▲❡# ❛✉$❡✉.# ♠♦♥$.❡♥$ 0✉❡ ❧❡✉.# .*#✉❧$❛$# ❡①♣*.✐♠❡♥$❛✉① #✬✐♥$❡.♣.C$❡♥$ ❡♥ $❡.♠❡ ❞✬❡①❝✐$♦♥

❞♦♥$ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ #✬*$❛❧❡ #✉. $♦✉$ ❧❡ ♥❛♥♦$✉❜❡✳

❆ ❧✬✐♥✈❡.#❡✱ ❙.✐✈❛#$❛✈❛ ❬✶✸✵❪✱ ▼✉.❛❦❛♠✐ ❡$ ❑♦♥♦ ❬✶✶✼❪❬✶✸✶❪ ✐♥$❡.♣.C$❡♥$ ✉♥ ❡①❝✐$♦♥ ❝♦♠♠❡

✉♥❡ ♣❛.$✐❝✉❧❡ ♣♦♥❝$✉❡❧❧❡ ❞♦♥$ ❧❛ $❛✐❧❧❡ ❡#$ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞*✜♥✐❡ ♣❛. ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉. ❞❡ ❞✐✛✉#✐♦♥ ❞❡

❝❡$$❡ ❞❡.♥✐C.❡✳ ❆✐♥#✐✱ ❞✉.❛♥$ #♦♥ $❡♠♣# ❞❡ ✈✐❡✱ ❧✬❡①❝✐$♦♥ ♥✬❡#$ #✉#❝❡♣$✐❜❧❡ ❞❡ #❡ ❞*♣❧❛❝❡. 0✉❡

❞❛♥# ❧✬✐♥$❡.✈❛❧❧❡ ❞*✜♥✐ ♣❛. ❝❡$$❡ ❧♦♥❣✉❡✉. ❞❡ ❞✐✛✉#✐♦♥✳ ▲✬♦❜#❡.✈❛$✐♦♥ ❞✬✉♥❡ #❛$✉.❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❧✉♠✐♥❡#❝❡♥❝❡ ❞✉ ♣.❡♠✐❡. ♥✐✈❡❛✉ ❡①❝✐$♦♥✐0✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦♠♣❡ ❡#$ ✐♥$❡.♣.*$*❡

❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❧✐♠✐$❡ #✉♣*.✐❡✉.❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥#✐$* ❡①❝✐$♦♥✐0✉❡ ❞✉❡ F ❧✬❛♥♥✐❤✐❧❛$✐♦♥ ❡①❝✐$♦♥✲❡①❝✐$♦♥ ❧✐♠✐$*❡

♣❛. ❞✐✛✉#✐♦♥✳

➱!✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐+✉❡ ❡①❝✐!♦♥✐+✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝!✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♠♣❡
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✸ ✕ ❋✐❣✉(❡ *✐(+ ❞❡ ❧❛ (+❢+(❡♥❝❡ ❬✶✷✻❪✳ ✭❛✮ ❘❡♣(+:❡♥*❛*✐♦♥ ❞❡ n0/n(t) − 1 ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥

❞❡ t✳ ✭❜✮ ❘❡♣(+:❡♥*❛*✐♦♥ ❞❡ n0/n(t)− 1 ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡

√
t✳

❊❊❆ ❡:* ✉♥ ❡✛❡* ❞✐* ❜✐♠♦❧+❝✉❧❛✐(❡ ❝❛( ♠❡**❛♥* ❡♥ ❥❡✉ ❞❡✉① ❡①❝✐*♦♥:✳ ❆✐♥:✐ ❧✬❡✣❝❛❝✐*+ ❞✉

♣(♦❝❡::✉: ✈❛ ❞+♣❡♥❞(❡ F✉❛❞(❛*✐F✉❡♠❡♥* ❞✉ ♥♦♠❜(❡ ❞✬❡①❝✐*♦♥ ♣(+:❡♥* F✉✐ ❡:* ❧✉✐✲♠H♠❡ (❡❧✐+ I

❧✬✐♥*❡♥:✐*+ ❞❡ ❧✬❡①❝✐*❛*✐♦♥ ♦♣*✐F✉❡✳ J♦✉( ♠❡**(❡ ❡♥ +✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❊❊❆ ❞❛♥: ❧❡: ❡①♣+(✐❡♥❝❡: ♣♦♠♣❡✲

:♦♥❞❡✱ ✐❧ ❛♣♣❛(❛L* ✉*✐❧❡ ❞✬❡✛❡❝*✉❡( ✉♥❡ +*✉❞❡ ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❧❛:❡( ❞❡ ♣♦♠♣❡✳

▲❛ ✜❣✉(❡ ✸✳✶✹ ✲ ✭❛✮ ♣(+:❡♥*❡ ❧❡: ❝✐♥+*✐F✉❡: ❞✉ :✐❣♥❛❧ ❡①❝✐*♦♥✐F✉❡ ♣♦✉( ❞✐✛+(❡♥*❡: ✢✉❡♥❝❡:

❧❛:❡( ✐♥❞✐F✉+❡: :✉( ❧✬+❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉(❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉( ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡: *(❛❝❡: *❡♥❞ ✈❡(: ✉♥

♣❛❧✐❡( ❞❡ :❛*✉(❛*✐♦♥ I ❢♦(*❡ ✢✉❡♥❝❡✳

▲❛ ✜❣✉(❡ ✸✳✶✹ ✲ ✭❜✮ (❡♣(❡♥❞ ❧❡: ❞♦♥♥+❡: ❞❡ ✭❛✮ ♥♦(♠❛❧✐:+❡: I ❧❛ ✈❛❧❡✉( ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛**❡✐♥*❡ ♣❛(

❝❤❛F✉❡ ❝♦✉(❜❡✳ ❖♥ ❝♦♥:*❛*❡ ✉♥❡ ❛❝❝+❧+(❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐F✉❡ ❞❡ (❡❧❛①❛*✐♦♥ ❧♦(:F✉❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡

❛✉❣♠❡♥*❡✳ ❈❡❝✐ ❡:* ❝❛(❛❝*+(✐:*✐F✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣(+:❡♥❝❡ ❞✬❊❊❆✳ ❊♥ ♦✉*(❡✱ ♣♦✉( ❧❡: ♣❧✉: ❢♦(*❡: ✢✉❡♥❝❡:✱

❧❛ ❞②♥❛♠✐F✉❡ ♦❜:❡(✈+❡ ♥❡ :❡♠❜❧❡ ♣❧✉: +✈♦❧✉❡( ❞✬✉♥❡ ❝♦✉(❜❡ I ❧✬❛✉*(❡✳ ■❧ ❛♣♣❛(❛L* ❞♦♥❝ ❛✉::✐ ✉♥

❡✛❡* ❞❡ :❛*✉(❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ (❡❧❛①❛*✐♦♥ ❞✉❡ I ❧✬❊❊❆✳

✸✳✷✳✷✳❝ ➱%✉❛(✐♦♥ ❞✐✛./❡♥(✐❡❧❧❡ ❞.❝/✐✈❛♥( ❧❛ ❞②♥❛♠✐%✉❡ ❞❡ /❡❧❛①❛(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❝✐(♦♥

◆♦✉: ❛✈♦♥: ❞♦♥❝✱ ❡♥ (+:✉♠+✱ ❞❡✉① ❝❛: ❧✐♠✐*❡:✱ ❞+❝(✐*: ♣❛( ❧❡: +F✉❛*✐♦♥:

dn

dt
= −An2 ✭✸✳✶✺✮
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✹ ✕ ❚&❛❝❡* ❝✐♥-.✐/✉❡* ❞❡ ❧❛ ❝♦♥.&✐❜✉.✐♦♥ ❡①❝✐.♦♥✐/✉❡ S11 ❞❡* ✭✻✱✺✮✳ ✭❛✮ ;&-*❡♥✲

.❛.✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡* ❞♦♥♥-❡* ❡♥ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❧❛*❡&✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡*. ❞♦♥♥-❡ ❡♥

♣❤♦.♦♥*/✐♠♣✉❧*✐♦♥/❝♠2
✳ ✭❜✮ ▼E♠❡* ❞♦♥♥-❡* /✉❡ ✭❛✮ ♠❛✐* ♥♦&♠❛❧✐*-❡* F ❧❛ ✈❛❧❡✉& ♠❛①✐♠❛❧❡

❛..❡✐♥.❡ F .❡♠♣* ③-&♦✳

❞❛♥* ❧❡ ❝❛* ❞✬❡①❝✐.♦♥* ❞♦♥. ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❝♦✉✈&❡ ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞✉ ♥❛♥♦.✉❜❡ ❬✶✷✻❪✳ ❈❡❧❛ *✐❣♥✐✜❡

/✉❡ ❧✬❡①❝✐.♦♥ ❡*. ❝♦♠♣❧N.❡♠❡♥. ❞-❧♦❝❛❧✐*- ❡. /✉❡ ❝❤❛/✉❡ *✐.❡ ❞✉ &-*❡❛✉ ♣❛&.✐❝✐♣❡ F ❧✬❡①❝✐.❛.✐♦♥✳

❉❛♥* ❧❡ ❝❛* ❞✬❡①❝✐.❛.✐♦♥* ❞✐✛✉*❛♥. ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ♥❛♥♦.✉❜❡✱ ❧✬-/✉❛.✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥. ✿

dn

dt
= −An

2

√
t

✭✸✳✶✻✮

❉❛♥* ❝❡..❡ -/✉❛.✐♦♥✱ ❧✬❡✣❝❛❝✐.- ❞❡ ❧✬❊❊❆ *②♠❜♦❧✐*-❡ ♣❛& ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥. A ❡*. ♠♦❞✉❧-❡ ♣❛& ❧❛

&❛❝✐♥❡ ❞✬✉♥ .❡♠♣* ❛✉ ❞-♥♦♠✐♥❛.❡✉&✳ ▲✬-/✉❛.✐♦♥ ✭✸✳✶✻✮ &❡♣&-*❡♥.❡ ❧❡ ❝❛* ✐♥✈❡&*❡ ❞✉ ♣&-❝-❞❡♥.✳

❉❛♥* ❝❡ ❝♦♥.❡①.❡✱ ❧✬❡①❝✐.♦♥ ❡*. ✉♥❡ ♣❛&.✐❝✉❧❡ ♣♦♥❝.✉❡❧❧❡ *♦✉♠✐*❡ F ✉♥ ♣&♦❝❡**✉* ❞❡ ❞✐✛✉*✐♦♥✳ ❈❡❧❛

*✐❣♥✐✜❡ /✉❡ ❞❡✉① ❡①❝✐.♦♥* ✈♦♥. ♠❡..&❡ ✓ ✉♥ ❝❡&.❛✐♥ .❡♠♣* ✔ ❛✈❛♥. ❞❡ *❡ &❡♥❝♦♥.&❡& ❡. ❞❡ ♣♦✉✈♦✐&

❡✛❡❝.✉❡& ❧❡ ♣&♦❝❡**✉* ❞✬❊❊❆✳
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▲✬♦❜❥❡& ❞❡ ❝❡&&❡ ♣❛+&✐❡ ❡-& ❞❡ ♣+♦♣♦-❡+ ✉♥ ♠♦❞1❧❡ -✐♠♣❧❡ 3✉✐ ❡①♣❧✐3✉❡ ❧❛ &♦&❛❧✐&5 ❞❡ ❧❛ ❞②✲
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❡①♣,)✐♠❡♥(❛❧❡# ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞✉ (❡♠♣# ❞❡ ❧❛ ()❛♥#✐(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❝✐(♦♥ S11✳ ▲❡# ❧✐❣♥❡# )♦✉❣❡# #♦♥( ❧❡#

❛❥✉#(❡♠❡♥(# ,✈♦;✉,#✳ ▲❡# ✈❛❧❡✉)# ✐♥❞✐;✉,❡# = ❞)♦✐(❡ ❞✉ ❣)❛♣❤❡ #♦♥( ❞❡# ✢✉❡♥❝❡# ❡①♣)✐♠,❡# ❡♥

♣❤♦(♦♥#/✐♠♣✉❧#✐♦♥/❝♠2
✳ ◆♦✉# ❛✈♦♥# ✈♦❧♦♥(❛✐)❡♠❡♥( ♦♠✐# ❞❡ )❡♣),#❡♥(❡) ()♦✐# ❝♦✉)❜❡# = ❢♦)(❡

✢✉❡♥❝❡ ✭> 5.3 × 1012 ♣❤♦(♦♥#/✐♠♣✉❧#✐♦♥/❝♠2
❡( < 8 × 1013 ♣❤♦(♦♥#/✐♠♣✉❧#✐♦♥/❝♠2

✮ ♣♦✉) ❞❡#

)❛✐#♦♥# ❞❡ ❧✐#✐❜✐❧✐(,✳

❖♥ ❝♦♥#(❛(❡ ;✉❡ ❧❡ ♠♦❞K❧❡ ❛❥✉#(❡ #②#(,♠❛(✐;✉❡♠❡♥( ❧❡# ❝♦✉)❜❡# ❥✉#;✉✬= ✼✵ ♣#✳ N♦✉) ❧❡# ❝♦✉)❜❡#

❛❧❧❛♥( ❞❡ ❧❛ ♣❧✉# ❜❛##❡ ✢✉❡♥❝❡ ❥✉#;✉✬= ❧❛ ✈❛❧❡✉) ❞❡ 5.3× 1012 ♣❤♦(♦♥#/✐♠♣✉❧#✐♦♥/❝♠2
✱ ❧❡ ♠♦❞K❧❡

❡①♣❧✐;✉❡ ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐;✉❡ #✉) ()♦✐# ♦)❞)❡# ❞❡ ❣)❛♥❞❡✉) (❡♠♣♦)❡❧# ✭❞❡ ✸✵✵ ❢# = ✸✵✵ ♣#✮✳

N♦✉) ❧❡# ❝♦✉)❜❡# ♣),#❡♥(❛♥( ✉♥❡ ✢✉❡♥❝❡ #✉♣,)✐❡✉)❡✱ ❧❛ ♣❛)(✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉)❜❡ = (❡♠♣# ❧♦♥❣# ✭>
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♣❛1 ✉♥❡ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ !❛$✉1❛$✐♦♥ ❞❡ $②♣❡ ✿
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∞
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✭✸✳✷✵✮
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)

∞ ❡!$ ❧❛ $1❛♥!♠✐!!✐♦♥ ❞✐✛&1❡♥$✐❡❧❧❡ ❛$$❡✐♥$❡ ❛✉ ♣❛❧✐❡1 ❞❡ !❛$✉1❛$✐♦♥✱ I ❡!$ ❧❛ ✈❛❧❡✉1 ❞❡

❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❧❛!❡1 ❡$ IS ❡!$ ❧❛ ✈❛❧❡✉1 ❞❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❞❡ !❛$✉1❛$✐♦♥✳ ▲✬❛❥✉!$❡♠❡♥$ ❞♦♥♥❡

(

∆T
T

)

∞ =

0.05 ❡$ IS = 1.2× 1013 ♣❤♦$♦♥!/✐♠♣✉❧!✐♦♥/❝♠2
✳
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(

∆T
T

)
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❛$$❡✐♥$ !✉✐$❡ ❛✉ ♣♦♠♣❛❣❡ ♦♣$✐*✉❡✳ R❛1$❛♥$ ❞✬✉♥ ♠♦❞3❧❡ ❡①♣❧✐*✉❛♥$ ❧❛ ♠♦♥$&❡ ❞✉ !✐❣♥❛❧✱ ♦♥ ♣❡✉$

!✐♠✉❧❡1 ❧❛ ❚❉▼ ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❧❛!❡1✳ ▲✬&*✉❛$✐♦♥ ❞✐✛&1❡♥$✐❡❧❧❡ !✉✐✈❛♥$❡ ✐♥❝❧✉$ ❧✬❡✛❡$

❊❊❆ ❝♦♠♠❡ !❡✉❧ ♣❛1❛♠3$1❡ !✉!❝❡♣$✐❜❧❡ ❞❡ ♣1♦✈♦*✉❡1 ✉♥❡ !❛$✉1❛$✐♦♥✳

dn

dt
= G(t, I)α0 −An2 ✭✸✳✷✶✮

♦P G(t, I) 1❡♣1&!❡♥$❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ♦♣$✐*✉❡♠❡♥$ ❣&♥&1& ♣❛1 ❧✬✐♠♣✉❧!✐♦♥ ❧❛!❡1 *✉❡ ❧✬♦♥ ♠♦❞&❧✐!❡ ♣❛1

✉♥❡ ❣❛✉!!✐❡♥♥❡ ❞❡ ♠✐✲❤❛✉$❡✉1 ω✱ I ❡!$ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡$$❡ ✐♠♣✉❧!✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✿

G(t, I) =
I

ω
√
2π
e−

t2

2ω2
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✼ ✕ ❘❡♣()*❡♥,❛,✐♦♥ ❞✉ ♣❛(❛♠3,(❡ nmX ,✐() ❞❡* ❛❥✉*,❡♠❡♥,* ♥♦♥✲❧✐♥)❛✐(❡* ❞❡ ❧❛ ✜❣✲

✉(❡ ✸✳✶✻ ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❧❛*❡(✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ (♦✉❣❡ ❡*, ✉♥❡ ()❣(❡**✐♦♥ ❞❡ ❝❡* ❞♦♥♥)❡* ♣❛(

✉♥❡ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ *❛,✉(❛,✐♦♥✳

α0 ❡*, ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥, ❞✬❛❜*♦(♣,✐♦♥ *,❛,✐A✉❡ B ❧✬)♥❡(❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ,(❛♥*✐,✐♦♥ ❡①❝✐,♦♥✐A✉❡ S11✳ ▲❡ ❢❛❝,❡✉(

A ❛❞♠❡, ❧❛ ✈❛❧❡✉( ,(♦✉✈)❡ ❞❛♥* ❧✬❛❥✉*,❡♠❡♥, ❞❡ ❧❛ ✜❣✉(❡ ✸✳✶✺ ❡, ω ✈❛✉, ✺✵ ❢*✳

▲❛ ❝♦✉(❜❡ (♦✉❣❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉(❡ ✸✳✶✽ ❡*, ❧❡ ()*✉❧,❛, ❞❡ ❝❡,,❡ *✐♠✉❧❛,✐♦♥✳ ▲❛ ❚❉▼ ❡*, ,(❛❝)❡ ❡♥

❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ I ❞✉ ❧❛*❡(✳ ▲❛ *✐♠✉❧❛,✐♦♥ ♠♦♥,(❡ A✉❡ (∆T/T )0 ✈❛(✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ (❛❝✐♥❡ ❞❡

❧❛ ✢✉❡♥❝❡✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉, ❞♦♥❝ ✐♠♣✉,❡( ❝❡ ❝♦♠♣♦(,❡♠❡♥, ❞❡ *❛,✉(❛,✐♦♥ ❛✉ *❡✉❧ ♣(♦❝❡**✉* ❊❊❆✳

❖♥ ♣❡✉, ❝❡♣❡♥❞❛♥, ❝♦♠♣(❡♥❞(❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦(,❡♠❡♥, ♦❜*❡(✈) *✉( ❧❛ ✜❣✉(❡ ✸✳✶✼ ❡♥ ❝♦♥*✐❞)(❛♥, ❧❛

*❛,✉(❛,✐♦♥ ❞✬❛❜*♦(♣,✐♦♥ A✉✐ ❡*, ♣(♦♣♦(,✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜(❡ ❞✬❡①❝✐,♦♥* ❝())*✳ ❈❡ ♠♦❞3❧❡ ❡*, ❞)❝(✐,

♣❛( ❧✬)A✉❛,✐♦♥ *✉✐✈❛♥,❡ ✿

dn

dt
= G(t, I)(α0 − α2n)−An2 ✭✸✳✷✷✮

▲❛ ❝♦✉(❜❡ ♥♦✐(❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉(❡ ✸✳✶✽ A✉✐ ❡♥ ❡*, ✐**✉❡ ♠♦♥,(❡ ✉♥❡ *❛,✉(❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❚❉▼ *✐♠✐❧❛✐(❡

B ❝❡❧❧❡ A✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜*❡(✈❡ ❡①♣)(✐♠❡♥,❛❧❡♠❡♥,✳ ❈♦♠♠❡ ▼✉(❛❦❛♠✐ ❡, ❑♦♥♦ ❧✬♦♥, *♦✉❧✐❣♥) ❬✶✶✼❪❬✶✸✷❪✱

❧❛ *❛,✉(❛,✐♦♥ ♦❜*❡(✈)❡ ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐,❛,✐♦♥ ♣(♦✈✐❡♥, ♥♦♥ *❡✉❧❡♠❡♥, ❞❡ ❧✬❊❊❆

A✉✐ ❡*, ✉♥ ❡✛❡, ❧✐♠✐,❛♥, ❧✬❛❞❞✐,✐♦♥ ❞✬❡①❝✐,♦♥* ❞❛♥* ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ E11 ♠❛✐# ❛✉##✐ ❞❡ ❧❛ #❛(✉)❛(✐♦♥

❞✬❛❜#♦)♣(✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉✱ ♠♦❞1❧✐#1❡ ❞❛♥# ❧✬12✉❛(✐♦♥ ✸✳✷✷ ♣❛) ❧❡ (❡)♠❡ (α0 − α2n)✳

➚ ♣)1#❡♥(✱ ✐❧ ♥♦✉# ❡#( ♣♦##✐❜❧❡ ❞✬1✈❛❧✉❡) 7 ♣❛)(✐) ❞❡ ❧❛ ❚❉▼✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉) ♥✉♠1)✐2✉❡ ❞✉ ♥♦♠❜)❡

❞✬❡①❝✐(♦♥# ♣❤♦(♦❝)11#✳ >♦✉) ❝❡ ❢❛✐)❡✱ ♥♦✉# ♣❛)(♦♥# ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉) ❞❡ ❧❛ #❡❝(✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞✬❛❜#♦)♣(✐♦♥

✽✽
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✽ ✕ ❙✐♠✉❧❛+✐♦♥ ❞♦♥♥❛♥+ ❧❛ +/❛♥0♠✐00✐♦♥ ❞✐✛2/❡♥+✐❡❧❧❡ ✐♥✐+✐❛❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡

❧❛0❡/ ♣♦✉/ ❞❡✉① ♠♦❞9❧❡0 ❞✐✛2/❡♥+0 ✿ ▼♦❞9❧❡ ❞2❝/✐+ ♣❛/ ❧✬2=✉❛+✐♦♥ ✭✸✳✷✶✮ ✭❝♦✉/❜❡ /♦✉❣❡✮ ❡+ ♠♦❞9❧❡

❞2❝/✐+ ♣❛/ ❧✬2=✉❛+✐♦♥ ✭✸✳✷✷✮ ✭❝♦✉/❜❡ ♥♦✐/❡✮✳

✽✾



❞❡ ❧❛ S22 ♦❜&❡♥✉❡ ❡①♣+,✐♠❡♥&❛❧❡♠❡♥& ❞❛♥/ ❧❛ ,+❢+,❡♥❝❡ ❬✶✸✸❪ 6✉✐ ❡/& ❞❡ 1×10−17
❝♠

2
♣❛, ❛&♦♠❡ ❞❡ ❝❛,❜♦♥❡✳

❈❡❧❛ ♣❡,♠❡& ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡, ✉♥ ♥♦♠❜,❡ ❞✬❡①❝✐&♦♥/ &❤+♦,✐6✉❡ ❡♥ ♠✉❧&✐♣❧✐❛♥& ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❧❛/❡, ♣❛,

❝❡&&❡ /❡❝&✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✬❡/& ❝❡♣❡♥❞❛♥& ✈❛❧❛❜❧❡ 6✉✬> ❜❛//❡ ✐♥&❡♥/✐&+ 6✉❛♥❞

∆T
T ✈❛,✐❡

❧✐♥+❛✐,❡♠❡♥& ❛✈❡❝ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡✳

?♦✉, ♦❜&❡♥✐, ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞✬❡①❝✐&♦♥/ ,+❡❧✱ ✐❧ ❢❛✉& ♣,❡♥❞,❡ ❡♥ ❝♦♠♣&❡ ❧❛ /❛&✉,❛&✐♦♥ ♦❜/❡,✈+❡ /✉,

❧❛ ❚❉▼✳ ?♦✉, ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✉&✐❧✐/❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥&

n∞

IS
❛♣♣❛,❛✐//❛♥& ❞❛♥/ ❧✬+6✉❛&✐♦♥ ✭✸✳✷✵✮ 6✉✐ ♣,❡♥❞

❡♥ ❝♦♠♣&❡ ❧✬❡✛❡& ❞❡ /❛&✉,❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥/✐&+ ❞✬❡①❝✐&♦♥/ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡✳ ❈❡ ❞❡,♥✐❡,

♣❡✉& I&,❡ ,❛♠❡♥+ ❡♥ ♥♦♠❜,❡ ❞✬❡①❝✐&♦♥ &❤+♦,✐6✉❡✳ ?♦✉, ✜♥✐,✱ ✐❧ /✉✣& ❞❡ ❞✐✈✐/❡, ❧❡/ nmX ✐//✉/ ❞❡/

❛❥✉/&❡♠❡♥&/ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉,❡ ✸✳✶✻ ♣❛, ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥& ♣,+❝+❞❡♥& ♣♦✉, ♦❜&❡♥✐, ✉♥❡ +✈❛❧✉❛&✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜,❡

❞✬❡①❝✐&♦♥/ ,+❡❧/ ❞❛♥/ ❧❡ ♥❛♥♦&✉❜❡✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ♦♥ ,❛♣♣❡❧❧❡ 6✉❡ nmX ❡/& ♣,♦♣♦,&✐♦♥♥❡❧ > ❧❛ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥

❞✬❡①❝✐&♦♥

✻

✳ ▲✬✐♥❝❡,&✐&✉❞❡ 6✉❡ ♥♦✉/ ♦❜&❡♥♦♥/ /✉, ❧✬+✈❛❧✉❛&✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♥♦♠❜,❡ ❞✬❡①❝✐&♦♥/ ♣,♦✈✐❡♥&

❡//❡♥&✐❡❧❧❡♠❡♥& ❞❡ ❧✬❡,,❡✉, ❝♦♠♠✐/❡ /✉, ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛/❡, ❛✐♥/✐ 6✉❡ /✉, ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ /❡❝&✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡

❞✬❛❜/♦,♣&✐♦♥✳

▲❡ ,❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ &❛❝❤❡ ❧✉♠✐♥❡✉/❡ ❞✉ ❢❛✐/❝❡❛✉ ♣♦♠♣❡ 6✉✐ ♣❡,♠❡& ❞✬♦❜&❡♥✐, ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ✭✈♦✐,

❝❤❛♣✐&,❡ ✷✮ ❡/& ♦❜&❡♥✉ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥❝❡,&✐&✉❞❡ ❞❡ ♠❡/✉,❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ 10 µ♠✳ ▲❛ ✢✉❡♥❝❡ ❛❞♠❡&

❞♦♥❝ ✉♥❡ ✐♥❝❡,&✐&✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦,❞,❡ ❞❡ ✿

∆F =

(

2P∆R

πτR3E

)

= 200
2P

πτE
♣❤♦&♦♥//✐♠♣✉❧/✐♦♥/❝♠2

❊♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ♦♥ &,♦✉✈❡ ✉♥❡ ✐♥❝❡,&✐&✉❞❡ /✉, ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❞❡ 1×1012 ♣❤♦&♦♥//✐♠♣✉❧/✐♦♥/❝♠2
✳ ➱&❛♥&

❞♦♥♥+ 6✉❡ ❧✬✐♥❝❡,&✐&✉❞❡ /✉, ❧❛ /❡❝&✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞✬❛❜/♦,♣&✐♦♥ ❡/& ❞❡ 3 × 10−12
❝♠

−2
✱ ❧✬✐♥❝❡,&✐&✉❞❡

♠♦②❡♥♥❡ /✉, ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞✬❡①❝✐&♦♥ ❡/& ❞❡ ❧✬♦,❞,❡ ❞❡ ❞✐① ❡①❝✐&♦♥/ ♣❛, ✉♥✐&+ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉,✳

▲❛ ✜❣✉,❡ ✸✳✶✾ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❝♦,,❡/♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥&,❡ ❝❡ ♥♦♠❜,❡ ❞✬❡①❝✐&♦♥/ ,+❡❧ ❛♣,T/ ❡①❝✐&❛&✐♦♥ ❧❛/❡,

❡& ♥♦♠❜,❡ ❞✬❡①❝✐&♦♥ &❤+♦,✐6✉❡ ❝❛❧❝✉❧+ > ♣❛,&✐, ❞❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❡& ❞❡ ❧❛ /❡❝&✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡✳ ❖♥ ✉&✐❧✐/❡

❧❡/ ✈❛❧❡✉,/ &,♦✉✈+❡/ ♣❛, ❛❥✉/&❡♠❡♥& ❞❡ ❧❛ ❝♦✉,❜❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉,❡ ✸✳✶✼ ✿

(

∆T

T

)

∞
= 0.05

Is = 1.2× 1013 ♣❤♦&♦♥//✐♠♣✉❧/✐♦♥/❝♠2

❖♥ ♥♦&❡ 6✉❡ ❧❡ ♠♦❞T❧❡ ✉&✐❧✐/+ ♣♦✉, ❛❥✉/&❡, ❧❡/ ❞♦♥♥+❡/ ❡①♣+,✐♠❡♥&❛❧❡/ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥

✻✳ ✈♦✐%❡ ♣❛%)✐❡ ✸✳✶✳✶✳❛

✾✵
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✾ ✕ ❈♦''❡)♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥/'❡ ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞✬❡①❝✐/♦♥) ❝'66 ♣❛' ❧❛ ♣♦♠♣❡ ❞❛♥) ❧❡ ♥❛♥♦/✉❜❡

❡/ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❧❛)❡'

❡①❝✐/♦♥✐9✉❡✱ ❞6✜♥✐ ♣❛' ❧✬69✉❛/✐♦♥ ✭✸✳✶✾✮✱ ♥❡ ♣'❡♥❞ ♣❛) ❡♥ ❝♦♠♣/❡ ❧❛ '❡❧❛①❛/✐♦♥ ❧✐♥6❛✐'❡ ❞❡ ❧❛

♣♦♣✉❧❛/✐♦♥ ❡①❝✐/♦♥✐9✉❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ )❡'❛✐/ ♠♦❞6❧✐)6❡ ❞❛♥) ❧✬69✉❛/✐♦♥ ❞✐✛6'❡♥/✐❡❧❧❡ ✭✸✳✶✼✮ ♣❛' ✉♥ /❡'♠❡

❞✉ /②♣❡ − n
τX

♦B τX ❡)/ ❧❡ /❡♠♣) ❝❛'❛❝/6'✐)/✐9✉❡ ❞❡ ❞6❝'♦✐))❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛/✐♦♥✳ C♦✉' ❧❡) ♣'♦✜❧)

/❡♠♣♦'❡❧) ♦❜/❡♥✉) ♣♦✉' ❞❡) ✢✉❡♥❝❡) )✉♣6'✐❡✉'❡) D 2.7× 1012♣❤♦/♦♥)/✐♠♣✉❧)✐♦♥/❝♠2
✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉' D

✸✵✵ ♣) ❞❡ /'❛♥)♠✐))✐♦♥ ❞✐✛6'❡♥/✐❡❧❧❡ ❝♦''❡)♣♦♥❞ D ♣❧✉) ❞✬✉♥ ❡①❝✐/♦♥ ♣❛' µ♠✳ ❆✐♥)✐ ❧❛ ❞②♥❛♠✐9✉❡

❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛/✐♦♥ ❡①❝✐/♦♥✐9✉❡ ❡)/ ❞♦♠✐♥6❡ ♣❛' ❧✬❛♥♥✐❤✐❧❛/✐♦♥ ❡①❝✐/♦♥✲❡①❝✐/♦♥ ❡/ ♦♥ ♣❡✉/ ❝♦♥)✐❞6'❡'

❧❛ ❞6❝'♦✐))❛♥❝❡ ❧✐♥6❛✐'❡ ❝♦♠♠❡ ♥6❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ C♦✉' ❧❡) ♣'♦✜❧) /❡♠♣♦'❡❧) ❞❡ ♣❧✉) ❜❛))❡ ✢✉❡♥❝❡✱ ❝❡❧❛

'❡)/❡ ♣❧✉) ❝♦♥/❡)/❛❜❧❡ 6/❛♥/ ❞♦♥♥6 9✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉' ❛//❡✐♥/❡ ♣❛' ❧❛ /'❛♥)♠✐))✐♦♥ ❞✐✛6'❡♥/✐❡❧❧❡ D ✸✵✵ ♣)

❡)/ ❞❡ ❧✬♦'❞'❡ ❞✬✉♥ ❡①❝✐/♦♥ ♣❛' µ♠✱ ❧❛✐))❛♥/ ❛✐♥)✐ ♣❡♥)❡' 9✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐9✉❡ ❞♦✐/ J/'❡ ❞♦♠✐♥6❡ D ❝❡)

6❝❤❡❧❧❡) ❞❡ /❡♠♣) ♣❛' ✉♥❡ '❡❧❛①❛/✐♦♥ ❧✐♥6❛✐'❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥/✱ ❧✬❛❥✉)/❡♠❡♥/ '6❛❧✐)6 ♣❛' ❧❡ ♠♦❞L❧❡ ✭✸✳✶✾✮

6/❛♥/ )❛/✐)❢❛♥/✱ ❝❡❧❛ ♠♦♥/'❡ 9✉❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥ /❡'♠❡ ❧✐♥6❛✐'❡ ❞❛♥) ❧✬69✉❛/✐♦♥ ❞✐✛6'❡♥/✐❡❧❧❡ ♥✬❡)/

♣❛) ♥6❝❡))❛✐'❡ ❡/ 9✉✬❛✐♥)✐✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐9✉❡ ❛✉① /❡♠♣) ❧♦♥❣) ❡)/ /♦✉❥♦✉') ❞♦♠✐♥6 ♣❛' ❧✬❊❊❆✳ ❊♥ ❡✛❡/✱

❜✐❡♥ 9✉❡ ❧✬6✈❛❧✉❛/✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜'❡ ❞✬❡①❝✐/♦♥) )♦✐/ ♣'♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐/6✱ ❧✬✐♥❝❡'/✐/✉❞❡ )✉' ❝❡ ❞❡'♥✐❡' ❡)/

✐♠♣♦'/❛♥/❡✱ ❧❛✐))❛♥/ )✉♣♣♦)❡' 9✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡)/ ❡♥ ❢❛✐/ ❡♥❝♦'❡ )✉♣6'✐❡✉' D ✷ µ♠−1
✳

✾✶



✸✳✷✳✷✳❡ ❉✐&❝✉&&✐♦♥ &✉+ ❧❡ ♠♦❞/❧❡ ❞❡ +❡❧❛①❛2✐♦♥ ❡①❝✐2♦♥✐3✉❡

◆♦✉# ❛❧❧♦♥# ♠❛✐♥)❡♥❛♥) +❡✈❡♥✐+ #✉+ ❧✬✐♥)❡+♣+/)❛)✐♦♥ ❞✉ ♣❛+❛♠1)+❡ ❞✬❛❥✉#)❡♠❡♥) A ❞❡ ❧✬/3✉❛✲

)✐♦♥ ✭✸✳✶✾✮✳

▲❡# ❛❥✉#)❡♠❡♥)# ❞❡# )+❛❝❡# ❝✐♥/)✐3✉❡# ❞❡ ❧✬❡①❝✐)♦♥✱ ✈✐#✐❜❧❡# #✉+ ❧❛ ✜❣✉+❡ ✸✳✶✻✱ ♣❡+♠❡))❡♥) ❞✬❡①✲

)+❛✐+❡ ❧❡ ♣❛+❛♠1)+❡ A ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛3✉❡ ✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❧❛#❡+ ❞❡ ♣♦♠♣❡✳ ▲❛ ✜❣✉+❡ ✸✳✷✵ ♣+/#❡♥)❡ ❧❡

♣❛+❛♠1)+❡ ❞✬❛❥✉#)❡♠❡♥) A ❛♣♣❛+❛✐##❛♥) ❞❛♥# ❧✬/3✉❛)✐♦♥ ✭✸✳✶✾✮ ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜+❡ ❞✬❡①❝✐)♦♥

+//❧ ❞♦♥) ❧✬♦❜)❡♥)✐♦♥ ❛ /)/ ❡①♣❧✐❝✐)/❡ ❞❛♥# ❧❡ ♣❛+❛❣+❛♣❤❡ ♣+/❝/❞❡♥)✳ ❉❡✉① +❡♠❛+3✉❡# #♦♥) ✐♠✲

♣♦+)❛♥)❡# I ❢❛✐+❡✳ J+❡♠✐1+❡♠❡♥)✱ ✐❧ ❡#) ✐♥)/+❡##❛♥) ❞❡ ♥♦)❡+ 3✉❡ ❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥) ❞/♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠❜+❡

✐♥✐)✐❛❧ ❞✬❡①❝✐)♦♥# ♣+/#❡♥)#✳ ❈❡❝✐ #✉❣❣1+❡ 3✉❡ A ❡#) ❝❛+❛❝)/+✐#)✐3✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥#✐)/ ✐♥✐)✐❛❧❡ ❞✬❡①❝✐)♦♥#

♠❛✐# 3✉✬✐❧ ♥❡ #❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛# 3✉❛♥❞ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥ ❞/❝+♦M) ❡♥#✉✐)❡✳ ❉❡✉①✐1♠❡♠❡♥)✱ ❧❛ ♣❛+❛♠1)+❡

❞/❝+♦M) ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜+❡ ✐♥✐)✐❛❧ ❞✬❡①❝✐)♦♥# ❡) )❡♥❞ ✈❡+# ③/+♦ ❧♦+#3✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜+❡ ❞✬❡①❝✐)♦♥#

)❡♥❞ ✈❡+# ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉) ❧❡ ❝♦♥#)❛)❡+ #✉+ ❧❛ ✜❣✉+❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉) ❞✬❛✐❧❧❡✉+# #❡ ♠♦❞/❧✐#❡+ ♣❛+

✉♥❡ ❝♦✉+❜❡ ❞❡ #❛)✉+❛)✐♦♥ ❞✉ )②♣❡ ✿

A(nX) =
A0

1 + nX

ns

✭✸✳✷✸✮

♦Q A0 ❡#) ✉♥ ❝♦❡✣❝❡♥)✱ nX ❧❡ ♥♦♠❜+❡ ❞✬❡①❝✐)♦♥# ✐♥✐)✐❛❧ ❝+// ♣❛+ ❧❛ ♣♦♠♣❡ ❡) ns ❧❡ ♥♦♠❜+❡

❞✬❡①❝✐)♦♥# ♣♦✉+ ❧❡3✉❡❧ A ❛ ♣❡+❞✉ ❧❛ ♠♦✐)✐/ ❞❡ #❛ ✈❛❧❡✉+✳ ▲✬❛❥✉#)❡♠❡♥) ❞♦♥♥❡ ns = 3 µ♠−1
✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✵ ✕ ✭❛✮ ❘❡♣+/#❡♥)❛)✐♦♥ ❞✉ ♣❛+❛♠1)+❡ ❞✬❛❥✉#)❡♠❡♥) A ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥#✐)/ ✐♥✐)✐❛❧❡
❞✬❡①❝✐)♦♥# ❝+//#✳ ▲❛ ❝♦✉+❜❡ +♦✉❣❡ ❡#) ✉♥ ❛❥✉#)❡♠❡♥) ♦❜)❡♥✉ I ♣❛+)✐+ ❞❡ ❧✬/3✉❛)✐♦♥ ✭✸✳✷✸✮✳ ✭❜✮

➱❝❛+)# ❡♥ /♥❡+❣✐❡ I ♠✐✲❤❛✉)❡✉+ ❞❡ ❧❛ +❛✐❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐)♦♥ S11 ✭)+✐❛♥❣❧❡#✮ ❡) ♣❛+❛♠1)+❡# 1/A ❡♥

❢♦♥❝)✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜+❡ ✐♥✐)✐❛❧ ❞✬❡①❝✐)♦♥#✳

▲✬✐♥✈❡+#❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥) ❞✬❡✣❝❛❝✐)/ ❞❡ ❊❊❆✱ 1/A✱ ✈❛ ❛❞♦♣)❡+ ✉♥ ❝♦♠♣♦+)❡♠❡♥) ❧✐♥/❛✐+❡ ❧♦+#3✉❡

✾✷



 !❛❝$ ❡♥ ❢♦♥❝ ✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥,✐ $ ✐♥✐ ✐❛❧❡ ❞✬❡①❝✐ ♦♥, ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉ ❧❡ ❝♦♥, ❛ ❡! ,✉! ❧❛ ✜❣✉!❡ ✸✳✷✵ ✲

✭❜✮✳ ❊♥ ❡✛❡ ✱ ❧✬✐♥✈❡!,❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝ ✐♦♥ ✭✸✳✷✸✮ ❡, ✉♥❡ ❞!♦✐ ❡ ❞❡ ♣❡♥ ❡ 1/A0ns ❡ ❞✬♦!❞♦♥♥$❡ @

❧✬♦!✐❣✐♥❡ 1/A0✳ ■❧ ,❡!❛✐ ❛❧♦!,  ❡♥ ❛♥ ❞❡ !❡❧✐❡! ❧❡ ❝♦♠♣♦! ❡♠❡♥ ❞❡ 1/A @ ❧✬$❧❛!❣✐,,❡♠❡♥ ❤♦♠♦❣C♥❡

❞❡ ❧❛ !❛✐❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐ ♦♥ ❡ ❛✐♥,✐✱ ❛✉  ❡♠♣, ❞❡ ❞$♣❤❛,❛❣❡✱ ♥♦ $ T2 ❞❡ ❧✬❡①❝✐ ♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡ ✱ ✐❧ ❡①✐, ❡

✉♥❡ !❡❧❛ ✐♦♥ ,✐♠♣❧❡ ❧✐❛♥ ❝❡, ❞❡✉① ❣!❛♥❞❡✉!, ✿

Γh =
2h̄

T2
✭✸✳✷✹✮

❊♥ ♦✉ !❡✱ ❧❛ ❧❛!❣❡✉! ❤♦♠♦❣C♥❡ ❞✬✉♥❡ !❛✐❡ ♣❡✉ F !❡ !❡❧✐$❡ ❧✐♥$❛✐!❡♠❡♥ @ ❧❛ ❞❡♥,✐ $ ❞✬❡①❝✐ ♦♥

❝♦♥ !✐❜✉❛♥ @ ❧❛  !❛♥,✐ ✐♦♥ ❬✶✸✹❪❬✼✽❪ ✿

Γh(nX) = Γh(nX = 0) + γX−XnX ✭✸✳✷✺✮

A ,❡!❛✐ ❛✐♥,✐ ✉♥❡ ♠❡,✉!❡ ❞✉ !❡❝♦✉✈!❡♠❡♥ ❞❡, ❢♦♥❝ ✐♦♥, ❞✬♦♥❞❡ ❞❡, ❡①❝✐ ♦♥, ❡♥ !❛♥ ❡♥ ❝♦❧❧✐,✐♦♥✱

❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❡✉! ❧♦♥❣✉❡✉! ❞❡ ❝♦❤$!❡♥❝❡ ❧✐$❡ @ ❧❡✉!  ❡♠♣, ❞❡ ❝♦❤$!❡♥❝❡✳ ■❧ !❡, ❡ M✉❡ ❧✬$✈♦❧✉ ✐♦♥

❞❡ ❧✬$❧❛!❣✐,,❡♠❡♥ ❞❡ ❧❛ !❛✐❡ ❞❡ ❚■ @ ❧✬$♥❡!❣✐❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐ ♦♥ S11 ❡♥ ❢♦♥❝ ✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜!❡ ❞✬❡①❝✐ ♦♥,

✐♥✐ ✐❛❧ ❝!♦O ❧✐♥$❛✐!❡♠❡♥ ❞❡ ✷✵ ♠❡❱ @ ✸✵ ♠❡❱ ❡♥✈✐!♦♥ ✭✜❣✉!❡ ✸✳✷✵ ✲ ✭❜✮✮ ❛❧♦!, M✉❡ 1/A ❝!♦O ❞❡

✷ @ ✷✵ ✉♥✐ $, ❛!❜✐ !❛✐!❡,✱ ,♦✐ ✉♥ ♦!❞!❡ ❞❡ ❣!❛♥❞❡✉!✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉ ❞♦♥❝ ♣❛, ❝♦♥❝❧✉!❡ ✐❝✐ M✉❛♥ @

❧❛ ♣!♦♣♦! ✐♦♥♥❛❧✐ $ ❞❡ A ❛✈❡❝ ❧❡  ❡♠♣, ❞❡ ❞$♣❤❛,❛❣❡ T2 ❞❡ ❧✬❡①❝✐ ♦♥✳ ❇✐❡♥ ,S!✱ ❧✬$❧❛!❣✐,,❡♠❡♥ 

♦❜,❡!✈$ ,✉! ❧❛ !❛✐❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐ ♦♥ ❡, ♣!♦❜❛❜❧❡♠❡♥ ❞✬♦!✐❣✐♥❡ ✐♥❤♦♠♦❣C♥❡ $ ❛♥ ❞♦♥♥$ M✉❡ ❧✬❡①✲

♣$!✐❡♥❝❡ ❡, ❡✛❡❝ ✉$❡ @  ❡♠♣$!❛ ✉!❡ ❛♠❜✐❛♥ ❡ ❡ M✉❡ ❧❛ ❞❡♥,✐ $ ❞✬❡①❝✐ ❛ ✐♦♥ ❡, ✉♥ ♦!❞!❡ ❞❡

❣!❛♥❞❡✉! ,✉♣$!✐❡✉! @ ❧✬❡①♣$!✐❡♥❝❡ ❡✛❡❝ ✉$❡ ❞❛♥, ❧❛ !$❢$!❡♥❝❡ ❬✼✶❪✳ ❉❛♥, ❝❡ ❛! ✐❝❧❡✱ ❧❡, ❛✉ ❡✉!,

♦❜,❡!✈❡♥ ✉♥ $❧❛!❣✐,,❡♠❡♥ ❞❡ ❧❛ !❛✐❡ ❡①❝✐ ♦♥✐M✉❡ ❛❧❧❛♥ ❞❡ ✷ ♠❡❱ @ ✹ ♠❡❱ ❡♥ ❢♦♥❝ ✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❞❡♥,✐ $ ❞✬❡①❝✐ ♦♥, ❝!$$, @ ✸✵ ❑✳ ■❧, ❛  !✐❜✉❡♥ ❝❡  ❡ $❧❛!❣✐,,❡♠❡♥ ❤♦♠♦❣C♥❡ @ ❧✬❛✉❣♠❡♥ ❛ ✐♦♥

❞❡, ❝♦❧❧✐,✐♦♥, ❡♥ !❡ ❡①❝✐ ♦♥, ❡ ❞♦♥❝ @ ❊❊❆✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉,✐♦♥✱ ❛✜♥ ❞✬❛♣♣!♦❢♦♥❞✐! ❧❛ M✉❡, ✐♦♥ ❞❡

❧❛ !❡❧❛ ✐♦♥ ❡♥ !❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝❡♥ A ❡ ❧❡  ❡♠♣, ❞❡ ❞$♣❤❛,❛❣❡✱ T2✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥❞!❛✐ ❞❡ ♣!❛ ✐M✉❡! ✉♥❡

$ ✉❞❡ ♣❛! ,♣❡❝ !♦,❝♦♣✐❡ ♣♦♠♣❡✲,♦♥❞❡ ,✉! ♥❛♥♦ ✉❜❡ ✉♥✐M✉❡ ♣♦✉! ,✬❛✛!❛♥❝❤✐! ❞❡ ❧✬$❧❛!❣✐,,❡♠❡♥ 

✐♥❤♦♠♦❣C♥❡ ❞❡ ❧❛ !❛✐❡ ❡①❝✐ ♦♥✐M✉❡✳

✸✳✷✳✸ ❚$❛♥'✐)✐♦♥ ✈❡$' ❧✬/)❛) )$✐♦♥✐0✉❡✱ ❝$/❛)✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛$❣❡ ❧✐❜$❡ ❞❛♥' ❧❡

♥❛♥♦)✉❜❡

◆♦✉, ❛❧❧♦♥,✱ ❞❛♥, ❧❛ ,✉✐ ❡✱ ♥♦✉, ✐♥ $!❡,,❡! ♣❧✉, ♣!$❝✐,$♠❡♥ @ ❧✬❛❜,♦!♣ ✐♦♥ ✐♥❞✉✐ ❡ ✈✐,✐❜❧❡

@ ✶✳✵✽ ❡❱✳ ❈♦♠♠❡ ❞✐,❝✉ $ ❞❛♥, ❧❛ ♣❛! ✐❡ ✸✳✶✳✶✳❜✱ ❝❡ ,✐❣♥❛❧ ❞$❝!✐ ❧❛  !❛♥,✐ ✐♦♥ ❞✬✉♥ $ ❛ @

❝❤❛!❣❡, ❧✐❜!❡, ❞❛♥, ❧❡ ♥❛♥♦ ✉❜❡ ✈❡!, ✉♥ $ ❛  !✐♦♥✐M✉❡✱ ,♦✐ ✉♥ $ ❛ ❧✐$ ❢♦!♠$ ❞❡ ❞❡✉① ❝❤❛!❣❡, ❞❡
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♠!♠❡ #✐❣♥❡ ❡' ❞✬✉♥❡ ❝❤❛.❣❡ ❞❡ #✐❣♥❡ ♦♣♣♦#1✳ ❖♥ ✈❛ '❡♥'❡. ❞❡ ❝♦♠♣.❡♥❞.❡ ✐❝✐ ❧❡# ♠1❝❛♥✐#♠❡# ❞❡

❢♦.♠❛'✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛.❣❡# ❞❛♥# ❧❡ ♥❛♥♦'✉❜❡ ❡' ❞✬❛♥❛❧②#❡. ❞❛♥# 9✉❡❧❧❡ ♠❡#✉.❡ ❝❡# ❞❡.♥✐❡.# #♦♥' .❡❧✐1#

: ❧❛ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ❞✬❡①❝✐'♦♥# ❝.11❡✳

✸✳✷✳✸✳❛ ❈♦♠♣❛(❛✐*♦♥ ❡♥-(❡ ♣♦♠♣❛❣❡ *✉( ❧❡* -(❛♥*✐-✐♦♥* S11 ❡- S22
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✶ ✕ ❈♦♠♣❛.❛✐#♦♥ ❡♥'.❡ ❧❡ #✐❣♥❛❧ ❞❡ ♠♦♥'1❡ ❞✉ '.✐♦♥ ❛♣.A# ♣♦♠♣❛❣❡ ♦♣'✐9✉❡ #✉. S11
♣♦✉. ❧❛ ❝♦✉.❜❡ ✈❡.'❡ ❡' ♣♦♠♣❛❣❡ ♦♣'✐9✉❡ #✉. S22 ♣♦✉. ❧❛ ❝♦✉.❜❡ ❜❧❡✉❡✳ ▲❡# ❞❡✉① ❝♦✉.❜❡# #♦♥'
♥♦.♠❛❧✐#1❡# : ❧❛ ✈❛❧❡✉. ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛''❡✐♥'❡✳

▲❛ ✜❣✉.❡ ✸✳✷✶ ♣.1#❡♥'❡ ❧❛ ♠♦♥'1❡ ❞✉ #✐❣♥❛❧ ❞✬❆■ : ✶✳✵✽ ❡❱ ♣♦✉. ✉♥❡ ❡①❝✐'❛'✐♦♥ ♦♣'✐9✉❡ #✉.

S11 ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞❡ ❧❛ ❝♦✉.❜❡ ✈❡.'❡ ❡' ✉♥❡ ❡①❝✐'❛'✐♦♥ ♦♣'✐9✉❡ #✉. S22 ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞❡ ❧❛ ❝♦✉.❜❡

❜❧❡✉❡✳ ▲❡# ❞❡✉① #✐❣♥❛✉①✱ 9✉✐ #♦♥' ❞❡# ❛❜#♦.♣'✐♦♥# ✐♥❞✉✐'❡#✱ ♦♥' 1'1 .❡♣.1#❡♥'1# ♣♦#✐'✐✈❡♠❡♥'✳

❊♥ ❡✛❡'✱ ♣❧✉# '❛.❞ ❞❛♥# ❧❡ '❡①'❡✱ ❧❛ ❞✐#❝✉##✐♦♥ ♣♦.'❡.❛ #✉. ❧❛ ❝♦♠♣❛.❛✐#♦♥ ❡♥'.❡ ❞❡# ❝✐♥1'✐9✉❡#

❞❡ #✐❣♥❡# ❞✐✛1.❡♥'#✳ ❖♥ ❢❛✐' ❞♦♥❝ ✐❝✐ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ .❡♣.1#❡♥'❡. '♦✉'❡# ❧❡# ❝✐♥1'✐9✉❡# ❛✈❡❝ ✉♥ #✐❣♥❡

♣♦#✐'✐❢ ♣♦✉. #✐♠♣❧✐✜❡. ❧❡# ✜❣✉.❡# #✉✐✈❛♥'❡#✳ ❈❡''❡ ❝♦♥✈❡♥'✐♦♥ #❡.❛ ♣.1❝✐#1❡ : ❝❤❛9✉❡ ❢♦✐#✳

▲❡# ❞❡✉① ❝♦✉.❜❡# #♦♥' ♥♦.♠❛❧✐#1❡# : ❧❡✉.# ✈❛❧❡✉.# ♠❛①✐♠❛❧❡# .❡#♣❡❝'✐✈❡#✳ ▲❛ ✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❧❛#❡.

❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞❡ ❧✬❡①❝✐'❛'✐♦♥ #✉. S11 ❡#' 1.2× 1013 ♣❤♦'♦♥#/✐♠♣✉❧#✐♦♥/❝♠2
✳ ❉❛♥# ❧❡ #❡❝♦♥❞ ❝❛#✱ ❧❛

✢✉❡♥❝❡ ❡#' ❞❡ 1.3× 1013 ♣❤♦'♦♥#/✐♠♣✉❧#✐♦♥/❝♠2
✳

▲❛ ❞②♥❛♠✐9✉❡ ❞❡ ♠♦♥'1❡ ♥❡ ❞1♣❡♥❞ ♣❛# ❞❡ ❧✬1♥❡.❣✐❡ ❞✬❡①❝✐'❛'✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♣❡.♠❡' ❞✬1'✉❞✐❡. ❧❡

#✐❣♥❛❧ ❞✉ '.✐♦♥ ❡♥ ❡①❝✐'❛♥' #✉. S22 ❡♥ ♣.❡♥❛♥' ❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❧❡ ❢❛✐' 9✉✬✉♥❡ ❡①❝✐'❛'✐♦♥ #✉. S11 ❞♦♥♥❡
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✉♥ "#$✉❧&❛& $✐♠✐❧❛✐"❡✳ ❉❛♥$ ❧❛ $✉✐&❡✱ $❡✉❧❡$ ❞❡$ ❞♦♥♥#❡$ ♦❜&❡♥✉❡$ ❛♣"2$ ❡①❝✐&❛&✐♦♥ $✉" S22 $❡"♦♥&

♣"#$❡♥&#❡$✳

✸✳✷✳✸✳❜ ❘❡❧❛①❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥ ❞✬❡①❝✐)♦♥2 ✿ ❣5♥56❛)✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛6❣❡2 ❧✐❜6❡2 ❞❛♥2

❧❡ ♥❛♥♦)✉❜❡
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✷ ✕ ❈✐♥#&✐9✉❡$ ♠♦♥&"❛♥& ❧❛ ♠♦♥&#❡ ❞✉ $✐❣♥❛❧ &"✐♦♥✐9✉❡ ✭❝♦✉"❜❡ ❜❧❡✉❡✮ ❡& ❧❛ "❡❧❛①❛&✐♦♥

❞✉ $✐❣♥❛❧ ❡①❝✐&♦♥✐9✉❡ ✭❝♦✉"❜❡ ✈❡"&❡✮✳

▲❛ ✜❣✉"❡ ✸✳✷✷ ♠♦♥&"❡ ❧❛ ♠♦♥&#❡ ❞✉ $✐❣♥❛❧ ❞✉ &"✐♦♥ ✭❝♦✉"❜❡ ❜❧❡✉❡✮ ❡& ❧❛ "❡❧❛①❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ❞✬❡①❝✐&♦♥ ✭❝♦✉"❜❡ ✈❡"&❡✮✳ ❖♥ "❛♣♣❡❧❧❡ ✐❝✐ 9✉❡ ❧❡ $✐❣♥❛❧ ❞✬❛❜$♦"♣&✐♦♥ ✐♥❞✉✐&❡ $✉✐✈✐ B

✶✳✵✽ ❡❱ $❡ "❛♣♣♦"&❡ B ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ #&❛& ✐♥✐&✐❛❧ ♣♦✉" ❧❛ &"❛♥$✐&✐♦♥ ❝♦♥$&✐&✉# ❞✬✉♥❡ ❝❤❛"❣❡ ❧✐❜"❡✳ ❈❡&&❡

✐❞#❡ ❡$& $❝❤#♠❛&✐$#❡ $✉" ❧❛ ✜❣✉"❡ ✸✳✼✳

▲❛ ❞②♥❛♠✐9✉❡ ❞❡ ♠♦♥&#❡ ❞✉ $✐❣♥❛❧ $✉" ❧✬❆■ ❞✉ &"✐♦♥ $❡ "#✈2❧❡ L&"❡ "❡❧❛&✐✈❡♠❡♥& ❧❡♥&❡ ♣❛"

"❛♣♣♦"& B ❝❡❧❧❡ ✈✐$✐❜❧❡ ♣♦✉" ❧✬❡①❝✐&♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✉ $✐❣♥❛❧ ❞❡ ❧✬❆■ ❡$& ❛&&❡✐♥& ❡♥

✼ ♣$ ❛❧♦"$ 9✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❚■ "❡❧❛&✐✈❡ B ❧✬❡①❝✐&♦♥ ❡$& ❛&&❡✐♥& ❞❡ ♠❛♥✐2"❡ ✐♥$&❛♥&❛♥#❡ ✭❞❛♥$ ❧❛

"#$♦❧✉&✐♦♥ &❡♠♣♦"❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡①♣#"✐❡♥❝❡✮✳ ❊♥ ♦✉&"❡✱ ❧❡ &❡♠♣$ ❞❡ ♠♦♥&#❡ ❞❡ ❧❛ &"❛♥$✐&✐♦♥ ✈❡"$ ❧❡

&"✐♦♥ ❝♦""❡$♣♦♥❞ ❣!♦##♦ ♠♦❞♦ ❛✉ &❡♠♣$ ❞❡ ❞#❝"♦✐$$❛♥❝❡ ❡①❝✐&♦♥✐9✉❡✳ ❊♥ "❛✐$♦♥ ❞✉ ♠♦❞2❧❡ ❝❤♦✐$✐

♣♦✉" ❞#❝"✐"❡ ❧❛ "❡❧❛①❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ❞✬❡①❝✐&♦♥✱ ❡9✳ ✭✸✳✶✼✮✱ ✐❧ ♥✬❡$& ♣❛$ ♣♦$$✐❜❧❡ ❞❡ ❞#✜♥✐" ✉♥

&❡♠♣$ ❝❛"❛❝&#"✐$&✐9✉❡ ❞❡ "❡❧❛①❛&✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉& 9✉❛♥❞ ♠L♠❡ ❞✐"❡ 9✉❡ ❧❡ $✐❣♥❛❧ ❞✬❆■ ♣♦✉" ❧❡ &"✐♦♥

❛&&❡✐♥& $♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦"$9✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❚■ ❞❡ ❧✬❡①❝✐&♦♥ ❛ "❡❧❛①# ❞❡ ✻✵✪ ❞❡ $❛ ✈❛❧❡✉" ✐♥✐&✐❛❧❡✳ ❈❡❝✐

✾✺



 ✉❣❣#$❡ &✉❡ ❧✬)*❛❜❧✐  ❡♠❡♥* ❞✉ ♥♦✉✈❡❧ )*❛* ❢♦♥❞❛♠❡♥*❛❧ ❝♦♥ *✐*✉) ❞✬✉♥❡ ❝❤❛$❣❡ ❧✐❜$❡  ❡ $❛**❛❝❤❡

❛✉ ♠)❝❛♥✐ ♠❡ $❡ ♣♦♥ ❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ $❡❧❛①❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥ ❞✬❡①❝✐*♦♥✳

❉❛♥ ❧❛ ♣❛$*✐❡ ✸✳✷✳✷✱ ✐❧ ❛ )*) ♠✐ ❡♥ )✈✐❞❡♥❝❡ &✉❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥ ❞✬❡①❝✐*♦♥  ✉❜✐* ✉♥❡ $❡❧❛①✲

❛*✐♦♥ ♠❛❥♦$✐*❛✐$❡♠❡♥* ❣♦✉✈❡$♥)❡ ♣❛$ ❧✬❛♥♥✐❤✐❧❛*✐♦♥ ❡①❝✐*♦♥✲❡①❝✐*♦♥ ✭❊❊❆✮✳ ❆✐♥ ✐✱ ❧❡  ❝)♥❛$✐♦ ❬✾✺❪

 ✉✐✈❛♥* ❡ * ❡♥✈✐ ❛❣) ♣♦✉$ ❡①♣❧✐&✉❡$ ❧❛ ❣)♥)$❛*✐♦♥ ❞❡ ♣♦$*❡✉$ ❧✐❜$❡ ❞❛♥ ❧❡ ♥❛♥♦*✉❜❡ ✿

➚ ❢♦$*❡ ❡①❝✐*❛*✐♦♥ ❧❛ ❡$✱ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞✬❡①❝✐*♦♥ ❝$)) ❡ * ✐♠♣♦$*❛♥* ✭60 ❡①❝✐*♦♥/µ♠✮✳ ▲❡ ❡①✲

❝✐*♦♥ ♣$) ❡♥*  ✬❛♥♥✐❤✐❧❡♥* ♣❛$ ❊❊❆ ❝❡ &✉✐ ❝♦♥❞✉✐* J ❧❛ ❧✐❜)$❛*✐♦♥ ❞❡ ♣♦$*❡✉$ ❧✐❜$❡ ❞❛♥ ❧❡

♥❛♥♦*✉❜❡✳ ❯♥ *$✐♦♥ ❡ * ❢♦$♠) J ♣❛$*✐$ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛$❣❡ ✳ ❈❡  ❝)♥❛$✐♦ ❝♦$$♦❜♦$❡ ❜✐❡♥ ❧✬♦❜ ❡$✈❛*✐♦♥

❞❡ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✸✳✷✷✳ ■❧ ❢❛✉* ❡♥ ❡✛❡* &✉❡ ❧❛ ♠❛❥❡✉$❡ ♣❛$*✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥ ❞✬❡①❝✐*♦♥ ❛✐* $❡❧❛①) ♣♦✉$

&✉❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✉  ✐❣♥❛❧  ✉$ ❧❡ *$✐♦♥  ♦✐* ❛**❡✐♥*✳

❊♥✜♥✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥* ❞❡ $❡✈❡♥✐$  ✉$ ❧✬♦$✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ *$❛♥ ♠✐  ✐♦♥ ✐♥❞✉✐*❡ ✈✐ ✐❜❧❡ J ❧✬)♥❡$❣✐❡ ❞❡

❧✬❡①❝✐*♦♥ &✉❡ ♥♦✉ ❛✈✐♦♥ ❡♥*❛♠)❡ ❞❛♥ ❧❛ ♣❛$*✐❡ ✸✳✶✳✶✳❛✳ ❈❡**❡ ❚■ ❛✈❛✐* )*) ✐♥*❡$♣$)*)❡ ❡♥ *❡$♠❡

❞❡ $❡♠♣❧✐  ❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡ ♣❛❝❡ ❞❡ ♣❤❛ ❡ ❞R ❛✉ ♣$✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①❝❧✉ ✐♦♥ ❞❡ S❛✉❧✐✳

▼❛✐ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛❜ ♦$♣*✐♦♥ &✉✐  ❡ ♠❡* ❡♥ ♣❧❛❝❡ J ❧✬)♥❡$❣✐❡ ❞❡ *$❛♥ ✐*✐♦♥ ✈❡$ ❧❡ *$✐♦♥ ♣❡✉*

 ❡ ❢❛✐$❡ ♣❛$ *$❛♥ ❢❡$* ❞✬✉♥❡ ♣❛$*✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦$❝❡ ♦ ❝✐❧❧❛*❡✉$ ❞❡ ❧❛ $) ♦♥♥❛♥❝❡ ❡①❝✐*♦♥✐&✉❡ ✈❡$ ❧❛

*$❛♥ ✐*✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ❡①♣❧✐&✉❡ ❧❡  ✐❣♥❛✉① ♥♦♥✲❧✐♥)❛✐$❡ &✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜ ❡$✈❡ J ❧✬)♥❡$❣✐❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐*♦♥ ✭❚■✮

❡* J ❧✬)♥❡$❣✐❡ ❞✉ *$✐♦♥ ✭❆■✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥*✱ ❞❡ ♠❛♥✐#$❡ )&✉✐✈❛❧❡♥*❡ J ❧✬❡①❝✐*♦♥✱ ❧❡ *$✐♦♥ ❞♦✐* ❛✉  ✐

 ✉❜✐$ ❧❡ ♣❤)♥♦♠#♥❡ ❞❡  ❛*✉$❛*✐♦♥ ❞✬❛❜ ♦$♣*✐♦♥ ❞R ❛✉ $❡♠♣❧✐  ❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡ ♣❛❝❡ ❞❡ ♣❤❛ ❡✳ S❛$

❝♦♥ )&✉❡♥*✱ ✉♥❡ ♣❛$*✐❡ ❞❡  ❛ ❢♦$❝❡ ♦ ❝✐❧❧❛*❡✉$ ❡ *  ❛*✉$)❡ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡ * ❧❡ ❝❛  ✉$ ❧❛ $) ♦♥♥❛♥❝❡

❡①❝✐*♦♥✐&✉❡✳ ❈❡❝✐ $) ✉❧*❡ ❡♥ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉*✐♦♥ ❞✉  ✐❣♥❛❧ ❞✬❆■ ✈✐ ✐❜❧❡ J ❧✬)♥❡$❣✐❡ ❞✉ *$✐♦♥ ❡* J ✉♥❡

❛✉❣♠❡♥*❛*✐♦♥ ❞✉  ✐❣♥❛❧ ❞❡ ❚■ J ❧✬)♥❡$❣✐❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐*♦♥✳ S♦✉$ )✈❛❧✉❡$ ❧❛ ♣♦$*)❡ ❞❡ ❝❡ ❡✛❡* ❞❛♥ 

❧❡ ❝❛ ❝♦♥❝$❡* ❞❡ ❧✬❡①♣)$✐❡♥❝❡ ♣♦♠♣❡✲ ♦♥❞❡✱ ✐❧  ✉✣* ❞❡ ❝♦♥ ✐❞)$❡$ ❧❡ ♠❛①✐♠❛ ❞❡  ✐❣♥❛✉①  ✉$

❧❡ *$❛♥ ✐*✐♦♥ ❝♦♥ ✐❞)$)❡ ✳ S♦✉$ ❧✬❡①❝✐*♦♥✱ ❧❡  ✐❣♥❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❛**❡✐♥* ♥❡ ❞)♣❛  ❡ ♣❛ 5% ❝❡ &✉✐
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❧❡  ✐❣♥❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬❆■ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ *$✐♦♥ ❡ * $❡❧❛*✐✈❡♠❡♥* ❢❛✐❜❧❡ ♣❛$ $❛♣♣♦$* J  ♦♥ ♣❡♥❞❛♥*
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❖♥ ♣❡✉* ❡♥ ❝♦♥❝❧✉$❡ &✉❡ ❧❡  ✐❣♥❛❧ ❞❡ ❚■ J ❧✬)♥❡$❣✐❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐*♦♥ ❡ * ❞♦♥❝ ❞R ❛✉①  ❡✉❧ ❡✛❡* 

❞❡ ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥ ❬✶✸✺❪✳ ❈❡❧❛ ♣❡$♠❡* ❡♥ ♦✉*$❡ ❞❡ ❝♦♥✜$♠❡$ ❧✬❛♥❛❧② ❡ &✉✐ ❛✈❛✐* )*) ❢❛✐*❡ ❞❛♥ ❧❛ ♣❛$*✐❡

♣$)❝)❞❡♥*❡ &✉❛♥* J ❧✬)✈❛❧✉❛*✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜$❡ ❞✬❡①❝✐*♦♥ ❝$)) ❞❛♥ ❧❡ ♥❛♥♦*✉❜❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉$ ❞❡ *$❛♥ ✲

♠✐  ✐♦♥ ❞✐✛)$❡♥*✐❡❧❧❡  ✉$ ❧✬❡①❝✐*♦♥ ❡*  ✉$ ❧❛ *$❛♥ ✐*✐♦♥ ✈❡$ ❧❡ *$✐♦♥ ♠❡ ✉$❡ ❞♦♥❝ $❡ ♣❡❝*✐✈❡♠❡♥*

❧❛ ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥ ❞✬❡①❝✐*♦♥ ❡* ❧❛ ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛$❣❡ ❧✐❜$❡ ✳
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❚♦✉4❡❢♦✐)✱ ✐❧ ❢❛✉4 2❛♣♣❡❧❡2 /✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜2❡ ❞✬❡①❝✐4♦♥ ♣❛2 ✉♥✐4- ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉2 ♣♦✉2 ❧❡/✉❡❧ ❧❛ 42❛♥)✐4✐♦♥

✈❡2) ❧❡ 42✐♦♥ ♥✬❡)4 ♣❛) ♦❜)❡2✈-✱ ✽ µ♠−1
✱ ❛❞♠❡4 ✉♥❡ ❡22❡✉2 ❞❡ ♣❧✉) ♦✉ ♠♦✐♥) ✶✵ ❡①❝✐4♦♥) ♣❛2 ✉♥✐4-

❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉2✳ S❛2 ❝♦♠♣❛2❛✐)♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉4 ✈♦✐2 /✉❡ ❧❡ )✐❣♥❛❧ )✉2 ❧✬❡①❝✐4♦♥ 2❡♣2-)❡♥4- ❞❛♥) ❧✬✐♥)❡24 ❞❡
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◆♦✉) ❛✈♦♥) ❞-♠♦♥42- /✉❡ 4♦✉4❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐/✉❡ ❞❡ 2❡❧❛①❛4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛4✐♦♥ ❞✬❡①❝✐4♦♥ -4❛✐4

2-❣✐❡ ♣❛2 ❧❡ ♥♦♠❜2❡ ❞✬❡①❝✐4♦♥) ✐♥✐4✐❛❧ nmX ✳ ❉❡ ♠❛♥✐T2❡ -/✉✐✈❛❧❡♥4❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜2❡ ❞❡ ❝❤❛2❣❡) ❧✐❜2❡)

❝2--❡) nmc ♠❛①✐♠❛❧❡)

✼

✈❛ )❡2✈✐2 ❞❡ ♣♦✐♥4 ❞❡ ❝♦♠♣❛2❛✐)♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜2❡ ❞✬❡①❝✐4♦♥) ✐♥✐4✐❛❧ nmX ✳

▲❛ ✜❣✉2❡ ✸✳✷✸ ✲ ✭❜✮ ♣2-)❡♥4❡ ❧❡) 42❛❝❡) ❝✐♥-4✐/✉❡) ♦❜4❡♥✉❡) 1 ❧✬-♥❡2❣✐❡ ❞❡ ❧❛ 42❛♥)✐4✐♦♥ ✈❡2)

❧❡ 42✐♦♥ 1 ❞✐✛-2❡♥4❡) ✐♥4❡♥)✐4-) ❞✬❡①❝✐4❛4✐♦♥ ❞❡ ♣♦♠♣❡✳ ▲✬✉♥✐4- ❝❤♦✐)✐❡ ♣♦✉2 /✉❛♥4✐✜❡2 ❧✬✐♥4❡♥)✐4-

✼✳ ▲✬❡①♣♦(❛♥+ m (✐❣♥✐✜❡ ♠❛①✳

✾✼
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✸ ✕ ✭❛✮ ❙♣❡❝+,❡- ❞✬❛❜-♦,♣+✐♦♥ ✐♥❞✉✐+❡ 5 ❧✬7♥❡,❣✐❡ ❞✉ +,✐♦♥✳ ▲❡ ,❡+❛,❞ ♣♦♠♣❡✲-♦♥❞❡

,❡-+❡ ✜①❡ ♣♦✉, +♦✉- ❧❡- -♣❡❝+,❡- 5 ✶✷ ♣-✳ ▲✬✐♥+❡♥-✐+7 ❧❛-❡, ✈❛,✐❡ ♣♦✉, ❝❤❛A✉❡ -♣❡❝+,❡ ❞❡ -♦,+❡

A✉❡ ❧✬♦♥ ♣❛--❡ ❞✬✉♥ ,7❣✐♠❡ 5 ✾ ❡①❝✐+♦♥- ♣❛, µ♠ ♣,7♣❛,7- 5 ✉♥ ,7❣✐♠❡ 5 ❣,❛♥❞ ♥♦♠❜,❡ ❞✬❡①❝✐+♦♥

♣,7♣❛,7 ✭♣,C- ❞❡ ✻✵ ❡①❝✐+♦♥- ♣❛, µ♠✮✳ ▲✬✐♥-❡,+ ♣,7-❡♥+❡ ❧❡- ♠F♠❡- ❞♦♥♥7❡- ♠❛✐- ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

❧✬7♥❡,❣✐❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐+♦♥✳ ✭❜✮ ❈✐♥7+✐A✉❡- ❞❡ ❧✬❆■ 5 ❧✬7♥❡,❣✐❡ ❞❡ ❧❛ +,❛♥-✐+✐♦♥ ✈❡,- ❧❡ +,✐♦♥ ,❡♣,7-❡♥+7❡

♣♦-✐+✐✈❡♠❡♥+✳ ▲✬✐♥+❡♥-✐+7 ❞✉ ❧❛-❡, ❞❡ ♣♦♠♣❡ ✈❛,✐❡ ♣♦✉, ❝❤❛A✉❡ +,❛❝❡ -✉, ✉♥ ♦,❞,❡ ❞❡ ❣,❛♥❞❡✉,

♣❛,+❛♥+ ❞❡ ❧✬✐♥+❡♥-✐+7 ❧❛ ♣❧✉- ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉, ❧❛ ❝♦✉,❜❡ ♠❛✉✈❡ 5 ❧✬✐♥+❡♥-✐+7 ❧❛ ♣❧✉- ❢♦,+❡ ♣♦✉, ❧❛ ❝♦✉,❜❡

♥♦✐,❡✳

✾✽
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✹ ✕ ❈♦♠♣❛$❛✐"♦♥ ❡♥%$❡ nmX ✭❝❡$❝❧❡ ❜❧❡✉✮ ❡% nmc ✭%$✐❛♥❣❧❡ ✈❡$%✮ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥%❡♥"✐%0

❞✉ ❧❛"❡$ ❞❡ ♣♦♠♣❡✳

▲❛ ✜❣✉$❡ ✸✳✷✹ $❡❣$♦✉♣❡ ❧❡" ✈❛❧❡✉$" ❞❡ nmX ❞❡ ❧✬❡①❝✐%♦♥ ❡% ❞❡ nmc ❞❡" ❝❤❛$❣❡" ❧✐❜$❡" ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥

❞❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❧❛"❡$ ❞❡ ♣♦♠♣❡✳ ❖♥ ❝♦♥"%❛%❡ ✉♥❡ ♣$♦♣♦$%✐♦♥♥❛❧✐%0 K✉❛"✐✲♣❛$❢❛✐%❡ ❡♥%$❡ ❧❡ ♥♦♠❜$❡

❞✬❡①❝✐%♦♥ ✐♥✐%✐❛❧ ❡% ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❝❤❛$❣❡" ❝$00❡"✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉% ♣❛$❛M%$❡ "✉$♣$❡♥❛♥% 0%❛♥% ❞♦♥♥0 K✉❡

❧✬❊❊❆ ❡"% ✉♥ ❡✛❡% K✉❛❞$❛%✐K✉❡ ❝❛$ ❜✐♠♦❧0❝✉❧❛✐$❡✳ ❆✐♥"✐ ♦♥ "✬❛%%❡♥❞$❛✐% ♣❧✉%P% 7 ✉♥❡ ❞0♣❡♥❞❛♥❝❡

K✉❛❞$❛%✐K✉❡ ❞✉ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❝❤❛$❣❡" ❝$00❡" ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ nmX ✳ ;♦✉$ ❝♦♠♣$❡♥❞$❡ ❝❡ $0"✉❧%❛%✱ ✐❧

❝♦♥✈✐❡♥% ❞❡ $❡❝♦♥"✐❞0$❡$ ❧✬0K✉❛%✐♦♥ ❞✐✛0$❡♥%✐❡❧❧❡ K✉✐ $0❣✐% ❧❛ $❡❧❛①❛%✐♦♥ ❡①❝✐%♦♥✐K✉❡ ✿

dnX
dt

= −g(nX , t) ✭✸✳✷✼✮

♦R g(nX , t) ❡"% ✉♥❡ ❡①♣$❡""✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥0❛✐$❡ ❞0❝$✐✈❛♥% ❧❛ ❞0❝$♦✐""❛♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜$❡ ❞✬❡①❝✐%♦♥"

♣❛$ ❝♦❧❧✐"✐♦♥" ❡①❝✐%♦♥"✲❡①❝✐%♦♥"✳ ❉❡ ♣❛$ ♥♦%$❡ ❤②♣♦%❤T"❡ ❞❡ ❞0♣❛$% "❡❧♦♥ ❧❛K✉❡❧❧❡ ❝❡ ❞❡$♥✐❡$ ❡✛❡%

❡"% $❡"♣♦♥"❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝$0❛%✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛$❣❡" ❞❛♥" ❧❡ ♥❛♥♦%✉❜❡✱ ♦♥ ♣❡✉% 0❝$✐$❡ ✿
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dnc
dt

∝ g(nX , t) ✭✸✳✷✽✮

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥. ❧❡1 23✉❛.✐♦♥1 ✭✸✳✷✼✮ ❡. ✭✸✳✷✽✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥. ✿

dnX
dt

∝ dnc
dt

✭✸✳✷✾✮

❈❡..❡ ❞❡<♥✐=<❡ 23✉❛.✐♦♥ ✐♠♣❧✐3✉❡ 3✉❡ 3✉❡❧❧❡ 3✉❡ 1♦✐. ❧❛ ✈❛❧❡✉< ❞✉ ♥♦♠❜<❡ ❞✬❡①❝✐.♦♥ ✐♥✐.✐❛❧✱

nmX ✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉< ❞✉ ♥♦♠❜<❡ ❞❡ ❝❤❛<❣❡1 ❧✐❜<❡1 ❢♦<♠2❡1 ✈❛ D.<❡ ♣<♦♣♦<.✐♦♥♥❡❧❧❡ E ❝❡ nmX ✳ ❈❡..❡ ♣<♦✲

♣♦<.✐♦♥♥❛❧✐.2 ❡1. ❜✐❡♥ ♦❜.❡♥✉❡ ❡①♣2<✐♠❡♥.❛❧❡♠❡♥. ❡. ❛♣♣♦<.❡ ❧❛ ♣<❡✉✈❡ 3✉❡ ❧✬❊❊❆✱ ❡♥ ♣❧✉1 ❞✬D.<❡

<❡1♣♦♥1❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ <❡❧❛①❛.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥ ❞✬❡①❝✐.♦♥1✱ ❡1. ❛✉11✐ ❣2♥2<❛.<✐❝❡ ❞❡ ❝❤❛<❣❡1 ❧✐❜<❡1

❞❛♥1 ❧❡ ♥❛♥♦.✉❜❡✳

✸✳✷✳✸✳❞ ➱%✉❞❡ ❞✉ ❣❛③ ❞❡ ♣♦-%❡✉-

■❧ <❡1.❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥. E <2❣❧❡< ❧❡ ♣<♦❜❧=♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝<2❛.✐♦♥ ❞✉ ❣❛③ ❞❡ ♣♦<.❡✉<1 3✉✐ ♣❡<♠❡. ❧❛ ❢♦<♠❛✲

.✐♦♥ ❞✬✉♥ .<✐♦♥✳ J♦✉< ❝❡ ❢❛✐<❡✱ ✐❧ ❡1. ♥2❝❡11❛✐<❡ ❞✬✐♦♥✐1❡< ✉♥ ❡①❝✐.♦♥ ❡. ❞❡ 12♣❛<❡< 1♣❛.✐❛❧❡♠❡♥. ❧❡1

❝❤❛<❣❡1 ♣♦✉< ❡♠♣D❝❤❡< ✉♥❡ <❡❝♦♠❜✐♥❛✐1♦♥ ✐♠♠2❞✐❛.❡✳ ❉❛♥1 ❧❛ ♣❛<.✐❡ ❝♦♥1❛❝<2❡ E ❧❛ ❞②♥❛♠✐3✉❡

1✉< ❧✬❡①❝✐.♦♥✱ ✸✳✷✳✷✱ ✉♥ ❡✛❡. ❞❡ 1❛.✉<❛.✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜<❡ ❞✬❡①❝✐.♦♥1 ❢♦<♠2 ❡♥ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥.❡♥1✐.2

❞✉ ❧❛1❡< ❞❡ ♣♦♠♣❡ ❛ 2.2 ♦❜1❡<✈2✳ ❈❡..❡ 1❛.✉<❛.✐♦♥ ♣<♦✈✐❡♥. ❞✬✉♥❡ ♣❛<. ❞❡ ❧✬❡✛❡. ❊❊❆ ❡. ❞✬❛✉.<❡

♣❛<. ❞❡ ❧✬♦❝❝❝✉♣❛.✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡1♣❛❝❡ ❞❡1 ♣❤❛1❡1✳

❙✉< ❧❛ ✜❣✉<❡ ✸✳✶✾✱ ❧❡ ♥♦♠❜<❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬❡①❝✐.♦♥1 3✉✐ ♣❡✉✈❡♥. D.<❡ ♣<♦❞✉✐.1 ❡1. n∞ = 55 µ♠−1
✳

❈❡❧❛ ❝♦<<❡1♣♦♥❞ E ✉♥❡ ❞✐1.❛♥❝❡ ❡①❝✐.♦♥✲❡①❝✐.♦♥ ❞❡ 18 ♥♠✳ ❈❡..❡ ❞✐1.❛♥❝❡ 1❡ <❛♣♣<♦❝❤❡ ❞✉ <❛②♦♥

❞❡ ❇♦❤< ❞❡ ❧✬❡①❝✐.♦♥✱ 2✈❛❧✉2 E 1.2 ♥♠ ❬✶✶✾❪✳ ❊♥ ♦✉.<❡✱ ❧❛ ❞❡♥1✐.2 ❞✬❡①❝✐.♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡♠❡✉<❡

✉♥ ♦<❞<❡ ❞❡ ❣<❛♥❞❡✉< ❡♥✲❞❡11♦✉1 ❞❡ ❧❛ ❞❡♥1✐.2 ❞❡ ▼♦.. ❬✶✷✶❪ ❛✉✲❞❡❧E ❞❡ ❧❛3✉❡❧❧❡ ❧❡1 ❡①❝✐.♦♥1
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❡1. ❞❡ 0.76 ♥♠ ❬✷✸❪✳ ❆✐♥1✐✱ ❧❡1 ❧✐❣♥❡1 ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡1 ❡①❝✐.♦♥1 1♦♥. ❞♦♥❝ ❡①♣♦12❡1 E ❧✬2❝<❛♥.❛❣❡ ♣❛<

❞✬❛✉.<❡1 ♣❛✐<❡1 2❧❡❝.<♦♥1✲.<♦✉1 ❬✶✸✻❪✳
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♣♦+5❡✉+# ❬✶✸✼❪✳ ❈❡5 ❡✛❡5 ❝♦++❡#♣♦♥❞ 7 ❧❛ ❢♦+♠❡ ❝❧❛##✐4✉❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡5 ❆✉❣❡+✳
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5 µ♠−1
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❧✬❛❜$❡♥❝❡ ❞✬✐♥*❡+❛❝*✐♦♥✳ ❈❡ ♣♦+*❡✉+ ♥✬❡$* ♣❧✉$ $✉$❝❡♣*✐❜❧❡ ❞❡ +❡❝♦♠❜✐♥❡+ ❧❡ *❡♠♣$ 2✉❡ ❝❡❧✉✐ 3❥❡❝*3

+❡✈✐❡♥♥❡ ❞❛♥$ ❧❡ ♥❛♥♦*✉❜❡✳ ◆♦✉$ ♣+♦♣♦$♦♥$ ✐❝✐ 2✉❡ ❧✬❆■ ♦❜$❡+✈❛❜❧❡ 9 ❧✬3♥❡+❣✐❡ ❞❡ ❧❛ *+❛♥$✐*✐♦♥

✈❡+$ ❧❡ *+✐♦♥ $♦✐* ❧❡ $✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝❡ ♣♦+*❡✉+ ❝3❧✐❜❛*❛✐+❡ 9 ♣❛+*✐+ ❞✉2✉❡❧ ✉♥ *+✐♦♥ ♣❡✉* $❡ ❢♦+♠❡+✳

✸✳✷✳✸✳❡ ❘❡❧❛①❛(✐♦♥ ❞❡- ❝❤❛0❣❡- ❧✐❜0❡-

❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐2✉3 ❞❛♥$ ❧❛ ♣❛+*✐❡ ✸✳✶✳✶✳❜✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐2✉❡ ♦❜$❡+✈3❡ $✉+ ❧✬❆■ ❞❡ ❧❛ *+❛♥$✐*✐♦♥ ✈❡+$ ❧❡

*+✐♦♥ ♥✬❡$* ♣❛$ ❝❡❧❧❡ ❞✉ *+✐♦♥ ♠❛✐$ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛+❣❡ ❝3❧✐❜❛*❛✐+❡ ❣3♥3+3❡ ♦♣*✐2✉❡♠❡♥*✳ ❉❛♥$ ❝❡**❡

♣❛+*✐❡✱ ❧✬❛♥❛❧②$❡ ✈❛ ♣♦+*❡+ $✉+ ❧❛ +❡❧❛①❛*✐♦♥ ❞❡ ❝❡**❡ *+❛♥$✐*✐♦♥✳ ▲❛ ❞✐$❝✉$$✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳❜ ❝♦♥❝❡+♥❛♥*

❧✬❡①♣3+✐❡♥❝❡ ❞❡ µ✲❧✉♠✐♥❡$❝❡♥❝❡ $✉+ ♥❛♥♦*✉❜❡ ✉♥✐2✉❡ ❛✈❛✐* ♠✐$ ❡♥ ❧✉♠✐E+❡ ❧❡ ❢❛✐* 2✉❡ ❧❡ *+✐♦♥ $❡

❢♦+♠❛✐* 9 ♣❛+*✐+ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛+❣❡ ♣✐3❣3❡ ❞❛♥$ ✉♥ ♣✉✐* ❞❡ ♣♦*❡♥*✐❡❧ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ 3❧❡❝*+♦$*❛*✐2✉❡ ❬✼✻❪❬✼✽❪

❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ♥❛♥♦*✉❜❡ ❬✾✺❪✳ ▲❛ ❞②♥❛♠✐2✉❡ ❞❡ +❡❧❛①❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ *+❛♥$✐*✐♦♥ ✈❛ ♣❡+♠❡**+❡ ❞✬❛♣♣✉②❡+

❧✬✐❞3❡ ❞❡ ❢♦+♠❛*✐♦♥ ❞❡ *+✐♦♥ 9 ♣❛+*✐+ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛+❣❡ ♣✐3❣3❡✳

❊♥ ♣+❡♠✐❡+ ❧✐❡✉✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥* ❞❡ ❝♦♠♣❛+❡+ ❧❛ +❡❧❛①❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ *+❛♥$✐*✐♦♥ ❛♣+E$ ✉♥❡ ❡①❝✐*❛*✐♦♥

❧❛$❡+ $✉+ S11 ❡* $✉+ S22✳ ▲❛ ✜❣✉+❡ ✸✳✷✻ ♣+3$❡♥*❡ ❝❡**❡ +❡❧❛①❛*✐♦♥ ❛♣+E$ ♣♦♠♣❛❣❡ ♦♣*✐2✉❡ $✉+

❧❛ S11 ♣♦✉+ ❧❛ ❝♦✉+❜❡ ✈❡+*❡ ❡* ❛♣+E$ ❡①❝✐*❛*✐♦♥ $✉+ ❧❛ S22 ♣♦✉+ ❧❛ ❝♦✉+❜❡ ❜❧❡✉❡✳ ❙❛♥$ *+♦♣ ❞❡

$✉+♣+✐$❡✱ ♦♥ ♦❜$❡+✈❡ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐2✉❡ 2✉✐ ❡$* ✐❞❡♥*✐2✉❡ ❡* ❞❛♥$ ❧❛ ❧✐♠✐*❡ ❞❡ ❧❛ +3$♦❧✉*✐♦♥ *❡♠♣♦+❡❧❧❡

❞❡ ❧✬❡①♣3+✐❡♥❝❡✱ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦+♠❛*✐♦♥ $✉♣♣❧3♠❡♥*❛✐+❡ ♥❡ ♣❡✉* Q*+❡ ♦❜*❡♥✉❡ ❡♥ ✈❛+✐❛♥* ❧✬3♥❡+❣✐❡ ❞❡

♣❤♦*♦♥$ ❞✉ ❧❛$❡+ ❞❡ ♣♦♠♣❡✳

❉❡ ♠❛♥✐E+❡ ♣❧✉$ ✐♥*3+❡$$❛♥*❡✱ ❧❛ ✜❣✉+❡ ✸✳✷✼ ♠♦♥*+❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐2✉❡ ❞❡ +❡❧❛①❛*✐♦♥ ❛♣+E$ ✉♥❡

❡①❝✐*❛*✐♦♥ $✉+ S11 ♣♦✉+ ❞✐✛3+❡♥*❡$ ✐♥*❡♥$✐*3$ ❞✬❡①❝✐*❛*✐♦♥ ❧❛$❡+✳ ▲✬❛❥✉$*❡♠❡♥* ❞❡$ *+❛❝❡$ ❝✐♥3*✐2✉❡$

❡$* ❡✛❡❝*✉3 ♣❛+ ✉♥ ♠♦❞E❧❡ 9 ❞❡✉① ❡①♣♦♥❡♥*✐❡❧❧❡$ 2✉✐ $♦♥* +❡♣+3$❡♥*3❡$ $✉+ ❧❛ ✜❣✉+❡ ♣❛+ ❧❡$ ❧✐❣♥❡$

+♦✉❣❡$✳

▲❡$ *❡♠♣$ ❝❛+❛❝*3+✐$*✐2✉❡$ ♦❜*❡♥✉$ ♥❡ ❞3♣❡♥❞❡♥* ♣❛$ ❞❡ ❧✬✐♥*❡♥$✐*3 ❞✬❡①❝✐*❛*✐♦♥ ❡* ✈❛❧❡♥*

+❡$♣❡❝*✐✈❡♠❡♥* ♣♦✉+ ❧❡ *❡♠♣$ ❝♦✉+* τs = 100 ♣$ ❡* ♣♦✉+ ❧❡ *❡♠♣$ ❧♦♥❣ τl ∼ 2 ♥$✳ ▲❛ ❝♦♥$*❛♥*❡ ❞❡

*❡♠♣$ ❧♦♥❣✉❡ ♥❡ ♣❡✉* Q*+❡ 2✉✬❛♣♣+♦①✐♠3❡ ❝❛+ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡$* $✉♣3+✐❡✉+❡ ❛✉ +❡*❛+❞ ♦♣*✐2✉❡ ♠❛①✐♠✉♠

❞❡ ❧✬❡①♣3+✐❡♥❝❡ 2✉✐ ❡$* ❞✬✉♥❡ ♥❛♥♦$❡❝♦♥❞❡ $❡✉❧❡♠❡♥*✳

❈❡$ ❞❡✉① *❡♠♣$ ❝❛+❛❝*3+✐$*✐2✉❡$ ✐♥❞✐2✉❡♥* ❧✬❡①✐$*❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥$ ❞❡ +❡❧❛①❛*✐♦♥ ❞✐✛3+❡♥*$

❡♥ ♥❛*✉+❡✳ ▲❡ *❡♠♣$ ❧♦♥❣ +3❢E+❡ ♣❧✉*S* ❛✉① ❝❤❛+❣❡$ ♣✐3❣3❡$ ❞❛♥$ ❧❡$ ✢✉❝*✉❛*✐♦♥$ ❞✉ ❝❤❛♠♣

3❧❡❝*+♦$*❛*✐2✉❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ♥❛♥♦*✉❜❡ ❝♦♠♠❡ ❞✐$❝✉*3 ♣+3❝3❞❡♠♠❡♥*✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ ✐❧ ❞3♣❛$$❡ ❧❛+❣❡♠❡♥*

❧❡ *❡♠♣$ ❞❡ ✈✐❡ ❡①❝✐*♦♥✐2✉❡ ❝❛+❛❝*3+✐$*✐2✉❡✳ ❈❡❧❛ $✉❣❣E+❡ ✉♥❡ ❧♦❝❛❧✐$❛*✐♦♥ ❞❡ ❝❡**❡ ❞❡+♥✐E+❡ $✉+

✉♥ ♣✐E❣❡✳ ▲❡ *❡♠♣$ ❞❡ ✈✐❡ +3❡❧ ❞❡ ❝❡**❡ ❝❤❛+❣❡ ❞3♣❡♥❞ 3✈✐❞❡♠♠❡♥* ❞❡ ❧❛ ♣+♦❢♦♥❞❡✉+ ❞❡$ ♣✉✐*$

❞❛♥$ ❧❡2✉❡❧ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡$* ♣✐3❣3❡✳ ❆✐♥$✐✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉+ ❞❡ 2 ♥$ ♦❜*❡♥✉❡ ♣❡✉* Q*+❡ ❛$$✐♠✐❧3❡ 9 ❧❛ ❜♦+♥❡

✐♥❢3+✐❡✉+❡ ❞✉ *❡♠♣$ ❞❡ ✈✐❡ +3❡❧ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛+❣❡✳ ▲❛ ❜♦+♥❡ $✉♣3+✐❡✉+❡ 3*❛♥* ❧❛ ❞✉+3❡ $3♣❛+❛♥* ❞❡✉①
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✻ ✕ ❉②♥❛♠✐+✉❡ ❞❡ /❡❧❛①❛2✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆■ ❞❡ ❧❛ 2/❛♥7✐2✐♦♥ ✈❡/7 ❧❡ 2/✐♦♥ ❛♣/:7 ✉♥❡ ❡①❝✐2❛2✐♦♥

7✉/ S11 ✭❧✐❣♥❡ ✈❡/2❡✮ ❡2 7✉/ S22 ✭❧✐❣♥❡ ❜❧❡✉❡✮✳

✐♠♣✉❧7✐♦♥7 ♣♦♠♣❡✳

➚ ❧✬♦♣♣♦7A✱ ❧❡ 2❡♠♣7 ❞❡ ✈✐❡ ❝♦✉/2 ♣❡✉2 7✬✐♥2❡/♣/A2❡/ ❡♥ ❝♦♥7✐❞A/❛♥2 +✉❡ ❧❡7 ❝❤❛/❣❡7 ❝♦♥❝❡/♥A❡7

7♦♥2 ❞A❧♦❝❛❧✐7A❡7 ❡2 ♥❡ 7♦♥2 ❞♦♥❝ ♣❛7 ♣✐A❣A❡7✳ ❆✐♥7✐✱ ❧❡✉/ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ 7✬A2❡♥❞ 7♣❛2✐❛❧❡♠❡♥2

❞❛♥7 ❧❡ ♥❛♥♦2✉❜❡ ❡2 ♣♦2❡♥2✐❡❧❧❡♠❡♥2 E ❞❡7 ❡♥❞/♦✐27 ♣/♦❝❤❡7 ❞❡ ❧❡✉/7 ♣❛/2❡♥❛✐/❡7 ♣/A❝A❞❡♠♠❡♥2

A❥❡❝2A7 ❞❛♥7 ❧❡ ✈♦✐7✐♥❛❣❡ ❞✉ ♥❛♥♦2✉❜❡✳ ❈❡❧❛ ❡♥2/❛H♥❡ ✉♥❡ ♣♦77✐❜✐❧✐2A ❞❡ /❡❝♦♠❜✐♥❛✐7♦♥ ♣❧✉7 ❡✣❝❛❝❡

+✉❡ ♣♦✉/ ❧❡ ❝❛7 ❞❡7 ❝❤❛/❣❡7 ♣✐A❣A❡7 7✉/ ❞❡7 ✢✉❝2✉❛2✐♦♥7 ❞✉ ❝❤❛♠♣ A❧❡❝2/♦72❛2✐+✉❡✳ ▲❛ ❧❛/❣❡✉/

✐♥❤♦♠♦❣:♥❡ ❞❡ ❧❛ /❛✐❡ 7♣❡❝2/❛❧❡ ❛✛❡❝2A❡ E ❧❛ 2/❛♥7✐2✐♦♥ ✈❡/7 ❧❡ 2/✐♦♥ ❡72 7✉✣7❛♠❡♥2 ❧❛/❣❡ ♣♦✉/

✐♥❝❧✉/❡ ❛✉77✐ ❜✐❡♥ ❧❡ ❝❛7 ❞❡7 ❝❤❛/❣❡7 ♣✐A❣A❡7 +✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡7 ❝❤❛/❣❡7 ❧✐❜/❡7✳

M♦✉/ ✜♥✐/✱ ✐❧ ❡72 ✐♥2A/❡77❛♥2 ❞❡ /❡✈❡♥✐/ 7✉/ ❧❛ ❞✐7❝✉77✐♦♥ ❝♦♥❝❡/♥❛♥2 ❧❛ ♣❛/2✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉/❜❡ ❞❡ /❡✲

❧❛①❛2✐♦♥ ❡①❝✐2♦♥✐+✉❡ E 2❡♠♣7 ❧♦♥❣7 ✭> 40 ♣7✮ ❡2 ♣♦✉/ ❞❡ ❢♦/2❡7 ✢✉❡♥❝❡7 ✭> 5.3×1012 ♣❤♦2♦♥7/✐♠♣✉❧7✐♦♥/❝♠2
✮

❞❡ ❧❛ ✜❣✉/❡ ✸✳✶✻✳ ❊♥ ❡✛❡2 ❧✬❛❥✉72❡♠❡♥2 ❝❤♦✐7✐ 7♦✉7✲❡72✐♠❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐+✉❡ ♦❜7❡/✈A❡ ♣♦✉/ ❝❡7 2❡♠♣7

❧♦♥❣7✳ ▼❛✐♥2❡♥❛♥2 +✉❡ ♥♦✉7 ❛✈♦♥7 A2❛❜❧✐ +✉❡ ❧❛ /❡❧❛①❛2✐♦♥ ❞✉ ❣❛③ ❞❡ ♣♦/2❡✉/7 ❞❛♥7 ❧❡7 ♥❛♥♦2✉❜❡7

❛❞♠❡22❛✐❡♥2 ❞❡7 2❡♠♣7 ❝❛/❛❝2A/✐72✐+✉❡7 ❞❡ ❧✬♦/❞/❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥2❛✐♥❡ ❞❡ ♣✐❝♦7❡❝♦♥❞❡7 ♣♦✉/ ❧✬✉♥ ❡2

❞❡ ❧❛ ♥❛♥♦7❡❝♦♥❞❡ ♣♦✉/ ❧❡ 7❡❝♦♥❞✱ ♦♥ ♣❡✉2 ❝♦♠♣/❡♥❞/❡ +✉✬✐❧ /❡72❡ ✉♥ 7✐❣♥❛❧ ❛♣♣❛/❡♥2 7✉/ ❧✬❡①✲

❝✐2♦♥ +✉✐ ♥❡ ♣❡✉2 T2/❡ ❡①♣❧✐+✉A ♣❛/ ✉♥❡ ❊❊❆ ❧✐♠✐2A❡ ♣❛/ ❞✐✛✉7✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡72 ❧❡ ❝❛7 ♣♦✉/ ❧❛

❞②♥❛♠✐+✉❡ E 2❡♠♣7 ❝♦✉/27 ✭< 40 ♣7✮✳ ▲❡ 7✐❣♥❛❧ ❞❡ ❚■ /A♠❛♥❡♥2 ♣❡✉2 T2/❡ ❛❥✉72A E ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡

❝♦♥72❛♥2❡ +✉✐ ❛❞♠❡2 ❧❡ ♠T♠❡ ♦/❞/❡ ❞❡ ❣/❛♥❞❡✉/ +✉❡ ❧❡ 7✐❣♥❛❧ ✈✐7✐❜❧❡ E ❧✬A♥❡/❣✐❡ ❞✉ 2/✐♦♥✱ ❡2 ♣❡✉2
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✼ ✕ ❉②♥❛♠✐+✉❡ ❞❡ /❡❧❛①❛2✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆■ ❞❡ ❧❛ 2/❛♥7✐2✐♦♥ ✈❡/7 ❧❡ 2/✐♦♥ ❛♣/:7 ✉♥❡ ❡①❝✐2❛2✐♦♥

7✉/ S11 ♣♦✉/ ❞✐✛=/❡♥2❡7 ✐♥2❡♥7✐2=7 ❞✬❡①❝✐2❛2✐♦♥ ❡①♣/✐♠=❡7 ❡♥ ♣❤♦2♦♥7/✐♠♣✉❧7✐♦♥/❝♠2
✳ ▲❡7 ❝♦✉/❜❡7

/♦✉❣❡7 /=7✉❧2❡♥2 ❞✬✉♥ ❛❥✉72❡♠❡♥2 ❜✐❡①♣♦♥❡♥2✐❡❧ ❞❡7 ❞♦♥♥=❡7✳

❞♦♥❝ C2/❡ ❛22/✐❜✉= ❛✉① ❝❤❛/❣❡7 ♣❤♦2♦❣=♥=/=❡7✳

✸✳✷✳✸✳❢ ❇✐❧❛♥

◆♦✉7 ❛✈♦♥7 ❞❛♥7 ❝❡22❡ ♣❛/2✐❡ ❛♥❛❧②7= ❧❛ ❣=♥=/❛2✐♦♥ 2♦✉2❡ ♦♣2✐+✉❡ ❞❡ ❝❤❛/❣❡7 ❞❛♥7 ❧❡7 ♥❛♥✲

♦2✉❜❡7 ❞❡ ❝❛/❜♦♥❡ ❡2 ❧❛ ♣♦77✐❜✐❧✐2= ❞❡ ❢♦/♠❡/ ✉♥ =2❛2 ❧✐= G 2/♦✐7 ❝❤❛/❣❡7✱ ❧❡ 2/✐♦♥✳ ❉❡7 ❝❤❛/❣❡7

♥♦♥✲❧✐=❡7 7♦♥2 /❡❧I❝❤=❡7 ❞❛♥7 ❧❡ ♥❛♥♦2✉❜❡ ❧♦/7+✉✬✉♥❡ ❞❡♥7✐2= ✐♠♣♦/2❛♥2❡ ❞✬❡①❝✐2♦♥7 ❡72 ❛♣♣♦/2=❡

♣❛/ ❡①❝✐2❛2✐♦♥ ♦♣2✐+✉❡✳ ▲❡7 ❡①❝✐2♦♥7 7✬=❝/❛♥2❡♥2 ♠✉2✉❡❧❧❡♠❡♥2 ❝❡ +✉✐ ❝♦♥❞✉✐2 G ✉♥ ❡✛❡2 ❆✉❣❡/

❡♥2/❡ ♣♦/2❡✉/7✳ ▲✬=♥❡/❣✐❡ /❡J✉❡ ♣❛/ ✉♥❡ ❝❤❛/❣❡ ❡72 2❡❧❧❡ +✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ 7❡ ✈♦✐2 =❥❡❝2=❡ ❛✉ ✈♦✐7✐♥❛❣❡ ❞✉

♥❛♥♦2✉❜❡ ❡♥ ❧❛✐77❛♥2 ✉♥❡ ❝❤❛/❣❡ ❝=❧✐❜❛2❛✐/❡✳ ❈❡22❡ ❞❡/♥✐:/❡ ♣/♦❞✉✐2 ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ =2❛2 ❢♦♥❞❛♠❡♥2❛❧

G ♣❛/2✐/ ❞✉+✉❡❧ ✉♥❡ 2/❛♥7✐2✐♦♥ ✈❡/7 ❧❡ 2/✐♦♥ ❡72 /❡♥❞✉❡ ♣♦77✐❜❧❡✳ ▲❛ ❝❤❛/❣❡ ♥♦♥✲❧✐=❡ ♣❡✉2 /❡72❡/

❧✐❜/❡ ❡2 ❞=❧♦❝❛❧✐7=❡ ♦✉ ❜✐❡♥ C2/❡ ♣✐=❣=❡ ❞❛♥7 ✉♥ ♣✉✐2 ❞❡ ♣♦2❡♥2✐❡❧ ❞✉ ❝❤❛♠♣ =❧❡❝2/♦72❛2✐+✉❡ ❧❡

❧♦♥❣ ❞✉ ♥❛♥♦2✉❜❡✳ ▲❡7 2❡♠♣7 ❞❡ ✈✐❡ ❛77♦❝✐=7 7♦♥2 /❡7♣❡❝2✐✈❡♠❡♥2 ❞❡ ❧✬♦/❞/❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥2❛✐♥❡ ❞❡

♣✐❝♦7❡❝♦♥❞❡7 ❡2 ❞❡ ❧❛ ♥❛♥♦7❡❝♦♥❞❡✳

✶✵✹



✸✳✷✳✹ ❚%❛♥(✐*✐♦♥ ✈❡%( ✉♥ /*❛* ❧✐/ 1 ❞❡✉① ❡①❝✐*♦♥(

◆♦✉# ❛❧❧♦♥# ' ♣)*#❡♥, ♥♦✉# ❢♦❝❛❧✐#❡) #✉) ❧✬❆■ ✈✐#✐❜❧❡ ' 1.13 ❡❱ 6✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✐♥,❡)♣)*,* ❡♥ ,❡)♠❡

❞❡ ,)❛♥#✐,✐♦♥ ✈❡)# ✉♥ *,❛, ❧✐* ' ❞❡✉① ❡①❝✐,♦♥# ❞❛♥# ❧❛ ♣❛),✐❡ ✸✳✶✳✶✳❝✳ ❉❡ ♥♦♠❜)❡✉① ❛),✐❝❧❡# ❢♦♥,

)*❢*)❡♥❝❡ ❛✉① ❜✐❡①❝✐,♦♥# ❞❛♥# ❧❡# ♥❛♥♦,✉❜❡# ❞❡ ❝❛)❜♦♥❡ ❞❡ ♠❛♥✐>)❡ ,❤*♦)✐6✉❡ ❬✼✵❪ ♠❛✐# ❧✬❊❊❆✱

6✉✐ ❝♦♥#,✐,✉❡ ❧❡ ♣)✐♥❝✐♣❛❧ )❡#♣♦♥#❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ )❡❧❛①❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛,✐♦♥ ❞✬❡①❝✐,♦♥#✱ ❡#, #♦✉✈❡♥,

✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦❜#,❛❝❧❡ ' ❧❛ ❢♦)♠❛,✐♦♥ ❞❡ ❜✐❡①❝✐,♦♥# ❬✼✶❪✳ ◆♦✉# ❛❧❧♦♥# ,❡♥,❡) ❞❛♥# ❝❡,,❡ ♣❛),✐❡

❞❡ ❝♦♠♣)❡♥❞)❡ ❝♦♠♠❡♥, ❛✉ ,)❛✈❡)# ❞✬✉♥❡ ❡①♣*)✐❡♥❝❡ ♣♦♠♣❡✲#♦♥❞❡✱ ❧❛ ,)❛♥#✐,✐♦♥ ✈❡)# ✉♥ *,❛,

❜✐❡①❝✐,♦♥✐6✉❡ ❡#, )❡♥❞✉❡ ♣♦##✐❜❧❡ ❡♥ ❛♣♣♦),❛♥, ❞❡# ❛)❣✉♠❡♥,# #✉) ❧❛ ❞②♥❛♠✐6✉❡ ❞❡ ❧❛ ,)❛♥#✐,✐♦♥✳

✸✳✷✳✹✳❛ ❈♦♠♣❛)❛✐+♦♥ ❡♥.)❡ ♣♦♠♣❛❣❡ +✉) ❧❡+ .)❛♥+✐.✐♦♥+ S11 ❡. S22

■❝✐ ❛✉##✐✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥, ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡) ♣❛) ✈*)✐✜❡) ❧❡# ♣♦##✐❜❧❡# ❞✐✛*)❡♥❝❡# ❡♥,)❡ ❡①❝✐,❛,✐♦♥ #✉)

S11 ❡, #✉) S22✳ ▲❛ ✜❣✉)❡ ✸✳✷✽ ❛✣❝❤❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐6✉❡ ♦❜#❡)✈*❡ #✉) ❧❛ ,)❛♥#✐,✐♦♥ ' 1.13 ❡❱ ❛♣)>#

❡①❝✐,❛,✐♦♥ #✉) S11 ❡, #✉) S22✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✽ ✕ ❚)❛❝❡# ❝✐♥*,✐6✉❡# ❞❡ ❧❛ ,)❛♥#✐,✐♦♥ ✈❡)# ❧❡ ❜✐❡①❝✐,♦♥ ❛♣)># ♣♦♠♣❛❣❡ #✉) S11 ✭❝♦✉)❜❡
❥❛✉♥❡ ♦❜#❝✉)❡✮ ❡, #✉) S22 ✭❝♦✉)❜❡ ❜❧❡✉❡✮✳

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬*♥❡)❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♠♣❡ ♥❡ #❡♠❜❧❡ ♣❛# ❛✛❡❝,❡) ❧❛ ❞②♥❛♠✐6✉❡ ❞❡ ❧❛ ,)❛♥#✐,✐♦♥✳ ◆♦,♦♥#

6✉❡ ❧❡ #✐❣♥❛❧ ❞✬❆■ ❡#, )❡♣)*#❡♥,* ♣♦#✐,✐✈❡♠❡♥, ♣♦✉) ❧❡# ♠T♠❡# )❛✐#♦♥# 6✉❡ ♣)*❝*❞❡♠♠❡♥,✳ ❈❡❧❛

#✐♠♣❧✐✜❡)❛ ❡♥ ❡✛❡, ❧❛ ❝♦♠♣❛)❛✐#♦♥ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉,)❡# #✐❣♥❛✉①✳ ❈❡,,❡ ❝♦♥✈❡♥,✐♦♥ #❡)❛ ♠❛✐♥,❡♥✉❡ ❞✉)❛♥,

❧❡ )❡#,❡ ❞❡ ❝❡,,❡ ❞✐❝✉##✐♦♥✳

✶✵✺



����

����

���

�����

���

� �	


�� 
	� 
�



▲❡ ❧❛$❡% ❞❡ ❧✬❡①♣*%✐❡♥❝❡ ❡$. ✉♥ ❧❛$❡% ❢❡♠.♦$❡❝♦♥❞❡✳ ❈❡❧❛ $✐❣♥✐✜❡ 7✉❡ ❧❛ %*$♦❧✉.✐♦♥ $♣❡❝.%❛❧❡ ❞❡$

❢❛✐$❝❡❛✉① ❡$. ❞❡ ❧✬♦%❞%❡ ❞❡ ✹✵ ♥❛♥♦♠:.%❡$✳ ◗✉✐ ♣❧✉$ ❡$. ❞❡ ♥♦♠❜%❡✉$❡$ ❛✉.%❡$ .%❛♥$✐.✐♦♥$ ❡①✐$.❡♥.

❞❛♥$ ❝❡..❡ ③♦♥❡ $♣❡❝.%❛❧❡✳ ❯♥❡ .❡❧❧❡ ❡①♣*%✐❡♥❝❡ %❡$.❡ ❞♦♥❝ ❞✐✣❝✐❧❡ @ ♠❡..%❡ ❡♥ A✉✈%❡ ❞❛♥$ ♥♦.%❡

❝❛$✳

❊♥✜♥✱ ✐❧ %❡$.❡ ❧❡ $❝*♥❛%✐♦ ❞*❝%✐. $✉% ❧❛ ✜❣✉%❡ ✸✳✷✾ ✲ ✭❝✮✳ ▲❛ ❞✐✛*%❡♥❝❡ ❞✬*♥❡%❣✐❡ ❡♥.%❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉

@ ✉♥ ❡①❝✐.♦♥ ❡. ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❜✐❡①❝✐.♦♥✐7✉❡ ❡$. ❞❡ ✶✳✶✸ ❡❱✱ .♦✉❥♦✉%$ ❡♥ ♣%❡♥❛♥. ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉% ❞❡

❧✬*♥❡%❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐$♦♥ ❞✉ ❜✐❡①❝✐.♦♥ ✶✸✵ ♠❡❱✳ ❈❡❧❛ $✐❣♥✐✜❡ 7✉✬✐❧ ❢❛✉. ❛♠❡♥❡% ✶✳✶✸ ❡❱ ♣♦✉% ♣❡%♠❡..%❡

❧❛ ❝%*❛.✐♦♥ ❞✉ ❜✐❡①❝✐.♦♥ @ ♣❛%.✐% ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥ ❞✬❡①❝✐.♦♥✳ ❙✐ ❧❛ .%❛♥$✐.✐♦♥ ❡①✐$.❡✱ ❡❧❧❡ $❡ ✈❡%%❛✐.

$✉% ❧❡$ $♣❡❝.%❡$ ❞❡ .%❛♥$♠✐$$✐♦♥ ❞✐✛*%❡♥.✐❡❧❧❡ ❡♥ ❆■✳ ◆♦✉$ ❛✈✐♦♥$ ❞*❥@ ❞✐$❝✉.* ❝❡ ♣♦✐♥. ❞❛♥$ ❧❛

♣❛%.✐❡ ✸✳✶✳✶✳❝✳

❉❛♥$ ❝❡ $❝❤*♠❛✱ ❧❛ ♠❡$✉%❡ ❞❡ ❧✬❆■ @ ✶✳✶✸ ❡❱ ♥♦✉$ ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ❞❡$ ✐♥❢♦%♠❛.✐♦♥$ $✉% ❧❛

❞②♥❛♠✐7✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥ ❡①❝✐.♦♥✐7✉❡ ✈✉ 7✉❡ ❝✬❡$. ❝❡..❡ ❞❡%♥✐:%❡ 7✉✐ ❡$. ✓ $♦♥❞*❡ ✔✳ ❊①♣*%✐✲

♠❡♥.❛❧❡♠❡♥.✱ ❧❡$ $♣❡❝.%❡$ ♣♦♠♣❡✲$♦♥❞❡ ♣%*$❡♥.❡♥. ✉♥❡ ❆■ @ ✶✳✶✸ ❡❱

✽

✳ ❈❡..❡ *♥❡%❣✐❡ ♣❡✉. ❛✉$$✐

$✬✐♥.❡%♣%*.❡% ❡♥ .❡%♠❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ @ ♣❤♦♥♦♥ *♠✐$$✐✈❡ ♦✉ ❞✬❡①❝✐.♦♥ .%✐♣❧❡.✳ ▲❛ ♣%❡♠✐:%❡ ❤②♣♦.❤:$❡

❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥. ❞*❥@ *.* %❡❥❡.*❡ ♣✉✐$7✉❡ ✐♥❝♦♠♣❛.✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡$ ♦❜$❡%✈❛.✐♦♥$ ❞❡ ❧✬❡①♣*%✐❡♥❝❡ ✭✈♦✐%

❧❛ ❞✐$❝✉$$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛%.✐❡ ✸✳✶✳✶✳❝✮✳ ■❧ %❡$.❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ♣♦$$✐❜✐❧✐.* ❞❡ ❢♦%♠❛.✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜✐❡①❝✐.♦♥ ♣❛%

.%❛♥$✐.✐♦♥ ❞✐%❡❝.❡ @ ♣❛%.✐% ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ @ ✉♥ ❡①❝✐.♦♥✳

✸✳✷✳✹✳❝ ❉✐'❝✉''✐♦♥

▲❛ ✜❣✉%❡ ✸✳✸✵ ♣%*$❡♥.❡ ❧❡$ .%❛❝❡$ ❝✐♥*.✐7✉❡$ ❞✉ ❜✐❡①❝✐.♦♥ ❡. ❞❡ ❧✬❡①❝✐.♦♥ S11 ❛♣%:$ ❡①❝✐.❛.✐♦♥

$✉% ❧❛ S22 ❞❡$ ♥❛♥♦.✉❜❡$ ✭✻✱✺✮✳ ▲✬❡①❝✐.♦♥ ❡. ❧❡ $✐❣♥❛❧ ❞✉ ❜✐❡①❝✐.♦♥ ❛✣❝❤❡♥. ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐7✉❡

.%:$ $✐♠✐❧❛✐%❡ ❜✐❡♥ 7✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❜✐❡①❝✐.♦♥ $♦✐. ❧*❣:%❡♠❡♥. ♣❧✉$ %❛♣✐❞❡✳ ❈❡..❡ ♦❜$❡%✈❛.✐♦♥ ❛♣♣✉✐❡

❢♦%.❡♠❡♥. ❧❡ $❝*♥❛%✐♦ ♣%♦♣♦$* $✉% ❧❛ ✜❣✉%❡ ✸✳✷✾ ✲ ✭❝✮✳

➚ ♣❛%.✐% ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❡①❝✐.♦♥✐7✉❡ S11✱ ✉♥ ♣❤♦.♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧$✐♦♥ $♦♥❞❡ ♣❡%♠❡. ❧❛ .%❛♥$✐.✐♦♥ ✈❡%$

❧✬*.❛. ❞✉ ❜✐❡①❝✐.♦♥✳ ❊♥ ♦✉.%❡✱ ♠[♠❡ $✐ ❧❡ .❡♠♣$ ❞❡ ✈✐❡ ♣%♦♣%❡ ❛✉ ❜✐❡①❝✐.♦♥ %❡$.❡ .%:$ ❜%❡❢✱ ❧❛

.%❛♥$✐.✐♦♥ ✈❡%$ ❧❡ ❜✐❡①❝✐.♦♥ ❞❡♠❡✉%❡ ♣♦$$✐❜❧❡ .❛♥. 7✉✬✐❧ %❡$.❡ ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥ ❞✬❡①❝✐.♦♥✳ ❊♥✜♥✱

❧❛ ❞②♥❛♠✐7✉❡ ♣%*$❡♥.*❡ $✉% ❧❛ ✜❣✉%❡ ✸✳✸✵ ♥❡ ❞*♣❛$$❡ ♣❛$ ✶✺ ♣$ ❝❛% ❧❡ $✐❣♥❛❧ ❞❡ ❧✬❆■ .♦♠❜❡

%❛♣✐❞❡♠❡♥. ❞❛♥$ ❧❡ ❜%✉✐.✳

■❧ %❡$.❡ @ ♣%*$❡♥. ❧❛ ❞✐$❝✉$$✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝*❡ ❞❛♥$ ❧❛ ♣❛%.✐❡ ✸✳✶✳✶✳❝ ❝♦♥❝❡%♥❛♥. ❧❛ ♣%*$❡♥❝❡

❞✬✉♥ *.❛. ❡①❝✐.♦♥✐7✉❡ .%✐♣❧❡. @ ❧✬*♥❡%❣✐❡ ❞❡ ❧❛ .%❛♥$✐.✐♦♥ ✈❡%$ ❧❡ ❜✐❡①❝✐.♦♥✳ ▼❛.$✉♥❛❣❛ ❡! ❛❧✳ ❬✹✾❪

♦♥. ♠♦♥.%* ❡①♣*%✐♠❡♥.❛❧❡♠❡♥. ❧✬❡①✐$.❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐.♦♥ ❞❡ ♣❛%✐.* ♥*❣❛.✐✈❡ ❡. ❞❡ $♣✐♥ ♥♦♥✲♥✉❧✱

A2✱ S = 1✳ ❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐7✉* ❞❛♥$ ❧❛ ♣❛%.✐❡ ✶✳✹✳✶✳❝✱ ❝❡ .②♣❡ ❞✬❡①❝✐.♦♥ ♥✬❡$. ♥♦%♠❛❧❡♠❡♥. ♣❛$

✽✳ ✈♦✐% ✜❣✉%❡ ✸✳✶
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✸✵ ✕ ❚%❛❝❡) ❝✐♥,-✐.✉❡) %❡♣%,)❡♥-❛♥- ❧❛ -%❛♥)✐-✐♦♥ ✈❡%) ❧❡ ❜✐❡①❝✐-♦♥ ✭❝♦✉%❜❡ ❜❧❡✉✮

%❡♣%,)❡♥-, ♣♦)✐-✐✈❡♠❡♥- ❡- ❧❡ )✐❣♥❛❧ ❡①❝✐-♦♥✐.✉❡ ✭❝♦✉%❜❡ ✈❡%-❡✮✳ ▲❡ ♣♦♠♣❛❣❡ ♦♣-✐.✉❡ )✬❡✛❡❝-✉❡

)✉% ❧❛ S22 ✭✷✳✶✾ ❡❱✮ ❡- ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❧❛)❡% ✈❛✉- 2.67× 1013 ♣❤♦-♦♥)/✐♠♣✉❧)✐♦♥/❝♠−2

♦♣-✐.✉❡♠❡♥- ❛❝-✐❢✳

E❛% ✉♥❡ ❡①❝✐-❛-✐♦♥ ❧❛)❡% ✐♥-❡♥)❡✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥- ❝❡♣❡♥❞❛♥- ♣♦))✐❜❧❡ ❞✬❛❝-✐✈❡% ♦♣-✐.✉❡♠❡♥- ❝❡

♥✐✈❡❛✉✳ ❊♥ ❡✛❡-✱ ❧❡) ❞,❢❛✉-) ♣%♦✈♦.✉,) ♣❛% ❧✬❡①❝✐-❛-✐♦♥ ❧❛)❡% %❡♥❞❡♥- ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ )♣✐♥✲♦%❜✐-❡

♣♦))✐❜❧❡ ❡- ♣❛% ❝♦♥),.✉❡♥- ❧❡ %❡-♦✉%♥❡♠❡♥- ❞✉ )♣✐♥ ❞✬✉♥ ❞❡) ❝♦♥)-✐-✉❛♥-) ❞❡ ❧✬❡①❝✐-♦♥✳ E♦✉% ❧❡)

♥❛♥♦-✉❜❡) ✭✻✱✺✮✱ ❧✬,♥❡%❣✐❡ ❞✬,❝❤❛♥❣❡ ❡♥-%❡ ❧✬❡①❝✐-♦♥ S11 ❡- ❧✬❡①❝✐-♦♥ -%✐♣❧❡- ❡)- ,✈❛❧✉,❡ K ✶✷✺ ♠❡❱✳

▲✬❡①❝✐-♦♥ -%✐♣❧❡- ❡)- ❞♦♥❝ ❛--❡♥❞✉ K ✶✳✶✹ ❡❱ -♦✉❥♦✉%) ❞❛♥) ❧❡ ❝❛) ❞❡) ♥❛♥♦-✉❜❡) ✭✻✱✺✮✳ ❈❡♣❡♥✲

❞❛♥-✱ )✐ ❧❛ ♣♦♠♣❡ ✈❡♥❛♥✐- K ♦✉✈%✐% ❝❡ ❝❛♥❛❧ ❞✬❛❜)♦%♣-✐♦♥ ❡♥ ❢♦%♠❛♥- ❞❡) ❞,❢❛✉-)✱ ❧❛ ♣%,)❡♥❝❡ ❞❡

❝❡ ❝❛♥❛❧ )❡%❛✐- ✐%%,✈❡%)✐❜❧❡ ❡- ❛✐♥)✐ ❧❡ )✐❣♥❛❧ )✉% ❧✬❡①❝✐-♦♥ -%✐♣❧❡- ❞❡✈%❛✐- O-%❡ ♣♦)✐-✐❢✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡

♥✬❡)- ♣❛) ❧❡ ❝❛) ❞❛♥) ❧❡) )♣❡❝-%❡) ❞❡ -%❛♥)♠✐))✐♦♥ ❞✐✛,%❡♥-✐❡❧❧❡✱ ❧❛ ❢♦%♠❛-✐♦♥ ❞✬✉♥ ,-❛- -%✐♣❧❡- ♣❛%

%❡-♦✉%♥❡♠❡♥- ❞❡ )♣✐♥ ♥✬❡)- ♣❛) ❧❛ ❝❛✉)❡ ❞❡ ❧✬❆■ K ✶✳✶✸ ❡❱✳

■❧ ❡①✐)-❡ ♥,❛♥♠♦✐♥) ✉♥❡ ❛✉-%❡ ♣♦))✐❜✐❧✐-, ♣♦✉% ♦❜-❡♥✐% ✉♥ ,-❛- -%✐♣❧❡- ❡①❝✐-♦♥✐.✉❡✳ ❉❛♥) ❧❛

)❡❝-✐♦♥ -%❛✐-❛♥- ❞❡ ❧❛ -%❛♥)✐-✐♦♥ ✈❡%) ❧❡ -%✐♦♥✱ ♥♦✉) ❛✈♦♥) ❞,✈❡❧♦♣♣, ❧✬✐❞,❡ )❡❧♦♥ ❧❛.✉❡❧❧❡ ✉♥ ❣❛③ ❞❡

♣♦%-❡✉%) ♥♦♥✲❧✐,) ,-❛✐- ❣,♥,%, K ♣❛%-✐% ❞❡ ❧❛ %❡❧❛①❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥ ❞✬❡①❝✐-♦♥✳ ❇✐❡♥ ❡♥-❡♥❞✉✱

❧❡ )♣✐♥ ❞❡) ♣♦%-❡✉%) K ♣❛%-✐% ❞❡).✉❡❧) ✉♥ -%✐♦♥ )❡ ❢♦%♠❡ ♣❡✉- O-%❡ ✉♣ ♦✉ ❞♦✇♥✳ ▲✬,-❛- ✐♦♥✐), ❞✉

-%✐♦♥ ♣❡✉- ❞♦♥❝ )❡ ❝♦♠♣♦)❡% ❞✬✉♥ ♣♦%-❡✉% ❡- ❞✬✉♥ ❡①❝✐-♦♥ )✐♥❣✉❧❡- ♦✉ ❞✬✉♥ ♣♦%-❡✉% ❡- ❞✬✉♥ ❡①❝✐-♦♥

-%✐♣❧❡- ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥-%❡ ❧❡) ,.✉❛-✐♦♥) ✭✸✳✸✵✮ ❡- ✭✸✳✸✶✮✳ XS ❡- XT ✐♥❞✐.✉❡♥- %❡)♣❡❝-✐✈❡♠❡♥- ✉♥
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❡①❝✐$♦♥ '✐♥❣✉❧❡$ ❡$ ✉♥ ❡①❝✐$♦♥ $+✐♣❧❡$✳

|h ↑〉+ h̄ω −→ |h ↑〉+ |XS〉 ✭✸✳✸✵✮

|h ↑〉+ h̄ω −→ |h ↓〉+ |XT 〉 ✭✸✳✸✶✮

❆✐♥'✐✱ ❧❛ ♠❡'✉+❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐$♦♥ $+✐♣❧❡$ 9✉✐ ❝♦++❡'♣♦♥❞ : ❧✬;$❛$ ✐♦♥✐'; ❞✉ $+✐♦♥ ❞♦✐$ ❞♦♥❝ ♣+;'❡♥$❡+

❧❛ ♠<♠❡ ❞②♥❛♠✐9✉❡ 9✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡' ❝❤❛+❣❡' : ♣❛+$✐+ ❞❡'9✉❡❧❧❡' '❡ ❢♦+♠❡ ❧❡ $+✐♦♥✳ ▲✬❆■ : ✶✳✶✸ ❡❱

❛✣❝❤❡ ♣❧✉$D$ ✉♥ $❡♠♣' ❞❡ ✈✐❡ ❞❡ ❧✬♦+❞+❡ ❞❡ ✺ ♣'✳ ❈❡❧❛ ❝♦♠♣❛+; ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞❡' ❝❤❛+❣❡' ✭✾✵ ♣'

♣♦✉+ ❧❡ $❡♠♣' ❝♦✉+$✮ ;❝❛+$❡ ❧✬❤②♣♦$❤I'❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐$♦♥ $+✐♣❧❡$✳

✸✳✷✳✹✳❞ ❇✐❧❛♥

▲✬❡①♣;+✐❡♥❝❡ ♣♦♠♣❡✲'♦♥❞❡ ❝♦♥'$✐$✉❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣+♦❝❤❡ ♣♦✉+ $❡♥$❡+ ❞❡ ♠❡$$+❡ ❡♥ ;✈✐❞❡♥❝❡

✉♥ ;$❛$ ❜✐❡①❝✐$♦♥✐9✉❡ '$❛❜❧❡ ❞❛♥' ❧❡' ♥❛♥♦$✉❜❡'✳ ▲✬♦❜'❡+✈❛$✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❆■ : ❧✬;♥❡+❣✐❡ ♣+;❞✐$❡

♣❛+ ❧❛ $❤;♦+✐❡ ❢♦✉+♥✐$ ✉♥ ♣+❡♠✐❡+ ❛+❣✉♠❡♥$ ❡♥ ❢❛✈❡✉+ ❞✉ ❜✐❡①❝✐$♦♥✳ ▲✬;$✉❞❡ ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡

❧✬;♥❡+❣✐❡ ❞✬❡①❝✐$❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♠♣❡ ♠♦♥$+❡ ❜✐❡♥ 9✉❡ ❝❡$$❡ ❆■ ❡'$ ❞✐+❡❝$❡♠❡♥$ +❡❧✐;❡ : ❧❛ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥

❡①❝✐$♦♥✐9✉❡ ❞❡' ✭✻✱✺✮✳ ❊♥✜♥ ❧❛ '✐♠✐❧❛+✐$; ❞❡' ❞②♥❛♠✐9✉❡' ❡♥$+❡ ❧✬❆■ : ✶✳✶✸ ❡❱ ❡$ ❧❛ ❚■ '✐❣♥❛$✉+❡

❞❡ ❧✬❡①❝✐$♦♥ '✉♣♣♦+$❡ ❧❡ ♠♦❞I❧❡ '❡❧♦♥ ❧❡9✉❡❧ ❧❛ $+❛♥'✐$✐♦♥ ✈❡+' ❧✬;$❛$ ❜✐❡①❝✐$♦♥✐9✉❡ '✬❡✛❡❝$✉❡ :

♣❛+$✐+ ❞❡ ❧✬;$❛$ S11✳ ◆♦✉' ♣❡♥'♦♥' ❞♦♥❝ ❛✈♦✐+ ♦❜$❡♥✉✱ ❛✉ $+❛✈❡+' ❞❡ ❝❡' ❡①♣;+✐❡♥❝❡'✱ ✉♥❡ ♣+❡♠✐❡+❡

♦❜'❡+✈❛$✐♦♥ ❞✬✉♥ ;$❛$ ❧✐; : ❞❡✉① ❡①❝✐$♦♥' ❞❛♥' ❧❡' ♥❛♥♦$✉❜❡' ❞❡ ❝❛+❜♦♥❡✳

✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉(✐♦♥

❉❛♥' ❝❡ ❝❤❛♣✐$+❡✱ ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡' +;'✉❧$❛$' ♦❜$❡♥✉' ❛✉ ❝♦✉+' ❞❡ ❝❡$$❡ $❤I'❡ ❛ ;$; ❡①♣♦';✳

▲❡' '♣❡❝$+❡' ❞❡ $+❛♥'♠✐''✐♦♥ ❞✐✛;+❡♥$✐❡❧❧❡ ♣❡+♠❡$$❡♥$ ❞✬;$✉❞✐❡+ ❧❛ ❞②♥❛♠✐9✉❡ ❞❡' ;$❛$' ❡①❝✐$;'

❞❛♥' ❧❡' ♥❛♥♦$✉❜❡' ❞❡ ❝❛+❜♦♥❡✳ ❆✐♥'✐✱ ❧✬;$✉❞❡ '✬❡'$ ♣♦+$; '✉+ ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ +❡❧❛①❛$✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❝✐$♦♥

S11✳ ▲✬❊❊❆ ❝♦♥'$✐$✉❡ ❧❡ ♣+✐♥❝✐♣❛❧ +❡'♣♦♥'❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡$$❡ ❞❡+♥✐I+❡✳ ❖♥ ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥$ ♠♦♥$+; 9✉❡

❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉+ ❞❡ ❝♦❤;+❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐$♦♥ ;$❛✐$ ✜♥✐❡ ❝❡ 9✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ : ✉♥ ♣+♦❝❡''✉' ✐♥$❡+♠;❞✐❛✐+❡

❡♥$+❡ ❝♦❧❧✐'✐♦♥ ❞✬❡①❝✐$♦♥' ❝♦❤;+❡♥$' ❡$ ❞✐✛✉'✐❢'✳

▲♦+'9✉✬✉♥ ❣+❛♥❞ ♥♦♠❜+❡ ❞✬❡①❝✐$♦♥' ❡'$ ❝+;; ❞❛♥' ❧❡ ♥❛♥♦$✉❜❡✱ ❝❡$ ❊❊❆ '❡ $+❛♥❢♦+♠❡ ❡♥ ❡✛❡$

❆✉❣❡+ '✉+ ❧❡' ❝❤❛+❣❡' ❡$ ❝♦♥❞✉✐$ : ❧❛ ❣;♥;+❛$✐♦♥ ❞❡ ♣♦+$❡✉+' ♥♦♥✲❧✐;' ❞❛♥' ❧❡ ♥❛♥♦$✉❜❡✳ ❈❡'

❞❡+♥✐❡+' '♦♥$ ❧♦+' '✉'❝❡♣$✐❜❧❡' ❞❡ ❢♦+♠❡+ ✉♥ ;$❛$ ❧✐; : $+♦✐' ❝♦+♣'✱ ❧❡ $+✐♦♥✳ ▲✬;$✉❞❡ $❡♠♣♦+❡❧❧❡

❞❡' ❝❤❛+❣❡' ♥♦♥✲❧✐;❡' ❛ ♠♦♥$+; 9✉✬❡❧❧❡' ♣♦✉✈❛✐❡♥$ +❡'$❡+ ❧✐❜+❡ ❛✈❛♥$ ❞❡ +❡❝♦♠❜✐♥❡+ ♦✉ ❜✐❡♥ <$+❡

♣✐;❣;❡' '✉+ ❞❡' ✢✉❝$✉❛$✐♦♥' ❞✉ ❝❤❛♠♣ ;❧❡❝$+♦'$❛$✐9✉❡ ❛♠❜✐❛♥$✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✸✶ ✕ ✭❛✮ ❈()❛*✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥ ❞✬❡①❝✐*♦♥ ✭❜✮ ❋♦(♠❛*✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜✐❡①❝✐*♦♥ ✭❳❳✮ ✭❝✮

❆♥♥✐❤✐❧❛*✐♦♥ ❡①❝✐*♦♥✲❡①❝✐*♦♥ ✭❊❊❆✮ ✭❞✮ ■♦♥✐?❛*✐♦♥ ♣❛( ❡✛❡* ❆✉❣❡( ❡* ❢♦(♠❛*✐♦♥ ❞❡ *(✐♦♥? ♣❛( ❧❛

?♦♥❞❡

❚♦✉❥♦✉(? E ♣❛(*✐( ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥ ❞✬❡①❝✐*♦♥? ❝())❡✱ ✉♥❡ *(❛♥?✐*✐♦♥ ❞✐(❡❝*❡ ✈❡(? ✉♥ )*❛* ❧✐) E

❞❡✉① ❡①❝✐*♦♥? ❡?* ♣♦??✐❜❧❡✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥?*✐*✉❡ ✉♥❡ ♦❜?❡(✈❛*✐♦♥ ♣(♦❜❛♥*❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦(♠❛*✐♦♥ ❞❡ ❝❡ *②♣❡

❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡①❝✐*♦♥✐I✉❡✱ ❛♣♣❡❧) ❜✐❡①❝✐*♦♥✱ ❞❛♥? ❧❡? ♥❛♥♦*✉❜❡? ❞❡ ❝❛(❜♦♥❡✳

▲❛ ✜❣✉(❡ ✸✳✸✶ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✈✐?✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥?❡♠❜❧❡ ❞❡? ()?✉❧❛*? ♦❜*❡♥✉? ❞❛♥? ❝❡**❡ *❤L?❡✱

❛❧❧❛♥* ❞❡ ❧✬❡①❝✐*❛*✐♦♥ ♦♣*✐I✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥ ❞✬❡①❝✐*♦♥ E ❧❛ ❝()❛*✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛(❣❡? ❧✐❜(❡? ❡* ❞❡

❜✐❡①❝✐*♦♥✳
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❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ ❣)♥)*❛❧❡

❈❡""❡ "❤$%❡ ❛ '"' ❝♦♥%❛❝+'❡ , ❧✬'"✉❞❡ ❞❡% '"❛"% ❡①❝✐"'% ❞❛♥% ❧❡% ♥❛♥♦"✉❜❡% ❞❡ ❝❛+❜♦♥❡ ❡" , ❧❡✉+

❞②♥❛♠✐6✉❡ ✉❧"+❛+❛♣✐❞❡✳ ▲❡% '❝❤❛♥"✐❧❧♦♥% 6✉❡ ♥♦✉% ❛✈♦♥% '"✉❞✐'% %♦♥" ❞❡% ♥❛♥♦"✉❜❡% ❞❡ ❝❛+❜♦♥❡

%❡♠✐❝♦♥❞✉❝"❡✉+ ❞❡ "②♣❡ (6, 5) ❡♥ %✉%♣❡♥%✐♦♥✳ ◆♦✉% ❛✈♦♥%✱ ❣+>❝❡ , ✉♥❡ ❡①♣'+✐❡♥❝❡ ♣♦♠♣❡✲%♦♥❞❡✱

♣✉ ♦❜"❡♥✐+ ❞❡% ✐♥❢♦+♠❛"✐♦♥% ❛✉%%✐ ❜✐❡♥ %♣❡❝"+❛❧❡% 6✉❡ "❡♠♣♦+❡❧❧❡% %✉+ ❧❡% '"❛"% ❡①❝✐"♦♥✐6✉❡%✳ ❆✐♥%✐

❧✬❡①❝✐"♦♥ ♥♦"' S11 ❛ '"' ♦❜%❡+✈' ❡" %❛ ❞②♥❛♠✐6✉❡ ❛ ♣✉ B"+❡ %✉✐✈✐❡ %✉+ "+♦✐% ♦+❞+❡% ❞❡ ❣+❛♥❞❡✉+✳

◆♦✉% ❛✈♦♥% ❛❧♦+% '"✉❞✐' ❧❡% ❝❛+❛❝"'+✐%"✐6✉❡% ❞❡ +❡❧❛①❛"✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡+♥✐❡+✳ ❊♥ ♦✉"+❡✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥%

♦❜%❡+✈' ✉♥ '"❛" ❡①❝✐"♦♥✐6✉❡ ❝❤❛+❣' ❞✐" ✓ "+✐♦♥ ✔ ❞♦♥" ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❛♥❛❧②%' ❧❛ ❢♦+♠❛"✐♦♥ ❡" ❧❛

+❡❧❛①❛"✐♦♥ ❞❡% ♣♦+"❡✉+% ❞♦♥" ✐❧ ❡%" ❧❛ %✐❣♥❛"✉+❡✳ ▲✬'"❛" "+✐♦♥✐6✉❡ ♥✬❛✈❛✐" ❥❛♠❛✐% ❡♥❝♦+❡ '"' ♦❜%❡+✈'

❞❛♥% ❧❡ ❝❛% ❞❡ ♥❛♥♦"✉❜❡% ♥♦♥✲❞♦♣'% ✐♥"❡♥"✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥"✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❞'❝+✐" ❧❡ ♠'❝❛♥✐%♠❡

❞❡ ❝+'❛"✐♦♥ ❞✬✉♥ '"❛" ♠♦❧'❝✉❧❛✐+❡ ❞✐" ✓ ❜✐❡①❝✐"♦♥ ✔ 6✉❡ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ♦❜%❡+✈' ❞❛♥% ♥♦% %♣❡❝"+❡%

❞❡ "+❛♥%♠✐%%✐♦♥ ❞✐✛'+❡♥"✐❡❧❧❡✳ ◆♦✉% ❛✈♦♥% ❛✐♥%✐ ❧❡✈' ✉♥❡ ♣❛+"✐❡ ❞✉ ✈♦✐❧❡ 6✉❛♥" , ❧❛ ♣♦%%✐❜✐❧✐"'

❞❡ ❢♦+♠❡+ ✉♥ "❡❧ '"❛" ❞❛♥% ❧❡% ♥❛♥♦"✉❜❡%✳ ◆♦✉% ♣♦✉✈♦♥% ❞♦♥♥❡+ ✉♥ +'%✉♠' ♣❧✉% ❞'"❛✐❧❧' ❞❡ ❝❡%

+'%✉❧"❛"%✳

◆♦✉% ❛✈♦♥% ❞✬❛❜♦+❞ ❛""+✐❜✉' ✉♥❡ ❛❜%♦+♣"✐♦♥ ✐♥❞✉✐"❡ ✈✐%✐❜❧❡ %✉+ ❧❡% %♣❡❝"+❡% ❞❡ "+❛♥%♠✐%%✐♦♥

❞✐✛'+❡♥"✐❡❧❧❡ , ✉♥❡ "+❛♥%✐"✐♦♥ , ♣❛+"✐+ ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦♠♣♦+"❛♥" ✉♥❡ ❝❤❛+❣❡ ✈❡+% ✉♥ '"❛" ❧✐' "+✐✲

♦♥✐6✉❡✳ ▲✬'♥❡+❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐%♦♥ ❞✉ "+✐♦♥✱ ❞'✜♥✐❡ ♣❛+ +❛♣♣♦+" , ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐"♦♥ S11✱ ❝♦++♦❜♦++❡ ❞❡%

❞♦♥♥'❡% ❡①♣'+✐♠❡♥"❛❧❡% ♦❜"❡♥✉❡% ♣❛+ ✉♥❡ '6✉✐♣❡ ❥❛♣♦♥❛✐%❡ "+❛✈❛✐❧❧❛♥" %✉+ ❞❡% ♥❛♥♦"✉❜❡% ❞♦♣'%

❡" ❛②❛♥" ♦❜%❡+✈' ❞❡ ♠B♠❡ ✉♥❡ +❛✐❡ ❞✬'♠✐%%✐♦♥ ❛""+✐❜✉'❡ , ✉♥ "+✐♦♥✳

❊♥ ❝♦♠♣❛+❛♥" ❧❛ ❞②♥❛♠✐6✉❡ ❞❡ ♠♦♥"'❡ ❞❡ ❧❛ "+❛♥%✐"✐♦♥ ✈❡+% ❧❡ "+✐♦♥ , ❧❛ ❞②♥❛♠✐6✉❡ ❞❡ +❡❧❛①✲

❛"✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❝✐"♦♥✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❝♦♥❝❧✉ 6✉❡ ❧❛ ❝+'❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛+❣❡% 6✉✐ ♣❡+♠❡" ❧❛

❢♦+♠❛"✐♦♥ ❞❡ "+✐♦♥% '"❛✐" +❡♥❞✉ ♣♦%%✐❜❧❡ ♣❛+ ❧❡ ♠'❝❛♥✐%♠❡ +❡%♣♦♥%❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐%♣❛+✐"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✲

✉❧❛"✐♦♥ ❡①❝✐"♦♥✐6✉❡✱ , %❛✈♦✐+✱ ❧✬❛♥♥✐❤✐❧❛"✐♦♥ ❡①❝✐"♦♥✲❡①❝✐"♦♥✳ ❈❡" ❡✛❡"✱ , ❢♦+"❡ ❞❡♥%✐"' ❞✬❡①❝✐"♦♥%✱

%❡ "+❛♥%❢♦+♠❡ ❡♥ %✐♠♣❧❡ ❡✛❡" ❆✉❣❡+ ❡♥"+❡ ❧❡% ❝❤❛+❣❡% ❞❡% ❡①❝✐"♦♥% ❡♥ +❛✐%♦♥ ❞❡ ❧✬'❝+❛♥"❛❣❡ ❞❡

❧✬'♥❡+❣✐❡ ❞✬✐♥"❡+❛❝"✐♦♥ ✐♥"+❛✲❡①❝✐"♦♥%✳ ❈❡❧❛ ♣❡+♠❡" ❛❧♦+% , ✉♥❡ ❝❤❛+❣❡ ❞✬B"+❡ '❥❡❝"'❡ ❞✉ ♥❛♥♦"✉❜❡

❡" ❞✬B"+❡ ♣✐'❣'❡ , %❛ %✉+❢❛❝❡ ♦✉ ❞❛♥% %♦♥ ❡♥✈✐+♦♥♥❡♠❡♥"✳ ▲❛ ❝❤❛+❣❡ ❧❛✐%%'❡ ❝'❧✐❜❛"❛✐+❡ ♣❡✉" %❡
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❧✐❡# $ ✉♥ ❡①❝✐)♦♥ ♣♦✉# ❢♦#♠❡# ✉♥ )#✐♦♥✳

◆♦✉0 ❛✈♦♥0 3)✉❞✐3 ❧❛ #❡❧❛①❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❣❛③ ❞❡ ❝❤❛#❣❡0 ❡) ❛✈♦♥0 0✉♣♣♦03 8✉❡

❝❡#)❛✐♥❡0 0❡ #❡)#♦✉✈❛✐❡♥) ♣✐3❣3❡0 0✉# ❞❡0 0✐)❡0 ❞❡ 8✉❡♥❝❤✐♥❣ ♦✉ 0✉# ❞❡0 ✢✉❝)✉❛)✐♦♥0 ❞✉ ❝❤❛♠♣

3❧❡❝)#♦0)❛)✐8✉❡0 ❛♠❜✐❛♥) ❛❧♦#0 8✉❡ ❞✬❛✉)#❡0 #❡0)❛✐❡♥) ❧✐❜#❡0✳ ❊♥ ❡✛❡)✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐8✉❡ ❞❡ #❡❧❛①❛)✐♦♥

❞❡0 ❝❤❛#❣❡0 ♣#30❡♥)❡ ❞❡✉① )❡♠♣0 ❝❛#❛❝)3#✐0)✐8✉❡0✱ ❝♦✉#) ✭✾✵ ♣0✮ ❡) ❧♦♥❣ ✭> 2 ♥0✮ 8✉✐ 0✉♣♣♦#)❡♥)

❧✬✐❞3❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦#♠❛)✐♦♥ )#✐♦♥✐8✉❡ $ ♣❛#)✐# ❞✬✉♥❡ ❝❤❛#❣❡ ♣✐3❣3❡ ♣♦✉# ❧❡ )❡♠♣0 ❧♦♥❣ ❡) ❞✬✉♥❡ ❝❤❛#❣❡

❧✐❜#❡ ♣♦✉# ❧❡ )❡♠♣0 ❝♦✉#)✳

◆♦✉0 ❛✈♦♥0 ♦❜0❡#✈3 ✉♥❡ ❝♦♥)#✐❜✉)✐♦♥ 0♣❡❝)#❛❧❡ $ ✉♥❡ 3♥❡#❣✐❡ ❞❡ ♣❤♦)♦♥ ✐♥❢3#✐❡✉#❡ $ ❝❡❧❧❡ ❞❡

❧✬❡①❝✐)♦♥ 8✉❡ ♥♦✉0 ❛✈♦♥0 ❛))#✐❜✉3❡ $ ✉♥❡ )#❛♥0✐)✐♦♥ ✈❡#0 ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ $ ❞❡✉① ❡①❝✐)♦♥0 ❧✐30 ❞✐) ✓ ❜✐❡①✲

❝✐)♦♥ ✔✳ ▲✬3♥❡#❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐0♦♥ ❞3✜♥✐❡ $ ♣❛#)✐# ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐)♦♥ ❡0) ❝♦❤3#❡♥)❡ ❛✈❡❝ ❧❡0 ♣#3✈✐0✐♦♥0

)❤3♦#✐8✉❡0 ❞✬❛✉)#❡0 38✉✐♣❡0✳ ❆✜♥ ❞✬❛♣♣✉②❡# ❝❡))❡ ❤②♣♦)❤J0❡✱ ♥♦✉0 ❛✈♦♥0 ❡✛❡❝)✉3 ✉♥❡ ❡①♣3#✐❡♥❝❡

♣♦♠♣❡✲0♦♥❞❡ ❡) ❛✈♦♥0 ♠♦♥)#3 8✉❡ ❧❡ 0✐❣♥❛❧ ♦❜0❡#✈3 3)❛✐) ❧✐3 $ ❧✬❡①❝✐)❛)✐♦♥ #30♦♥♥❛♥)❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✲

✉❧❛)✐♦♥ ❡①❝✐)♦♥✐8✉❡✳

▲❡ ♠♦❞J❧❡ 8✉❡ ♥♦✉0 ❛✈♦♥0 ❛❞♦♣)3 ♣♦✉# ❡①♣❧✐8✉❡# ❧❛ ❢♦#♠❛)✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜✐❡①❝✐)♦♥ #❡♣♦0❡ 0✉# ❧❛ ♣♦♣✲

✉❧❛)✐♦♥ ❞✬❡①❝✐)♦♥0 8✉❡ ♥♦✉0 ❢♦#♠♦♥0 ♣❛# ❡①❝✐)❛)✐♦♥ ♦♣)✐8✉❡ $ ♣❛#)✐# ❞❡ ❧❛8✉❡❧❧❡ ❧❡ ❢❛✐0❝❡❛✉ 0♦♥❞❡
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❙✳ ❚❛1❛3❡♥❦♦✳ ❖❜)❡3✈❛1✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛1✐✈❡❧② ❝❤❛3❣❡❞ ❡①❝✐1♦♥) ①❫④✲⑥ ✐♥ )❡♠✐❝♦♥❞✉❝1♦3 ]✉❛♥1✉♠

✇❡❧❧)✳ 0❤②'✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡$$❡8'✱ ✼✶✭✶✶✮ ✿✶✼✺✷✕✶✼✺✺✱ ❙❡♣1❡♠❜❡3 ✶✾✾✸✳

❬✼✹❪ ❇✳ ❙1e❜e ❛♥❞ ❆✳ ❆✐♥❛♥❡✳ ●3♦✉♥❞ )1❛1❡ ❡♥❡3❣② ❛♥❞ ♦♣1✐❝❛❧ ❛❜)♦3♣1✐♦♥ ♦❢ ❡①❝✐1♦♥✐❝ 13✐♦♥) ✐♥

1✇♦ ❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧ )❡♠✐❝♦♥❞✉❝1♦3)✳ ❙✉♣❡8❧❛$$✐❝❡' ❛♥❞ ▼✐❝8♦'$8✉❝$✉8❡'✱ ✺✭✹✮ ✿✺✹✺✕✺✹✽✱ ✶✾✽✾✳

✶✷✷



❬✼✺❪ ●✳ ❋✐♥❦❡❧,-❡✐♥✱ ❱✳ ❯♠❛♥,❦②✱ ■✳ ❇❛6✲❏♦,❡♣❤✱ ❱✳ ❈✐✉❧✐♥✱ ❙✳ ❍❛❛❝❦❡✱ ❏✳✲❉✳ ●❛♥✐B6❡✱ ❛♥❞ ❇✳ ❉❡✲

✈❡❛✉❞✳ ❈❤❛6❣❡❞ ❡①❝✐-♦♥ ❞②♥❛♠✐❝, ✐♥ ❣❛❛, G✉❛♥-✉♠ ✇❡❧❧,✳  ❤②#✳ ❘❡✈✳ ❇✱ ✺✽ ✿✶✷✻✸✼✕✶✷✻✹✵✱

◆♦✈ ✶✾✾✽✳

❬✼✻❪ T✳ ●✐❧❧✐♦-✱ ❉✳ ❇6✐♥❦♠❛♥♥✱ ❏✳ ❑✉❞6♥❛✱ ❖✳ ❈6W❣✉-✱ ❘✳ ▲W✈②✱ ❆✳ ❆6♥♦✉❧-✱ ❏✳ ❈✐❜❡6-✱ ❛♥❞

❙✳ ❚❛-❛6❡♥❦♦✳ ◗✉❛♥-✉♠ ❜❡❛-, ❜❡-✇❡❡♥ -6✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝✐-♦♥ -6❛♥,✐-✐♦♥, ✐♥ ♠♦❞✉❧❛-✐♦♥✲❞♦♣❡❞

❈❞❚❡ G✉❛♥-✉♠ ✇❡❧❧,✳  ❤②#✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇✱ ✻✵✭✽✮ ✿✺✼✾✼✕✺✽✵✶✱ ✶✾✾✾✳

❬✼✼❪ ▼✳ ❚✳ T♦6-❡❧❧❛✲❖❜❡6❧✐✱ ❱✳ ❈✐✉❧✐♥✱ ❙✳ ❍❛❛❝❦❡✱ ❏✳✲❉✳ ●❛♥✐B6❡✱ T✳ ❑♦,,❛❝❦✐✱ ▼✳ ❑✉-6♦✇,❦✐✱

❚✳ ❲♦❥-♦✇✐❝③✱ ❛♥❞ ❇✳ ❉❡✈❡❛✉❞✳ ❉✐✛✉,✐♦♥✱ ❧♦❝❛❧✐③❛-✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞❡♣❤❛,✐♥❣ ♦❢ -6✐♦♥, ❛♥❞ ❡①❝✐-♦♥,

✐♥ ❝❞-❡ G✉❛♥-✉♠ ✇❡❧❧,✳  ❤②#✳ ❘❡✈✳ ❇✱ ✻✻ ✿✶✺✺✸✵✺✱ ❖❝- ✷✵✵✷✳

❬✼✽❪ ❉✳ ❇6✐♥❦♠❛♥♥✱ ❏✳ ❑✉❞6♥❛✱ T✳ ●✐❧❧✐♦-✱ ❇✳ ❍f♥❡6❧❛❣❡✱ ❆✳ ❆6♥♦✉❧-✱ ❏✳ ❈✐❜❡6-✱ ❛♥❞ ❙✳ ❚❛-❛6❡♥❦♦✳

❚6✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝✐-♦♥ ❞❡♣❤❛,✐♥❣ ♠❡❛,✉6❡♠❡♥-, ✐♥ ♠♦❞✉❧❛-✐♦♥✲❞♦♣❡❞ G✉❛♥-✉♠ ✇❡❧❧, ✿ ❆ ♣6♦❜❡

❢♦6 -6✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛66✐❡6 ❧♦❝❛❧✐③❛-✐♦♥✳  ❤②#✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇✱ ✻✵✭✼✮ ✿✹✹✼✹✕✹✹✼✼✱ ✶✾✾✾✳

❬✼✾❪ ❘✳ ❍❡❧❧♠❛♥♥✱ ▼✳ ❑♦❝❤✱ ❏✳ ❋❡❧❞♠❛♥♥✱ ❙✳ ❚✳ ❈✉♥❞✐✛✱ ❊✳ ❖✳ ●f❜❡❧✱ ❉✳ ❘✳ ❨❛❦♦✈❧❡✈✱ ❆✳ ❲❛❛❣✱

❛♥❞ ●✳ ▲❛♥❞✇❡❤6✳ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉, ❧✐♥❡✇✐❞-❤ ♦❢ ❡①❝✐-♦♥, ✐♥ ,❡♠✐♠❛❣♥❡-✐❝ ❈❞❚❡✴❈❞❴④✶✲

①⑥▼♥❴④①⑥❚❡ ♠✉❧-✐♣❧❡ G✉❛♥-✉♠ ✇❡❧❧,✳  ❤②#✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇✱ ✹✽✭✹✮ ✿✷✽✹✼✕✷✽✺✵✱ ❏✉❧② ✶✾✾✸✳

❬✽✵❪ ❊✳❏✳ ▼❛②❡6✱ ◆✳❚✳ T❡❧❡❦❛♥♦,✱ ❏✳ ❑✉❤❧✱ ◆✳ ▼❛❣♥❡❛✱ ❛♥❞ ❍✳ ▼❛6✐❡--❡✳ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉,

❧✐♥❡✇✐❞-❤, ♦❢ ❡①❝✐-♦♥, ✐♥ ❈❞❚❡✴✭❈❞✱❩♥✮❚❡ ,✐♥❣❧❡ G✉❛♥-✉♠ ✇❡❧❧,✳  ❤②#✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇✱

✺✶✭✷✸✮ ✿✶✼✷✻✸✕✶✼✷✻✻✱ ❏✉♥❡ ✶✾✾✺✳

❬✽✶❪ ❑✐♥ ❋❛✐ ▼❛❦✱ ❑❡❧✐❛♥❣ ❍❡✱ ❈❤❛♥❣❣✉ ▲❡❡✱ ●✇❛♥ ❍②♦✉♥❣ ▲❡❡✱ ❏❛♠❡, ❍♦♥❡✱ ❚♦♥② ❋✳ ❍❡✐♥③✱

❛♥❞ ❏✐❡ ❙❤❛♥✳ ❚✐❣❤-❧② ❜♦✉♥❞ -6✐♦♥, ✐♥ ♠♦♥♦❧❛②❡6 ▼♦❙✷✳ ◆❛/✉1❡ ▼❛/❡1✐❛❧#✱ ✷✵✶✷✳

❬✽✷❪ ❚6♦❡❧, ❋✳ ❘n♥♥♦✇✱ ❚❤♦♠❛, ●✳ T❡❞❡6,❡♥✱ ❛♥❞ ❍♦6✐❛ ❉✳ ❈♦6♥❡❛♥✳ ❈♦66❡❧❛-✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐♠❡♥✲

,✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝-, ♦❢ -6✐♦♥, ✐♥ ❝❛6❜♦♥ ♥❛♥♦-✉❜❡,✳  ❤②#✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇✱ ✽✶✭✷✵✮ ✿✷✵✺✹✹✻✱ ▼❛② ✷✵✶✵✳

❬✽✸❪ ❚6♦❡❧, ❋✳ ❘n♥♥♦✇✱ ❚❤♦♠❛, ●✳ T❡❞❡6,❡♥✱ ❇❛6- T❛6-♦❡♥,✱ ❛♥❞ ❑❛,♣❡6 ❑✳ ❇❡6-❤❡❧,❡♥✳ ❱❛6✐✲

❛-✐♦♥❛❧ G✉❛♥-✉♠ ♠♦♥-❡ ❝❛6❧♦ ,-✉❞② ♦❢ ❝❤❛6❣❡❞ ❡①❝✐-♦♥, ✐♥ ❢6❛❝-✐♦♥❛❧ ❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ ,♣❛❝❡✳

 ❤②#✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇✱ ✽✹✭✸✮ ✿✵✸✺✸✶✻✱ ❏✉❧② ✷✵✶✶✳

❬✽✹❪ ❘②✉,✉❦❡ ▼❛-,✉♥❛❣❛✱ ❑❛③✉♥❛6✐ ▼❛-,✉❞❛✱ ❛♥❞ ❨♦,❤✐❤✐❦♦ ❑❛♥❡♠✐-,✉✳ ❖❜,❡6✈❛-✐♦♥ ♦❢

❝❤❛6❣❡❞ ❡①❝✐-♦♥, ✐♥ ❤♦❧❡✲❞♦♣❡❞ ❝❛6❜♦♥ ♥❛♥♦-✉❜❡, ✉,✐♥❣ ♣❤♦-♦❧✉♠✐♥❡,❝❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛❜,♦6♣✲

-✐♦♥ ,♣❡❝-6♦,❝♦♣②✳  ❤②#✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡//❡1#✱ ✶✵✻✭✸✮ ✿✵✸✼✹✵✹✱ ❏❛♥✉❛6② ✷✵✶✶✳

❬✽✺❪ ▼✐❝❤❛❡❧ ❏✳ ❇6♦♥✐❦♦✇,❦✐✱ T❡-❡6 ❆✳ ❲✐❧❧✐,✱ ❉❛♥✐❡❧ ❚✳ ❈♦❧❜❡6-✱ ❑✳ ❆✳ ❙♠✐-❤✱ ❛♥❞ ❘✐❝❤❛6❞ ❊✳

❙♠❛❧❧❡②✳ ●❛,✲♣❤❛,❡ ♣6♦❞✉❝-✐♦♥ ♦❢ ❝❛6❜♦♥ ,✐♥❣❧❡✲✇❛❧❧❡❞ ♥❛♥♦-✉❜❡, ❢6♦♠ ❝❛6❜♦♥ ♠♦♥♦①✐❞❡

✈✐❛ -❤❡ ❍✐T❝♦ ♣6♦❝❡,, ✿ ❆ ♣❛6❛♠❡-6✐❝ ,-✉❞②✳ ❏♦✉1♥❛❧ ♦❢ ❱❛❝✉✉♠ ❙❝✐❡♥❝❡ ✫ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❆ ✿

❱❛❝✉✉♠✱ ❙✉1❢❛❝❡#✱ ❛♥❞ ❋✐❧♠#✱ ✶✾✭✹✮ ✿✶✽✵✵✱ ✷✵✵✶✳
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❬✽✻❪ ❚✐♥❣ ●✉♦✱ ,❛✈❡❧ ◆✐❦♦❧❛❡✈✱ ❆♥❞5❡✇ ●✳ ❘✐♥③❧❡5✱ ❉❛✈✐❞ ❚♦♠❛♥❡❦✱ ❉❛♥✐❡❧ ❚✳ ❈♦❧❜❡5>✱ ❛♥❞

❘✐❝❤❛5❞ ❊✳ ❙♠❛❧❧❡②✳ ❙❡❧❢✲❛FF❡♠❜❧② ♦❢ >✉❜✉❧❛5 ❢✉❧❧❡5❡♥❡F✳ ❚❤❡ ❏♦✉&♥❛❧ ♦❢ +❤②-✐❝❛❧ ❈❤❡♠✐-2&②✱

✾✾✭✷✼✮ ✿✶✵✻✾✹✕✶✵✻✾✼✱ ❏✉❧② ✶✾✾✺✳

❬✽✼❪ ❚✳ ❲✳ ❊❜❜❡F❡♥ ❛♥❞ ,✳ ▼✳ ❆❥❛②❛♥✳ ▲❛5❣❡✲F❝❛❧❡ F②♥>❤❡F✐F ♦❢ ❝❛5❜♦♥ ♥❛♥♦>✉❜❡F✳ ✱ +✉❜❧✐-❤❡❞

♦♥❧✐♥❡ ✿ ✶✻ ❏✉❧② ✶✾✾✷ ❀ ⑤ ❞♦✐ ✿✶✵✳✶✵✸✽✴✸✺✽✷✷✵❛✵✱ ✸✺✽✭✻✸✽✸✮ ✿✷✷✵✕✷✷✷✱ ❏✉❧② ✶✾✾✷✳

❬✽✽❪ ❙❡5❣❡✐ ▼✳ ❇❛❝❤✐❧♦✱ ▲❡❛♥❞5♦ ❇❛❧③❛♥♦✱ ❏♦F❡ ❊✳ ❍❡55❡5❛✱ ❋5❛♥❝✐F❝♦ ,♦♠♣❡♦✱ ❉❛♥✐❡❧ ❊✳ ❘❡✲

F❛F❝♦✱ ❛♥❞ ❘✳ ❇5✉❝❡ ❲❡✐F♠❛♥✳ ◆❛55♦✇ ✭♥✱♠✮✲❞✐F>5✐❜✉>✐♦♥ ♦❢ F✐♥❣❧❡✲✇❛❧❧❡❞ ❝❛5❜♦♥ ♥❛♥✲

♦>✉❜❡F ❣5♦✇♥ ✉F✐♥❣ ❛ F♦❧✐❞ F✉♣♣♦5>❡❞ ❝❛>❛❧②F>✳ ❏♦✉&♥❛❧ ♦❢ 2❤❡ ❆♠❡&✐❝❛♥ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡2②✱

✶✷✺✭✸✼✮ ✿✶✶✶✽✻✕✶✶✶✽✼✱ ✷✵✵✸✳

❬✽✾❪ ❙❛✉♥❛❜ ●❤♦F❤✱ ❙❡5❣❡✐ ▼✳ ❇❛❝❤✐❧♦✱ ❛♥❞ ❘✳ ❇5✉❝❡ ❲❡✐F♠❛♥✳ ❆❞✈❛♥❝❡❞ F♦5>✐♥❣ ♦❢ F✐♥❣❧❡✲
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