UNIVERSITE DE STRASBOURG

o’

Institut Plur|d|SC|pI|na|re
Hubert CURIEN
STRASBOURG

@
£
=
o
@®
@
<
o
D
o

UNIVERSITE DE STRASBOURG

ECOLE DOCTORALE DE PHYSIQUE ET CHIMIE PHYSIQUE

INSTITUT PLURIDISCIPLINAIRE HUBERT CURIEN
UMR 7178 CNRS/IN2P3

THESE présentée par
David ROUVEL
soutenue publiquement le jeudi 11 septembre 2014
pour obtenir le grade de Docteur de I’Université de Strasbourg
discipline : physique
spécialité : physique nucléaire théorique

n° d’ordre : 2469

Essai sur les symétries géométriques et les transitions de
forme du noyau de I'atome

Theése dirigée par

Monsieur Jerzy DUDEK, professeur, Université de Strasbourg

Rapporteurs :
Monsieur Jacek DOBACZEWSKI, professeur, Université de Varsovie

Monsieur Piet VAN ISACKER, directeur de recherches, Commissariat & 'Energie Atomique, Grand Accélé-
rateur National d’lons Lourds

Autres membres du jury :
Madame Christelle ROY, directrice de recherches, Institut Pluridisciplinaire Hubert CURIEN
Monsieur Benoit GALL, professeur, Université de Strasbourg

Monsieur Andrzej GOZDZ, professeur, Université Marie CURIE SKLODOWSKA de Lublin






Table des matiéres

Remerciements

Prologue

Chapitre 1 Théorie microscopique du mouvement collectif nucléaire

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5

Evolution temporelle du noyau : deux durées caractéristiques . . . . . . . . .. ..
Hypotheése adiabatique et conséquences mathématiques . . . . . . . . . ... ...
Description de I’évolution temporelle . . . . . . . . . ... ... ... ... ....
Le tenseur de masse . . . . . . . . ..

Discussion des nouveaux aspects concernant le tenseur de masse . . . . . . . . ..

Annexes du chapitre 1

A; Résolution alternative du systéme différentiel des coefficients Cj,

B; Des coordonnées de forme complexes

Bibliographie du chapitre 1

Chapitre 2 Interactions et symétries géométriques du noyau de ’atome

2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7

La forme du noyau de 'atome . . . . . . . . . ... ... ...
Le champ moyen . . . . . . . . ..
L’interaction électromagnétique . . . . . . . . .. ..
L’interaction nucléaire centrale . . . . . . . . . . ... oL
L’interaction spin-orbite nucléaire . . . . . . . . . . ..o
Introduction des symétries . . . . . . . ...

Plans de symétries et distance au noyau . . . . . . . ... ... ...

11
11
13
20
24
32

37

39

41

43



2.8 Vers de nouvelles symétries . . . . . . . .. ..o Lo 64

Annexes du chapitre 2 73
A, Energie d’un état dans le cadre du champ moyen 75
B, Symétries et coordonnées de forme 79
C, Invariance de la distance 83
D, Invariance des dérivées de la distance 85
E2 Quelques tables de caractéres 91
F,; Le cas du groupe de l’icosaédre I, 99
Bibliographie du chapitre 2 103
Chapitre 3 Le tenseur de masse nucléaire 105

3.1 Prise en compte de I'appariement . . . . . . . . ... ... L oL 105

3.2 Recombinaison des protons et des neutrons . . . . . . . ... ... L. 110

3.3 Realisation du tenseur de masse dans le cadre du champ moyen et de ’appariement

monopolaire et uniforme . . . . .. ..o Lo 111
Annexes du chapitre 3 129
As Energie d’un état en présence de I’appariement 131
B3 Le vide de quasiparticules 135
Cs; Un résultat intermédiaire pour le calcul de (¥, .| > %(q) |Pr(q)) 139
D3 Le théoréme de HELLMANN-FEYNMAN-EPSTEIN 143
Bibliographie du chapitre 3 145

Chapitre 4 Expression des symétries de haut rang dans quelques situations
concrétes 147

4.1 Le nucléide 2°Rf et la déformation icosaédrique . . . . . . . ... 148



4.2 L’apparition des gaps tétraédriques . . . . . . . . .. ... 155
4.3 La part du champ moyen et celle de 'appariement dans le tenseur de masse . . . . 159
4.4 Préparation a l’analyse des résultats sur le tenseur de masse . . . . . . .. .. .. 163
4.5 Les composantes du tenseur de masse . . . . . . . . . ... ... 166
4.6 L’énergie potentielle collective et la densité de métrique : influence de la tempo-
risatrice . . . . . L L e e 170
Bibliographie du chapitre 4 175
Chapitre 5 La mécanique analytique au service de la physique nucléaire 177
5.1 Du principe de moindre action . . . . . . . .. ... L 177
5.2 Des grandeurs intrinséques dans 'espace . . . . . . .. ... 180
5.3 Des espaces métriques . . . . . . ... L. 184
5.4 De la mécanique dans un espace de RIEMANN . . . . . . . . ... .. ....... 189
5.5 Contraintes physiques sur les mathématiques . . . . . . . . . ... ... ... ... 195
5.6 De LAGRANGE & HAMILTON . . . . . . . . . .. . . o 198
5.7 L’équation de HAMILTON-JACOBI . . . . . . . . . . . . . it 201
Annexes du chapitre 5 203
A5 Réellification d’une variété complexe 205
Bs Connexion dans l’espace et dérivée covariante 207
Cs Meétrique de ’espace et dérivée covariante 213
Bibliographie du chapitre 5 222
Chapitre 6 L’équation de SCHRODINGER collective 223
6.1 Les ondes dans 'extension en configuration . . . . . . . . ... ... ... ... .. 223
6.2 La mécanique ondulatoire . . . . . . . . ... L 227
6.3 Les regles de quantification . . . . . . . .. .00 233
6.4 La densité de probabilité et la réalisation d’une observable . . . . . . . . ... .. 235
6.5 Etablissement de I’équation de SCHRODINGER collective . . . . . . . .. .. ... 235
6.6 Résolution de ’équation de SCHRODINGER collective . . . . . .. ... ... ... 239



Annexes du chapitre 6
Ag Les équations de SCHRODINGER dont la masse dépend de la position

Bg Cas d’une résolution exacte de I’équation de SCHRODINGER dont la masse
dépend de la position

Cg Application de la mécanique quantique formulée dans les espaces de RIE-
MANN a ’atome de protium

Bibliographie du chapitre 6
Epilogue

Serment

243

245

251

257

261

263

265



A toi qui ne pourras jamais lire ces équations

Remerciements

Je remercie ma camarade de chant et amie Marion DUPARC et, mon collégue et ami, Frédéric
CUVELLIER pour leur relecture et leurs conseils avisés.

Pour leur aide en mathématiques, je remercie mon ami Vincent VIGON et Charles BOUBEL de
I'Institut de Recherche Mathématique Avancée de Strasbourg, et Stephan KLAUS du Mathema-
tisches Forschungsinstitut Oberwolfach.

J’ai, pendant la préparation de cette thése, apprécié les discussions avec beaucoup de collégues
et amis, et en particulier mon professeur de licence et mon ami Georges OBERLECHNER.

Je remercie les chefs d’établissements du Lycée KLEBER a Strasbourg, en particulier Nancy
OUDENOT et Richard WACH, et du Lycée ROOSEVELT a Reims, Sylve GAUTIER, pour leur
soutien dans ma démarche et pour m’avoir accordé de travailler & mi-temps pour cette convenance
personnelle.

Pour la fabrication du matériel nécessaire a une expérience de mécanique des fluides, je remercie
les appuis techniques de Gérard GAUDIOT et Mathieu BRUCKER.

J’ai bénéficié de la grande vélocité de Francois SCHMIDT a dénicher de trés anciens articles parus
dans des revues parfois introuvables, je le remercie chaleureusement.

Je remercie 1’équipe des enseignants du master physique subatomique et astroparticules, en
particulier Jean-Pierre ENGEL, et son directeur, Abdel-Mjid NOURREDDINE.

Je remercie le comité de suivi des théses et ’école doctorale.

Les équipes de physique nucléaire m’ont permis de trouver une place d’apprenti chercheur et
de collaborateur en leur sein, en particulier Marc ROUSSEAU qui m’a permis de travailler sur
un ordinateur performant, Hervé MOLIQUE et Johann BARTEL qui m’ont prété leurs livres, et
Benoit GALL qui m’a accordé bien de son temps et m’a souvent aidé avec sa grande sagacité.
Qu’ils en soient vivement remerciés.

Je tiens a remercier tout particuliérement Jerzy DUDEK pour les connaissances importantes
prodiguées a son éléve, son encadrement, sa rigueur et ses conseils — que je n’ai pas toujours
suivis — et son humour mordant.

Je remercie chaleureusement les membres du jury d’avoir accepté d’évaluer ma thése.

J’ai bénéficié du soutien trés précieux de ma famille et de mes amis dans cette recherche obstinée
du sens. Qu’ils soient tous profondément remerciés.

Pour m’avoir accueilli durant les cinq années de ma thése, je tiens a remercier de tout coeur
I'Institut Pluridisciplinaire Hubert CURIEN et spécialement sa directrice, Christelle ROY.

7






« 11 libro della natura é scritto nella lingua matematica. »
Galileo GALILEI

Prologue

UAND J’ETAIS un enfant et que je découvrais la musique, j’étais fasciné par la présence de
la dissymétrie de la gamme au sein de la symétrie des instruments. Cette dissymétrie se
manifeste physiquement sur le clavier du piano ou de l'orgue. Comment cela fait-il pour aller
ensemble 7 Il y a 1a, dans le jeu de la symétrie et de la dissymétrie, de la physique & comprendre.

Force est de constater que la nature arbore des comportements réguliers. Les symétries géo-
métriques sont des signatures frappantes de cette régularité de la nature. En effet, elles signifient
que les propriétés d'un objet ou d’'un phénomeéne restent inchangées lors d’'une modification géo-
métrique telle qu'une rotation d'un angle bien déterminé autour d’un axe précis. La physique
est précisément 1’étude et la compréhension de ces régles pour expliquer le monde. Mais la phy-
sique n’est pas seulement factuelle, elle prévoit aussi des comportements inobservés a l’aide de sa
compréhension élargie des régles. Pour arriver a cela, nous ne cherchons pas a comprendre 1'inté-
gralité des observations d’un seul coup. Nous savons d’ailleurs que les observations contiennent
une certaine incertitude qui masque la compléte vérité de la réalité. Nous idéalisons donc le
phénoméne que nous souhaitons expliquer et nous arrivons alors & plaquer des mathématiques
sur cette idéalité. Cette démarche n’est pas propre au physicien théoricien. Le physicien expé-
rimentateur la pratique tout autant. En effet, ce dernier ne peut mener a bien une expérience
qu’a la condition de définir un protocole expérimental. Or, tout protocole expérimental suppose
une idée du comportement de la nature dans I’expérience qui va étre menée. Cette idée est déja
une théorie, méme si 'expérience est trés rudimentaire. Une fois que les mathématiques ont
été plaquées sur la réalité, nous déroulons le tapis de la logique. Nous construisons la théorie
avec ses principes, ses définitions, ses lemmes et ses théorémes. C’est ainsi que nous compre-
nons et prévoyons les phénomeénes. Les mathématiques constituent donc la séve de I'arbre de la
connaissance dont la physique est le tronc. Mais quelle différence y a-t-il entre la physique et
les mathématiques ? La différence réside essentiellement dans le statut de la vérité. Une théorie
mathématique n’est ni vraie, ni fausse, elle est logique. Une théorie physique est toujours fausse
mais elle cherche a se rapprocher de la vérité. Il est peu probable quun jour une théorie puisse
décrire exactement la réalité et exprimer la vérité compléte des phénoménes naturels. Mais si
¢’était le cas, nous serions bien en peine de le savoir et de démontrer que nous connaissons la
vérité. Seul le fait que la théorie prévoirait toujours précisément ce que l’expérience obtiendrait
serait un signe, mais non une démonstration. Par ailleurs, les mathématiques qui servent a ex-
primer la réalité physique dans une théorie ne sont pas elles-mémes la vérité ou la réalité. Elles

1. « Le livre de la nature est écrit en langage mathématique. »
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restent un plaquage que nous réalisons sur notre perception de la nature.

La physique nucléaire présente une grande diversité de phénomenes liée a la complexité des
systémes nucléaires constitués de nombreuses particules situées au coeur de l'atome. Ceci la
rend trés intéressante car 'activité d’idéalisation et de sélection des phénoménes a privilégier
est vaste. Mais évidemment le prix a payer est aussi une compréhension unifiée assez faible. Les
interactions a l’ceuvre dans le noyau nous permettent de maintenir des notions de géométrie
classique telles que la surface, le volume, la forme pour un objet qui n’en demeure pas moins
quantique. Si nous pouvons parler de forme du noyau, alors nous pouvons nous interroger sur les
symétries géométriques de cette forme et sur la dynamique de la forme elle-méme a travers des
changements importants lors de transitions. C’est pourquoi utiliser la lorgnette des symétries
géométriques pour comprendre et prévoir certaines propriétés du noyau est une idée importante
qu’il faut explorer avec toutes les possibilités qu’elle offre.

L’objectif de cette thése est de construire des outils permettant une étude systématique des
symétries géométriques du noyau de I'atome et de leur évolution lors de transitions de forme.
Ces outils ont été développés sur le plan formel des idées et des équations sous le strict patronage
de la logique. Ils ont aussi été développés sur le plan du calcul numérique avec I’écriture de deux
programmes assurant les prédictions concrétes du modéle que nous avons choisi de plaquer sur
la réalité des faits expérimentaux afin de sauver les apparences. Cette thése est organisée en
six chapitres auxquels des annexes se trouvent adjointes et qui représentent un peu moins de
la moitié du texte. Le premier chapitre est consacré a la mise en place des idées principales, la
séparation des mouvements individuels des nucléons et du mouvement collectif du noyau, I'intro-
duction du tenseur de masse nucléaire traduisant I'inertie du mouvement collectif. Le deuxiéme
chapitre explicite une méthode pour traiter les symétries géométriques dans le cas du noyau
qui est un objet quantique. Il propose aussi d’étudier des symétries qui apparaissent plutot exo-
tiques en physique nucléaire. Le troisiéme chapitre explicite les idées précédentes dans un cadre
d’interaction nucléaire bien précis, le champ moyen de type WOODS-SAXON déformé avec un
appariement uniforme et monopolaire. Le quatriéme chapitre expose des résultats trés nouveaux.
Le cinquiéme chapitre est trés mathématique et sert a remettre en place le formalisme des es-
paces métriques au service de la mécanique quantique. Le sixiéme chapitre contient une partie
historique sur la genése de I’équation de SCHRODINGER afin de mettre en place les équations de
la dynamique des symétries. Venez, nous commencons.
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« Philosopher revient en somme a ceci, se comporter a ’égard de 'univers comme si rien
n’allait de soi. »
Vladimir JANKELEVITCH

Chapitre 1

Théorie microscopique du mouvement col-
lectif nucléaire

OUS ENTRONS de plain-pied dans la physique nucléaire. Le travail théorique qui com-
. mence ici doit se fonder sur une réalité expérimentale que nous nous efforcons de
rappeler dans la premiére section. Nous constatons que le noyau de I'atome est le lieu
de deux types de mouvement dont les échelles de durée sont trés différentes. Cela permet de
mettre en place 'approximation adiabatique dans la deuxiéme section. Les nucléons évoluent
rapidement dans un champ qui évolue lui aussi mais lentement. L’approximation adiabatique
consiste a considérer que ces deux évolutions peuvent étre étudiées séparément. Nous adjoignons
I’approximation du champ moyen a l'approximation adiabatique et nous développons les pre-
miéres conséquences mathématiques de ces hypothéses physiques. La troisiéme section précise
la maniére que nous proposons d’utiliser pour réaliser la séparation des deux évolutions. Nous
introduisons une durée intermédiaire comprise entre la durée caractéristique bréve du mouve-
ment des nucléons et celle plus longue de 1’évolution collective. Nous proposons de définir les
grandeurs collectives comme issues d’'une moyenne des grandeurs instantanées sur cette durée
intermédiaire. Dans la quatriéme section, nous appliquons cette méthode pour définir les éner-
gies cinétique et potentielle collectives. Nous aboutissons & une nouvelle expression du tenseur de
masse qui traduit I'inertie du noyau face aux mouvements collectifs. Les premiéres conséquences
salvatrices de cette nouvelle forme du tenseur de masse sont discutées dans la cinquiéme section.

1.1 Evolution temporelle du noyau : deux durées caracté-
ristiques

ANS CE qui suit, nous nous reposons sur les faits expérimentaux qui établissent clairement

I’existence d’une composition de mouvements nucléaires lents et rapides. A partir de 1’éner-

gie typique associée a chacun de ces deux types de mouvements, nous allons définir une durée
caractéristique 7 de chaque mouvement. Dans cette intention, nous utilisons la relation de Max

11



PLANCK liant I’énergie £ d'un quanton et sa pulsation w, relation que nous remettons en forme
pour faire apparaitre une durée

27h
E=hw="" (1.1.1)
T
Nous en déduisons une maniére de définir la durée caractéristique
2rh
=0 (1.1.2)

E

Les mouvements lents correspondent aux vibrations de la surface nucléaire telles que les
oscillations collectives de I’état fondamental. Les énergies des excitations de vibrations collectives
sont typiquement de l'ordre de :

Euy ~ 0,5MeV a 2MeV, (1.1.3)

que l'on peut associer & une durée caractéristique

2rh
T~ 2x 107528 x 107 s, (1.1.4)

Teol =
col

Les mouvements rapides, quant a eux, sont associés aux mouvements individuels des nucléons
et correspondent a des énergies moyennes bien plus élevées. Les mouvements individuels des
nucléons se déroulent dans une énergie potentielle de champ moyen avec une profondeur ca-
ractéristique de l'ordre de —60 MeV. L’énergie cinétique moyenne d’un nucléon correspond aux
niveaux médians dans le puits d’énergie potentielle, elle est donc autour de 30 MeV. Et pour les
nucléons dont le niveau est proche du niveau de FERMI autour de —10 MeV |, I'énergie cinétique
est de l'ordre de 50 MeV. Ainsi pour fixer les idées nous prenons

Eina = 30MeV a 50 MeV (1.1.5)
que 'on peut associer a une durée caractéristique
2mh
T = Eﬂ ~83x10 854 14 x 1055 (1.1.6)
ind

Nous sommes donc en mesure de comparer les durées caractéristiques et cela nous améne a
remarquer que, durant une oscillation collective, il y a entre 10 et 100 révolutions individuelles

Tecol = 10 a 100 x Tind - (117)

Nous pouvons alors considérer que les mouvements collectifs sont des processus adiabatiques

1. Le terme adiabatique est emprunté au langage de la thermodynamique ou il signifie qu'une transformation
d’un systéme se déroule sans chaleur @) et uniquement avec du travail W. La lenteur relative de la transformation
n’est pas un critére d’adiabaticité. La thermodynamique utilise aussi la notion de transformation quasistatique
c’est-a-dire une transformation suffisamment lente pour que les champs de pression, de température, etc., puissent
s’adapter réguliérement afin de rester uniforme a chaque instant au sein du systéme. Ainsi il y a des transforma-
tions adiabatiques non quasistatiques mais aussi des transformations quasistatiques non adiabatiques et encore
des transformations adiabatiques et quasistatiques. Cependant on considére souvent en thermodynamique que
les échanges d’énergie par de la chaleur sont plus lents ou moins puissants que ceux par du travail, par exemple
dans I’étude de la propagation du son dans un fluide. C’est dans ce sens que la mécanique quantique a emprunté
le mot adiabatique alors qu’elle aurait di employer le mot quasistatique.

12



vis-a-vis des mouvements individuels. Dans ce contexte, le hamiltonien? de I’ensemble des nu-
cléons évolue contintiment et lentement sous l'effet des mouvements collectifs. Le noyau, au
commencement dans un état propre du hamiltonien initial, persiste par continuité dans un état
propre correspondant du hamiltonien en évolution. Nous allons maintenant montrer comment
appliquer cette approximation dite adiabatique et développer le formalisme attenant.

1.2 Hypothése adiabatique et conséquences mathématiques

ANS LE développement qui vient, nous allons devoir distinguer trois hamiltoniens différents
D avec leurs propriétés et leurs formalismes respectifs. Tout d’abord le hamiltonien a A par-
ticules, 7, qui décrit toutes les interactions du noyau en tant que collection de A nucléons.
Ensuite le hamiltonien de champ moyen, H, qui nous donne accés & une bonne approximation
de la physique d’un nucléon pris dans le noyau. Et enfin le hamiltonien collectif, H , qui décrit
la physique du noyau en tant que quanton unique que nous pourrions appeler « noyon ».

La compréhension compléte du noyau ne peut étre a strictement parler obtenue qu’avec le
hamiltonien a A particules et la résolution de ’équation de SCHRODINGER associée. Cependant
nous savons depuis les travaux de Henri POINCARE qu’une telle position est vouée a 1’échec
puisqu’un systéme & au moins trois corps n’est pas intégrable en général. En outre, nonobstant un
travail intense en physique nucléaire, 'interaction nucléaire reste encore incomplétement connue.
Nous pouvons néanmoins écrire cette équation de SCHRODINGER® sans préciser la forme de ce
hamiltonien & A particules :

N d =S 5D 5 S
(i, i) [0(0) = b= [W() on &= {70,775 7 (1.2.2)

avec respectivement les opérateurs de position, d’impulsion, de spin et d’isospin? du nucléon

numéro i°.

2. Le mot hamiltonien est issu du patronyme anglais HAMILTON. Par conséquent, d’aprés les régles données
par ’Académie Francaise, le h doit étre aspiré comme dans les mots harpe, hasard ou hameau, c’est-a-dire qu’il
n’y a ni élision ni liaison contrairement au mot hamecon. Ainsi il faut écrire et dire « le hamiltonien » et ne pas
utiliser un « 1 » apostrophe. De méme pour « du hamiltonien », « au hamiltonien ». Il faut dire sans liaison « un
hamiltonien », « les hamiltoniens », « des hamiltoniens », « aux hamiltoniens ».

3. Nous rappelons que 1’équation de SCHRODINGER exprimée avec la fonction d’onde s’écrit

H(Z1, ..o 24, 0)U(21,...,24,t) = ih%lll(i"l, cey Ta,t), (1.2.1)
mais que la notation de DIRAC avec les kets regroupe toutes les représentations dont celle de la fonction d’onde
et que le ket ne dépend plus des variables Z1,...,Z4 mais uniquement du temps, ce qui justifie 'usage des d
droits dans la dérivée.

4. Tl est d’usage de noter I'isospin avec les lettres t ou T'. Cependant ces lettres sont déja utilisées abondamment
pour le temps et ’énergie cinétique. C’est pourquoi nous utilisons la lettre 1 pour I'isospin.

5. 1l faut prendre garde & ne pas confondre i et i. Le premier, écrit en italique, est une variable habituelle, et
ici un indice, alors que le second, écrit en romain, est le nombre unité imaginaire tel que

i?=—1. (1.2.3)

13



THEOREME 1 : THEOREME ADIABATIQUE [1], [2] (bibliographie p. 43)

Soit un systéme physique dont le hamiltonien subit une évolution infiniment lente et dont le
spectre est discret. Si les valeurs propres restent distinctes les unes des autres lors de 1’évolution,
alors le systéeme se trouvant dans un état propre du hamiltonien & un instant se tient a tout instant
ultérieur dans 1’état propre du hamiltonien & ce nouvel instant qui s’en déduit par continuité.

Comme nous l'avons déja proposé a la section précédente, nous pouvons considérer que 1’évolution
collective agit comme une perturbation lente de I’évolution individuelle permettant d’appliquer le
théoréme adiabatique : c’est ce qu’on appelle "'approximation adiabatique. Dans cette intention,
nous devons donner une expression du hamiltonien & A particules ot doivent apparaitre des
paramétres évoluant lentement. Nous considérons ’approximation de champ moyen qui permet
d’introduire aisément de tels paramétres. En effet, comme son nom l'indique, le champ moyen
est une interaction moyenne® dans l'espace entre un nucléon et tous les autres nucléons. Le
grand nombre de nucléons autorise, & I'instar de I'hypothése ergodique ” en physique statistique,
a estimer que les parameétres du champ moyen sont aussi des moyennes sur les mouvements
rapides et constituent ainsi les premiéres grandeurs collectives. En outre, I'expérience montre
le role important de l'appariement des nucléons dans le noyau, et nous en tenons compte en
ajoutant un terme supplémentaire au champ moyen.

PROPOSITION 1 : APPROXIMATION DU CHAMP MOYEN
Le hamiltonien a A particules est la somme des hamiltoniens H,, & une particule de champ moyen
de chaque nucléon

A
H=> H, (1.2.5)
n=1

dont nous proposerons une forme ultérieurement. Ces hamiltoniens de champ moyen, chacun
associé a un nucléon, dépendent de z défini précédemment et du temps.

Nous introduisons maintenant les grandeurs collectives évoluant lentement dans le hamiltonien
de champ moyen. Parmi ces grandeurs collectives, il y a en particulier les coordonnées de forme
du noyau®. Pour le moment nous désignons ces grandeurs collectives par la notation ¢' et g

6. Si nous considérons une interaction & deux corps dans le noyau, dont 1’énergie potentielle entre le nucléon
i et le nucléon j est v;;(Z;, %), alors I’énergie potentielle du champ moyen qui s’applique au nucléon j est

A

. 1 Z o a A
i=1
1#]

7. L’hypothése ergodique s’applique & un systéme contenant un grand nombre de particules, et consiste a
supposer que, & I'équilibre, la valeur moyenne d’une grandeur calculée sur ensemble statistique est égale a la
valeur moyenne au cours du temps.

8. Les coordonnées de forme, notées a*, sont introduites lors du développement de la forme de la surface du
noyau de I'atome sur la base des harmoniques sphériques Y),. Elles ont deux indices comme les harmoniques

14



représente 1’ensemble de ces coordonnées collectives a I'instar d’un vecteur.

PROPOSITION 2 : APPROXIMATION ADIABATIQUE
Le hamiltonien de champ moyen ne dépend pas explicitement du temps, mais il évolue avec les
grandeurs collectives ¢° qui dépendent explicitement du temps

H=H(i;q) avec q=q(t)= {q'(t),1 <i<d} (1.2.7)

et cette évolution du hamiltonien de champ moyen est adiabatique vis-a-vis de 1’évolution propre
du nucléon dans le champ moyen.

L’hypothése du champ moyen alliée a I’hypothése de grandeurs collectives évoluant lentement
permet de passer d’'un hamiltonien a A particules qui dépend explicitement du temps & un
hamiltonien a A particules qui dépend implicitement du temps & travers une dépendance explicite
vis-a-vis des grandeurs collectives

~

H(iy, ..., da,t) = H(#1,. ... 24:q) avec q=q(t) (1.2.8)

et nous simplifions la notation
X =A{2,...,2a}. (1.2.9)

L’équation de SCHRODINGER & A particules devient
a d
H(x;q) V(L)) = 11‘1& |U(t)) avec q=q(t). (1.2.10)

Dans cette équation, il faut noter que la dépendance temporelle explicite de I’état |¥) n’a pas été
remplacée par une dépendance temporelle implicite & travers une dépendance explicite vis-a-vis
des grandeurs collectives g. Nous allons procéder autrement pour I'état |W(¢)) en remarquant
que puisque le hamiltonien ne dépend plus explicitement du temps, le théoréme adiabatique
nous permet d’écrire une équation de SCHRODINGER stationnaire instantanée avec le méme
hamiltonien

H(X;q9) [Ye(q)) = E(q) |Vi(q)) avec q = q(t). (1.2.11)
En effet, le théoréme adiabatique signifie que lors d’une évolution adiabatique, si le systéme est
dans un état propre, il évolue en persistant dans cet état propre qui se modifie lui-méme au cours
de I’évolution. Nous disons qu’il s’agit d’une coévolution. Ainsi cette équation dépend certes du

sphériques. Ce sont des tenseurs sphériques contravariants alors que les harmoniques sphériques sont des tenseurs
sphériques covariants. Le premier indice est toujours en position inférieure et indique le rang du tenseur sphérique.
Le second indique la composante du tenseur, et sa position inférieure ou supérieure précise la nature de la variance.
La surface nucléaire est décrite par la distance R entre 'origine du repére et le point de la surface dans la direction
repérée par le couple d’angle (6, ¢)

oo A
RO, p;a) x 1+ Z Z ax'Yau(0,p) avec o= {ayt} (1.2.6)
A=0 p=—X

Nous allons revenir en détail au chapitre 2 p. 45 sur 'utilisation de ce développement. Pour le moment, nous
remplacons ay* par ¢*. Nous passons d’une indexation double & une indexation simple en définissant une bijection
entre les deux indexations telle que I'ordre lexicographique. L’indice simple est en position supérieure afin de
rappeler que les coordonnées collectives sont de nature contravariante.
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temps mais elle ne permet plus de décrire I’évolution du systéme puisqu’elle ne contient plus
la dérivée de la fonction d’onde par rapport au temps. L’équation qui vient d’étre écrite est
une équation stationnaire mais d’instant en instant, chaque instant séparément de tout autre.
Le temps n’y joue que le role trés passif d'une simple étiquette. La causalité est cependant
maintenue par I’équation dépendante du temps portant sur un état dépendant explicitement du
temps. Ainsi I'état du systéme a la date ¢ + dt se trouve bien causalement déterminé par 1’état
du systéme a la date t. Les solutions de cette équation stationnaire instantanée sont obtenues
en résolvant I’équation de SCHRODINGER stationnaire de champ moyen

H(359) |[¥a(q)) = en(q) [ul(q))  avec q=q(t), (1.2.12)

puis nous reconstruisons la fonction d’onde & A nucléons par exemple comme un déterminant de
SLATER, ce qui est I'objet du chapitre 3 p. 105. Nous utilisons la faveur d’avoir simultanément
les deux formes d’équations de SCHRODINGER pour exprimer un état dépendant explicitement
du temps comme une superposition d’états stationnaires instantanés

ch ) [Te(q)) €@ avec ¢ = q(t), (1.2.13)

avec la phase définie en prolongeant la situation exactement stationnaire a la situation adiaba-

tique
or(t) = —gkr(l@ avec q = q(t). (1.2.14)

Cela donne . .
1
olt) = / At pp(t') = —= / at’ Exlq(t)], (1.2.15)
to h to
puis arguant de la lente dépendance de ¢ vis-a-vis du temps

Ela(t)] = Exla(to)] = Ek(q) pour ¢ —ty < Teal, (1.2.16)
d’ou
or(t) ~ _5kf(1Q) (t—ty) avec q=q(t). (1.2.17)

L’instant ¢y est 'instant initial choisi par nous pour décrire ’évolution. Ce choix est arbitraire
mais non subjectif. Il ne doit avoir aucune conséquence dans la suite.

Maintenant il ne nous reste apparemment plus qu’a déterminer les coefficients Cj(t) pour
connaitre toute I’histoire du noyau. Par conséquent nous devons mettre en place le systéme
d’équations différentielles qui régissent les coefficients Cy(t) puis le résoudre. Pour ce faire, nous
utilisons I’équation de SCHRODINGER a A particules dépendante du temps et nous y injectons
I'état |W(t)) défini ci-dessus. Le membre de gauche de I’équation de SCHRODINGER nous donne

lh =ih Z Ci(t)e @ [ W () + D Cr(t)Ex(q)e ™ [Wi(q))
k

N d
H0DS GO Y o ) avee g =a)

k n=1
(1.2.18)
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ou nous avons utilisé le fait que, p. 16,

(1.2.14) or(t) = —E'f) avec  q = q(t)

pour modifier le deuxiéme terme, et nous transformons la dérivée totale par rapport au temps
dans le troisiéme terme avec la formule de dérivation ? des fonctions composées de Louis Francois
Antoine ARBOGAST et du Bienheureux Francesco FAA DI BRUNO

|\1fk Z |x11k ) avee g = q(t). (1.2.21)

Quant au membre de droite de 1’équation de SCHRODINGER a A particules, il devient

N

H(%:q) [W(1) = Cul(t)e** D (q) [Wi(q)) - (1.2.22)

k
L’égalité des deux membres nous conduit a

d

z]N:eWt) )+ Ch(t Z (q)) = 0. (1.2.23)

Nous effectuons alors le produit scalaire au sens de DIRAC entre cette derniére équation et 1’état
e |W;(q)), ce qui nous améne a

Ze‘“”k 10 (0 (q) | Cult) + Cul) Y 4" |Wa(@) = 0. (1.2.24)
Nous posons

i (t) = pi(t) — pi(t) ~ 'T(t —to) = Quj(q) x (t —to) (1.2.25)

avec

Quj(q) = (1.2.26)

En remarquant que les coefficients Cy(t) sont des nombres qui commutent avec tout opérateur,
nous en déduisons le systeme d’équations différentielles.

9. Dans le cas ot ¢ € C?, il est impératif de considérer séparément la partie réelle et la partie imaginaire.
Ainsi
[Wi(q)) = [¥r(Regq, Imq)) (1.2.19)

et

0
|\I/k ZReq 3R — |V, (Req,Imq)) —|—Zlmq Mo |\I/k(Req,Imq)> (1.2.20)
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LEMME 1 :
Le systéme d’équations différentielles qui régit I’évolution de la fonction d’onde est

d N

ZC]"Z )| |‘1’k( )) e OC(t)  avec g = q(t). (1.2.27)

Il ne reste plus qu’a résoudre ce systéme d’équations différentielles . Mais dans ce systéme
d’équations différentielles nous avons supposé, sans le dire, toutes les coordonnées collectives
comme indépendantes. Néanmoins, dans le cas des coordonnées de forme, ¢" = «a,*, une telle
supposition devient illicite. En effet, les coordonnées de forme constituent un ensemble de ten-
seurs sphériques. Subséquemment elles doivent respecter la contrainte liée a la convention de
phase de CONDON-SHORTLEY

Oé)\iu = (—1)“ (Oé)\'u)* (1228)

et si les coordonnées de forme sont réelles !, cette contrainte devient simplement et heureusement
Oé>\_u = (—1)“00\“. (1229)

Cette contrainte ne doit jamais étre oubliée surtout dans le calcul de Zizl q'"% |Wr(q)) qui est
intervenu précédemment. Nous allons abandonner temporairement la notation ¢™ au profit de
a afin d’écrire explicitement les conséquences mathématiques de la contrainte ci-dessus. Une
fois le résultat obtenu nous allons le remettre en forme avec la notation ¢" qui est plus générale.

Ainsi
d

0 0 .
Zq 8_q” devient Z Z ayt 80@“ (1.2.30)
n=1 A=0 p=—2X
et nous séparons les coordonnées indépendantes des autres
[e's) A A
0 0 0
= " a’ Gy . 1.2.31
Z Z 004#‘ Z Z A Doy H Tan D0r\0 +Z A dayk ( )
A=0 p=—2X A=0 Lp=1 p=1

Or, nous pouvons écrire du fait de 'existence de la contrainte que

o day 0

= 1.2.32
Oay ™ Doy Oayv’ ( )
et avec 'expression de la contrainte
804{
= (=1)*o" 1.2.33
S = (1 (1.2.33)

10. 11 est possible d’envisager une autre méthode de résolution du systéme que celle qui va étre employée dans
la section 1.4 p. 24 et nous en exposons les grandes lignes a ’annexe A; p. 39.

11. A priori les coordonnées de forme sont des nombres complexes mais nous allons voir dans le prochain
chapitre qu’en nous restreignant au cas déja fort général de noyaux possédant le plan (20z) comme plan de
symétrie, les coordonnées de forme sont nécessairement réelles. Le cas des coordonnées de forme complexes est
traité a annexe By p. 41.
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donc

0 0
= (=1)# . 1.2.34
g~ V507 ( )
Par ailleurs ’expression de la contrainte implique aussi que les vitesses de déformation sont liées
ay H = (=1D)Fa! (1.2.35)
et par conséquent
00 A o) A 0o A
0 0 0 0
. o .0 < n - B <
I e 9D CI WSS £
A=0 p=—X A=0 p=1 A=0 =0

Nous pourrions nous arréter ici mais la notation obtenue ne permet pas I'usage de la convention
d’EINSTEIN. Aussi afin de pouvoir la rétablir, nous introduisons

Dyli = (2= 6,0)0% 0L (1.2.37)
qui nous permet d’écrire 12

e] A 9 o oo A XN / L9
DD S = DN DTN (2= 6u0)d3 St ForF (1.2.40)

A=0 p=—2\ A=0 N=0 p=0 /=0

oo oo A XN , 9
=222 2 Daia 5 (1.2.41)

A=0 N'=0 p=0 11'=0

et nous voyons que nous pouvons rétablir une notation conforme a la convention d’EINSTEIN en
gardant a 'esprit que les domaines de variation des indices sont modifiés

(9 Nu -
80()\'“ - D}\lﬁ@)\/“ aOé)\“'
La situation de la contrainte des coordonnées de forme se généralise a toute situation de liaisons
scléronomes entre certaines coordonnées collectives. Nous pouvons maintenant reprendre les
notations ¢" et ¢" et désormais dans un soucis d’allégement de la notation, nous utilisons la
convention d’EINSTEIN en nous souvenant bien que dans la notation ¢" 'exposant n n’est pas
une puissance mais un indice contravariant. Alors

/

Gt (1.2.42)

D) devient D}, (1.2.43)
et 5 5
Nu - o . n om
Dy " Yo devient D; g o (1.2.44)

12. Nous rappelons les conventions d’écriture mathématique pour les ensembles de nombres

N={0,1,2,...,00}, IN*={1,2,...,00}, Y=11,2,...,A} (1.2.38)
et
Z={-00,...,—2,-1,0,1,2,...;00}, Zx={-X...,—2,-1,0,1,2,... A},
ZN\Zy={—c0,....,—A=1,A+1,...,00}. (1.2.39)

19



LEMME 2 :
Lorsqu’il existe des liaisons indépendantes du temps entre certaines coordonnées, il est possible
d’introduire des coefficients de dépendance D!, et

0 0
i ) L 1.2.4
o5 = Pl 5 (1.2.45)

L’existence de liaisons entre les coordonnées modifie le systéme d’équations différentielles don-
nant ’évolution des coefficients C}, dans la combinaison linéaire constituant la fonction d’onde.

LEMME 3 :
Lorsqu’il existe des liaisons indépendantes du temps entre certaines coordonnées, le systéme
d’équations différentielles qui régit ’évolution de la fonction d’onde est

C]-(t):—DMWZW@%r\vk<q>>ei%'<t>ck<t> avec ¢ = qlt). (1.2.46)

La résolution de ce systéme d’équations différentielles se fait & ¢ constant. La solution dépend
ensuite de ¢ dont nous ne feignons plus qu’il évolue aussi. Cependant en utilisant ’hypothése
du champ moyen, nous avons perdu I’équation qui gouverne I’évolution des variables collectives
et nous ne disposons donc pas de la connaissance de ¢(t). C’est I’équation de SCHRODINGER
collective décrivant I’évolution des états collectifs |Y(¢)) (notés avec la lettre grecque majuscule
upsilon T pour ne pas utiliser ¥ ou ®, qui le sont déja par ailleurs)

H|T(t)) = ih% 1T(t)) (1.2.47)

qui doit restituer cette information. Nous devons donc établir I'expression de son hamiltonien
J suite a la résolution du systéeme différentiel dans le cadre de I'approximation adiabatique.
C’est pourquoi nous allons maintenant préciser ce cadre.

1.3 Description de 1’évolution temporelle

OUS ALLONS nous inspirer de la mécanique statistique et employer une procédure de moyen-
N ne temporelle [3] (bibliographie p. 43). Cette procédure fut surtout utilisée au commence-
ment de la mécanique statistique et fut remplacée sous I'impulsion de Josiah GIBBS par 1'utili-
sation des ensembles statistiques dans le cadre du principe ergodique. La mécanique statistique
cherche & comprendre une évolution macroscopique d’un ensemble de particules par 1’évolution
microscopique de chacune des particules en mouvement incessant. Les grandeurs macroscopiques
telles que la température ou la pression émergent d’'une mesure nécessairement macroscopique
et insensible aux mouvements trop rapides des trop nombreuses particules. S’il était possible de
suivre avec une finesse microscopique ’évolution d’'une grandeur, on verrait une évolution sacca-
dée et discontinue constituée de fluctuations autour d’une évolution globale réguliére et continue.
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Dans le cas d'un systéme macroscopique a I'équilibre, ’agitation microscopique qui persiste est
gommée parce que la mesure d'une grandeur F' est insuffisamment fine temporellement. C’est
pourquoi elle intégre toujours de nombreuses fluctuations de cette grandeur autour d’une valeur
moyenne. Cette intégration des fluctuations microscopiques correspond mathématiquement & un
calcul de moyenne temporelle pendant une durée 7 suffisamment longue pour qu’il 8’y produise
de nombreuses fluctuations qui donnent une signification statistique & cette moyenne. Alors le
passage du microscopique au macroscopique s’obtient en écrivant que, pendant la durée 7 autour
d’une date t, entre les instants ¢’ et ¢’ 4+ dt’, la grandeur prend la valeur F(t') qu’il faut affecter

de la pondération th/. La grandeur macroscopique mesurée F’ est
_ 1 [tt3
F = lim — dt’ F(t)). (1.3.1)

T—00 T -3
Puisque le systéme est a I’équilibre, la valeur moyenne ne dépend pas de l'instant ¢ qui intervient
dans les bornes de l'intégrale, ce qui est conforme a 1’absence d’évolution. Cela se généralise a
certaines situations d’évolution d’un systéme dans la mesure ol il est possible de faire ’approxi-
mation de la limite de la durée 7 infinie par une durée 7 finie. En effet, I'utilisation d’'une durée 7
infinie condamnerait la perception d’une évolution ayant lieu sur une durée caractéristique finie
Teol- 11 faut donc pouvoir garantir que :

T << Teol- (132)

Cependant cette condition nécessaire n’est pas suffisante. Il faut également que la durée caracté-
ristique des mouvements microscopiques T;,q soit bien plus bréve que la durée 7 afin d’avoir une
moyenne signifiante c¢’est-a-dire exempte de fluctuations rapides. C’est pourquoi il faut s’assurer
que ces deux durées respectent la condition

Tind K T (1.3.3)

et dans ces conditions, les grandeurs macroscopiques ainsi définies

_ 1 [tt3 1 (2
F(t) = —/ dt' F(t') = —/ dt' F(t+1t) (1.3.4)
T t—ZI T _T

2 2
deviennent pertinentes, stables et dépendent de 'instant ¢ comme 'exige leur évolution. En fait
dans cette définition il ne faut pas oublier que la valeur de 7 est déterminante '3 ; ainsi F' dépend

également de 7 et nous devons écrire F(t, 7).

13. 11 est impossible de ne pas citer ici le philosophe Henri BERGSON, dont le travail & propos du temps fut si
mal compris des physiciens :

« On chercherait vainement, en effet, & caractériser le souvenir d’un état passé si ’on ne commencgait
par définir la marque concréte, acceptée par la conscience, de la réalité présente. Qu’est-ce, pour
moi, que le moment présent? Le propre du temps est de s’écouler; le temps déja écoulé est le
passé, et nous appelons présent I'instant ot il s’écoule. Mais il ne peut étre question ici d’un instant
mathématique. Sans doute il y a un présent idéal, purement congu, limite indivisible qui séparerait
le passé de 'avenir. Mais le présent réel, concret, vécu, celui dont je parle quand je parle de ma
perception présente, celui-la occupe nécessairement une durée. Ou est donc située cette durée ?

&)
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Nous appliquons un raisonnement de la méme nature afin de déterminer 1’équation d’évolution
collective du noyau, situation ot la constitution du noyau en nucléons est masquée au profit d'un
quanton unique, le noyon. Cette équation d’évolution doit étre une équation de SCHRODINGER,
¢’est-a-dire une équation de I’énergétique du noyau. C’est pourquoi nous devons nous intéresser
a I'énergie de la collection des A nucléons et pour I'obtenir, nous utilisons I'information sur le
noyau tout entier donnée par son état |W(t)). Les coordonnées collectives ¢ sont des paramétres
de cet état, qui dépend aussi des conditions initiales collectives gy = q(to). Nous suivons cet état
|U(#)) au cours du mouvement collectif avec ¢ = ¢(t), relation qui lie les différents ¢* entre eux.
En accord avec la terminologie en usage en hydrodynamique, nous disons qu’il s’agit, dans ce
cas, d'une description lagrangienne du mouvement collectif du noyau.

Nous allons passer de la description lagrangienne du noyau a la description eulérienne. Cette
description consiste & remplacer 1'état |W(¢)) par un champ d’états |¥(q,t)) qui est définit sur
I’espace sous-tendu par les coordonnées collectives g que nous nommons [’espace collectif. Ce
champ inclut toutes les évolutions collectives selon toutes les conditions initiales. Le lien entre
les deux descriptions est obtenu en disant que I’état |W(t)) est la réalisation du champ d’états
|W(q,t)) le long de la ligne ¢ = ¢(t) dans 'espace collectif, ainsi

(W (q(t),0)) = [T() = > Cilt) [Wr(q(t))) . (1.3.5)
L’équation de SCHRODINGER

A ) [B(0) = 3 WD) avee g = (1) (1.3.6)

devient
A5 a(0)) (B (a(0), 1)) = 05 [@(q(1), 1) (137

puis nous nous décrochons d’un mouvement collectif particulier en remplacant cette équation
de SCHRODINGER par une paire d’équations de SCHRODINGER. L’une porte sur le mouvement
collectif ¢(t), que nous verrons au chapitre 6, et Pautre ot la mémoire de ¢(t) a été effacée,
libérant ainsi tous les ¢’ les uns par rapport aux autres, s’écrit

~

H50) [W(g, 1)) = ih 5 [ 2(q,0). (139

« Est-ce en dega, est-ce au-dela du point mathématique que je détermine idéalement quand je pense &
I'instant présent 7 Il est trop évident qu’elle est en dega et au-dela tout a la fois, et que ce que j’appelle
mon présent empiéte tout a la fois sur mon passé et sur mon avenir. Sur mon passé d’abord, car le
moment ot je parle est déja loin de moi ; sur mon avenir ensuite, car ¢’est sur I’avenir que ce moment
est penché, c’est a4 'avenir que je tends, et si je pouvais fixer cet indivisible présent, cet élément
infinitésimal de la courbe du temps, c’est la direction de I’avenir qu’il montrerait. Il faut donc que
I’état psychologique que j’appelle mon présent soit tout a la fois une perception du passé immédiat
et une détermination de l'avenir immédiat. Or, le passé immédiat, en tant que pergu, est, comme
nous verrons, sensation, puisque toute sensation traduit une trés longue succession d’ébranlements
élémentaires ; et I'avenir immédiat, en tant que se déterminant, est action ou mouvement. Mon
présent est donc a la fois sensation et mouvement ; et puisque mon présent forme un tout indivisé,
ce mouvement doit tenir & cette sensation, la prolonger en action. D’ol je conclus que mon présent
consiste dans un systéme combiné de sensations et de mouvements. » [4] (bibliographie p. 43)
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ou

[W(g,t) =Y Cu(t) [Wi(q)) e+ (1.3.9)
k
et
G1P@0) = 5 1W0.0) + 0" [9(.0). (1.3.10)

L’énergie de la collection des A nucléons est donc un champ des variables collectives ¢ et des
vitesses collectives ¢ donnée par le produit scalaire de DIRAC de H(X;q) |¥(q,t)) avec I'état

¥ (g.0)
(W (g0 FU:0) [ (g, 1) = (¥(q.0)] 10k [9(0.1) (13,11
= (W] 0 B0 0) + (Bl 0] (B0 (1312)

et ¢’est pourquoi nous écrivons

E(q,q.t) = (¥(q,t)| H(%;9) [®(q, 1)) (1.3.13)
= /}RiXdeZ (%, VH(% )V (%, q.1) (1.3.14)
= X]Nk: C;(t)e #1OCy(1)e o+ (W (q)| H(%; ) [i(g)) (1.3.15)
= zﬂ;c; ()Cr(t)e* W E(q) (U;(9)[k(q)) (1.3.16)
= iN: C; (£)Cr(t)e D Ex(q)5; (1.3.17)
i

Z C5(1)*E5(q).- (1.3.18)

Cette énergie F fluctue avec une durée caractéristique 7,4 puisqu’elle incorpore les mouvements
individuels rapides. Or, nous voulons une équation qui décrive une évolution du noyau avec
une durée caractéristique 7.,. Nous devons donc introduire un paramétre phénoménologique, la
durée 7 telle que

Tind K T <K Teol.- (1.3.19)

En effectuant une moyenne temporelle sur cette durée, nous allons faire émerger de I’équation
de SCHRODINGER a A particules une énergie collective puis un hamiltonien collectif a I'aide des
régles de quantification précisées ultérieurement.

DEFINITION 1 : ENERGIE COLLECTIVE DU NOYAU
L’énergie collective du noyau en tant que quanton est

_ 1 2
Elq,q;t,7) = ;/2dt’E(q,q',t+t’). (1.3.20)
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Le choix'* de la valeur de 7 est crucial pour la théorie puisqu’il justifie la définition de
nouvelles grandeurs collectives par une moyenne temporelle. Ce choix est guidé par la physique
nucléaire. Nous devons maintenant indiquer le choix de la durée caractéristique 7 qui semble
adapté. Dans la premiére partie nous rappelions les ordres de grandeur des deux autres durées
caractéristiques '°

Twd =1 X 10725 et 7o =5 x 107 s. (1.3.21)

Pouvons-nous encore considérer que nous sommes dans un cadre similaire a celui de la mécanique
statistique avec Ting K T <K Teol !

En mécanique statistique, dans le cas d'un gaz dans des conditions ordinaires, les ordres de
grandeur sont bien différents. La durée individuelle 7,4 est la durée entre deux chocs moléculaires
et la durée collective 7., est la durée caractéristique d’une transformation thermodynamique d'un
gaz

Tnd = 10°ps et 7o = 10% pis (1.3.22)
conduisant assez naturellement a

7 =10 ns. (1.3.23)

Dans le cas de la physique nucléaire, nous ne sommes pas aussi chanceux et nous allons privilégier
l'écart entre 7 et 7., afin de conserver la trace de I’évolution collective. La définition de la
moyenne est toujours valide; toutefois elle est dés lors touchée par des fluctuations qui sont
néanmoins adoucies.

PROPOSITION 3 : VALEUR DE LA DUREE INTERMEDIAIRE
Nous proposons de choisir

T=05zsalzs=5x10"*sa1x10?s. (1.3.24)

Nous savons désormais comment faire émerger les grandeurs collectives de la théorie micro-
scopique. Nous pouvons avancer dans la construction de I’équation de SCHRODINGER collective
sur la base des prescriptions précédentes.

1.4 Le tenseur de masse

LE PAS suivant a réaliser deés lors est le calcul de I’énergie collective et pour cela nous devons
achever la résolution du systéme différentiel donnant 1’évolution des coefficients C. Nous

14. Le mot choiz employé ici I'est a dessein. Il s’agit bien d’une décision arbitraire mais I’assimilation de ce
choix arbitraire a une subjectivité n’est pas justifiée. Il s’agit d’un arbitraire parfaitement objectif car il est décidé
avec des arguments clairement exposés. D’autre part les choix arbitraires ne sont pas 'apanage des Hommes, la
nature a aussi effectué des choix arbitraires, comme la sensibilité de nos organes sensoriels, qui ne nous permettent
pas de sentir la structure atomique de la matiére, mais nous donnent & voir une matiére de structure moyenne
continue.

15. Les durées intervenant ici sont trés bréves a ’échelle humaine. Le SI contient heureusement des préfixes
qui permettent de définir des sous-multiples de la seconde adaptés a la taille du noyau. Le préfixe atto, a, signifie
10718, le préfixe zepto, z, signifie 10721 et le préfixe yocto, y, signifie 10724, La zeptoseconde, zs, est donc adaptée
a I’environnement nucléaire.
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rappelons que le théoréme adiabatique signifie que, lors d'une évolution adiabatique, si le systéme
est dans un état propre, il évolue en persistant dans cet état propre, qui se modifie lui-méme au
cours de I’évolution. Aussi nous considérons qu’a la date ¢y le noyau se trouve dans 1’état propre
numeéro ¢

W (to)) = [Wilq)) . (1.4.1)
et par conséquent
Ci(to) =1, Cjz(ty) =0, (1.4.2)
et avec ’expression des phases donnée précédemment, nous avons
pilto) =0, @jzi(to) = 0. (1.4.3)

Nous considérons alors que pendant la durée T proposée ci-dessus
Cit)y =1, [Cju(t)| < |Ci(t)|, te€[to—Z,to+73]. (1.4.4)

SCOLIE 1 : SIGNIFICATION DE L'’EVOLUTION ADIABATIQUE
Le noyau dans 'état |W;(q)) a to y persiste pour ¢t > ¢, en coévolution avec ¢(t). L'état

W (o)) = |Wilq(to)]) (1.4.5)

devient
(W () = [Wilg()]) # [Wilg(to)]) (1.4.6)
mais |W(¢)) est développé sur la base des |¥;[q(o)]) que nous notons |V,(¢)) du fait de I’évolution

lente de q. C’est pourquoi les coefficients C} évoluent méme si I’état ne change pas de nombre
quantique z. Nous voyons donc bien que le choix de £y n’a aucune importance.

Sous ces conditions, le systéeme d’équations différentielles du lemme 3 p. 20

N
: m 0 fons
(1.2.46) Cj(t) = =Dpd™ > (¥;(q)] 3 |Ui(q)) €70 Cy(t)
k
se simplifie considérablement en ¢
Cizi(t) = =Drg™ (¥;(q)| o |Wi(q)) e (1.4.7)

puisque nous avons négligé tous les termes avec Cj;(t) et retenu 'unique terme avec C;(t) ~ 1.
Dans ce cadre la résolution ne consiste plus qu’en une simple intégration entre 'instant initial
to et un instant ¢ € [to — Z,to + 3]

t
I yn m (4! / a / i (t T T
Cjzi(t) = _/t dt" Dy, g™ (') (¥, [q(t)]] a_q” W, [q())]) eieii (1) pour te€ [to — 5,to+ 5]
’ (1.4.8)

16. Dans certaines équations qui vont suivre, le membre de gauche semble dépendre seulement de 'indice j
alors que le membre de droite dépend de l'indice j et aussi de l'indice ¢. Cela vient du choix des conditions
initiales. Mais en réalité le membre de gauche dépend bien de lindice i, certes subtilement puisque j doit étre
différent de 7.
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avec, p. 17,

(1.2.25) wij (t) = Qizla(to)](t — to).

Par conséquent

Cjzi(t) = =Dpq™ (o) (¥; [Q(to)]la%nl% [a(to)]) / dt’ iilatto)](#'~to) (1.4.9)

to

et l'intégrale qui reste se calcule aisément 7.

LEMME 4 :
La loi d’évolution des coefficients est finalement

ih [eiu® — 1] o

Conll) % g gi[q(%)]mqm(to) (¥ lalto)]| 57 1Wilatto)). (1413

Nous venons de résoudre le systéme pour chaque coefficient d’indice j différent de I'indice i mais
il est aussi possible d’écrire ’équation différentielle du coefficient C; qui est

. . B
Ci(t) = =Dpq™ (Vi(q)] o Ui(q)) Ci(t) (1.4.14)
dont la solution est
. 5
Cilt) = exp |~ Dhi" (0] 5 1) ¢~ 1) (1.4.15)
or, les opérateurs aan vus depuis l'espace usuel permettent les transformations suivantes
v OV
(Wilq )I !‘1’( )) = | dxdvdz ¥i(%;q) 75— (%:9) (1.4.16)
R34 q

2 *
/dXdeZ oVl (X;q) — [ dxdvdz ¥,(x; )8\11 (X;q) (1.4.17)
R

3A 8q R3A aq
0 P )
= g (T@IW@) — (¥i(a)| 5 1i(a)) (1418
a *
=0—(Vi(q)| 3_q” U, (q)) (1.4.19)
17.
/tdl‘/ gl —to) _ Ll —t)| (410
to - i5[q(to)] " 4.

= —ib i€ [a(to)) (t—to) _

— &ila(to)] — Eilalto)] {e Ao 1} (1.4.11)
= —ib ipii(t) _

 &lalto)] = Eilalto)] {ew t 1] (1.4.12)
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donc (¥;(q)| % |W;(q)) € iR. C’est pourquoi nous posons

B 27
D™ (Vi(q)] 507 [¥i(q))

7 eR (1.4.20)

qui correspond a la période d’évolution du coefficient C; qui suit une évolution harmonique

Ci(t) = exp {—mt — to] . (1.4.21)

Ti

Nous nous donnons ainsi les moyens d’un rétrocontrole de 'approximation adiabatique que
nous avons exprimée en considérant que C;(t) ~ 1 pour t € [to — 5t + %} Nous avons certes
|C;(t)] = 1 mais 'argument de C;(t) est de plus en plus différent de zéro. Par conséquent, pour
que l'approximation reste valable, il faut s’assurer que

T < 1; pour tout i. (1.4.22)

La connaissance de I’évolution est donc achevée dés lors que I'évolution propre de ¢ est connue.
Nous sommes maintenant en mesure d’établir la forme de I’équation d’évolution de ¢ en calculant
I’énergie du noyau E(q, ¢, t). Cette énergie dépend évidemment de ’état propre intervenant dans
les conditions initiales, c¢’est pourquoi nous modifions la notation E en FE;

Ei(q,4,t) = (¥(q,t)| H(%; q) |¥(q. 1)) = Z 1C4(1)[2€;(q) (1.4.23)
= |Ci(O)PE() + D 1C(D)PE (). (1.4.24)

J#i

Nous avons mis en avant le coefficient C; puisqu’il joue un réle particulier d’aprés les conditions
initiales. Nous faisons de méme dans la condition de normalisation de 1'état |¥(¢))

N

dIcmF =1, (1.4.25)

J
ce qui nous donne

Cit))* =1 |Ci(1)P, (1.4.26)
i

et nous permet d’écrire ’énergie précédente sous une forme plus suggestive :

Ei(q.q.t) = (1 -3 |cj(t)12> Ea) + 3 1C5(8) 2 (q) (1.4.27)

JF J#

pour obtenir un nouveau lemme.
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LEMME 5 :
L’énergie du noyau en évolution adiabatique dans I'état |¥;(q)) est

Ei(q,4,t) +§]C (q) — Eilg)]. (1.4.28)
J#i

SCOLIE 2 : LE TEMPS COLLECTIF

Pour établir ce dernier résultat, nous avons eu recours a ’approximation adiabatique, car le
théoréme adiabatique nous a servi pour décomposer la fonction d’onde en coévolution sur une
base stationnaire instantanée. Cette expression est valable & tout instant au cours de 1’évolu-
tion adiabatique. Comme en outre nous avons donné une expression aux coefficients C;(t) pour
t e [to — 5, to+ %] , hous obtenons une expression valable sur des durées 7 glissantes au cours de
I’évolution et ty joue le role du temps collectif dont la granularité est définie a partir de la durée
caractéristique 7.

Nous remarquons que les coefficients C; ont une dépendance linéaire vis-a-vis de la vitesse
collective ¢ et donc les |C;]* présentent une dépendance quadratique en ¢. Cela nous suggere
donc d’interpréter le second terme de la derniére équation comme une énergie cinétique et le
premier comme une énergie potentielle

Ei(q,4,t) = Vi(q) + Tiq, ¢, ). (1.4.29)

PROPOSITION 4 :
L’énergie potentielle du noyau est

Vi(q) = &i(q), (1.4.30)

elle s’identifie a ’énergie du noyau dans ’état i.

Remarquons que cette énergie potentielle ne présente pas de dépendance explicite en temps ni
en vitesse, par conséquent elle est purement locale. Nous savons dés lors que I'énergie cinétique
s’'identifie exactement a I’énergie cinétique effective de la définition 15 p. 193 car impulsion et
quantité de mouvement se confondent en utilisant I’équation (5.4.23) a la méme page.

PROPOSITION 5 :
L’énergie cinétique du noyau est

Ti(q, gt Z|o (q) — &(q)] . (1.4.31)

JFi
Il ne nous reste plus qu’a injecter dans ’expression de 1’énergie cinétique celle des coefficients
C; que nous venons d’établir au lemme 4 p. 26. Alors pour ¢t € [to — 5t + g]

ih [ ipij(t) _ 1} . P |
Elalto)] - a[q@o)ﬂ’mq (t0) (¥slatto)]| 5 - [Wilalto))
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donc
gy SO

Ta(t) = Eila(to)] — Eila(to)] "

D (1) (W fatto)| 505 Wil (1.4.32)
d’ou
B2 |eieu(® — 1|
(& la(to)] — & [a(to)] )
< a0 5 [Bla(t0) (latto)]| e [Blatto])” . (1.433)

Ciit)]* = 3D D" (to) " (to)

Puis nous calculons I'énergie cinétique pour ¢ € [to — 5, b0+ %}
Tilq(to), d(to), t] ~ h*¢™(t ) " (to) D" DI

st 1
. Z

= (&la(to)] - Ela(t)])’
0

x (U5lq(to)]| aiqn Wilg(to)]) (5la(to)ll 5= o (Wilg(to)])" . (1.4.34)

(&ila®)] — Ela(®)])

Or, avec I’évolution lente des grandeurs collectives, nous pouvons écrire

Eila(®)] = &Ela(t)] = &;la(to)] — Eila(to)], (1.4.35)

ce qui simplifie I'expression de 1’énergie cinétique

oo

Eilq(to)]
x (V[q(to)]| @—qn [Wsla(to)]) (¥ la(to)]| 5% [Wilg(to)])™, (1.4.36)

Tilq(to), 4(to), t] = B2 (to)¢"™ (to) DI D5
[a(to), d(to), t] ~ B4 (t0)q"™ (to) Zg

sans oublier que, p. 17,

(1.2.25) i (t) = Qijla(to)|(t — to).
Comme les grandeurs collectives sont toutes prises a la date ty, nous simplifions encore
i(t—to)2 _ 1|

]—;(q,q,t) Z*Dn D?*Z ‘e
JF#i &l

(W,(q)] % T,(q)) (T, (q)] % ()"

(1.4.37)
ou encore pour rappeler que ces expressions sont valables pour ¢ € [ty — 7,1 + 7], nous posons

t=to+t ett' € [-Z,I]

zq)

it’'Qi;(q)
Ti(q.q. to + ') = W™ f*D”D@’*Z|e : \q, |, 9

J#i J
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Nous appliquons maintenant la procédure consistant a « gommer » les fluctuations par une
moyenne temporelle sur la durée 7

_ 1 [2
—3
avec une expression de Ej(q,q,to +t') valide pour t' € [—7, 7]. La variable ¢, jouant le role de

temps collectif, et puisque toute la dépendance temporelle a été rendue implicite a travers ¢(t),
il devient superflu de maintenir la variable ¢, comme argument de F;(q, ¢; to, 7) ; ¢’est pourquoi
dans la suite

Ei(q,q;to,7) devient FE;(q,q;T).

Nous calculons la moyenne temporelle séparément pour ’énergie cinétique et I'énergie poten-
tielle. La situation la plus simple est celle de 1'énergie potentielle puisqu’elle ne dépend pas

explicitement du temps.

THEOREME 2 : ENERGIE POTENTIELLE COLLECTIVE
L’énergie potentielle collective du noyau en tant que quanton est

Vi) = / YAt Elg) avee g = q(t) (1.4.40)

~ &(q), (1.4.41)

[SIR]

elle s’identifie & I’énergie du noyau dans 1’état 7.

Dans le cas de I’énergie cinétique

_ 1 [2
Ti(q,q;7) = ;/ dt' Ti(q, 4, to + 1), (1.4.42)

(MR

il n’y a qu'un seul facteur, ’eitlﬂij(q) -1 |2, qui dépend explicitement du temps et que nous isolons
en utilisant la lettre aleph, N, de 'alphabet hébreu. Nous posons donc

1 [2 i 2

Nii(q;7) = ;/Tdt’ el 1| (1.4.43)

2

dont 'expression analytique s’obtient trés facilement. Nous écrivons
1 [ v 2 1 (2 v v

N;i(q;7) = —/ dt’ [t $s(@) — 1‘ = —/ dt’ (elt Pijla) _ 1) (e_lt Qij(a) _ 1) (1.4.44)

T J_ T J_1

2

NIRRT

. e 2 (2
dt’ (1 — (@) _ o7 (a) 4 1) = —/ dt’ (1 — cos[t'Qy;(q)])  (1.4.45)

_1 /
- % (t’ - Qijl(q) sin[t'Qij(q)]) ig - % <T - Q:(q) sin (Q"jéq)TD (1.4.46)
sin (M) (1.4.47)

(VR
(SR

=2-2

Qz’j(Q)T 2
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_g_ 2 _sin (Q”é‘DT) , (1.4.48)

et nous utilisons la fonction sinus cardinal, bien connue en théorie de la diffraction

. sinx
sincx = .

(1.4.49)

x
THEOREME 3 : LA TEMPORISATRICE N

Dans I'expression de ’énergie cinétique collective, il faut incorporer une fonction, la temporisa-
trice, liée a la durée caractéristique servant a définir les grandeurs collectives

N;;(g;7) = 2 — 2sinc (%) . (1.4.50)

Nous avons alors

Yaal .. ~ 12 m lxTyn * = Nlﬂ<q’7—) i i . . i . *
Ti(q,¢;7) = W2§"¢"Dr D} ; m (¥(q)] o 1Wi(q)) (¥;(q)] o |Wi(q))" . (1.4.51)

DEFINITION 2 : TENSEUR DE MASSE
Nous appelons tenseur de masse
N
Nij(q;7) 0 0 .
Bimi(q; 7) = 202D D} — T 2 (U (q)] = |Vi(q)) (¥,(q)] = |¥;(q))". 1.4.52

g#i !

THEOREME 4 : ENERGIE CINETIQUE COLLECTIVE
L’énergie cinétique collective du noyau en tant que quanton est

o 1 S
T, ¢;7) ~ 5 Bime(; 7)d"4", (1.4.53)

c’est une forme quadratique de la vitesse collective.

A partir d’ici, nous restreignons les équations au cas des vibrations de 1’état fondamental du
noyau qui sont les plus accessibles expérimentalement. Cette restriction n’affaiblit nullement la
généralité des propos mais nous permet de simplifier un peu la notation puisqu’il s’agit de poser

i=0, (1.4.54)

et c¢’est pourquoi nous omettrons l'indice ¢ a plusieurs endroits dans ce qui suit. En particulier
le tenseur de masse est écrit
]N*
No;(g; 7) 0 0 .
Bpolq;7) = 202D DN 202 7 (W(q)| = |Wo(q)) (U;(q)] = |Tolq))" . 1.4.55
(@:7) F Y g e ) g 1P (0 g e (1:435)

Les théorémes 2 p. 30 et 4 montrent que 1’énergie collective du noyau est fonction des grandeurs
collectives ¢ qui évoluent adiabatiquement. Par conséquent le noyau en tant que quanton, le
noyon, se meut dans l’espace sous-tendu par les coordonnées collectives, ’espace collectif. Le
théoréme 4, la définition 2 et le cadre de la mécanique analytique développé dans les chapitres
5 et 6 suggérent que 'espace collectif est un espace métrique de RIEMANN, dont la métrique est
donnée par le tenseur de masse B,/(q; 7).
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1.5 Discussion des nouveaux aspects concernant le tenseur
de masse

OUS AVONS maintenant retrouvé les résultats bien connus de la théorie du tenseur d’inertie
N nucléaire (voir [7] et [8] bibliographie p. 43) mais en y apportant quelques amendements.
Nous avons introduit un paramétre phénoménologique 7 traduisant le passage de I’étude d’une
collection de nucléons a une collectivité acquérant le statut d’objet quantique sans sous-structure.
Nous avons ainsi doté la théorie d’un paramétre de controle de I'approximation effectuée, ce qui
est la moindre des choses pour une théorie.

o) =20 3 o (050 ) (050 5 )y (15

!

(L455)  Buulair) = 2°DLDY 3 s W) 5o 10(0) (95(0)| 5 W0l

avec, p. 31,

£i(a) — Eola)

(1.4.50) No,(q; 7) = 2 — 2sinc (W) et Qi(q) = -

Nous avons aussi montré que l’expression usuelle du tenseur d’inertie nucléaire correspond a
une bonne intuition de la forme correcte dans le cadre de la théorie, mais que la forme correcte
contient en plus un facteur que nous avons appelé la temporisatrice, Ng;, qui dépend des variables
collectives et de la durée caractéristique 7.

Donnons sur le champ une évaluation de la pulsation €y; qui dépend de la différence de
niveaux d’énergie

E;(q) — &(g) = 107" MeV a 10* MeV (1.5.2)
avec
h ~ 6,582 x 10”* MeV - s, (1.5.3)
nous obtenons
Qoj ~ 1,5 x 10®rad -s7" 4 1,5 x 10% rad - s7". (1.5.4)

Or, avec la proposition 3 p. 24, nous avons donné un encadrement de 7

Ta~05x107'sa1x107%s (1.5.5)
ainsi N
T = # ~4x107% a8 x 10" (1.5.6)

Nous donnons a la figure 1.1 p. 33 la représentation graphique de la temporisatrice Rg;(¢; 7) dans
le domaine que nous venons d’établir. Il s’agit d’une fonction variant entre 0 et 2,4, qui, partant
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Temporisatrice Ro;(g; 7) = 2 — 2sinc (M)
T ! T ! T ! T ! T ! T ! T ! T ! T

2,51 :

2,0f :

1,5F :

2 — 2sincx

1,0} -
0,51 -

0,0} .

Figure 1.1 — Allure de la temporisatrice R

de 0, tend de maniére oscillante vers une asymptote horizontale correspondant a la valeur limite
2.

Avant d’en venir au scolie concernant ce résultat, nous voulons encore écrire ’expression du
tenseur de masse dans le cas particulier et important des coordonnées de forme

= a”, ¢ —a,, DN Di‘f;, DF = D Buulg7) — Bowpey (a5 7)  (1.5.7)

plar

et alors

Biypo) (a5 7) =

A o’ NO a T 8 a *
2h*D XLLDZU Z &, ] (@) (W(a)l D [Wo(a)) (V;(a) o [Wo(a))”. (1.5.8)

p

SCOLIE 3 : APPORT DE LA TEMPORISATRICE N

Dans le cas ot 2 = 227 prend une faible valeur pour 7 fixé, cela signifie que Ei(a) —&(a) est
proche d’une valeur nulle. Or, cette différence intervient au dénominateur dans ’expression du
tenseur de masse. Dans ’expression antérieure a nos travaux, cette situation était embarrassante,
produisant un tenseur de masse divergent

1
glglg(l)m = +o0, (1.5.9)

et c’était une critique forte du modeéle. Dans 'expression corrigée par le facteur No;(o; 7) que
nous proposons, cette divergence est évitée puisque '8

N, (a;7) lon( a)T T T T

Ei(a) — &) = =357 1.5.16
Ei(a)—&(a)==03 2 2h 32h ( )
18. A partir de I'expression
Noj(as7) T 2—2sincz
Ei(a)—&(a) 20  a (1.5.10)
e
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et donc
= 0. (1.5.17)

Dans le cas ot = prend les valeurs supérieures du domaine, disons entre 2,7 et 4, Ry;(a; 7) prend
des valeurs entre 1,7 et 2,4. Ceci est un résultat intéressant car il signifie que la théorie antérieure
sous-estimait la valeur du tenseur de masse avec un facteur de 'ordre de 2. Or, une publication
[9] (bibliographie p. 43) de J. DUDEK, W. DUDEK, E. RUCHOWSKA & J. SKALSKI montra
en 1979 que les valeurs du tenseur de masse prévues par la théorie étaient systématiquement
trop faibles par rapport aux résultats expérimentaux avec un facteur de l'ordre de 2 (voir le
tableau 1.1 p. 35). Nous allons résumer les constatations de cette publication et apporter notre
commentaire en prenant en compte les modifications que nous avons apportées a la théorie
microscopique du mouvement nucléaire collectif.

La publication rappelle le cadre théorique du tenseur de masse a ’époque, et 1'utilise dans le
cas des déformations quadrupolaires a? = 35 et hexadécapolaires axiales o,* = ;. On explique
ensuite la méthode employée pour relier le résultat théorique du tenseur de masse au résultat
expérimental sur la transition électromagnétique d’énergie F (0;) entre I'état fondamental et
I’état excité a un seul phonon. Pour déterminer I’énergie théorique de cette transition électro-
magnétique, on établit une équation de SCHRODINGER collective approchée du type de celle
d’un oscillateur harmonique. L’énergie potentielle collective obtenue par la méthode de Vilen
STRUTINSKY présente un minimum en f5°. La position de ce minimum nous permet de définir
un espace euclidien tangent a ’espace de RIEMANN'Y. On résout ’équation dans cet espace
tangent ; I’énergie potentielle est approchée par

1 o
Lo (6, - af (1519
et I’énergie cinétique est donnée par 'opérateur
h? d?
S (1.5.19)

By (By") dB3”

nous faisons un développement limité au voisinage de 0

sine =z — i + i +o(z°) (1.5.11)
6 120
2 4
sincz =1 — % + %0 +o(a?) (1.5.12)
2zt
2 —2since = — — — 4 1.5.13
sines = — — =5 + o(z?) ( )
2 —2sincx 23 3
—_— - 1.5.14
x 3 g0 o) (1.5.14)
donc 5 9
— 2sincx x
. o3 (1.5.15)

19. Nous rappelons que dans la théorie de Bernhard RIEMANN un espace est doté d’une métrique qui varie
dans l’espace mais que localement nous pouvons ramener un tel espace & un espace euclidien dont la métrique
est uniforme, c’est I’espace euclidien tangent, de méme qu’une courbe peut étre localement approximée par sa
tangente.
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ou
BQQ = B(QO)(ZO)- (1520)

Alors la valeur théoriquement attribuée a ’énergie d’un phonon est

E(03),, = by /%. (1.5.21)

On réalise donc la compilation des résultats théoriques fournis par deux théories microscopiques
et des résultats expérimentaux pour quelques noyaux de lanthanides et d’actinides. On définit
le rapport

E(03),,
E(03

) exp

R = (1.5.22)
afin de faciliter la comparaison. Nous en déduisons que si R < 1 alors le tenseur de masse est
probablement surestimé et si R > 1 alors le tenseur de masse est probablement sous-estimé. Au
vu des résultats rassemblés dans le tableau 1.1, on constate trés clairement et systématiquement

Noyaux | E(03), /keV | E(03),, /keV | Ri | E(03),, /keV | Ry
18N d 911,0 1285,0 1,41 1231,0 1,35
1%0Nd 677,0 1900,0 2,81 1708,0 2,52
1%2Nq 1139,0 2060,0 1,81 2208,0 1,94
150Sm 740,0 1310,0 1,77 1293,0 1,75
1529m 685,0 1584,0 2,31 1668,0 2,43
1549m 1099.8 1970,0 1,79 1902.0 1,73
1%69m 1068,0 2140,0 2,00 2160,0 2,02
1%2Gd 615,0 1243.,0 2,02 1272,0 2,07
1iGd 680,0 1524,0 2,24 1622,0 2,38
156Gd 1049,0 - - 1888.0 1,80
1%8Gd 1196,0 2152,0 1,80 2180,0 1,82
156Dy 675,0 1394,0 2,06 1506,0 2,23
18Dy 991,0 1663,0 1,68 1787.0 1,80
160Dy 1275,0 2048,0 1,61 2098,0 1,62
12t 871,0 1590,0 1,82 1700,0 1,95
1rige 827.0 1490,0 1,80 1691,0 2,04

Tableau 1.1 — Comparaison des énergies de transition F (02+ ) prévues théoriquement avec les
valeurs expérimentales.

que R > 1 et méme que R =~ 2. Le tenseur de masse est donc sous-estimé. Les modifications
théoriques que nous avons apportées affirment que les valeurs du tenseur de masse doivent étre a
peu pres doublées. C’est de prime abord insuffisant pour corriger la sous-estimation d’un facteur
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2 pour les énergies E (OéF ) puisque le tenseur de masse intervient par sa racine carrée dans
I’expression de ces énergies. Cependant c’est déja une amélioration et par ailleurs les réalisations
numériques antérieures sont restées assez sommaires en égard aux moyens de calcul de I’époque.
Nous sommes aujourd’hui en mesure de prendre en compte bien plus de dimensions collectives
et de résoudre numériquement avec le programme SE_COL, écrit par nos soins, 1’équation de
SCHRODINGER collective au lieu d’en prendre une approximation harmonique unidimensionnelle
qui résulte d’autres approximations telles que l'approximation WKB (WENTZEL, KRAMERS,
BRILLOUIN).

Nous disposons désormais d’un cadre physique fermement établi pour pouvoir étudier les
phénomeénes collectifs du noyau. Or, les symétries géométriques du noyau et les transitions de
forme font partie des phénomeénes collectifs. C’est pourquoi nous allons maintenant voir comment
il est possible d’attribuer une forme au noyau et comment introduire des symétries géométriques
dans la théorie nucléaire.
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Annexe Ay

Résolution alternative du systéme différen-
tiel des coefficients C},

Nous voulons indiquer une autre maniére d’établir et de résoudre le systéme d’équations
différentielles donné au lemme 1 p. 18. Pour cela nous reprenons la définition de I'état |¥(t))
p- 16

(1.2.13) [U(1)) = D Cilt) [Wr(q)) €7 avec g = q(t),

ot les coefficients Ck(t) que I'on cherche a connaitre sont des nombres complexes. Mais ici nous
allons incorporer la phase en définissant de nouveaux coefficients

Cy(t) = Cr(t)e, (Ar.1)

Z C(t) | Wh(q) (A;.2)

En replacant cet état dans I’équation de SCHRODINGER a A particules et dépendante du temps,
nous aboutissons rapidement a

€)= 30 a0 (0@l 0052 — o 1), (A1.3)

k

qui n’est autre qu'un systéme d’équations différentielles du premier ordre a coefficients « quasi-
statiques ». En effet, nous rappelons que certes g évolue mais cette évolution est bien plus lente
que celle des coeflicients C.. La solution d’un tel systéme est bien connue. Il suffit d’introduire
le vecteur colonne C(t) des coefficients C) (t) et une matrice A(q) telle que

2400 9

Ale) = (1@l 058 = ' (@) (Avd)
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Alors le systéeme différentiel s’écrit simplement
Ct) = A(g) C(t). (A1.5)

Pour résoudre ce systéme, il suffit de diagonaliser la matrice A(q). Notons les couples de valeurs
et vecteurs propres {Ao(q), Vo(q)}, { 1(q), Vi(q)}, .. .; alors la solution est

C(t) = age® DDV (g) + DV (g) 4. et q=qt), (AL.6)

et les coefficients ag, aq, ... sont déterminés a 'aide des conditions initiales. Nous voyons que la
solution est a priori totalement connue; cependant les coefficients de la matrice A(q) sont eux
difficilement connaissables de maniére analytique, ce qui réduit notablement la portée de cette
méthode. Aussi nous allons revenir au premier systéme différentiel et le résoudre dans le cadre
de 'approximation adiabatique & la section 1.4 p. 24.
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Annexe By

Des coordonnées de forme complexes

Si les coordonnées de forme ne sont plus réelles, il faut reprendre les calculs effectués pour
écarter les coordonnées redondantes dues a la relation, p. 18,

(1.2.28) ayx* = (=1)* (ap")".
Posons
G = Reayt Y =Imay” (By.1)

alors

Bt = (=B === (B1.2)
Mais I'écriture

At 0
A 80@“

n’a plus de sens dans la mesure ol la dérivation par rapport & une variable complexe n’est définie
que pour une fonction holomorphe! et doit étre remplacée par

cu O .. 0
B 3ﬁA”+%\ Db

Il faut alors reprendre la séparation des coordonnées redondantes

>3 s+ 33 [ g ]

A=0 p=—2A
1. Une fonction holomorphe est une fonction f d’une variable complexe z qui respecte les conditions de
CAUCHY-RIEMANN, & savoir

i

?)J:( 0) = % <asz(Re 20,1m zg) — iafn{z(Re zO,Isz)) = f'(20) (B;.3)
« 0 1 0 0
82{‘ (20) = 3 <8R£Z(Re 20,Im zg) + iaIir{lZ(Re zO,Imzo)) =0. (B1.4)
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A=0 MZl =1
00 A 9 9 A P

A" 72 VAH B..5

—I—/\z:% ;% a%_u—l—% 0%0+;% 87,\“]’ (B1.5)

puis nous utilisons les mémes astuces pour éliminer les coordonnées redondantes, avec d’une part

N PN N e
aﬁ)\—u - 86)\_# 85/\1/ ( ) 4 ( ]') 86)\“ et 6/\ _( ]-) ﬁ/\ <B16)

HopN”
et d’autre part

o ot 0 0

= = —(=1)*" = —(—=1)* B (1 HA M
O~ OO =1) 5”8% =) e (=1 (Br7)
Subséquemment
o) A ) a (9 A ' a
at — (=18 (= 1) Y B
Az%,; 8%“ g [Z 0B\ 9B, Z 0By
00 A 9 A
0
S S - g ]
A=0 Lp=1 pn=1
(B,.8)
> [., 0 o, 0 A ( ;) 9 )
= 2 # B:.9
2 lm a0 " W o 122 W W B9
A
SRe. 0
= 2—9 o ) B,.10
2,2 (% 55+ 5 (B1:10)
o oo AN
’ 8 / 6
S S Yol (i ). (3,11
A=0 N'=0 p=0 /=0 BN oM

Ainsi nous retrouvons la méme structure, que les coordonnées de forme soient complexes ou
simplement réelles, et en effectuant ’abus conscient de notation

f: EA: Z Z {BA 57 T (fhaw] , (B1.12)

=0 p=—A
nous pouvons conserver tout le formalisme inchangé.
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« Ayewpétentog undeic eicttw. » f
PLATON

Chapitre 2

Interactions et symétries géométriques du
noyau de ’atome

miére section, comment il est possible de traiter de la forme géométrique d’un noyau
2 a Daide des harmoniques sphériques. Cette description géométrique du noyau conduit
a introduire des paramétres, les coordonnées de forme, dans le champ moyen. La résolution du
mouvement individuel des nucléons dans le champ moyen est abordée dans la deuxiéme section
et de la troisiéme a la cinquiéme section, nous précisons le contenu physique du champ moyen.
La sixiéme section nous permet de montrer comment contraindre la description de la forme du
noyau pour assurer la présence de certaines symétries, et rétroactivement nous montrons dans la
septiéme section comment les symétries peuvent étre utilisées pour simplifier 'ouvrage calcula-
toire. Enfin dans la huitieme section, nous introduisons les symétries dites de haut rang, celle du
tétraedre et de 'octaedre mais aussi pour la premiére fois celle de I'icosaedre. Les conséquences
immeédiates de ces symétries sont exposées. Tout d’abord les degrés élevés de dégénérescence,
jusqu’a six pour l'icosaédre, qui favorisent 'apparition de sauts énergétiques (gaps en anglais)
stabilisant le noyau dans ces symétries particuliéres. Ensuite ’accroissement de l'inertie collec-
tive par ces symétries inclinant le noyau a adopter plus de telles symétries. Pour cette étude du
noyau, nous nous plagons dans le référentiel du centre d’inertie du noyau et nous considérons
que ce référentiel est galiléen.

2.1 La forme du noyau de I’atome

OUS CONNAISSONS quatre interactions fondamentales, qui permettent de décrire tous les
N phénomeénes actuellement connus dans la physique. Ces quatre interactions sont actives
dans le noyau de ’atome. Cependant nous n’allons en garder que deux parmi les quatre. Nous
oublions l'interaction gravitationnelle, dont l'intensité est négligeable, et nous ne prenons pas

1. « Nul n’entre ici s’il n’est géométre. »
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en compte l'interaction faible, qui est responsable des phénomenes de radioactivité 3 ou plus
précisément des changements de saveurs entre nucléons

p—rn+e+y
n—pt+e+i,
p+te—>n+1y

ou p est le symbole du proton, n celui du neutron, e celui de ’électron, € celui du positron, v,
celui du neutrino électronique et 7, celui de I'antineutrino électronique®. Nous ne conservons
que l'interaction nucléaire ou interaction forte ainsi que l'interaction électromagnétique.

L’interaction électromagnétique est bien connue. Dans le cas du noyau, elle s’exprime essen-
tiellement par une interaction répulsive agissant exclusivement entre les protons avec une portée
infinie mais dont D'effet est écranté par le nuage électronique en dehors de 'atome. Il existe
aussi une partie magnétique, qui est, la plupart du temps, négligeable dans le noyau. L’interac-
tion électromagnétique ne permet pas d’assurer la cohésion du noyau et c¢’est méme le contraire
puisqu’elle a tendance a le disloquer. C’est ainsi que les physiciens ont été mis sur la piste de
Iexistence de l'interaction nucléaire.

L’interaction nucléaire assure la cohésion du noyau, elle agit indifféremment sur les protons et
les neutrons qui sont, pour cette interaction, des nucléons. Elle est bien plus intense que l'interac-
tion électromagnétique mais de trés courte portée. Cette courte portée signifie que ’espace dans
lequel l'interaction est évanescente est plus restreint que la taille du noyau. Ces caractéristiques
conférent au noyau une structure extrémement compacte? ou la matiére nucléaire, c’est-a-dire
la localisation d’un grand nombre de nucléons, est incompressible. Ainsi, bien qu’en présence
d’objets quantiques, nous sommes capables de définir, de maniére pertinente, des concepts de
surface et de volume. Ces concepts de la géométrie classique peuvent étre pris comme point de
départ de la théorie adiabatique du noyau, dans laquelle ils sont vus comme émergeant de la
moyenne temporelle des mouvements rapides des nucléons. Ou bien, ils sont déduits des calculs
de densité par la résolution de I’équation de SCHRODINGER. A cette échelle si infime de la ma-
tiére, nous pouvons encore user de la bonne vieille géométrie des Grecs et considérer la forme
d’un noyau. C’est de cette maniére que nous glissons les symétries géométriques dans ce monde
quantique. C’est dans ce sens que nous parlons de goutte quantique et non dans l'acception
usuelle du modéle du noyau dit « de la goutte liquide ».

1. Il est aussi possible d’écrire ces équations
1H — gn+ e+ gy
on — 1H+ Ye +ox
1H+ Je — on+ oy

ol iH est la notation du noyau ou du nucléide de ’hydrogéne 1 et non celui de ’atome correspondant, ainsi iH
est un simple proton non accompagné d’un électron.

2. La compacité d’'un réseau cristallin, qui est le rapport du volume de matiére
au volume du cristal, atteint au mieux 74 % dans le cas des réseaux cubiques faces
centrées et hexagonal compact. Seul un remplissage apollonien est capable de faire
mieux que l'interaction nucléaire grace a sa structure fractale.
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Si I'expression de l'interaction électromagnétique est parfaitement connue, il n’en est pas
de méme de l'interaction nucléaire. D’autre part la grande complication causée par la non-
intégrabilité d’un systéme & plus de deux corps va nous inciter a considérer les nucléons pris
dans un environnement moyen produit par le reste du noyau. C’est ’hypothése du champ moyen
que nous allons développer dans la section 2.2 p. 51. Cette hypothése nécessite de définir une
position du nucléon dans le champ moyen et plus précisément nous allons utiliser la distance
entre le nucléon et la surface > du noyau. C’est pourquoi il nous faut un moyen de caractériser
de maniére simple, systématique et univoque la forme et la surface d’un noyau. Ce moyen simple
nous est offert par la décomposition des fonctions sur la sphére, c¢’est-a-dire des fonctions des
deux angles longitude ¢ et colatitude 6, sur la base des harmoniques sphériques.

Les harmoniques sphériques sont des fonctions complexes des angles 6 et ¢ qui donnent la
direction d’un point dans 'espace. Le détail des définitions et des théorémes concernant les
harmoniques sphériques est donné dans [10] (bibliographie p. 103). Nous ne rappelons ici que
quelques propriétés sans démonstration, avec une convention usuelle en physique sur le facteur
de normalisation :

20+ 1 (A —pw)! .
Y. (0, ¢) = \/ T 0T M)!PM(COS 6)e?, (2.1.1)
ou plus simplement .
YM(Q, ¢) = Z)\HP,\#(COS 6)e1“¢, (212)

en ayant posé les facteurs de normalisation

22+ 1 (A= p)!
Z/\u—\/ T ) (2.1.3)

qui sont tous des coefficients réels. Dans ces expressions les Py, sont les polynémes associés
de LEGENDRE. Les harmoniques sphériques constituent une base orthonormale de 1’espace de
HILBERT des fonctions de carré sommable, et la relation d’orthonormalité s’écrit

2w ™

/ dgf)/ d@SiD@YAM(Q,gb)Y;M(Q,Qb) = 5>\)\/5uu/. (2.1.4)
0 0
Les dérivées partielles des harmoniques sphériques sont
Y, ) .

a;“ (6, ) = —Zy. sin 0P, (cos B)e? (2.1.5)

et 9y’
8;“ (0, ) = iuZy, Pru(cos §)e™?. (2.1.6)

Nous ne donnons pas l’expression des polynoémes associés de LEGENDRE mais simplement deux
propriétés de parité utiles dans la suite :

Py (—x) = (=)} H Py, () (2.1.7)

et
P, (—z) = —=(=1)* P (). (2.1.8)
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Les harmoniques sphériques Y), sont les coordonnées de tenseurs sphériques covariants Y\ de
rang A :
Y)\ = {Y)\H; —A < 1% g )\} (219)

Le rang est indiqué par un indice en position basse et le caractére covariant ou contravariant est
précisé par le second indice i, qui est en position basse pour les tenseurs sphériques covariants
et en position haute pour les tenseurs sphériques contravariants. Par exemple nous allons voir
les coordonnées de forme qui constituent des tenseurs sphériques contravariants :

ay={a; =A< p <AL (2.1.10)
Nous rappelons une derniére propriété des tenseurs sphériques :

Yao, = (—1)"Y5,

A = (=" (an)" (2.1.11)

Ces relations sont des conséquences de la convention de phase de CONDON et SHORTLEY et elles
vont nous permettre de donner une expression réelle du développement de la surface nucléaire.
Nous allons maintenant expliquer le développement de la surface nucléaire.

Le noyau de 'atome est souvent imaginé comme un objet sphérique. Dans ce cas le repérage
d’un point de la surface du noyau est naturellement donné en coordonnées sphériques (7,6, ¢)

par
V0,6,  r=R(0,¢) = Ro. (2.1.12)

Cependant il n’y a aucune raison de ne pas concevoir des formes diverses et variées pour le noyau
de 'atome. D’ailleurs les expérimentateurs assignent volontiers une forme au noyau a partir de
la mesure de la répartition de la charge et du magnétisme a I'intérieur du noyau. Ces répartitions
sont décrites avec les moments multipolaires électromagnétiques. Et les physiciens franchissent
un pas en affirmant que cela nous donne la forme du noyau.

THEOREME 5 :
Toute fonction réelle de 6 et ¢, et de carré sommable, se développe en une unique série des
harmoniques sphériques

00 A
F0,0)=>" > KYulb,9), (2.1.13)
A=0 p=—2X
avec

2T T
= / a6 / 40 Y5,(6,6)£ (6. 6). (2.1.14)

ot les coeflicients f)\* constituent les composantes de tenseurs sphériques contravariants de rang
A afin d’assurer le caractére scalaire de la fonction a travers la contraction tensorielle

£0.0)=>" HYa0,0), (2.1.15)
A=0
ol .
AYa0,0) = Y A0, 6). (2.1.16)
n=—A



Dans la situation que nous considérons, nous appelons coordonnées de forme les coefficients
du développement de la déformation du noyau par rapport a la sphére et nous les notons a,*.
Nous utilisons ce théoréme en sens inverse. En effet, nous allons manier le développement et les
coordonnées de forme comme des paramétres de contrdle de la forme du noyau. C’est pourquoi
les coordonnées de forme, notées dans leur ensemble «, entrent comme variables des fonctions
qui vont suivre. La distance d'un point de la surface du noyau a l'origine O du repére est donnée

par
R(9, ¢; ) = (1 +Z Z Yy, (0 ) . (2.1.17)

A=0 p=—2A

La matiére nucléaire étant incompressible, le volume du noyau est invariable sous l'effet de la
déformation. Nous assurons cela en ajoutant dans I'expression de R(6, ¢; ) un facteur c(a) qui
maintient ce volume constant quelle que soit la déformation®. Ainsi

R(6, ¢;00) = Ry c(a <1+Z > a0 ) . (2.1.21)

DEFINITION 3 :
Nous appelons forme du noyau

FO,¢0) =1+ > an¥au(0,9). (2.1.22)

A=0 p=—AX

L’équation de la surface du noyau est
= R(0, ;) = Ry c(a) F (0, ¢; ), (2.1.23)
et nous pouvons en donner une expression vectorielle
7 = R0, ¢;0) = R(, ¢; )7 (6, 0), (2.1.24)

ol nous employons le vecteur unitaire radial

7 (6, ¢) = sin 6 cos qﬁ?—l—sin@sin qb?%— cosOk, (2.1.25)
3. Le volume du noyau est celui d’une sphére de rayon Ry :
2 R(0,¢; o¢) 1 27 ™
—Rg /dV / d(b/d@bmﬁ/ g/ d¢/d9$in6R3(9,¢;a), (2.1.18)
0 0
alors )
4 = cg(a)/ d¢/d9$in9F3(9,¢;a) (2.1.19)
0 0
et
1 2m ™
=4 —/ d¢/ dfsinf F3(0, ¢; ). (2.1.20)
ar J 0
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—_ 5 —
défini ici dans la base cartésienne orthonormée <z .7, k) La forme F' que nous venons d’in-

troduire est une fonction réelle bien qu’elle soit exprimée a partir de grandeurs complexes a*
et Y),. Nous allons construire une expression réelle de cette fonction en utilisant les propriétés
données précédemment.

00 A

F(O,¢;0) =1+ > ay¥3(0,9) (2.1.26)
A=0 p=—-X\

[e.9]

A
1 + Z (OQ\ Y)\O + Z Oé)\'u'YAu —|— aA_“Y,\_“(G, ¢))) s (2127)
pn=1

avec les relations (2.1.11) p. 48

(0, ;) + Z (&A Yyo(0, ) + Z (A You(8, 0) + (=1)" (aal) x (=1)"Yy,(0 ¢)))
A_O N (2.1.28)
=1+ Z (ou Yo(0, ¢) + Z <O()\MY)\M(9,¢) + (axn"Yau(0, gb))*>> (2.1.29)
9] A
=1+ Z (a,\ Yao(0, ¢) + ZzRe(aﬁYM(e,qs))) , (2.1.30)
A=0 p=1
et du fait que
Re (OQ\_MY/\_M(Q, ¢)) = Re(a,\”Y,\M(Q, qb)), (2131)

alors

F(G, (b, CY) =1 -+ Z (Oz/\OY)\()(Q, ¢) + Z (Re(a,\“YM(ﬁ, ¢)) + Re (a,\*“Y)\,M(G, (b)) )) .

pn=1
(2.1.32)
D’autre part
Yo = (-1, o’ = (—1)° (@) (2.1.33)
donc nous savons que
YAO = Re Y>\0, Of,\o = Re CE)\O. (2.1.34)
LEMME 6 :
L’expression réelle de la forme est
) A
F(0,¢;0) =1+Re> > ax'¥yu(0,0). (2.1.35)

A=0 p=—X

Il devient dés lors possible de glisser les symétries géométriques dans le noyau de I'atome et
de les controler. Nous réalisons cette introduction a travers l'utilisation du champ moyen comme
nous allons le préciser immédiatement.
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2.2 Le champ moyen

LA DETERMINATION du mouvement du noyau en tant que collection de nucléons doit a priori
se faire en résolvant I’équation de SCHRODINGER & A particules?, p. 13,

~ ~ ~ ~

» d = S5 S5 S
(122 (i, i ) [0(0) = i [0(0) v a= {703 5,77}

et comme nous l'avons déja expliqué au chapitre 1, nous remplacons ce probléme insoluble
en général et difficilement soluble numériquement par un probléme plus simple obtenu avec
I’approximation adiabatique alliée a ’approximation de champ moyen. Ainsi

~ ~ A~

H(r, .. da,t) > H(dy, .. da30) =Y Hi(@a)  avee a=aft), (2.2.1)

=1

ol « est 'ensemble des coordonnées de forme, lentement dépendantes du temps, qui décrivent
la forme du noyau au travers de ’expression, p. 49,

(2.1.21) R0, ¢;a) = Ry c(a) <1 +> 0> aA“Y,\M(H,(;S)) .

A=0 p=—-X

L’expression formelle du hamiltonien de champ moyen est identique pour tous les nucléons et
la résolution du probléme & A particules est remplacée par celle d’'un probléme & une particule
prise dans le champ moyen

~

H(Z, 0) [Ye(a)) = ex(a) [u(@)) . (2.2.2)

Les états solutions du probléme a A particules sont reconstitués a partir du produit tensoriel
des états individuels et indépendants en formant des multivecteurs d’états a 1’aide du produit
extérieur, ou bien, dit autrement, en formant un déterminant de SLATER afin de tenir compte
de l'indiscernabilité des particules nucléaires. Cependant, tous les nucléons ne sont pas indis-
cernables puisque nous distinguons les protons et les neutrons. Pour tenir compte de cette dis-
cernabilité partielle, il faut construire séparément un multivecteur d’états pour les Z protons et
un autre pour les A — Z neutrons. Ensuite les deux multivecteurs d’états sont combinés par un
simple produit tensoriel

N

Ui(@)) = Q) [V, (@) = [k, (@) @ [y, () (2.2.3)

1

1 . Z 1 . A-Z
= ﬁA {g |wl€ip (Oé)>} ® w/‘ {g |wnm (Oé)>} (224)

4. Tl est d’usage de noter 'isospin avec les lettres t ou T'. Cependant ces lettres sont déja utilisées abondamment

pour le temps et 'énergie cinétique. C’est pourquoi nous utilisons la lettre 1 pour 'isospin. Pour le neutron n = %

et pour le proton n = —%.
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(2.2.5)

1 Z
=77 i!_\l |t (@) \/ﬁ m/\l Vs (@)

ou A est Popérateur d’antisymétrisation et \ est le symbole du produit extérieur®. Dans la
suite, nous considérons donc un traitement séparé des protons et des neutrons

H =H, + Ha, (2.2.6)

et nous ne précisons le type de nucléons que lorsque c’est nécessaire. Le nombre de nucléons du
type considéré est noté N et vaut Z dans le cas des protons et A — Z dans le cas des neutrons.

Nous disposons aussi d’une construction des états de multiparticules fondée sur la représenta-
tion en nombre de particules, ou écriture de seconde quantification. Nous utilisons ce formalisme
directement sans rappeler plus avant ses prémisses. Nous notons ¢ le créateur de particules
dans 'état |1,) d’énergie e, par son action sur I’état vide de particules |(). Nous notons ¢,
Pannihilateur de particules pour le méme état. Ainsi

[Ve) =E010) et Celibe) =10), (2.2.7)

et aussi du fait que les nucléons sont des fermions, la régle d’exclusion de Wolfgang PAULI exige
que

i) =0, (2.28)
et enfin I'annihilation du vide donne

¢ |0) = 0. (2.2.9)

THEOREME 6 :
Dans le formalisme de seconde quantification, un opérateur & un corps O s’écrit

.
0 => (WulOl) ¢}, (2.2.10)

24

et en particulier le hamiltonien & N particules

IN* IN* N*
H= Wl Hp) e, =Y eduiie, =Y el (2.2.11)
wv MV M

Le hamiltonien & N particules est décomposé a I’aide du hamiltonien des particules individuelles,
celui de champ moyen.

Un état multiparticule a N particules indépendantes s’écrit simplement comme un produit
de N opérateurs de création dans les NV états occupés agissant sur I'état vide de particules. Il

5. Une définition imparfaite mais bréve consiste a dire que le produit extérieur de deux vecteurs T et b est
la’ combinaison antisymétrique des prodults tensoriels des deux vecteurs : a L N\ b —T®b-b® a Pour trois
vecteurs : a/\b/\c—a®b®c+b® ®a+c®a®b—a®c®b—b®a®c—c®b®aqu13e
généralise en dimension quelconque. De la méme fagon, [¢)) A |¢) = |¥) ® |¢) — |@) @ |¢) = |, &) — |P, ).
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n’y a plus besoin de se soucier de I'antisymétrisation. Ainsi I’état fondamental a N particules
indépendantes qui correspond & l'occupation des N premiers états est

N
o) = | | &t |0), (2.2.12)

n=1

et un état excité j, par exemple & une particule et un trou, correspond, partant de I’état fonda-
mental, au transfert d’une particule d’un état |¢,) (¢ est la lettre grecque iota) avec « < N vers
un état [i,) avec k > N

U5 = |W, ) = E5¢, | W) (2.2.13)

Dans ce formalisme, il devient extrémement aisé de calculer I’énergie d’un état multiparticule a
partir des états de particules individuelles. Voyons le cas de ’état fondamental et celui de 1’état
excité a une particule et un trou

]N*
o= (Vo H[To) =) e, (Vo| &7, [Wo) (2.2.14)
17
et
]N*
Evmon = (Vs H |V L) =) e (Vo| &Fencfeuet e, [Wo) . (2.2.15)
I

THEOREME 7 :
L’énergie de I'état fondamental pour N particules indépendantes est ¢

Eo=) e (2.2.16)

et I'énergie de I'état excité a une particule x et un trou ¢ pour N particules indépendantes est

Ee=E —e +e,. (2.2.17)

Toute cette construction reste pour le moment une construction en puissance puisque les
états propres du hamiltonien de champ moyen ne sont pas encore connus. Pour obtenir une
construction en acte, il faut préciser 'expression de ce hamiltonien. Le hamiltonien de champ
moyen est la somme d’une énergie cinétique et d’énergies potentielles :

H=T+V. (2.2.18)
L’expression de 'énergie cinétique est
o f2
T=— A, 2.2.19
2 () (2:2:19)

6. Voir 'annexe Ay p. 75.
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avec le laplacien

A==t ==+ . (2.2.20)

Il faut maintenant préciser le contenu de I’énergie potentielle ; ¢’est pourquoi nous devons faire le
bilan des interactions & I'ceuvre dans le noyau et qui ont été mises en évidence par une centaine
d’années d’expérimentation en physique nucléaire.

2.3 L’interaction électromagnétique

A COMPOSITION du noyau avec des particules chargées que sont les protons implique logi-
L quement la présence de l'interaction électromagnétique dans le noyau. La partie électrique
fut entiérement déterminée en 1785 par Charles-Augustin COULOMB et c’est pourquoi on parle
d’interaction coulombienne. La partie magnétique, quant & elle, fut précisée en 1820 par André-
Marie AMPERE. Dés que la densité de charge électrique est connue, I'interaction coulombienne
est parfaitement déterminée.

PROPOSITION 6 :
La densité de charge électrique dans le noyau est uniforme et indépendante de sa forme

po = powr T eV(T),
3 0
0 pour 7T ¢V(X),

(75 a) = (2.3.1)

ol pg est la densité de charge de tous les protons, sauf celui dont nous considérons le mouvement,
répartie uniformément dans tout le volume du noyau V().

Nous avons alors ’expression de 1’énergie associée a cette interaction pour un nucléon par inté-
gration sur tout le volume

N 1 ep(T";
Veou (75 a) = (— — n) /]Rd3r’ L )?/H (2.3.2)

2 s Admeg |7 —
1 3(Z —1)e? d3r/

=|=z—n7 ﬁ/ ==y (233)
2 167 EORO v(z)” r —r ||

Maintenant il est certain que l'interaction coulombienne n’est pas la seule interaction électro-
magnétique active dans le noyau. En particulier et a I'instar d’'un électron dans un atome, nous
pouvons envisager une interaction spin-orbite électromagnétique entre le moment magnétique
orbital et le moment de spin d’un proton

Vi (7. 7, 550) = —i@(g’;@ (VVeou(T:0) A F) - 5. (234)

Toutefois, au niveau du noyau, cette interaction reste une correction faible. Nous la négligeons
pour la suite. Pourtant nous conservons 'idée d’un couplage spin-orbite formellement équivalent
mais pour l'interaction nucléaire.
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2.4 L’interaction nucléaire centrale

PARTIR de 1919, avec la découverte du proton et de la structure du noyau de ’atome par

Ernest RUTHERFORD, l'idée de l'existence d’une interaction nucléaire va progressivement
émerger afin d’expliquer que les noyaux n’explosent pas sous 'effet de la répulsion électrique des
protons. Nous savons aujourd’hui que les nucléons sont également structurés et constitués par
des quarks. L’interaction nucléaire dans le noyau (sciemment nous ne parlons pas d’interaction
entre les nucléons) est un résidu de l'interaction nucléaire entre les quarks. A 'heure actuelle son
expression n’est pas complétement connue, mais nous possédons ses caractéristiques principales a
savoir qu’elle agit sur les nucléons qui tentent de quitter le noyau avec une grande vigueur " mais
sur une trés courte portée. Les nucléons sont pris dans un puits dans lequel ils jouissent d’une
grande liberté mais dont ils ne peuvent que trés difficilement s’échapper. Pour rendre compte
de ces caractéristiques, nous utilisons comme point de départ ’expression empirique de ’énergie
potentielle de Roger WOODS et David SAXON donnée dans le cadre de la symétrie sphérique

y
Vavs(r) = 0

= . 2.4.1
[+ oxp(TE2) (24.1)

Dans cette expression V) est la profondeur du puits nucléaire, Ry le rayon nucléaire et ag ’épais-
seur de la surface nucléaire qui introduit la notion de peau nucléaire. Le rayon nucléaire est le
rayon du noyau sphérique et il est lié au rayon ry d’un nucléon :

R = roAs (2.4.2)

signifiant que la matiére nucléaire est incompressible. Pour fixer les idées sur les ordres de gran-
deur :

Vo = 8,0pJ = 50 MeV, (2.4.3)
ap ~ 0,5 fm, (2.4.4)
ro ~ 1,2 fm. (2.4.5)

Nous pouvons examiner quelques valeurs prises par cette énergie potentielle

Vivs(Ro) = 0,50V4, (2.4.6)

Vivs (B0 = ) = 062V, (2.4.7)

Vavs (Rg + %) — 0,38Vp = Vivs (Ro - %) — 0,50Vavs(Ro). (2.4.8)
Vavs(Ro — 2.2a0) = 0,90V4, (2.4.9)

Vivs(Ro + 2.2a9) = 0,101} (2.4.10)

qui nous font comprendre 'image géométrique du noyau induite par ’expression de cette énergie
potentielle. Le volume du noyau est délimité par une surface X d’énergie potentielle 0,50V mais

1

7. Un nucléon est capable d’arréter un autre nucléon lancé vers lui a la vitesse de 108 m - s~! sur une distance

de 10715 m. La superglu est battue a plate couture par I'interaction nucléaire.
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cette surface n’est pas d’épaisseur infime comme l'exige EUCLIDE, c’est une surface physique
agissant telle une peau d’épaisseur aq car 1’énergie potentielle perd 50 % de sa valeur sur cette
épaisseur autour de la limite du volume du noyau.

Dans cette expression r — R représente la distance algébrique la plus courte entre le nucléon et la
surface nucléaire sphérique. Nous généralisons ’expression a toute forme du noyau en remplagant,
dans I'expression de I’énergie potentielle, la distance algébrique r— Ry par dists(7; ), la distance
la plus courte entre le nucléon et la surface nucléaire 3.

PROPOSITION 7 :
L’énergie potentielle de I'interaction nucléaire dépend de la variable vectorielle 7 et aussi des
variables collectives que sont les coordonnées de forme aj* :
= 1% 1%
Vivs (T10) = o) _ om) (2.4.11)
1+ exp (dlstg( 7o) ) 1+ exp <Ro (n)Distx (7 ;a))

ao(n) ao(n)

La définition de la distance entre un nucléon et la surface du noyau est évidente dans le cas ot le
noyau est sphérique. Elle ’est beaucoup moins dans les autres cas. Considérons un nucléon dont
la position est repérée par ses coordonnées sphériques 7 = (r,9, ) et considérons aussi un point
de la surface nucléaire ¥ repéré également par ses coordonnées sphériques (R(0, ¢; ), 0, ¢). La
distance entre ces deux points est parfaitement définie :

dist(7,0, ¢; o) = \/[? — R(0, ¢; a)]2. (2.4.12)

Nous définissons la distance entre le nucléon situé en 7 et la surface nucléaire ¥ comme la
distance minimale entre ce point et les points de la surface nucléaire, ainsi :

disty, (75 ) = ?9123 dist (7,6, ¢; o) = dist(7, b, ¢u; ). (2.4.13)

Nous notons les angles de la surface du point conduisant au minimum (6,, ¢, ). Ainsi ’expression
littérale de cette distance est

dists (7;0) = /12 + R2(0u, $ai @) — 27« 7 (Oa, Pa) R(Oa, Ba; ). (2.4.14)

Il est difficile de donner une expression littérale plus précise car, dans le cas général d'une
forme quelconque, les angles (,, ¢,) ne sont pas connus analytiquement mais obtenus par une
procédure de minimisation numérique.

A ce stade, seule une premiére partie de 'interaction nucléaire est définie, il manque la partie
provenant du spin-orbite.

2.5 L’interaction spin-orbite nucléaire

CONTRAIREMEN T A l'interaction spin-orbite électromagnétique, nous ne disposons pas d’équi-
valent de la charge électrique et du moment magnétique pour l'interaction nucléaire. Nous
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savons qu’une théorie quantique relativiste fondée sur I’équation de DIRAC conduit & considé-
rer une interaction spin-orbite nucléaire dans le méme cadre formel que 'interaction spin-orbite
électromagnétique. Cela nous conduit & introduire & l'instar de Maria GOEPPERT-MAYER une
interaction spin-orbite nucléaire de champ moyen.

PROPOSITION 8 :
L’énergie potentielle de 'interaction spin-orbite nucléaire est

Vau (7. 7, 730) = Ao(n) (VR(T30) A F) - 5, (251)
avec
Vo (Tra) = Veol1) = Veol11) (2.5.2)
WS ! distzso(?;a) Rso(n)DiStE(?;a) ’ o
1 + eXp aso(n) 1 + eXp aSO(T])

ou nous avons admis une liberté plus grande pour le spin-orbite nucléaire par rapport au spin-
orbite électromagnétique, puisque ’énergie potentielle dont nous prenons le gradient est I'énergie
potentielle nucléaire d’origine, mais avec une surface associée au spin-orbite modifiée par une
homothétie de facteur %S;.

Nous avons donc quatorze constantes relatives a l'interaction forte : Vg, Vi, Ry, Rso, Gg, Qs €t
Aso pour les protons et les neutrons. La seule interaction non locale non négligeable est donc
cette interaction spin-orbite nucléaire, qui doit causer une énergie potentielle tenseur

— — A2 m — = — 2
‘/;en(r,s;a):—w(s /\VVVS\})S<’/‘;C¥)> : (2.5.3)
comme nous allons le voir au chapitre 5 p. 200. La contribution de cette énergie a toujours été
omise et nous allons faire de méme.

Maintenant que le cadre du champ moyen est établi, nous allons y glisser effectivement les
symétries géométriques en déterminant comment les coordonnées de forme sont contraintes par
les symétries que nous choisissons.

2.6 Introduction des symétries

ANS SON cours de physique, Richard FEYNMAN cite une définition donnée par Hermann
WEYL a propos de la symétrie. Cette définition est trés pragmatique et trés physique.

DEFINITION 4 :

Un objet est symétrique s’il existe quelque chose que nous puissions lui faire de telle sorte
qu’aprés avoir fait, il apparaisse de la méme maniére qu’avant. Ce quelque chose est appelé est
une opération de symétrie.

Nous allons maintenant considérer la possibilité que la forme du noyau puisse posséder certaines
symétries. Cela signifie qu’en effectuant une opération de symétrie sur la forme, nous retrouvons
encore la méme forme. Chaque forme de noyau est associée & un groupe de symétries qui est
I’ensemble des opérations de symétrie qui laissent la forme invariante. Les opérations de symétrie
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géométriques a notre disposition sont l'identité, I'inversion ou symétrie centrale, les rotations
autour de divers axes d’ordre 2, 3, 4, 5, 6 et infini, les réflexions par rapport a divers plans,
et les rotations-réflexions® autour de divers axes d’ordre 2, 3, 4, 5, 6, 8. Nous excluons toute
translation puisque nous nous sommes placés dans le référentiel d’inertie du noyau.

Soit @ un opérateur de symétrie du groupe associé a la forme. L’opérateur agit sur la forme
en envoyant le point de la surface du noyau dans la direction (6, ¢) en un nouveau point de la
surface dans la direction (¢, ¢').

COROLLAIRE 1 :
Si O est un opérateur de symétrie du groupe associé a la forme, alors

OF (0, ¢:a) = F(0',¢'; ) (2.6.1)

et
VO, ¢, F(O, ¢;5a)=F0,¢;a). (2.6.2)

Pour exprimer la forme, nous utilisons un développement en une série d’harmoniques sphériques.
En effet, le grand avantage de recourir aux harmoniques sphériques est qu’ils? sont des tenseurs
sphériques irréductibles.

LEMME 7 :

Soit O un opérateur de symétrie appartenant & O(3), alors l'action de cet opérateur sur un
harmonique sphérique de rang A donne une combinaison linéaire d’harmoniques sphériques de
rang A

OYy,u(0,0) = Y AL (O)Y (6, 9). (2.6.3)

v=—2A

Nous allons utiliser le corollaire 1 et le lemme 7 pour développer quelques cas particuliers et
voir que le fait d’imposer I'existence d’une opération de symétrie contraint la forme du noyau,
ce qui s’exprime par des relations entre les coordonnées de forme a,*. A titre d’exemple, nous
envisageons les réflexions par rapport a l'un des trois plans de base (zOy), (yOz) et (z0x),
I'inversion par rapport a l'origine O et la rotation d’'un angle ¢ autour d’'un axe de direction
(1, 9). Dans chaque cas nous désignons par 7° un point dans la direction (6, ¢) et par 7’ le point
symétrique par rapport a l'opération considérée et qui est dans la direction (¢',¢’). Quand la
forme d’un noyau posséde une telle symétrie,

(2.6.2) VO,p, F(0,¢;a)=F,¢;a),

qui devient en utilisant le lemme 6 p. 50 sur I’expression réelle de la forme

00 A 9] A
/ /
Re E E Oé)\MY)\#(Q y (b) = Re E E Oé)\“Y)\#(e, ¢) (264)
A=0 p=—2A A=0 p=—2A
8. Une rotation-réflexion est la composition commutative d’une rotation autour d’un axe et de la réflexion
par rapport & un plan perpendiculaire & ’axe de rotation. Il n’existe pas de nom unique pour cette opération de

symétrie, on trouve aussi rotoréflexion ou antirotation.
9. Harmonique est un nom masculin.
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THEOREME 8 : CONTRAINTES SUR LES COORDONNEES DE FORME '°
Si certains éléments de symétrie sont présents dans la forme d’un noyau alors les coordonnées
de forme suivent certaines contraintes.

— Sile plan (zOy) est un élément de symétrie alors

a) =0 pour A — p impair; (2.6.5)
— si le plan (yOz) est un élément de symétrie alors
Reay” =0 pour pimpair et Imay” =0 pour p pair; (2.6.6)
— si le plan (20x) est un élément de symétrie alors
ay € R; (2.6.7)
— si le point O est un élément de symétrie alors

a) =0 pour A impair. (2.6.8)

Nous venons de voir le cas de quelques éléments de symétrie particulierement simples a carac-
tériser. Nous voulons aussi voir le cas trés intéressant des rotations. Considérons la symétrie
de rotation d’angle ¢ autour d'un axe dans la direction (¢,). Il devient assez compliqué de
rechercher un lien entre les angles (6, ¢) et (0, ¢’). Aussi utilisons-nous le lemme 7 p. 58 sur 'ir-
réductibilité des harmoniques sphériques, en sachant que dans le cas des rotations, les coefficients
de la combinaison linéaire sont les éléments d’une matrice D d’Eugene WIGNER. Ainsi

Va0, ¢) Z D), (1,9, )Y (0, 9). (2.6.9)
v=—M\
Alors la relation, p. 58,
(2.6.2) V0,6, F(0,¢;0)=F(0,¢;a),
devient
Rez Z G Z D), (1,9, )Y (0 Rez Z Yy, (0 (2.6.10)
A=0 p=—-X\ v=—2X A=0 p=—-X\
Oou encore N N
Re) " ) " Vi (0,0) > an [D), (1,0, 0) = 6,] = 0. (2.6.11)
A=0 v=—2X n=—A

Nous pouvons voir ici un probléme aux valeurs propres puisque les termes qui s’annulent sont
tels que a soit vecteur propre de la matrice D*(¢, 1, ) avec la valeur propre 1. Les autres
coordonnées de forme doivent nécessairement étre nulles.

10. Voir & 'annexe Bs p. 79.
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THEOREME 9 :

Si la symétrie de rotation d’angle ¢ autour d’un axe dans la direction (¢, 1) s’applique, alors les
coordonnées de forme telles que o, n’est pas un vecteur propre associé a la valeur propre 1 de
la matrice de WIGNER D* (1,9, ¢) doivent étre nulles.

Nous allons donner un exemple trés simple ot les matrices de WIGNER sont déja diagonales,

la rotation autour de ’axe z d’'un angle de wrad. Dans ce cas, les angles d’EULER sont

/;Z):()?

V=0,

Voyons les matrices de WIGNER pour A =2 et A =3:

D?*(0,0,7) =

OO OO

0
-1

o O O

p = mrad.
0 0 0
0 0 0
1 0 0
0 —1 0
0 0 1

dont les vecteurs propres associés a la valeur propre 1 sont

g =

et

D?*(0,0,7) =

-2

«

oo o oW

|
—

g =

o O O O O
[N eBelNol =

0 0

o O

o O

o O

o O O

0

OO O O OO

dont les vecteurs propres associés a la valeur propre 1 sont

Q3 —

0

-2

Qs

0

o O OO

Q3 —

Qo =

SO = O OO o o

Q3 =

OO o oo

o O O O

(&%)

Oc.% o O O O o

(2.6.12)

(2.6.13)

(2.6.14)

(2.6.15)

(2.6.16)

Plus généralement, si la rotation de 7wrad autour de l'axe z est une opération de symétrie du
groupe de symétries de la forme du noyau, il faut que

60

ay¥ =0 pour p impair.

(2.6.17)



Nous sommes donc en mesure d’établir une contrainte sur les coordonnées de forme pour chaque
opération de symétrie que nous aurions a envisager. Pour un groupe de symétries, nous allons
aboutir & un ensemble de contraintes qui nous assure le controle sur la symétrie de la forme du
noyau. Juste avant de voir cela, nous nous tournons rapidement vers un usage plus pragmatique
de la symétrie.

2.7 Plans de symétries et distance au noyau

SONGEANT A la symétrie bilatérale, MONTESQUIEU disait :
« La raison qui fait que la symétrie plait a ’ame, c’est qu’elle lui épargne de la peine,
qu’elle la soulage et qu’elle coupe pour ainsi dire 'ouvrage par la moitié. »

Et en effet, nous utilisons aussi la symétrie pour réduire notre ouvrage calculatoire. Nous avons
introduit au chapitre 1 I'approximation du champ moyen ou la position d’un nucléon dans le
champ moyen est déterminante. Cela signifie qu’il faut calculer la distance entre un nucléon situé
en 7 et la surface ¥ du noyau. Or, la distance entre la surface ¥ du noyau et le nucléon est la
distance minimale correspondant au point de la surface situé en (6, ¢, )

— 2
dists: (7 ) = \/{? — R(0a, p0; )], (2.7.1)
alors avec I’équation (2.1.21) p. 49
E (0, $a: @) = R(0a, 603 Q) T (B, b0, (2.7.2)

et avec 'équation (2.1.25) p. 49
7 (0u, bo) = sin b, cos gbaT + sin 6, sin qﬁa}) + cos 904%), (2.7.3)
I’expression de la distance devient, p. 56,

(2.4.14) dists (75 ) = /12 + R2(0s, bo; @) — 27 - T (0, a) R(Ou, b ).

Lorsqu’un ou plusieurs plans de symétries sont présents, il doit exister une relation simple entre la
distance pour un nucléon situé en 77, disty;(7; ) et celle pour un nucléon situé symétriquement
en 77,

dists (775 a) = /12 + R2(0",, ¢,; ) — 27" - (0!, L) R(0.,, ¢.; ). (2.7.4)

L’existence d’une telle relation nous permet d’éviter des calculs fastidieux. Or, il est clair que
dans cette expression

r' =1, R(0,,¢y; ) = R(ba; da; ). (2.7.5)
Il reste & vérifier 'invariance de
7 -1 (0n, Po) = xsin b, cos ¢, + ysin b, sin ¢, + 2 cos 0. (2.7.6)

Nous pouvons montrer ! qu’avec chacun des plans de symétrie de base

7 ?[(9;, ¢Io¢> =7 7i(eou ¢a)' (277)

11. Voir a 'annexe Cs p. 83.
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THEOREME 10 :

Quels que soient les plans de symétrie présents, la distance entre la surface nucléaire et un
nucléon est égale a la distance entre la surface nucléaire et le nucléon symétrique par un plan de
symétrie de la surface nucléaire

dists(7"; ) = dists (7 «). (2.7.8)

Le résultat que nous obtenons est sans surprise et heureusement en accord avec le principe de
symétrie. Cependant nous allons devoir également calculer des dérivées de cette distance par
rapport a des coordonnées de forme. Nous ne pouvons pas inférer sans preuve un comportement
identique pour les dérivées de la distance. Nous allons d’ailleurs voir que ce serait faux.

A partir de maintenant, nous réduisons la généralité de la situation en supposant que le
plan de symétrie (zO0x) est toujours présent. Ainsi, nous savons d’aprés I'équation (2.6.7) du
théoréme 8 p. 59 que les coordonnées de forme sont purement réelles. Derechef nous évitons la
confrontation a la dérivation par rapport & une variable complexe qui est un probléme ardu.
Désormais 'expression de la forme est

F(0.4;0) =1+ Y a,ReY,,(0,¢), af€cR. (2.7.9)

v=0 p=—v

Nous calculons sans difficulté la dérivée de la distance par rapport & une coordonnée de forme

ddists _, . o )
T 70 = gt | (R0, 0u50) = 7 700, 00)) o (R0 50

L0

—7r .804/\M [n(0a7¢a>]R(eaa¢a;Q) , (2710)

mais il faut prendre garde que 6, et ¢, sont fonctions de o donc

J - _on 00, 87{ Opy
For L7 (B 00)] = 55 (B 00) 50 T 5 (B 0) 5o (2.7.11)
et
0 ' _ OR . OR 00, 8R - 0¢q
aa)\y [R(9a7¢aaa)] - 8a)\# (9a7¢a7a) ( Om¢0m ) Oé,\“ a¢ (gaagba,&)aa)\u (2712)
0
= RO aaiu (Q)F(Qa, Qsoz; Oé) + RO C(a) Re Y)\M(Qa, ¢a) + R() C(OZ) G)\M(O{)7
(2.7.13)
avec oF
Barr (0, ¢; ) = Re Y, (0, ), (2.7.14)
obtenu en dérivant ’équation (2.7.9) et en ayant posé par définition
oF - 00, OF 0P,
G)x#(a) - %(‘9&7 ¢a7 Oé)@oz,\“ ¢ ( a ¢aa >aa,\“ (2715)
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X < OReY,, a0, OReY,, 0P,
= . 2.7.1
S o (T tnsa) g + e o5 ). (10

LEMME 8 :
L’expression des dérivées de la distance par rapport aux coordonnées de forme purement réelles
est

Odists, _, T — ﬁ(ﬁa, Go; ) s Oc
N = — . F .
a&)\y (Tva) diStE<?; Oé) n(9a>¢a)R08aAu (CY) (9a7¢a7a)

a_ﬁea’ as —>
7 distz((?i) Y 5B, 60) Ro () [Re Yo (B ) + G ()]
oW 09, . o O | RO, bas )
|7 5 e )+ T g O ) ()

(2.7.17)

Nous cherchons quel est le lien entre %‘iﬁf(r a) et %‘ES'JE(T «) ou 7" et T représentent des
positions de nucléons symétriques. En general la dérivée de la distance n’est pas invariante par

symeétrie. Plus exactement une partie de cette dérivée est invariante et 1’autre non '2

THEOREME 11 :
Nous écrivons les dérivées de la distance par rapport aux coordonnées de forme

8diStZ

T (?’ O./) _ D(l)(?, Oé) + D@)(?’ O./), (2718)
Qax

AL Al

ol le premier terme est invariant par les plans de symétrie de base

Oc

— ? - R<00¢’ ¢04; Oé) . 7_1)(9@7 ¢a)R0 |:aOé)\N (04>F(9a7 ¢o¢; a) + C<Oé)G>‘“(a)

dists (7 a)

., on 00 = 871

_ roe — 0 , —Oé _|_
00 ( “ Qba) Oa A gb
et le second terme n’est pas invariant par les plans de symétrie

? - ﬁ(@a, Qba; a)
dists (77 )

O B ) . }Rocm (On 6ui), (2.7.19)

D(ﬁf(?; a) = — 7 (0, da) Ro c(@)Re Ya,(0a, da)- (2.7.20)

— Si 7" est le symétrique de 7 par rapport a (zOx) alors

8distg
804,\“

(7;a) = D\)(7;0) + D)5 a); (2.7.21)

— Si 7" est le symétrique de 7 par rapport a (xOy) alors

Odisty, ,_,
Jda M

(7 a) = Dil,f(?’; a) + (—1)A_“D§i)(7’; a); (2.7.22)

12. Voir & 'annexe D4 p. 85.

63



— Si 7" est le symétrique de 7 par rapport a (yOz) alors

8distg
800\“

(7 a) = Dg\lu)(?; a) + (—1)#D§\2ﬂ)(?§ a); (2.7.23)

— Si 7" est le symétrique de 7 par rapport & (z0x) et (zOy) alors

ddisty; ,_, . ) R
5;,? (7;0) = D) (T50) + (=1 DI (75 ); (2.7.24)

— Si 77 est le symétrique de 7 par rapport a (z0z) et (yOz) alors

8distg
80&)\“

(7;0) = D) (T50) + (=1)“DY) (75 a); (2.7.25)

— Si 77 est le symétrique de 7 par rapport a (zOy) et (yOz) alors

(9distg
aa,\“

(7'50) = DY)(F5) + (1) DY) (75 ); (2.7.26)

"

— Si 7" est le symétrique de 7 par rapport a (zOy), (yOz) et (20z) alors

Odists. ;. (1) =, A (@) .
T (7 10) =Dy (T0) + (=103, (T ). (2.7.27)

Ce résultat qui apparait en contradiction avec le principe de symétrie mériterait d’étre davan-
tage analysé afin de montrer que la contradiction n’est qu’apparente. Mais ce n’est pas le lieu
pour cela et nous revenons a un aspect moins calculatoire.

2.8 Vers de nouvelles symétries

UITE AUX travaux de nombreux prédécesseurs en cristallographie et en mathématiques, Pierre
CURIE proposa, en 1894, un nouveau principe de la physique.

PRINCIPE 1 : PRINCIPE DE SYMETRIE

Lorsque certaines causes produisent certains effets, les éléments de symétrie des causes doivent
se retrouver dans les effets produits. Lorsque certains effets révélent une certaine dissymeétrie,
cette dissymétrie doit se retrouver dans les causes qui lui ont donné naissance.

Les coordonnées de forme qui sont habituellement employées pour décrire la forme d’un noyau
d’atome sont an’, ap™?, a3®, as’. Les coordonnées de forme a,” et o, sont utilisées pour décrire
une forme d’ellipsoide axial. Toutes les figures données dans la suite ont été réalisées avec le
logiciel Surfer développé au Mathematisches Forschungsinstitut Oberwolfach.

Nous voyons tout d’abord sur les figures 2.1 p. 65 et 2.2 p. 65, deux noyaux dits prolates
ou cigares ayant la forme d'une bactérie appelée bacille. L’augmentation forte de a»? creuse la
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Figure 2.1 — Forme d’un noyau cigare vu dans deux directions avec ap? = 0,4

Figure 2.2 — Forme d’un noyau cigare vu dans deux directions avec a? = 0,8

Figure 2.3 — Forme d’un noyau cigare vu dans deux directions avec as’ = 0,8 et a,® = 0,2

partie centrale suivant un anneau. Ce creusement marque la préparation de la fission du noyau
de maniére symétrique. Mais il est possible en utilisant a4 de combler ce creusement comme
nous le voyons sur la figure 2.3. Nous avons méme exagéré un peu la valeur de a,° pour bien
montrer son influence par ’apparition d’'une bosse annulaire. Viennent les noyaux oblates ou
galettes dont la valeur de an’ est négative comme sur les figures 2.4 p. 66 et 2.5 p. 66. Lorsque
la déformation n’est pas trop importante, cette forme nous rappelle celle de la Terre aplatie aux
poles. Lorsque la déformation est plus importante, la forme subit un pincement axial qui tend
a la faire devenir torique a I'image d’une hématie. Les coordonnées de forme an’ et ap*? sont
utilisées pour décrire une forme d’ellipsoide triaxial comme sur la figure 2.6 p. 66 et la coordonnée
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Figure 2.4 — Forme d’un noyau oblate vu dans deux directions avec ay? = —0,4

Figure 2.5 — Forme d'un noyau oblate vu dans deux directions avec oy’ = —0,8

Figure 2.6 — Forme d’un noyau triaxial avec Figure 2.7 — Forme d’un noyau en poire avec
0420 = 0,8 et Oé2i2 = 0,2 Oé30 = 0,4

de forme a3 est utilisée pour une forme de poire '* comme sur la figure 2.7. Ces coordonnées de

forme peuvent étre utilisées ensemble pour donner des formes variées, dont celles qui conduisent
a des transitions de forme pour les noyaux en rotation rapide comme les transitions de JACOBI
ou de POINCARE étudiées dans [11], [12] et [13] (bibliographie p. 103), comme sur les figures 2.8
p. 67 et 2.9 p. 67. Les diverses associations de ces coordonnées de forme conduisent a des formes
associées a différents groupes de symétries. Nous utilisons la notation d’Arthur SCHOENFLIES
pour repérer ces groupes et nous avons résumé dans le tableau 2.1 p. 67 les groupes de symétries

13. Cela ne déplairait pas a Erik SATIE, compositeur des piéces pour piano « Trois morceaux en forme de
poire ».
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Figure 2.8 — Forme d’un noyau en poire al- Figure 2.9 — Forme étrange avec ay” = 0,8
longée avec a’ = 0,8 et a3’ = 0,4 et aussi as™ = 0,2 et encore a3’ = 0,4

correspondant aux coordonnées de formes utilisées habituellement en physique nucléaire. Pour
retrouver le groupe de symétries associé a une des formes représentées dans les figures données
ici, nous utilisons le diagramme de recherche explicité dans les figures Es.1 p. 96 et Es.2 p. 97
de 'annexe E,. Par exemple pour les noyaux prolates ou oblates des figures 2.1 p. 65, 2.2 p. 65,
2.4 p. 66 et 2.5 p. 66, la forme a un axe de révolution, a un centre d’inversion ¢ ce qui donne le
groupe Doy, (00 signifiant que le groupe contient un axe de révolution, h signifiant que le groupe
contient un plan de symétrie perpendiculaire a ’axe de révolution et D pour diédre indiquant
que le groupe contient un axe Cy perpendiculaire & 1’axe de révolution). Autre exemple pour les
noyaux en forme de poire sur la figure 2.7 p. 66, la forme a un axe de révolution, n’a pas de
centre d’inversion ce qui donne le groupe C, (0o signifiant que le groupe contient un axe de
révolution, v signifiant que tout plan contenant ’axe de révolution est plan de symétrie et C
pour cyclique indiquant que le groupe contient un axe de rotation, et ici de révolution). Dernier
exemple pour le noyau triaxial sur la figure 2.6 p. 66, la forme n’a pas d’axe de révolution, a un
axe d’ordre n = 2 au maximum, n’a pas d’axe de rotation-réflexion d’ordre 2n = 4 (5;), a un
autre axe Cy perpendiculaire au premier, a un plan perpendiculaire & 1’axe d’ordre 2 (oy,) ce qui
donne le groupe Day,.

Coordonnées de forme | Groupe de symétries
{as"} Docn
{0620, 0640} Docn
{as"} Coov
{0420, 0430} Coov
{0420, Oézﬁ} Doy,
{0420, Oé2i27 0430} Cay

Tableau 2.1 — Coordonnées de forme et groupes de symétries

Le choix d’un groupe de symétries a des conséquences sur la forme. Comme il dépend d’elle,
le champ moyen est invariant par ’action des opérations de symétrie de ce groupe. Mais dans
notre cas, le systéme est un nucléon, et le fait qu’un nucléon est un fermion nous oblige &
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considérer le groupe double associé au groupe de symétries choisi. En I'occurrence, nous avons a
considérer DD CD DD CP . Dans les groupes doubles apparaissent de nouvelles opérations
de symétrie dont en particulier 'opération R de rotation d’un angle 27 rad autour de n’importe
quel axe, opération qui ne coincide plus avec l'identité. L’identité est devenue la rotation d’un
angle 4mrad autour de n’importe quel axe. Les autres nouvelles opérations sont issues de la
composition de R avec les opérations déja présentes dans le groupe simple. Mais il apparait
aussi de nouvelles représentations irréductibles, que nous appelons représentations dédoublées
(en anglais double-valued representations). Ce sont ces représentations dédoublées qui sont les

représentations irréductibles pour les fermions.

THEOREME 12 :

Pour chaque valeur propre d’un hamiltonien, les états propres constituent une base de représen-
tations irréductibles du groupe de symétries du systéme. Soit O un opérateur de symétrie du
groupe de symétries du systéme, si |, ) est un état propre de valeur propre e, alors O [1,) est
aussi un état propre avec la méme valeur propre e,. Autrement dit !4

[]fl, O} —0 ou H=O0HO (2.8.3)

COROLLAIRE 2 :
Le degré de dégénérescence de 'état est égal a la dimension de la représentation, c’est-a-dire au
caractére de 'opération identité.

A partir des tables de caractéres données a 'annexe E, p. 91, nous constatons que les groupes
CD,, D2, DJ et CP offrent au maximum des dégénérescences doubles qui correspondent en
fait a la dégénérescence de KRAMERS vis-a-vis du renversement du temps.

SCOLIE 4 : L’INTERET POUR LES SYMETRIES DE HAUT RANG

Le principe de symétrie ne permet pas de prévoir les symétries qui vont étre choisies, il ne
fait que mettre en place une causalité liée aux symétries. En effet, ce principe signifie que
I'introduction d’une certaine dissymétrie produit des propriétés nouvelles. Cependant, trop de
dissymétries vont brouiller les propriétés nouvelles. C’est de cette maniére que Pierre et Jacques
CURIE découvrirent la piézoélectricité du quartz, propriété qui ne peut apparaitre que si le
cristal n’est pas centrosymétrique. Les groupes de symétries envisagés habituellement en physique
nucléaire sont assez pauvres en opérations de symétrie, en particulier les groupes Dy, et Co, avec
respectivement huit et quatre opérations. Entre ces groupes et le groupe de la sphére Ky, le
principe de symétrie nous suggére de chercher les groupes de symétries de haut rang. Il s’agit
des groupes de symétries du tétraedre Ty, de 'octaédre Oy, et de 'icosaédre I, qui pourraient
étre prometteurs. Ils ont respectivement vingt-quatre, quarante-huit et soixante opérations de
symétrie. Mais en outre, ’analyse des tables de caractéres données a 'annexe Es; p. 91, nous
indique que ces groupes de haut rang présentent un autre intérét lié a 'application de la théorie

14. A
H |’l/)u> =€y |1/1u> (281)

et
HO ) = e,0 ) = Oe, |v0,) = OH |v,). (2.8.2)
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des groupes a la mécanique quantique, et en particulier au corollaire 2 p. 68. Faisons le bilan dans
le tableau 2.2 des dégénérescences offertes par ces groupes de haut rang. Nous comptabilisons
le nombre de représentations pour chaque niveau de dégénérescence et pour chaque groupe.
Les groupes de symétries habituels n’offrent que la dégénérescence double de KRAMERS. Les

Dégénérescence | TY | OP | 1P
2 2 4 4
4 1 2 2
6 0 0| 2

Tableau 2.2 — Nombres de représentations dédoublées

trois groupes de haut rang T, O et I} apportent quant & eux des dégénérescences doubles
et quadruples et méme sextuples pour le groupe de licosaédre. L’existence de tels degrés de
dégénérescence peut conduire a des écarts énergétiques importants entre les niveaux d’énergie,
accroissant ainsi la stabilité de certains noyaux pour des nombres magiques de nucléons : 16,
20, 32, 40, 56, 70 pour le tétraedre et 'octaedre; 8, 46, 60 pour l'icosaedre; 2, 8, 20, 50, 82
pour la sphére. Il faut donc préciser quelles sont les contraintes sur les coordonnées de forme
conduisant & chacun de ces groupes. Les formes de noyau associées a ces groupes de symétries
sont représentées sur les figures suivantes.

Tout d’abord la forme tétraédrique donnée a la figure 2.10 qui utilise une déformation octupolaire

Figure 2.10 — Forme de noyau tétraédrique avec az®? = 0,2

non axiale.

Ensuite les déformations octaédrique, figure 2.11 p. 70, et cubique, figure 2.12 p. 70, qui corres-
pondent au méme groupe de symétries mais qui sont obtenues pour des déformations opposées,
ce qui traduit la conjugaison de ces deux formes. Ce sont des déformations hexadécapolaires non
axiales. Nous pouvons montrer, pour comparer, ce que donne la déformation hexadécapolaire
axiale pure avec les figures 2.13, et 2.14 p. 70 et nous voyons qu’elles présentent une symétrie de
révolution absente dans le cas de 1'octaedre et du cube.

Enfin les formes icosaédrique, figure 2.15 p. 70, et dodécaédrique, figure 2.16 p. 70, également
conjuguées. Ce sont des déformations tétrahexacontapolaires non axiales. A titre de comparaison,
les formes tétrahexacontapolaires axiales, figures 2.17 et 2.18 p. 70, présentent une symétrie de
révolution.
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Figure 2.11 — Forme de noyau octaédrique Figure 2.12 — Forme de noyau cubique avec
avec ay’ = 0,2 et o™ = 0,12

a = —0,2 et ay™ = —0,12

C

Figure 2.13 — Forme de noyau hexadécapo-
laire avec ay” = 0,2

Figure 2.14 — Forme de noyau hexadécapo-
laire avec ay’ = —0,2

Figure 2.15 — Forme de noyau icosaédrique Figure 2.16 — Forme de noyau dodéca-
avec ag’ = 0,2 et o™ = F0,16 édrique avec o = —0,2 et a™® = 40,16

=

Figure 2.17 — Forme de noyau tétrahexa-

Figure 2.18 — Forme de noyau tétrahexa-
contapolaire ag’ = 0,2

contapolaire ag’ = —0,2
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La maniére de trouver les contraintes sur les coordonnées de forme a été exposée dans la
section 2.6 p. 57 mais la détermination est assez calculatoire. Elles ont déja été partiellement
réalisées pour les groupes de haut rang. Pour les groupes TY et OP | il faut voir [14] (bibliographie
p. 103) et pour le groupe icosaédrique nous proposons nous-méme les relations détaillées dans
I’annexe Fy p. 99. Nous résumons le tout dans le tableau 2.3 pour des coordonnées de forme
réelles. Toutefois les conséquences de 'usage de ces groupes de symétries de haut rang ne sont

Groupe de symétries Coordonnées de forme

D +2 +2 +6 __ /11 +2 +2 +6 /13 ., +£2
Td {Oég , Qr™, Oy - EO&? , Qg™ ", (g - 3059 PRI }
0 +4 _ 5 0 0 +4 _ 7.0
Qg7 0y~ =4[ 7704, 06,06 = 4/ 506,
OD 14 2

0 +4 _ 28 0 +8 __ 65 0
g, g - 198a8 , O - 8a8 7}

0 . 45 _ /7 0 /33 10 _ [187 0
D {Oéa a6 = T/ Hag’, on0”, anp™ = £/ 2o, anp™0 = /5 ang
0 _ / 0 . 410 _ [247_ 0
a2?, o™ $3 0412 y (12 357012 ,}

Tableau 2.3 — Liaisons des coordonnées de forme pour les groupes de haut rang

pas épuisées. En effet, le tenseur de masse est aussi affecté et donc naturellement le mouvement
collectif. Ce qui finalement ne doit pas tellement nous étonner. La conséquence de 'existence de
contraintes entre les coordonnées de forme a déja été évoquée dans la section 1.2 p. 18 avec la
relation

(1.2.29) ay " = (=D,
et consiste en 'apparition de coefficients, p. 19,
(1.2.37) DN = 0304 (2 — 8,0)

dans le tenseur de masse. Il faut tenir compte des nouvelles contraintes qui s’ajoutent pour
. . A’ .
modifier les coefficients DA,‘L selon le contexte. Pour cela nous repartons de I’expression

Z Z OO\ aOé)\'“

A=0 p=—2A

et du fait que les relations des contraintes sont systématiquement des proportionnalités, les
termes liés s’additionnent simplement. Pour les premiers ordres du tétracdre

o) A
G, _ 5,
ZZW Gy’ o iy
R — 80./3 8(13
+a28 + 2 0 +a 0 + 0 J
T0a:2 T Ban2 T 9o T dan



+ 0.492 + cy 2 0 + d96 0 + dg_G 0
80692 8069 2 86(96 804976
0 0 0
= 20r3? 46i7° Aévg® 2.8.4
pour les premiers ordres de l'octaédre
X ) ) ) )
' — dvg” + vt + iy
AZ:OH;)\ A 806)\‘“ 4 80640 4 8&44 4 8a4—4
0 0
-0 .4 . 4
+as 30460 +ae 60464 +as 8046_4
0 0 0 0
-0 -4 - =4 . 8 . _8
+as 80480 +as 8@84 +as 0048*4 +as 80488 +as 804878
0 0 0
_ 9+ 0 0 0
= 3dy D0 + 3 o + 5ag o (2.8.5)
et pour les premiers ordres de l'icosaédre
S ) ) ) )
. Y 0 . 5 . 5
Z Z “ Jay# e Oag o OJagd T Oag™>
A=0 p=—
0 0
.0 . — - 10 - —10
+ Qo Doyl + aqo Dory’ + aqo Doy 7 + aqo Dorg10 + aqo Derrg 10
0 0 0
.0 . 5 — 10 —10
+ Q2 Dorrg) + Qa2 Dorgs + a2 Doty + Q2 Do + a2 Doryy—10
0 0 0
= 3" 5610 = + Héyn” 2.8.6
a6 80460 + 9o 804100 + o012 aalQO ( )

Ainsi nous ajoutons des facteurs correctifs liés a la possibilité d’une des trois symétries de haut
rang

DN = 030k (2 — 6,0) T Op I, (2.8.7)

ou
Tr=1 sauf F =2, F7 =0, 9 =2 F =0, ... (2.8.8)
Op=1 sauf 0;=3, 0,=0, 0y =3, 0,=0, O3 =5, 0;=0, 05=0, ... (289)

ﬂu’\ =1 sauf ﬂOG =3, f56 =0, folo =5, f510 =0, jlloo =V,
I =5 F2=0 F2=0,... (28.10)

Nous savons maintenant comment controler la symétrie géométrique pour le noyau de ’atome.
Mais nous n’avons pour l'instant qu'une vision trés statique de cette symétrie. Le fait que les
coordonnées de forme puissent évoluer confére a la symétrie et au noyau une dynamique dont
nous avons déja posé les bases dans le cadre de 'approximation adiabatique. Il faut maintenant
voir comment la symétrie et le champ moyen s’expriment concrétement dans I'inertie collective
en déterminant aussi précisément que possible le tenseur de masse qui en résulte.
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Annexe Ao

Energie d’un état dans le cadre du champ

moyen

Nous allons d’abord voir ’action d’un opérateur d’annihilation sur ’état fondamental, p. 53,

(2.2.12) (W) =[] & 10)

et nous définissons

[Wor) = 1] &510)
n=1
n#v
Nous rappelons les régles de commutation
{¢,.6,} =0, {¢gf,efy=0 et {&f, e} =0d,1.
Alorssiv < N
N
& [Wo) = ¢, []ér10)
n=1
v—1 N
=e [Jere I &)
n=1 n=v+1
v—1 N
= (v ereer T &ro
n=v+1

(A2.6)

(A2.7)



etsiv>N

et aussi

>
R
S
o
~

AN
~—
I
o>
ke
— =
o>
=1
=
S~

X33
I3l
=R

I
>
<
o
ST
— =
o
st
=
\/

3
L
-
3

e, 10)

Le calcul de I'énergie de 1’état fondamental, p. 53,

IN*

(2.2.14) o= (Wol H [Wo) = e, (Wo| & ¢, |Wo)

0

est maintenant rapidement effectué

N
- Ze# ) \110|Cu ‘\IJO/M>
pn=1
N
= eu(~1 — 1P (| Wy)
pn=1
d’ott le premier résultat du théoréme 7 p. 53
N
(2.2.16) Eo=) e,
p=1
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(A2.9)

(As.10)

(Ay.11)

(As.12)

(As.13)

(As.14)

(As.15)

(A5.16)



Le calcul de I'énergie d'un état a une particule et un trou est un peu plus long mais sans grande
difficulté ; nous considérons qu’une particule est passée de I'état |¢),), ¢ < N, al'état |¢,), kK > N,

p- 53,

H\I*
(2.2.15) Evn = (Vo H |V ) = e (Vo| &Fencf e et [Wo),
"
puis
]N*
En Zeu (Wol & ¢ucle, [Wo) 0, —Zeu (Wo| & ¢ty eue, Vo) (A5.19)
o

N
= e (Vol & Cucle, [ Vo) — Z e (Wo| €7 E¢ue, [Wo) 0,

—i—Zeu (Wol & éFencfene, W) (A5.20)
= e (Ugl&re, [Ug) — e, (Wo| & ¢, W) — e (U &Feheee, [Wg)
IN* IN*
+ ) e (Wo| 6 86,6, [Wo) — Z e, (W &5 e e 6,66, [Wo) (As.21)
H B
= e,.(— 1)L " (Wol &t [Woy) + 2, (Wo| 6 ¢Fe,6, | W)
]N*
- Ze# (Wol&fefe,e, Vo) — Z e, (Wol & ¢l e .6, |Wo) (A5.22)
I
N
= e, (—1)" (=17 (Vo Vo) + 0= Y en(—1) " (To| & e5e, [Toy) — 0 (A5.23)
pn=1
N N
= e (=1 (Wol &F [Wos) G+ D en(= 1P (Wl G0 [Wop)  (A.24)
pn=1
N
= e — e (1) (=) T D) e (=1 (=1 (T 6, [Wo) (A5.25)
p=1
N
=e. —e, + (Wo| "¢, | Vo) Ze (A5.26)
pn=1

et finalement nous obtenons le deuxiéme résultat du théoréme 7 p. 53

(2.2.17) En=e,—e, +&.

7



78



Annexe By

Symeétries et coordonnées de forme

Effet de la symétrie du plan (xOy)

Considérons la symétrie par rapport au plan (zOy). Alors

—
T

:x7+y7—|—z? et ?"zx?%—y})—z?
et les angles sont liés par
O =n—0 et ¢ =0.

A partir des relations entre les angles, nous pouvons écrire

Y)\u(ela ¢,) = Y)\u(,/r - 97 ¢>
= Zy, Pru(— cos)e?
= (—1))\_MZ)\MP)\“(COS Q)ei“¢,

et par conséquent
Y)\u(el7 ¢/) = (_1)>\_MY/\M(9a Qb)

Cela permet d’écrire que

Red " ) anVau(0,6)(1— (=1)**) =0,

A=0 p=—-AX

qui devient

00 A
RGZ Z OQ\#Y)\M(Q, qb) = O,

A=0 p=—-X\
A—p impair

ou encore

o) A
Z Z (Re ay'ReY,, (0, ¢) — Im o)'Im Y,\u(9>¢>) =0,

A=0 p=—A
A—p impair
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égalité qui doit étre vraie quels que soient 6 et ¢. Par conséquent, comme annoncé dans le
théoréme 8 p. 59, si le plan (zOy) est un plan du symétrie de la forme du noyau, alors les

coordonnées de forme doivent vérifier que

(2.6.5) a)' =0 si A — p impair
et
0 A
F0,¢;0) =1+ Rez Z ax'Yy,.(0, ¢).
A=0 p=-=-X
A—p pair

Effet de la symétrie du plan (yOz)
Considérons la symétrie par rapport au plan (yOz). Alors
?zx?—i—y?—kz? et 7' = —x?—ky?—kz?
et les angles sont liés par

0 =0 o {¢:”_¢Sly>0

Aol A T
o =3 —psiy<0 ou en abrégé ¢ = .} — ¢.

A partir des relations entre les angles, nous pouvons écrire
Y/\,u(ela (b,) = Y/\u(97 37;} - (b)
= Zy,Pyu(cos G)eiSZ}“e_i“‘z’
= (=1)" (ZyuPru(cos )Y,
et par conséquent
Y)\,u<6/7 (b/) = <_1)MY/\Z(97 ¢)

Cela permet d’écrire que

Re D" S an (Yau(6.0) — (~1)"Y5,(6,0)) =0,

A=0 p=—2A

qui devient

Red" 3 ax(ReYa (6, 6) (1 — (~1)%) +iTm Y3, (6, 6)(1 + (~1)") ) =0

A=0 p=—X
[e'e) A o0 A
Re) ) ayReYy(.6) +Re> Y ian'ImYy,(0,¢) =0
A=0 p=-A A=0 p=—AX
(1 impair [ pair
o0 A 00 A
> ) ReawReYau(0,¢) = > > ImanImYy,(6, ¢) =0,
A=0 ,u_:—)\. A=0 ,u:—.)\
(1 impair [ pair
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(B,.10)

(B,.11)

(B,.12)

(B,.13)
(B,.14)
(B,.15)

(B,.16)

(B,.17)

(B,.18)

(B,.19)

(B5.20)



égalité qui doit étre vraie quels que soient 6 et ¢. Par conséquent, comme annoncé dans le
théoréme 8 p. 59, si le plan (yOz) est un plan de symétrie de la forme du noyau, alors les
coordonnées de forme doivent vérifier que

(2.6.6) Reay” =0 si g impair et Imay” =0 si p pair
et
00 A 9] A
F(0.;0) =1+> > Rea"ReYy,(0,0) — > > Imay"Im Yy, (6, ¢). (B5.21)
A=0 u:—.)\ A=0 [A.:—A.
L pair 4 impair

Effet de la symétrie du plan (zOx)

Considérons la symétrie par rapport au plan (zOx). Alors

?:x7+y7+zz et ?’zx?—y?%—zz (B2.22)
et les angles sont liés par
9/ =0 et ¢/ =21 — Qb (B223)
A partir des relations entre les angles, nous pouvons écrire
Yo (0, ¢") =Yy (0, 21 — ¢) (By.24)
= 7, Py (cos 0)e?™He 10 (B2.25)
= (ZyuPru(cos 0)e?) (B2.26)
et par conséquent
Y/\p(ela ¢/) = Y)iku(ea Qb) (B227)
Cela permet d’écrire que
o0 A
Rez Z 05)\“ (YAM(€7 Qb) - Y)ik,u,(ga Qb)) = 07 (B228)
A=0 p=—2A
ou encore R
Re) ) iay"ImYy,(0,¢) =0 ; (B2.29)
A=0 p=—2A
et finalement R
> ) ImayImYs,(0,¢) =0, (B5.30)
A=0 p=—X

égalité qui doit étre vraie quels que soient 6 et ¢. Par conséquent, comme annoncé dans le
théoréeme 8 p. 59, si le plan (2O0x) est un plan du symétrie de la forme du noyau, alors les
coordonnées de forme doivent vérifier que

(2.6.7) Imay” =0 ou simplement o)t € R
et
00 A
F(0,¢;0) =1+ > ReayReY),(0, ¢). (B5.31)
A=0 p=—-X
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Effet de la symétrie centrale
Considérons la symétrie centrale par rapport a O. Alors
?zx?—ky?—l—z? et 7' = —x?—y?—zz (B2.32)

et les angles sont liés par

O =n—0 et ¢ =m+0. (B2.33)

A partir des relations entre les angles, nous pouvons écrire

Y)\#(Gl? ¢/> = (_1))\Y)\u(97 ¢)7 (B234)
et par conséquent

Red " ) a0, 0)(1— (-1)), (B5.35)

A=0 p=—X
ou encore
0o A
> ) (ReayReYau(f, ¢) — Imay" Im Y3, (0, ¢)) (1 = (—1)*) =0 ; (B5.36)
A=0 p=—2X

et finalement

o) A 0o A
> > ReayReYy(0,0) — > Y ImanImYy,(6,¢) =0, (B.37)

A=0  p=—X A=0 pu=—A\

A impair K A impair K
égalité qui doit étre vraie quels que soient 6 et ¢. Par conséquent, comme annoncé dans le
théoréme 8 p. 59, si le point O est centre de symétrie de la forme du noyau, alors les coordonnées
de forme doivent vérifier que

(2.6.8) a)' =0 si A impair
et
o0 A
F(0,¢:0) =1+Red) > Yy (0,9). (B,.38)
)\)\:Q pn=—A
pair
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Annexe Co

Invariance de la distance

Nous voulons vérifier ’égalité entre

dists(77; ) et distg(7; ),

ou 7’ est le point symétrique par un ou plusieurs plans de symétrie parmi (zOy), (yOz) et (20x)

sachant que, p. 56,

(2.4.14) dists (73 0) = /172 + R2(04, ¢0; @) — 27 - T (0, 00) R(ba, d; ).
La vérification de 1’égalité des deux distances passe par la vérification de celle entre
7nl,,0) et T -1(04 0q)
Si le plan (zOy) est plan de symétrie, alors
T=xi+yj — :k

et
n(0.,,8) =1 (7 — Ou, ds) = sin b, cos ¢a7 + sin f,, sin qba? —cosOy k,

d’on

7m0, L) = xsinb, cos ¢, + ysinb, sin g, + (—2) X (—cosby) = 7 - 1 (ba, Pa)-

Si le plan (yOz) est plan de symétrie, alors
P =—zi 4yj +2k

(0., 0.) = W (0a, £} — ¢o) = — sin O, cOS ¢ i + Sin O, sindy j + cosba k,

77 (0, )
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(—x) X (—sinf, cos dg) + ysin b, sin ¢y, + 2080y = T - 7 (Ou, Do)



Si le plan (zOx) est plan de symétrie, alors
T =xi —yj +zk (Cy.7)
(0., L) = (04,21 — ¢o) = sin b, cos qba? — sin @, sin gba}) + cos HQE, (C,.8)
d’ou
7 (0, ¢L) = xsinb, cos gy + (—y) X (—sinb,sin @) + 2080y = 7 - T (0n, Po). (C2.9)
Nous avons ainsi démontré que dans le cas des plans de symétrie (xOy), (yOz) et (20x)

(2.7.8) dists (775 ) = dists (7 «).

C’est le théoreme 10 p. 62.
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Annexe Do

Invariance des dérivées de la distance

Nous voulons montrer le lien entre

8distg

80()\'“

adistz

804)\'“‘

(7" o) (7 )

en présence des plans de symeétrie (zOy), (yOz) et (2Ox), en n’oubliant pas que nous imposons
toujours la présence du dernier pour avoir des coordonnées de forme réelle. En utilisant quelques
résultats antérieurs, a savoir, pp. 61-62,

(2.7.5) R(0,,, ¢ @) = R(0a, $a; ),
(2.7.7) 7 (0, ) = T - T (Oas da),
(2.7.8) dists(77"; ) = dists (7 a),

et avec le lemme 8 p. 63

8distg
804,\“

T = B0 00; ) de

2.7.1 -
( 7 7) diStz;(?;Oz) n<9aa¢o¢)R08aXu

(7 0) =

(@) F (0, $a; @)

T - ﬁ 9a7 as —
B : dlSt;](?y(ba) a) -n (9047 ¢0¢)R0 C(CY) [R‘e Y/\M(QOH ¢Oé) + GAM(O[)}

on on 9¢a | R(ba, ¢a; @)

- 0o
- |7 %(eaa %)604,\“ +r- a_¢(9aa (bo‘)aa,\“ diStZ(?; Oé) )

nous constatons que nous pouvons remplacer la plupart des grandeurs symétriques par leur
grandeur d’origine et nous avons déja

odisty _,, T — ]_%)(904, xe) Oc

- _ .0
Oary\H (77%50) dists (77 a) n( a’gba)RO@a)\“

(@) F(ba, ¢o; @)
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7 — RO, b; @) o
Tt (Fia) (B a) Roc(a) [Re Yau (0, ¢0) + Gh(@)]
S, O, 00, L, 0T, 90, | R(0a, $a; @)
r 'W(Qougba)aa)\u +r a¢ (9 ¢ )800\“ dlStE(?,a) (DQl)

Il reste a examiner dans chaque cas de symétrie, 'invariance de G\ ,(«), de Re Yy, (0, ¢/,) et de
— — 9d!
7. 881;(9/ ¢/) + 7. %n<(9,,¢,) Pa

Oacy “ Oaz k-
Pour vérifier U'invariance de 7 - 3" S (05, b, )2 ga T T %—g(@’w o) ;j;au, nous rappelons d’abord
que ~
%—Z(G,gb) = cos 0 cos gb?—i— cos 0 sin (b? —sinfk (D2.2)
et N
on . - -
%(G,Qb) = —sinfsing i +sinfcosepj, (D5.3)
d’ou
n 00,
- an( m%) + 7. 87;( w%)&i = (2 cos b, cos o + Y cOs O, sin ¢, —zsin@a)aaw
. . : OPa
+ (—zsin 0, sin ¢, + y sin b, cos ¢, ) Bo (Dq.4)

En effectuant patiemment les calculs, nous vérifions que, quels que soient les plans de symétrie

=, 8n a4., - 8n 8¢’ . on 00, s 8_’ 0¢a
+r re

! / — (0, 00) —— a, o Ds.5
En effet, si (zOy) est plan de symétrie,
T =ai+yj —zk, 0,=m—0, et ¢, =0¢a (D,.6)
%Z (0, @) = — cos b, cos gba? — cos 0, sin (ba? — sin eaﬁ', (Do.7)
00’ 00
o« Mo D,.
Oay# 80&)\“7 ( 2 8)
g—g(%, ¢.) = —sinf, sin gbaT + sin 6, cos qbaj, (D2.9)
09, 0¢a
Oa ¥ N Ok’ <D210)
puis
77 aag @.. 4, )380?;“ + 7. Z—Z(@;,gb )gju (—x cos b, cos ¢, — y cos b, sin ¢, + zsinb,)

aga . . . a¢a
X (— BarF + (—xsin b, sin ¢, + y sin b, cos qja)@oz—,\“

. (Dy.11)
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qui permet de voir I'invariance recherchée dans ce cas de symétrie.

Maintenant si (yOz) est plan de symétrie,

7 =2 + y? + z?, 0. =0, et ¢, =3} — (D5.12)
%—Z(é’;, @) = — cos O, cos ¢a7 + cos 0, sin gba7 — sin ea?, (D5.13)
o0’ 00
= = D,.14
da M 800\“7 ( 2 )
2—2(9;, @) = —sin b, sin ¢a i — sin Oa cos g J , (Dy.15)
I, DPa
o« _ _ D,.1
(9@,\“ (904)\'“7 ( 2 6)
puis
= aaz 0., ¢, )8604—9; L7 (Zqﬁ 0., 4. )% = (2 cos 0, cos ¢q + y cos b, sin ¢, —zsin@a)ai?;
. . . 09q
+ (2 sinf, sin ¢ — ysin b, cos ¢,,) X (_80?,\“) , (Dy.17)

qui permet de voir I'invariance recherchée dans ce cas de symétrie.

Enfin, puisque (z0x) est plan de symétrie,

7= x?—y?—{—z?, (D,.18)
%—Z(@;, ¢.,) = cos b, cos bai — cosO,sindy ] — sin Hal?, (D5.19)
00, 0.
804/\“ = m, (DQQO)
gg (0., ¢.) = sinf, sin (ba7 + sin 6, cos qﬁa?, (Dy.21)
09, Do
¢ = — Dy.22
aOé)\“ 80()\'“’ ( 2 )

qui permet de voir, exactement comme dans le cas précédent, I'invariance recherchée dans ce cas
de symétrie.

Il reste & examiner dans chaque cas de symétrie l'invariance de Gy ,(a) et Re Y),(6;,, ¢;,). Nous
trouvons quels que soient les plans de symétrie présents

Au( ) G)xu( ) <D223)

En effet, si (zOy) est plan de symétrie alors

Z Z o (aReyyp 0 5y Do | OBV 8%) = Ghu(a)  (Dy.24)

V=0 p——v 805)\“ 8(25 80&)\”

v—p pair
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car

oY, ., B vep oY, 00!, L a0,

o6 (9 ¢ ) - ( 1) o0 ( aa(ba) avec 800\“ - aOé)\M’ <D225)
Yy o V_pﬁY,,p o, 094
9 @0,¢)=(-1) 90 (Ou, bo), avec donh ~ Dot (D2.26)

Maintenant si (yOz) est plan de symétrie,

OReY, 00, OReY,, . . 0.
> Y ( AT R AR ):Gwa) (D2.27)

v=0 p=—v 800\/‘
p pair
car
) PN 00, 96,
80 (9 ¢ ) - (_1> 6(9 (ea’¢a)7 avec 80.9\“ - m’ <D228>
ale/p / pﬁyu*p aqﬁix o a¢a

Enfin, puisque (20x) est plan de symétrie,

o0 12 Y— / Y /
(@) =33 o (aRe g, ) ey OBy ) 000 ) —Gyla)  (D230)

V=0 p=—v 90 Doyt 99 Dy
car

Y, oYy o6, 08
(¢, =—"( A D,.31
89 ( ¢a) 89 ( ay QSOC)’ avec 804/\“ 804)\“7 ( 2 3 )

a}/Ilp / / 8YV*P a¢, a(ba

= — a - — . D . 2
a¢ (9()4’ ¢a) a¢ (Qon ¢Oé)’ avec aOé)\M 804)\“ ( 2 3 )

Si nous récapitulons, nous sommes arrivés a

Odists, —. L T — E(QQ, Ou; a) . Oe '
Doy (775 0) = Tiste (7 ) n(Ha,cba)Roaaw (Q)F (0, do; @)
?_ ﬁ(ea’¢aaa) — f ,
diStg(?; a) n (9047 ¢a>R0 C(Oé) [Re Y)xu(em ¢a) + G)\H(Oz)]
. on 09,  _, a_’ a¢a .
|7 ’W(Qa’%)—aaw + 7 gb( as9a) R(0,, ¢ ), (D2.33)

ou il ne reste plus qu’a étudier I'invariance du terme ReY), (6., ¢.,) selon les cas. Or, nous savons
que

si (xOy) est plan de symétrie, Yy, (0, 4.) = (=D Y, (0a, Pa), (Dy.34)
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si (yOz) est plan de symétrie, Yy, (0, ¢,,) = (=1)"Yy,(0a; ¢a), (D5.35)

si (20x) est plan de symétrie, Y3, (0;,, ¢,,) = Yy, (0a, Pa)- (D5.36)
Par conséquent
si (rOy) est plan de symétrie, Re Y3, (6, ¢,) = (—1)* *Re Y (0, ¢a), (D5.37)
si (yOz) est plan de symeétrie, Re Y, (6., ¢.) = (—1)"Re Y, (0a, da), (D5.38)
si (z0x) est plan de symétrie, Re Yy, (0., ¢.) = Re Yy, (0a, Pa). (D5.39)

Nous avons ainsi démontré qu’'une partie de la dérivée de la distance n’est pas invariante par
les plans de symétrie (xOy), (yOz) et cela nous conduit au théoréme 11 p. 63.
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Annexe E»o

Quelques tables de caractéres

Les représentations irréductibles sont désignées selon la notation de Robert MULLIKEN. Les
lettres A et B correspondent aux représentations de dimension 1. Les lettres E, F, G, H et |
correspondent respectivement aux représentations de dimension 2, 3, 4, 5 et 6. Les tables de ca-
ractéres sont issues de la recomposition de plusieurs ouvrages [16], [17], [18] et [19] (bibliographie
p. 103). Elles sont données in extenso pour quelques groupes simples et doubles. La table de
caractéres d’un groupe simple est contenue dans celle du groupe double associé, dans le quart en
haut a gauche. Quand il y a des différences, elles sont annoncées entre crochets pour le groupe
simple. Les représentations dédoublées situées dans la partie inférieure de la table sont désignées
avec la notation de MULLIKEN et sont primées.

i 1 12 12 20 30[15] 1 12 12 20 30[15] | 1 12 12 20 1 12 12 20
] | E Cs c? C3 Cy i S10 s30 Se o R RC; RC? RCs Ri RS9 RS}, RSe
Ag | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Fig | 3 @ 1—¢ O -1 3 1-—¢ @ 0 -1 3 ® 1-¢ 0 3 1-—¢ @ 0
Fog | 3 1—¢ @ 0 -1 3 @ 1—¢ 0 -1 3 1-—¢ @ 0 3 @ 1—¢ 0
Gg 4 -1 -1 1 0 4 -1 -1 1 0 4 -1 -1 1 4 -1 -1 1
He | 5 0 0 -1 1 5 0 0 —1 1 5 0 0 -1 5 0 0 -1
Ay 1 1 1 1 —1 —1 —1 —1 —1 1 1 1 —1 —1 -1 —1
Fiy | 3 @ 1—¢ O -1 -3 ¢—-1 —¢ 0 1 3 ® 1-¢ 0 -3 ¢-1 —¢ 0
Fou | 3 1-—¢ @ 0 -1 -3 —¢ ¢—1 0 1 3 1-—¢ @ 0 -3  —¢ ¢—1 0
Gy 4 -1 -1 1 0 —4 1 —1 0 4 -1 -1 1 —4 1 1 -1
Hy, | 5 0 0 -1 1 -5 0 0 1 -1 5 0 0 -1 -5 0 0 1
Ef, | 2 @ 6—1 1 0 2 @ p—1 1 0 -2 —¢ 1-¢ -1 -2 —¢ 1-¢ -1
Gy | 4 1 -1 -1 0 4 1 -1 -1 0 -4 -1 1 1 —4 -1 1 1
1 6 -1 1 0 0 6 -1 1 0 0 -6 1 -1 0 -6 1 -1 0
Ehy | 2 1-06 —¢ 0 2 1-¢ —¢ -1 0 -2 $—1 @ -1 -2 ¢-1 @ +1
El, | 2 ¢ ¢ —1 1 0 -2 —¢ 1—¢ -1 0 —2 —¢ 1—¢ -1 2 ¢ ¢ —1 1
G, | 4 1 -1 -1 0 -4 -1 1 1 0 -4 -1 1 1 4 1 -1 -1
i 6 -1 1 0 0 -6 1 -1 0 0 —6 1 -1 0 6 -1 1 0
By, | 2 1-9¢ — 1 0 -2 p—1 ¢ -1 0 -2 -1 ) -1 2 1—¢ —¢ 1

Tableau Es.1 — Table de caractéres du groupe icosaédrique associé a l'icosaédre et au dodécaedre
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Le nombre ¢ est le nombre d’or. Il vérifie les propriétés suivantes

o= 1+\/5:2COS<E>, (Eq.1)
2 )
1—¢:1_\/g:2cos(3—7r), (E2.2)
2 5)
o1 —¢) =—1. (E2.3)
oP |1 8 63 6 126) 1 8 63 6 12/6]| 1 8 6 1 8 6
Ou |E C3 Cy Ci C, i S¢ on Si o0qa | R RC3s RCy Ri RSs RSa
Ag |1 1 1 1 r 1 1 1 1 1|1 1 11 1
Agg/1 11 -1 -1 1 1 1 -1 -1}1 1 -1 1 1 -1
E, |2 -1 2 0 o 2 -1 2 0 o |2 -1 0 2 -1 0
Fg|/3 0 -1 1 -1 3 0 -1 1 -1/|3 0 1 3 0 1
F |13 0 -1 -1 1 3 0o -1 -1 1 |3 0o -1 3 0 -1
A |11 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 |1 1 1 -1 -1 -1
Agy |1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 (1 1 -1 -1 -1 1
E, |2 -1 2 0 0 -2 1 -2 0 0 | 2 1 0 -2 0 0
F|/3 0 -1 1 -1 -3 0 1 -1 1 |3 0 1 -3 0 -1
Fou [3 0 -1 -1 1 =3 0 1 1 -1({3 0 -1 -3 0 1
E, 2 1 0 v2 0 2 1 0 V2 0 |-2 -1 =2 -2 -1 —2
Ep |2 1 0 -2 0 2 1 0 —2 0 |-2 -1 V2 -2 -1 2
Gy |4 -1 0 0 0 4 -1 0 0 0 | -4 1 0 -4 -1 0
E,/2 1 0 v2 0 -2 -1 0 -2 0 |[-2 -1 -2 2 1 2
Ehy|2 1 0 —V2 0 -2 -1 0 V2 0 [-2 -1 V2 2 1 =2
G,l4 -1 0 0 0 -4 1 0 0 0 | -4 1 0 4 1 0

Tableau E,.2 — Table de caractéres du groupe octaédrique associé a l'octaédre et au cube
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™ |1 8 63 6 1206]| 1 8 6
Td|E C; C, Sy o4 | R RC; RS,
Ayl 11 1|1 1 1
Ayl 1 1 -1 1|1 1 -1
E|2 -1 2 0 0 |2 -1 0
F, /3 0 -1 1 —-1]3 0 1
F, |3 0 -1 -1 1 |3 0 —1
E, |2 1 0 2 0 |-2 -1 —/2
E,b 12 1 0 —/2 0 |[—2 -1 V2
G |4 -1 0 0 0 | -4 1 0

Tableau E,.3 — Table de caractéres du groupe tétraédrique associé au tétraedre

DD 1 20 21] 20 1 2] 2] 201 1
[Don] | E Ca(z) Coly) Ca(x) i o(xy) o(zx) o(yz) | R Ri
A, |1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
By | 1 1 -1 -1 1 1 —1 -1 1 1
By |1 —1 1 —1 1 —1 1 —1 1 1
By, |1 —1 —1 1 —1 —1 1 1 1
Ay |1 1 1 -1 -1 —1 —1 1 -1
By, | 1 1 -1 -1 -1 1 1 |1 -1
Boyw |1 -1 1 -1 -1 1 —1 1 1 -1
By, |1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 |1 -1
E] |2 0 0 0 2 0 0 0 -2 =2
E, |2 0 0 0 -2 0 0 0 -2 2

Tableau E,.4 — Table de caractéres du groupe Doy,

CQDV 1 2[1] 2[1] 2[1] 1

[Coy] | E Cy oy(zx) oy(yz)| R
A 1 1 1 1 1

Ay |11 -1 -1 |1

B, |1 -1 1 1 |1

By |1 -1 -1 1 1
E 2 0 0 0 —2

Tableau Es.5 — Table de caractéres du groupe Cs,
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e |1 2 2 . oo 1 2 2
Cuwl|E C6)  C@0) - oo| R RCW)  RC(20)

Ay 1 1 1 e 1 1 1 1

Ay 1 1 1 e =171 1 1

E, |2  2cos(¢p) 2cos(2¢) --- 0 | 2 2 cos(¢) 2 cos(29)

Es | 2 2cos(2¢) 2cos(4¢) --- 2 2 cos(2¢) 2 cos(4¢)

E) |2 2cos(¢/2) 2cos(¢) --- 0 | =2 —2cos(¢/2) —2cos(o)

E, | 2 2cos(3¢/2) 2cos(3¢) --- 0 | =2 —2cos(3¢/2) —2cos(3¢) ---

Ey |2 2cos(5¢/2) 2cos(b¢) --- 0 | =2 —2cos(5¢/2) —2cos(bp) ---

Tableau E,.6 — Table de caractéres du groupe C..,

94




11 odnois8 np sorgjoered Op d[qR], — L ¢ nea[qe],

(g/Pg)so0g—

(g/#g)soo1g—

(pg)soo1g (g/Pg)soo1g 4 (¢pg)soog— — 1| 0 (¢g)soo1g— — 0 (pg)soog  (3/9g)s00g ¢ e
(pg)soo1z—  (g/Pg)soo1g— ¢ (pg)soog— (g/dg)sooz— T— | 0 (pg)soo1g (g/Pg)soo1z T— 0 (pg)soog  (¢/9g)soog ¢ e
(¢)soo1g (¢/¢)s01z T (p)soog—  (¢/P)so2e— ¢— | 0 (p)soog—  (g/P)s21z— T— 0 (p)soog  (g/p)so0g T | "
(pg)soo1z—  (g/Pg)soog— g— (pg)soog—  (g/#g)sooz— T— | 0 (pg)soo1g (g/Pg)soo1g 4 0 (pg)soog  (g/9g)so0g ¢ B8
(pg)soo1g (g/Pg)soo1;  T— (pg)soog—  (g/dg)sooz— T— | 0 (pg)soo1g—  (g/Pg)soo1z— ¢ 0 (pg)soog  (¢/9Pg)soog ¢ 5g
(p)soo15—  (g/P)sooie— G- (p)soog—  (g/P)sodg— — | 0 (¢)soo1g (¢/¢)soo1g AN (p)sooz  (g/¢)sovz ¢ | °F
(¢¥)s00g— (¢g)soog—  z— (¢¥)so0g (¢g)soog 4 0 (¢p)s00g— (pg)soog— z— 0 (p¥)soog  (¢g)soog ¢ | "ed
(¢g)soog (¢)soog - (¢g)soog (¢)soog z | o (¢g)soog (¢)soog — 0 (pg)soog  (P)soog z | "4
1— 1— 1— T 1 T 1 1— - - 1- T T 1 ney
1— 1— 1— 1 1 T | 1— 1— 1— - 1 1 1 1 ny
(p¥)so0og— (¢g)soog— z (¢p)soog (pg)soog 4 0 (p¥)so0og— (¢g)soog— z 0 (¢p)soog  (9g)sooz ¢ Seq
(¢pg)soog— (¢)soog— 4 (¢g)soog (¢)soog 4 0 (¢pg)soog— (¢)so0g— 4 0 (¢g)soog (¢)soog 4 S
1 T 1 1 T T |1- T I T I- 1 1 1| Sy
1 1 1 I 1 1 1 1 1 1 I 1 1 1| Sy
(¢T)sy (®)syu y (¢2)0ou (®)ou g |5 (¢2)s (®)s o (92)0 (®)o A | [1°°d]
4 z I 4 z T | o© z z T o0 4 4 1| "Ja
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Annexe Fo

Le cas du groupe de l'icosaéedre Iy,

La méthode pour déterminer les contraintes entre les coordonnées de forme causées par un
groupe de symétries a été donnée dans la section 2.6 p. 57. Les calculs exigent en particulier
de diagonaliser des matrices de WIGNER, ce qui est fait a I'aide d’'un programme de calcul
formel. Il faut donc préciser les caractéristiques géométriques des éléments de symétrie comme
les angles d’EULER pour les axes de rotation. Nous avons cependant quelques libertés. Comme
il y a toujours au moins un plan de symétrie, nous décidons que I'un des plans de symétrie est le
plan (zOx). Ce faisant, nous simplifions notre tache puisque les coordonnées de forme sont alors
réelles. Les calculs complets pour les groupes Ty et Oy ont déja été effectués et leurs résultats
ont été publiés dans [14] (bibliographie p. 103). Pour le cas de la symétrie icosaédrique, une
grande partie du travail a été effectuée dans [15] (bibliographie p. 103) et nous l’achevons ici.
Nous utilisons les résultats de [15] p. 25 pour en déduire les relations entre les coordonnées de
forme dans le cas de cette symétrie. Nous reprenons exactement les notations de [15] ou certaines
fonctions sont désignées avec la lettre P ou T et avec deux indices numériques séparés par un
espace. Les fonctions P sont les polynomes associés d’Adrien-Marie LEGENDRE et les fonctions
T sont les fonctions sphériques de base ayant la symétrie recherchée.

Ts0(0,0) = \/% [%Pﬁo(cos 6) — ﬁ])%(cos 0) cos(5gz§)} , (Fy.1)

1 [1729 19
Ti00(0, ¢) = Nitor { =0 Pioo(cosf) + 18000]3105(0089) cos(59)
1
3oy Fronleost) cos(109) | (722
et
1 [357 |
T _ 357, 1,
120(97¢) F05n { 10 120((3089) 7900 125((3089) COS(5¢)
1
+mP1210(COS 9) COS(10¢):| ) (F2.3)
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Alors en utilisant la formule d’Abraham de MOIVRE

enid) _{_efniqﬁ
cos(ng) = — (Fa.4)
nous avons
13 |11 1 . 1 5
Ts0(0,0) =1/ - [I—OPGO(COS 0) — 7200P65(cos 0)e’¢ — 72001[’65(005 6)e 5¢] , (Fy.5)
1 1729 19 : 19 _5i
T100(0,¢) = 790+ l 50 Plo()(COS 9) + 36 000P105(COS 9)651¢ + 36 000P105(COS 0)6 5i¢
1 . 1 i
—f—mplo 10<COS Q)GIOMZ) + mplo 10<COS 6)6_101¢:| (F26>
et
1 357 1 . 1 .
= - - P 5ip __ P —5i¢p
T120(9,¢) \/% |: 10 P120(COS 9) 14400 125(COS 6)8 14400 125(COS 0)8
1 . )
— P L R Ep— e 0 (Fy.7
T7os3a60000 1210l )T+ Zoeaasonn 12 0(cos)e (F2.7)

En factorisant dans chaque expression par le facteur du polynoéme associé de LEGENDRE P et
avec la propriété de ces polynomes

(A +p)!
Py (cos0) = (—1)* 2 Hp (o Fo g
NOUS avons
1 /143 1 o .
Ts0(0, ) = oV |:P60(COS 0) — 79201%5((308 0)e’? + 792OP6,5(COS(9)6 5¢] , (F2.9)
1 /1729 . 15! .
Tio0(0, ¢) = oV [Ploo(cos 0) + mplgg)(cos 0)e’? — ST % 65530 5201310_5(005 0)e 519
1 ~ 20! .
— P g N — 0)e 1010 F5.10
oz 627200 10100 0)e T + oo T ann | to-to(cosfe (F2.10)
et
357 1 1 ) 17! )
Tio0(0 =——_ _|P 0) — P 9)edi® P 951
120(0, ) 10 —595W[ 120(cos 0) 14080 125(cos B)e +7! s1ios0t 5(cosf)e
1 . 221 .
— P I A A — Y e 10| (Fy.11
58500505200 1210(c0s)e T + oo i T2 -10(cos O)e (F2.11)

100



Ensuite, avec la définition des harmoniques sphériques a partir des polynémes associés de LE-
GENDRE, p. 47,

(2.1.2) Yau (0, ¢) = Zy,Pyu(cos 0)e?,

sachant que, p. 47,
2 A+ 1 (A —p)!
(2.1.3) Ty = \/ F1A=w

nous obtenons

1 (143 | [ax 1 [4r x 11! 11! Ar
Tio(0.0) = —1] —= |+ =Y;0(6. 6) — \/ Y- (0 \/ Y (0
50(0:9) 1wV = 13 s0(0,9) 7920 13 65(0, ) + 7920V 13 x 111" ¢ a ’@]’
(F.12)
1 /1729 | [4x 1 A7 % 15!
Tioo(0, ¢) = —1/ —— |1/ =Yi00(# v/ Yigs (6
100(0, 9) 50V 7 21 100(0,6) + 65520 \ 21 x 5! 105(0, 9)
15! 471 x 5! 1 471 x 20!
_ \/ Yig_=(6 \/ Yio10(60
50 % 65520 V 21 x 15! *° 5(0,9) + 1792627 200 21 1010(0,0)
20! 47
1792627200V 21 % 20!1/10‘1()(9’@] (F2.13)
et
357 1 4 1 A % 17!
Tioo(6. ) = 2 —Yiy0(0.0) — \/ Yigs(6
120(0, 9) 10 /5957 | V 25 120(0, 9) 514080V 25 x 7! 125(0, )
17! A7 X 71 1 A7 % 22!
Yiy (0 Yig10(6
T s14080V 25 < 171 12 5(0,0) + 28500595200 \ 25 x 2 1210(0,9)
22 AT X 2

Yi2-10(0 . (Fy.14
705336000 25 x 221 210 ,cb)] (F2.14)

En simplifiant ces expressions, nous arrivons alors a

Tso(0, 0) = g Yoo(0,¢) — 1—71(5%5(97@ — Y5 5(0, ¢)>] ; (F2.15)
Tuool0,6) = 551/ 25 [Ymo(e, 8)+ /22 (Yi05(6.6) — Yo 5(6.9))

187

o7 <Y1010(9, ®) + Yio-10(6, ¢)>] (F,.16)
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et

Ti20(0,0) = s/ — [Y120(0,0) — 5\ ==

25V 5

’ ”9[ 1 e (Vies(6,0) — Yia (6, 9))

247

ﬁ(EQIO(Qa ®) + Yia_10(0, ¢)>] . (F2.17)

A partir d’ici, il suffit de comparer 'expression de la sphére déformée par 1'une des ces trois
fonctions avec son développement sur les harmoniques sphériques ; ainsi

R(0, ;) = Ry [1+ aTs0(0, 0)] (F3.18)
= RO [1 + 0560}/(5()(97 ¢) + a65(3/65(e7 ¢) - }/6—5(‘97 ¢))} ) (F219)
qui donne
11
(1/60 = a? (FQQO)
et
™ =F 1040 (F9.21)
6 1% 2-
Ensuite
R(Q, ¢; O./) = RO [1 + aTloo(e, ¢)] (F222)
= Ry [1 + 041005/100(97 (b) + 04105 (3/105(9, (b) - 3/10—5(9, ¢))
+ 210" (Yi010(6, 8) — Yio-10(0,9))] (F2.23)
qui donne
0 a /243
= —1/— Fy.24
a0 o5 3 ( 2 )
et
33 187
ag™” = +4/ Eamo, ap " = \/ ano- (F2.25)
Et enfin
R(97 ¢7 O{) = RO [1 + aT120(97 ¢):| (F226)
=Ry [1 + 04120Y120(97 ¢) + 04125 (Y125(97 ¢) — Y12 5(0, ¢))
+ 212" (Yi210(6, ) — Yi2-10(0,9))] (F2.27)
qui donne
3 /119
O =a—y/— Fy.2
12 G25 5 ( 2 8)
et
1 /286 247
ap™ = :Fg 1—1904120, ap ' = \/ Eamo- (F2.29)

Les relations (F2.21), (F2.25) et (F2.29) sont données dans le tableau 2.3 p. 71.
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« Eine neue wissenschaftliche Wahrheit pflegt sich nicht in der Weise durchzusetzen, dafs ihre
Gegner iiberzeugt werden und sich als belehrt erkliaren, sondern vielmehr dadurch, dafs ihre
Gegner allméahlich aussterben und dafs die heranwachsende Generation von vornherein mit der
Wahrheit vertraut gemacht ist. »

Max PLANCK

Chapitre 3

Le tenseur de masse nucléaire

la situation simple du champ moyen. Nous rappelons dans la premiére section comment
of prendre en compte cette interaction en plus du champ moyen. La deuxiéme section nous
permet de développer 'association de l'inertie collective des protons et des neutrons, inerties
qui sont donc calculables séparément. Au cours de la troisiéme section, I’expression du tenseur
de masse est développée dans le cadre des hypothéses du champ moyen et de 'appariement
monopolaire et uniforme. Enfin la quatriéme section s’attache a montrer les résultats numériques
sur l'inertie collective et a les interpréter.

3.1 Prise en compte de appariement

OUS RAPPELONS l’expression du tenseur de masse que nous avons obtenue au chapitre 1
dans un cadre assez général, p. 31 :

(L455)  Buslair) = 20°DLDE S s (0 )] 5o () (030 5 1ol

et nous savons que nous devons calculer

&0 & <\1fj<q>|a%|\1/o<q>>, <\Ifj<q>|a%|%<q>>*

dans le cadre plus précis du champ moyen précisé au chapitre 2. Jusqu’a maintenant nous avons
considéré les particules comme indépendantes mais en réalité de nombreux faits expérimentaux

1. « Une vérité nouvelle en science n’arrive jamais a triompher en convainquant les adversaires et en les
amenant & voir la lumiére, mais plutot parce que finalement ces adversaires meurent et qu'une nouvelle génération
grandit, & qui cette vérité est familiére. »
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montrent qu’il s’agit d’une approximation trés grossiére. En particulier, le fait systématique que
les noyaux pair-pair présentent un état de spin nul dans leur état fondamental suggére une in-
teraction conduisant a I'appariement préférentiel des nucléons de spin opposé, ou ce qui revient
au méme, temporellement conjugués. Nous effectuons & partir d’ici un changement de numeéro-
tation des états afin de mieux refléter leur conjugaison temporelle. La conjugaison temporelle,
nous le savons bien, consiste & appliquer l'opérateur de renversement T du temps et, du fait
de l'invariance des lois physiques microscopiques (hormis l'interaction faible) par rapport au
renversement du temps, nous pouvons dire que, si nous avons un état solution |¢,), alors I'état
temporellement conjugué ’f’]w#) est aussi solution avec la méme valeur propre. Nous utilisons
un changement de signe dans la numérotation de I’état pour signifier la conjugaison temporelle,
ainsi

T [eh) = sgnpu|vo-y) (3.1.1)

Dans ce nouveau contexte, nous ajoutons une interaction d’appariement dans le hamiltonien a N
particules en plus des champs moyens. Dés lors les états de particules indépendantes deviennent
partiellement occupés et partiellement inoccupés. Pour les états [¢,) et |¢_,), la probabilité
d’occupation est v, et celle de non-occupation est u, avec

up + v =1 (3.1.2)

et
U_y = Uy, V_y = Uy (3.1.3)

En 'absence d’appariement, un état individuel est toujours exprimé par
b)) = 5 |0)  avec pe 77, (3.1.4)
une paire d’états temporellement conjugués I’est par
|pu) = E5¢T, [0)  avec pe N7, (3.1.5)

nous permettant d’écrire I’état fondamental comme

=

Wo) = [ | &tet,|0). (3.1.6)

w—p
1

In

En présence de 'appariement, nous ne considérons plus les états individuels antérieurs que
comme une base. Les états précédents de paires conjuguées temporellement sont remplacés par

|Gu) =y |0) +vué et [0)  avee pe N* (3.1.7)

PROPOSITION 9 :
En présence de I'appariement, nous suggérons que la forme de 1’état fondamental soit :

IN*

W) = [ (uy + vauéyct,) 10). (3.1.8)

I
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Nous pouvons réécrire cet état fondamental afin de montrer qu’il correspond & une superposition
d’états avec des nombres de particules différents :

N* N*
[Wo) = Hw) 11 <1 —+Lehet ) |0) (3.1.9)

p I Ui
N* ; N 2

= H“u) 10) +Z ‘“ZTMM + (Z u‘;jg) 10) + - - (3.1.10)
7 %
N* nN*

- H%) ) <Z Z; AZ%) 1) (3.1.11)
j v ju

Tout I'avantage des particules indépendantes est perdu, méme avec une interaction aussi simple
que 'appariement uniforme et monopolaire des états temporellement conjugués. Mais la trans-
formation de Nikolai BOGOLIUBOV permet de restaurer cet avantage au prix de considérer des
quasiparticules a la place des particules. Les quasiparticules sont définies & partir de leurs opé-
rateurs de création @ et d’annihilation a,.

THEOREME 13 :
Dans le cadre de la théorie BCS, la transformation de BOGOLIUBOV est (voir [22] bibliographie
p. 145)

Al A+ _ ~

{ 0 = uud; sgnuvugr_# (3.1.12)
Ay = UpuCpy — SN LV, CT Y,

et inversement

A ~+ -
C, = UyuQ, + SgN [ v,a._

{ i = ully gn [ pp (3.1.13)
Cp = UpQy +8gnpv,a’,.

De par leur constitution, I’état fondamental BCS et les quasiparticules impliquent des états
contenant un nombre indéfini de particules. Pour rétablir le nombre exact de particules (protons
ou bien neutrons) dans le noyau, il faut ajouter au hamiltonien & N particules, en plus du terme
d’appariement, une contrainte conformément & la méthode des multiplicateurs de LAGRANGE.
Cette contrainte utilise I'opérateur nombre de particules qui rétablit en moyenne le nombre de
protons ou bien le nombre de neutrons.

THEOREME 14 :
Dans le cadre de la théorie BCS, le hamiltonien a N particules est écrit

H=> Hi+Hp— AN, (3.1.14)
i=1

oit Hp est le hamiltonien d’appariement, A 1’énergie de FERMI et N I'opérateur nombre de
particules. Dans la notation de seconde quantification

z* IN*
=S W HI) &e, =3 e, (Ee, + e, (3.1.15)
MV Iz
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]N*
Hp = -G éfet, e e, (3.1.16)
v

N-
N=> (&le,+eét,e ), (3.1.17)
W
d’ou
R IN* IN*
H=> (e, =N (¢heu+eh,eo) =G eret, e i (3.1.18)
H [IN%

Nous ne pouvons pas réexposer plus avant la théorie BCS car ce n’est pas le lieu pour cela, mais
nous devons encore rappeler quelques résultats de cette théorie qui nous sont utiles.

DEFINITION 5 :
L’énergie d’appariement (en anglais pairing gap) est

N
A=GY uu,. (3.1.19)
1%

DEFINITION 6 :
L’énergie d’une quasiparticule dans 1’état p est

B, =/(e, — N2 + A2 (3.1.20)

THEOREME 15 :
La probabilité de non-occupation de I'état u est

I e,—A
=4/= 3.1.21
"=\ 2T 2E, (3.1:21)
et la probabilité d’occupation de I'état u est
1 e —A
=4/=— 3.1.22
WA\ T2E, (3.122)

L’état fondamental est considéré comme un vide de quasiparticules et les états excités a une
particule et un trou sont remplacés par des états & un nombre pair de quasiparticules.

PROPOSITION 10 :
Nous considérons que les seuls états excités significatifs sont les états a deux quasiparticules

W) =@, a [Po) . (3.1.23)
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Nous avons besoin de connaitre ’énergie de ’état fondamental et ’énergie d'un état excité a
deux quasiparticules

IN* IN*
Eo = (Wol H W) = > (ew — A) (ol & éu [Wo) + Y (e — A) (ol &, [o)
H I
]N*
— G (W|efet,ene, |Ty) (3.1.24)
w,v
et
]N*
v = (Wl H W) = (e — A) [(Wol s éuaaf [Wo) + (ol apd et et af [Wo)]
n

—GZ (Wol ara, ¢t e yéa) ay [Wo) . (3.1.25)

w,v

THEOREME 16 :
L’énergie de I'é¢tat fondamental est !

50—22 v —sz - = (3.1.26)

et I’énergie d'un état excité a deux quasiparticules est

En=E+E +E, — Guw, +uw,)*+ Gl +vl) — G, (ul + o). (3.1.27)

Nous avons ainsi montré comment résoudre théoriquement le mouvement d’un nucléon pris
dans un champ moyen auquel s’ajoute un appariement uniforme et monopolaire. La résolution
concréte reste numérique et consiste a calculer les éléments de matrice du hamiltonien de champ
moyen dans une base d’oscillateur harmonique déformé a trois dimensions, puis a diagonaliser
la matrice obtenue. Nous utilisons aussi la méthode de STRUTINSKY pour corriger la partie
macroscopique. Tout cela est réalisé par le programme WS_0DD et correspond a la premiére étape
dans la résolution compléte lors de I'utilisation de I'approximation adiabatique. En effet, toute
la résolution du champ moyen est obtenue avec des coordonnées de forme constantes. Toutefois
cette résolution est effectuée non pas pour une forme unique mais sur une partie de 'espace
collectif point par point avec un pas réglable. Il reste maintenant a réaliser la seconde étape de
la résolution, en traitant le mouvement collectif. Pour cela le programme WS_0ODD doit calculer
I’énergie du noyau dans 1’espace collectif et le tenseur de masse, informations qui sont ensuite
transmises au programme SE_COL qui effectue la résolution numérique du mouvement collectif.
Nous devons maintenant montrer comment le tenseur de masse se réalise dans le cadre du champ
moyen que nous utilisons aprés avoir recombiné les protons et les neutrons.

1. Voir ’annexe Ag p. 131.
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3.2 Recombinaison des protons et des neutrons

ANS L'EXPRESSION du tenseur de masse, pour le moment assez générale puisque le champ
moyen n’y apparait pas encore, p. 31,

(1.455)  Buul(q; )—2h2D”D§*Z%<\Ifj(q)ya%l\%(q)> (\Ilj(q)!aiqk\%(q»*,

les états |Wo) et |U;) sont des états du noyau complet avec les protons et les neutrons, et non

exclusivement des protons ou bien des neutrons. Or, jusqu’ici nous avons séparé le traitement
des deux types de nucléons. Pour les recombiner nous écrivons

(Wo) = [Top) @ [Won) et & = Eop + Em (3.2.1)
pour I’état fondamental et pour les états excités
U)) = W) @ [Vy) et & =Ejp+ Epm (3.2.2)
Alors
0
(5l 5 I‘I’o> (Ujpl @ (Win| 5 (I\Ifop>®|\Ifon>) (3.2.3)
8 0
=<\Ifjp|®< il 5om (|\IJop>)®|\Ifon>+<\Ifjpy®< Uin| 5 (|x110n>)®|\110p> (3.2.4)

= (¥ JP| !‘I’Op> <‘I’jn!‘P0n> (Uil 52 |‘I’0n> (‘I’jp|‘1’0p> (3.2.5)

et de la méme maniére

0 . 0 N . 0 . .
(‘Ifj|8—qk|‘1’0> :<‘1’jp|8—qk|‘1’0p> (V0| Won) +<‘1’jn\a—qk|‘1’0n> (Wjp|Wop) ™ - (3.2.6)

Nous trouvons alors que
0 0
Uil —— W) (| — |Tp)* =
{ ]‘8q”| 0) ( J!aqk\ 0)

0 0 N
(Wl o [Wop) (Wl o [Wop)™ [ (¥n|Won) |

0 0 * *
+ (| o [Wop) (Vjn| o [Won)™ (W jn|Won) (¥jp|¥op)
0 0 * *
+ Jn’ \‘I’On> <‘I’jp\a—qk|‘1’0p> (Wjp|Wop) (Wjn|Won)

0 B .
+ <\Iljn‘ 8_q” |\IJOn> <\Ijjn| 8_q’f |\D0n> | <\Djp‘\:[10p> |2 (327)

et, puisque
<‘1Ijn|\110n> = 5jn0n7 <\I/jp‘\1/0p> = 6jp0p (328)
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et que les deux indices jp et jn ne peuvent pas étre nuls simultanément, nous découpons la
somme présente dans le tenseur de masse en deux termes

Boe(q;7) =

NO] (q> )

D], Df Z T W) 5 Wop(a) (F3p(0)] 5 [ on()” | (o) ()

+

21,3 % (V)] e Pon(0) (L) [P | () o)

(3.2.9)

Nous pouvons évidemment simplifier ce résultat car les états excités ol les indices jp et jn sont
non nuls simultanément sont aussi exclus; par conséquent

|\I/J> = |\Iljn> (024 |\Ifop> ou bien |\I’jp> X ’\I/()n> (3210)
et
Ei =&+ Ep oubien &+ (3.2.11)
donc
Ei—& =En—Emn oubien &, — &y (3.2.12)
et
N()j = NOjn ou bien Nij- (3213)

Finalement les deux types de nucléons contribuent séparément au tenseur de masse a travers les
états excités d'une seule espéce exclusivement :

n o~ N q, 9 3, .
Bue(g; 7) = 20D}, Dy Z & ij <‘1’jp(Q)|a—qn|‘I’0p(Q)> <‘I’jp(Q)!a—qk|‘1’0p(Q)>

)
]N*
Nojn(q; 7)
2h2DnDk* 0jn\Y,
+ b zﬂ: 3

n(q) — Eon(q)

Pour la suite, nous ne traitons donc qu’une seule espéce de nucléons a la fois et nous simplifions
a nouveau la notation en omettant d’écrire s’il s’agit des protons ou des neutrons.

Ul Ype >><\1/jn<q>|8%|%n<q>>*. (3:2.14)

3.3 Reéalisation du tenseur de masse dans le cadre du champ
moyen et de ’appariement monopolaire et uniforme

LE CALCUL que nous allons développer maintenant est assez long. Dans un souci de clarté,
nous allons préparer le calcul en introduisant certaines notations et relations utiles. Puis

nous découpons le calcul en deux grandes étapes avant de rassembler le tout dans le résultat
final.
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Préparation du calcul

Nous savons que pour nous

IN*

o(a)) = [T [wala) +vul@)é (@)e.(a)] 1) (3.3.1)

o
et nous introduisons 1’état fondamental bloqué en v
]N*
Wor(@)) = [T [wula) + vu(@)& (@), (a)] 10) . (3.3.2)
o
n# v

Les états excités a deux quasiparticules sont

1W;(q)) = [W.x(q)) = & (q)a; (q) [Wo(q)) (3.3.3)
et donc
(V5(0)] = (V.n(@)| = (Yo(q)| an(q)a.(q) (3.3.4)

avec nécessairement ¢ # k du fait que les quasiparticules sont des fermions. Mais par ailleurs
nous avons aussi écrit

o(q) (Huu )Z(Z ”“@e:(q)étu(q)) 0) . (3.3.5)

> . u,(q

~—

Alors nous posons

N(g) = [ [ unla) (3.3.6)
et -
O = Y 28 et o) 3:37)

ce qui nous permet d’avoir une écriture plus compacte :

W (q) ZO” )10), (3.3.8)
et de voir ainsi ’action de 'opérateur aan sur cet état fondamental. En effet,
%) ON | = 4 =~ 00”
— ql = —-— v . .
a1 9000) = 5@ 30 @0+ N () D G @) ) (33.9)
et )
00" = A, OO
(@) =) 0"(a)5 ()0 ""(q) (3.3.10)




et

a priori

ce qui ne permet pas de simplifier plus. Puis

D wa(a)) = %@Z@“(q) )

(3.3.11)

(3.3.12)

N . v Sl act R
TN Y SO 3 el (a—;<q>étﬂ<q) - @;@Wu@) &g |0)

(3.3.13)

dont les deux premiers termes ne contiennent aucune dérivée des opérateurs de création et le
troisiéme les englobe toutes. Il est possible de rétablir une telle séparation a partir de la forme

originale de 1’état fondamental en I’écrivant schématiquement

Wo(q)) = Y fu(@) [®x(a)),

ou fr(q) ne contient aucun opérateur de création et |®x(q)) les englobe.

Ainsi, a partir de I’équation (3.1.10) p. 107 nous identifions les premiers termes

fola) = N@), [ Bo(a)) = 10).
A = N1 18,(9)) = (@), () [0)

La dérivée de I’état fondamental est donc

aiqn ola) = > g—;‘:@ () + ;fk<q>a% B(0))
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ou le premier terme contient ’action de 'opérateur % sur tout sauf les opérateurs de création
et le second englobe toutes les dérivées des opérateurs de création. Désormais nous soulageons
la notation en omettant la dépendance en ¢ puisque nous savons qu’elle intervient dans chaque
terme et chaque facteur. Nous reprenons donc ’expression originale de 1’état fondamental donnée

dans la proposition 9 p. 106
N*
(3.1.8) Wo) = [ [ (wp +vutiet,) 10)

m

et nous la dérivons par rapport a ¢". Nous dérivons d’abord, pour un premier terme, en considé-
rant que les opérateurs de création sont constants. Ensuite, pour un second terme, en considérant
que les coefficients u, et v, sont constants et en utilisant la notation de seconde quantification
pour représenter la dérivation des opérateurs de création. Cela nous donne

— T . du, v, ... "
|‘I’0 ZH Uy + 0ulyET,) (3Z . j+,,> ) +Z w“ W” ) € [ Vo).
u#v

(3.3.19)
ou encore, en utilisant I’état fondamental bloqué en v introduit dans I’équation (3.3.2) p. 112,

) — (Ou, v, s
agr o0 =22 (G + G, \%/V>+Z (Ul o W) 65, ) (33:20)

Nous posons donc comme un simple jeu d’écriture

5f al ou,  Ovy .,
Z +(0) |Pe(0) = Z <aqn 5 & _V> W, ) (3.3.21)

et
> fula) s 121l0) = >l 5 O |,y it |0y) (3:3.22

Nous allons calculer séparément

M|Zaf’f J0a) et (Wl D i) [B4(0)
k

Calcul de (¥, .| " 5% (q) |®k(q))

Pour effectuer ce calcul nous avons besoin de quelques propriétés des quasiparticules.

THEOREME 17 :
L’état fondamental est le vide de quasiparticules : 2

a, |To) = 0 (3.3.23)

2. Voir 'annexe B3 p. 135.
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G, |Wop) =0 si || # v (3.3.24)

LEMME 9 :
Des relations de commutation utiles : 3

a, (uu + vuc+c+ ) = (uu + vué:éf“) a, + w,v, (5,“5:“ 5_mc+) (3.3.25)
. (Ou, Ov, . ., ou, Ov, ...\ . v .
. ~ ~ = - z Lt u—~—— (6,6, —6_,.ef 3.3.26
a <8q” + 9 cy) (Gq” + ot v ) @ + U, —— 20 (6,87 &) ( )

En utilisant l'expression de l'état excité donnée par 1'équation (3.1.23) de la proposition 10
p- 108, nous avons

5 (O, v,
(U, x| E fk (q)) = <\Ij0‘aﬂab§ : (azn + a: :r u> “IIU/V> (3.3.27)
—§<\If ’A . 8uy+3vyA+A ‘\If > (3328)
o ~ 0l Ary aqn 8q G Cy 0/v/ s 9.

et avec le théoréme 17 p. 114, nous comprenons que si v # || alors les termes sont nuls, d’ou

af . (9uL 87)“ ot
LK’ Z k > <\If0’ ara, (8 aq | | _‘ ) ‘\Ijo/| ‘> (3.3.29)

Mais nous pouvons jouer sur la permutation des deux quasiparticules avec la relation de com-
mutation
Qx, = —Q,0y ; (3.3.30)

alors si kK # —¢, en utilisant le lemme 9 et le théoréme 17 p. 114,

8f o auL (%L et
LH| Z k ‘(I)k > <\I]0| aga, <a aq ) ‘\I]()/\ |> (3331)
. 8uL 8UL ot
- <\D0| a0y (8 n aq | | ,‘ |> ‘\IIO/\ |> (3332)
ou, Ov, . ., R
— (Yol a, (8 —+ g |+| i |> Qy, |\Ifo/|L|> (3.3.33)
=0, (3.3.34)

et nous en déduisons qu’il faut nécessairement que

— (3.3.35)

3. Voir I'annexe Bg p. 135.
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d’ou

8f . . (Ou, Ov, . pt
Ln| Z k |<I)k <\I’0| a_,a, (a—qn + — 8q + | ) ’\Ifo/| ‘> 5—m (3336)

Dans cette égalité, nous remplagons les opérateurs d’annihilation de quasiparticules par leur
expression a partir des opérateurs sur les particules et, aprés le développement #, nous arrivons
a

af ov, du,
. ,.;| Z k =sgnte (a—an,L a - L) 5_LH (3337)

Comme nous connaissons une expression des coefficients u, et v,, nous pouvons encore transfor-
mer cette expression. Tout d’abord avec

u? + vt =1, (3.3.38)
nous obtenons 5 p 3 5
u v v u, Ou
L - L - = 0 L= - . ..
Sam S ou g v, 0g (3.3.39)
Alors 5 5 , 5 5
v, U, U U, Uu, v, u,
—u, — —p, = — L+, =—+—|u—-—. 3.3.40
o ogr" (vL +U) dq" (UL " U) g ( )
Or,
ou? ou
L — Qu,—, 341
donc 5 5 ) s 1oy
v, u, us +v U
L - U, = - ‘ = oy L . 42
oqn aqn” u,v, . 2 0q" (3.3.42)
et subséquemment
afk o (Sfm au?
(sl Z = —sgnug g (3.3.43)
Ensuite avec A ) \
— 2_ 2, & _ —\)2 2
R T A IR a2 Ve — N2+ A2, (3.3.44)
alors ou? 0 O\ OF
U 1 e
- E, L — - 3.3.45
ogn ~ 2 Kaq aqn) € )aqn} 334)
« oF 1 0 O\ 0A
e
- = 2(e, — A e 2A— 3.4
dgn 2K, { =4 (561" (9q”) " 3q"] ’ (3.3.46)
puis
ou? 1 Oe O\ Oe O\ O\
L= - E? — (e, — \)? L ) — (e, = M) A=— 3.4
dqn 2B} Kafﬂ 8(1”) e (&J” 8(1”) (=) 8(1”} (8:347)

4. Voir 'annexe C3 p. 139.
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1 de, O\ 9 9 o [ Oe, O O\
- 2E} Kaq" 361”) (e = A"+ A7) = e =) (3@1" 8q") e A)Aaq"’

(3.3.48)
don ou? A 0 [2)) 0A
u e
L= -~ — A—(e,—N)=—], 3.3.49
dg"  2E} Ké‘q" 861”) (€ )3(1"] ( )
et nous arrivons a une expression finale
8fk d_ws | (Oe, O 0A
v, . ) |Pr(q)) = — — A—(e,—N)=—]. 3.3.50
|Z 7 12 Yo7 Kaq" (961”) (€ )061"} ( )
Calcul de (¥, 9 1®.(q))
Nous poursuivons avec
LI{‘ ka ‘q)k ) = LK’ Z 7% a n ‘wu> A+ér/ ’\DO> (3351)
= Z (Wl W ) (Wol s &, o) (3.3.52)
wv q
et avec I’expression de la transformation de BOGOLIUBOV inverse :
& = u, ) 4 sgn p vy, (3.3.53)
¢, = uydy, +sgnvu,a’,, (3.3.54)
en utilisant le fait que |¥y) est le vide de quasiparticules, nous avons
Ere, |Wo) = (uudrj + sgn pvui—y) (uya, +sgnvu,at,) |To) (3.3.55)
= G 4y | Wo) + sgnvu,v,aya’, |Wo) +sgn v, Gy, Vo)
+ sgn pusgn v v,v,a- a7, [¥o) (3.3.56)
= sgnvu,v,afa’, [Wo) + sgn psgn v v,0,0,, [Wo) — sgn psgn v v,v,a’,a_, Vo)
(3.3.57)
=sgnv (u,v,atat, + 6, 580 pv,0,) W), (3.3.58)
d’ou
¢l ey W) = sgnv (wwya)at, + 6, sgn pouw,) [Wo) . (3.3.59)
Nous pouvons donc transformer 1'équation (3.3.52) en
N 9 z* 9
(Wl ka@@_qn |2k(0)) = (vl agr V) (ol st sgny (00,07, + O sgn v,y ) [Wo)
k w,v
(3.3.60)
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dont nous voyons que le deuxiéme terme va s’annuler a cause du théoréme 16 p. 109 puisque
les annihilateurs de quasiparticules y agissent directement sur |Wg). Il reste donc a calculer le
premier terme, ce qui se fait trés rapidement en appliquant le théoréme de Gian Carlo WICK :

<\IIO| dNA a’ & —v I\I10> - 5Lp,5f{ v 5NN5L—V; (3361)
alors

0

B, B
M|ka a_ ())z—sgnﬁuv,{wjanw )+Sgnbu,ﬁvb(wﬁ|an|¢) D). (3.3.62)

Nous pourrions nous arréter a cette expression mais nous allons voir que le fait que des états
temporellement conjugués interviennent nous permet encore de simplifier. Nous rappelons ici
brievement la maniére dont l'opérateur de renversement du temps T agit. Du fait de son an-
tilinéarité, son action vers la gauche est différente de son action vers la droite. C’est pourquoi
pour préciser que 'opérateur agit vers la gauche, nous ajoutons en indice une fléche gauche Te.
Lorsque l'opérateur agit vers la droite (comme c’est le cas le plus fréquent pour un opérateur),
nous ajoutons une fleche droite en indice T, sauf s'il n'y a pas d’ambiguité®. Nous partons de
la propriété

T =1, (3.3.63)
et alors
T ) =sgnplo,) et T5M ) = —sgnplvo,), (3.3.64)
(| T2 = —sgnv (v_,| et (| T =sgnv (¥, (3.3.65)
puisque )
o) =T T (o) = T5 (= sgnp) [) = —sgn T b)) | (3.3.66)
et de méme pour les bras. L’antilinéarité se traduit par la relation bien connue
(DI T [9) = (8] T 0)" (3.3.67)

et il devient possible de réécrire le second terme puisque % est antihermitique dans 1’espace

sensible R?

a *
<¢n| a n W—) = - <wa‘ W |wm> (3368)
= —sgn (| T !wk) (3.3.69)
= —sgnisgnk (¢L| Te T3 [W-w) (3.3.70)

an

5. Une autre possibilité intéressante symboliquement serait d’inverser le chapeau de 'opérateur ainsi
’f' = ’f' et ’f'<_ =7.

Par contre, il ne faudrait pas surmonter 'opérateur d’une fléche car ce n’est pas un opérateur vectoriel.
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0

= —sgnssgnk (¢, | 7; n T 0 ) (3.3.71)
= —sgangn/@(@MT '7'_1 |V_) (3.3.72)
d’ou
9 2 = 0 4~
Ln|ka |(Dk >> = —SgnRUVk <¢L|a n |Q/) >_Sgn LSEN K Uk, <,17Z)L|Ta_an |¢—/{>
(3.3.73)
9 .
= —SgLK | UV <¢L|a_qn|7v/} k) T UV, <¢L|T T |9 _r)
(3.3.74)
Dans cette derniére expression nous voyons intervenir I'opérateur % renversé temporellement,
c’est-a-dire %%72_1. Or, il est presque évident que®
~ 0 N
— | =0. 3.3.75
7] (3.3.75)
Par conséquent
~ 0 o 0 0 - 0
v - = 1=— 3.3.76
T@q” T oqn T Oq™ oq™’ ( )
et finalement
0
(W, | Z filq |<1>k q)) = —sgn £(u,v, + e, (1| pn [Wh_) . (3.3.77)

L’expression du tenseur de masse

L’expression définitive est

8 5—1,1{ a6L a)\ 8A
(Wl 00 = —sems 322 | (55 = 22 ) A= (e - N

— sgn K(u,v, + ukv,) (¢L| = [V_.). (3.3.78)

Nous remontons maintenant a la formule du tenseur du masse ot apparait

0 0
U, | = Vo) (P, .| = |Tp)"
(Vo] o 190} (il 57 [00)"

6. Deux opérateurs qui agissent dans des espaces différents commutent toujours, or, a% agit dans ’espace des

q et T agit dans ’espace usuel.
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et pour écrire le développement de ce produit, nous avons encore besoin de I’expression du second
facteur

o . S_ue [(Oe.  OX OA
<qu7/€’ 8_qk ‘\IJO> - _Sgn[’ 2EL2 |:<aqk - aqk) A - (eL - )\)aqk:|

9]
+ sgn k(u,v, + ug,) (Y| o |v,) . (3.3.79)

Le développement du produit fait apparaitre quatre termes que nous traitons séparément par
pure commodité d’écriture. Ainsi

0 0 . O | (Oe,  OA 0A
oot ggetvo v gt ] =35 (5 -3 ) 4~ - Vi
de, O\ 0A
0

0 . 0 0
8_qn W) <lpw| a_qk W) } = —(u,vx + UNUL)2 (.| (9_q" V) (Y] W U, (3.3.81)

2

0 0 0_ A | [ Oe O\ 8A 0
U, | = W) (U, | — |[Tp)*| = ==& L A— (e, — —

3

.

(3 3.82)
0 0 O_ A | [ Oe o\ 0A
\IILR_\IJ \IILR_\II : =—— —— A — L L
ol g ) 0 00| == | (G~ ) A~ 6= W5 ]< Y
(3.3.83)
Nous rappelons derechef que les opérateurs aan vus depuis I'espace usuel assurent que
0 0
AR L*:_ a1V 3.3.84
(0l o )" = = (] 5 ) (3.3.84)
ce qui signifie que
(¥ \ |¢L> €iR ou Re (¢L| |¢L) = (3.3.85)
alors qu’on voit souvent écrit que
0
a5 1V = 0 3.3.86
(6 5z 1) (3.3.86)

du fait du caractére normé” de I'état [1),). Mais cette affirmation est fausse et nous ne savons
rien de la partie imaginaire. Evidemment, si ¢’était systématiquement vrai, alors le troisiéme et
le quatriéme terme seraient toujours nuls.

7. L’état |1,) est normé, c’est-a-dire

(Pufp) =1 (3.3.87)
donc 5
@ W)LW}J =0 (3388)
et, puisque
2 = forn = [ L _ 9
oo ) = o [ = [ Gt [urghe = @ 5 100" + (i gm0, (3:3.80)

alors (1, % [Y)" = — (.| % [U.).
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PRrRoOPOSITION 11 : CONJECTURE

0
Im (¢,] o |¥.) =0, (3.3.90)

qui implique que

0

COROLLAIRE 3 : PREMIER COROLLAIRE DE LA CONJECTURE

0 0
U, =— [T (T, .| = |Te)*| = .3.92
el 90 (0] 1907 =0 (3:3.92)

0 0
U, | = [Wo) (T, | — [Te)*| = 0. 3.
{< W'aqﬂ 0) { L,ﬁlaqkl 0)} 0 (3.3.93)

4

Nous allons maintenant remplacer les opérateurs % par gTHn afin de retrouver la présentation
habituelle.

THEOREME 18 : THEOREME DE HELLMANN-FEYNMAN-EPSTEIN &
Soit un hamiltonien qui dépend de paramétres continus ¢" dont le spectre est discret et les
valeurs propres et états propres tels que

H(#:0) [9u(@)) = en(@) [90(0) (3.3.94)
et
(o (@)u(a)) = bup- (3.3.95)
Alors
(,(a) g—an@; 0) [(0)) = 2—25@)% ~ Je(a) — eul@)] (i (g)] % Wu(g)).  (3.3.96)

Nous appliquons ce théoréme 18 & deux reprises, et d’abord dans le premier terme (3.3.80) p. 120
pour effectuer les substitutions

ge, , ,0H de, , OH
et dans le second terme (3.3.81) p. 120 avec
0 1 oH
(¥.] o [V_r) = P— (¢, o0 [Y_.) avec K # —t (3.3.98)

8. Voir 'annexe D3 p. 143.
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et

A

! <¢—H|g—;|wb> avec K # —L. (3.3.99)

€, — €

0
<77Z}—H| 8_qk |77Z}L>

Ainsi

0 0 . O_e | [ Oe,  OA 0A
(3.3.80) [(‘I’L,A o [Wo) (W] o |Wo) L = 1 [<8qn — 0q") A — (e, — )\)a—qn}

Oe, o\ OA
. [(aqk - %) A <6L‘”a—qk}

devient en développant et en utilisant 1’équation (3.3.97) p. 121

3, 0 5.
(U] o= |Wo) (W] o |‘I’o>*} = PR+ PR+ PoS + P + Pl + Pall| (3.3.100)
[ oq OqgF . AE! [ k k, k, k, k, k, }
avec
O\ O\
PN = A2 O 3.3.101
oH OH
PHE — A2 (4 | = |4b,) (p,| — |1, .3.102
it = A% 520 (] 5 1) (3.3.102)
OA OA
P52 = (e, — \)2P————= 3.3.103
nk,t (6 ) 8q” aqk ( )
o\ OA  OA O\
prA “MA ===, 2= .3.104
O\ OH oH O\
P _ A2 —_ - 3.1
OA oH OH OA
PAHE — (e, — VA | =— aial — — 3.1

et I’équation (3.3.81) p. 120 devient en utilisant les équations (3.3.98) p. 121 et (3.3.99)

A~

0 0 A (e +uw,)? OH OH
0l g 90 (0 | = e ) S ) ool ) v
(3.3.107)
“ 0 9 0 9
ol 90 (0, g 00| = =0 0l e ) @l g - 33108

COROLLAIRE 4 : SECOND COROLLAIRE DE LA CONJECTURE DE LA PROPOSITION 11

0 0 «
|:<\IJL,—L| 8_q” |\I]0> <q]L,—L| |\D0> = 0. (33109)

oqgF )
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Nous pouvons maintenant donner, non pas la formule définitive du tenseur de masse, mais une
formule intermédiaire sur laquelle nous allons effectuer quelques approximations. Nous avions,
p- 31,

N*

N 3 0
1.4. B -7) = 2h%D" D E %

_50 —[Wo) (W} a—qk|‘1’0>*7

qui devient en utilisant I'identité au signe prés des états |V, ) et [V, ,)

Z*
No,—) 1 1
Bye(q; T) = 20°D};, D} gL_;)4E4[P +POS + Pon + Pl + PR+ POY x
z* Z\le

N Nor) (w0, + ugy, OH OH
DD ST Y e e )2) (0 G - (a5 0] (3:3110)

et apres simplification et en changeant x en —k, nous obtenons le théoréme suivant sur le tenseur
de masse.

THEOREME 19 :

Dans le cadre d’une interaction de champ moyen, en présence d’'un appariement monopolaire et
uniforme et en considérant exclusivement des excitations a deux quasiparticules, I’expression du
tenseur de masse est

h2 n Tyk* =X NO (t,—1) 1
Bmf(Qv 7—) = ZDmDZ 5,——50E4 [P Pnk L Pnk L Pnk ¢ Pnk: L Pnk L

7+ Z\Zy,

. Nor) (w0, + ug, OH OH
+ 2R2D" Db Z Z - 0—80 Lt )? o - ) Wn’@_qk‘%) (3.3.111)

avec

En—&
No(i,) = 2 — 2sinc (TOT) : (3.3.112)
Nous posons
h? 2 Ny 1
Pri(q;T) = ZD;ZDéf* sL—isoﬁ [Pﬁ,? + PAS + P+ PO+ PR+ PRI (3.3.113)

7+ Z\Zy,

Noe) (u v,ﬁ + ugw,)? OH OH
Moye(q; 7) = 202D" D} — 3.114
mﬁ(Qy T) m Z Z gL . — SO 6 _ 6&) < L| aqn |1/)I'i> <¢H| aqk |¢L> (3 3 )

et si la conjecture de la proposition 11 p. 121 est fausse, il faut ajouter le terme

Z*
n * NO L=t A
Ce(g; 7) = h*D}, Dy g(—_zgoﬁ
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de, O\ 0A 0
([ 2) s i

de, O\ OA 9
_ |i(aqk — 8_(]"7) A — (€L — )\)a_qk:| <17/}L‘ a_qn W)

0 0
~EA (] 5 10 6] 5 |wb>)  (33.115)

Le tenseur de masse avec quelques approximations

Il est d’'usage dans la littérature de calculer le tenseur de masse dans le cadre de quelques
approximations. Nous allons donc expliciter ces approximations. Le théoréme 16 p. 109 nous
donne I'énergie d’un état excité a deux quasiparticules

(3.1.27) En=E+E +E,—Guv + Ueve)? + G+ vd) — G6_, (ul + ).
Nous précisons alors quelques ordres de grandeur assez répandus :

G ~ —0,1 MeV, (3.3.116)
E, ~ B, ~ 1 MeV, (3.3.117)

et nous cherchons a voir I'influence des termes en u et v dans cette derniére expression. Ils sont
les plus importants autour du niveau de FERMI avec

U, XU, U, v, ~0,5. (3.3.118)
Alors

—G(uv, + ugve)? + Gt +vt) — Go_, (ul +v}) = 0,01 MeV + 0,01 MeVJ,_, (3.3.119)

~ 0,02 MeV (3.3.120)
< E, + E,. (3.3.121)

Ainsi nous pouvons faire 'approximation
En—EE~E +E,, (3.3.122)

ol nous avons négligé les termes d’ordre 4 en u et v. Nous poursuivons la discussion des approxi-
mations possibles sur un autre terme :

A2 2
E, =+/(e, = A2+ A2 = (e, — \)y/1+ msgn(eb—)\) ~ {eb—)\—i— e = N sgn(e, — \)
(3.3.123)
Si nous considérons qu’a la limite de 'appariement nul
lim |V, ) =sgne|V_, ), (3.3.124)

A—0
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|1h_,) est un trou d’énergie e_, = e, et |1),) une particule d’énergie e, alors
sgn(e, — A) = —1 et sgn(e, —\) =1, (3.3.125)

et nous arrivons a

A2
E +E.~(e,—e)|1— 3.3.126
#Eex e |- gy (33120
ou, dit autrement,

Imé&,, =6 . =& +e,—e (3.3.127)

A—0

t (3.3.112) p. 123 devient
E + B,

No(e) = 2 — 2sinc (;—h7> : (3.3.128)

COROLLAIRE 5 :
Dans ce cadre d’approximation, I’expression (3.3.111) du théoréme 19 p. 123 du tenseur de masse
devient

h? E No(—
Bmé(Qv 7-) ~ gID?nID?* Z O‘(E’5 ) |:P Pnk @ Pnk @ Pnk L Pnk L Pnk L:|
* Z\Z ~ ~
2yn ykx* £ al NO(L,H) 2 oH oOH
+ 2h DmDZ Z Z m(ubvn + UHUL) <¢L| a_qn |¢n> <wn| 8_qk |¢L> : (33129)

SCOLIE 5 :

L’expression (3.3.129) du tenseur de masse est trés proche de I'expression formulée dans [23] a
la page 388 et [24] a la page 40 (bibliographie p. 145), dont nous avons juste recontextualisé la
notation :

12 1
Bmf(‘])%ZZEg,[PA€+Pm€L+Pm€L+PmZL+Pm€L

1 0H 0H
Dy (e i) (Al G ) (el Zg ) - (3:3.130)

)

Ces deux formules, qui sont assez similaires, présentent néanmoins des différences qu’il est impor-
tant de signaler et de comprendre. Tout d’abord les facteurs D7, et D5* introduits au chapitre 1
dans le lemme 2 p. 20 et qui sont égaux a 7 et df si Pon s’intéresse exclusivement aux dé-
formations axiales mais qui ont un impact plus significatif dans le cas des symétries de haut
rang en particulier. Ensuite les facteurs N également introduits au chapitre 1 dans le théoréme 3
p. 31 afin de prendre rigoureusement en compte le caractére collectif des grandeurs, c’est-a-dire
de grandeurs évoluant sur une durée 7., bien supérieure a la durée d’évolution d’un nucléon
dans le noyau 7i,q. Enfin Pexistence du terme P’ et absence des intervalles de sommation et
h2

. 2 . PEEN <.
le facteur - au lieu de F‘I devant la premiére somme. Nous avons déja traité longuement des
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deux premiéres différences au chapitre 1. Parlons donc de la derniére. En reprenant 1’équation
(3.3.102) p. 122, nous avons I’équivalent de PHH

nk,t
aﬁ
Or,
A =2FEu,v,, (3.3.132)
donc
OH OH
fll _ L2 2 2 i ol
Z 7 Pt = Z FABL] (] 50 i) (6 i ) (3.3.133)
= 2h Z (EL+EL)3(uLvL+uLvL) (¥ L! m)( yaqe ). (3.3.134)

Nous voyons donc que ce terme PHH peut étre mis sous la forme d’un terme de la seconde

somme, un terme qui en est justement absent puisqu’il correspond a k = ¢ qui en est exclu. Nous
retrouvons donc la cohérence des deux formules sur ce point. Cependant nous conservons P/
afin de ne pas ajouter artificiellement un terme dans M,,, et ainsi permettre sa continuité avec
le tenseur de masse en ’absence d’appariement, et aussi a cause du facteur . Nous expliquons

ce facteur pour éviter un double comptage des états |V, _,).

Nous sommes restés dans le cadre général des grandeurs collectives mais en fait nous nous
intéressons plus particuliérement aux coordonnées de formes a)* correspondant au développe-
ment de la forme du noyau sur la base des harmoniques sphériques. Ces coordonnées de forme
sont aptes, comme nous ’avons montré au chapitre 2, a traiter des symétries géométriques du
noyau et des transitions de forme. Nous réécrivons donc ’expression du tenseur de masse dans
ce contexte :

oo T Pon o

B2 o e Ro) [ o
Blwypo) (i 7) % DI DL Y = [P ooty + Flu

L

ANH AH HH
+ P(M/V/)(plo-/)7[/ + P(IJ‘,VI)( ) _|_ P( )( o ) v
z* Z\7Zy, N o)
2y po'* 0(e,k
+ 2h DM’VD/J/U Z ; (EL + EK)3 (’U/L'U,g +uI€UL> < L‘ a 1/’ ’wh‘,>< K’ a" |wL>7 (33135)
avec
ox O\
AN _ 2
Pt = 2 ga s G (3.3.136)
oH oH
PHE, on = AW = ) (0] = |, 3.3.137
(W) (p'a!)e <¢ | aOZM/V/ |77Z) > <¢ | aaplo./ W} > ( )
0A  0A
AA 2
P(p/l/’)(p’o”),L = (eL — )\) (33138)

80./;/”/ 8(1//,/‘7/



ox  O0A OA O\
P L= M)A 3.3.139
(w'v")(p'a’)se (6 ) (aaulw 80ép/gl aaulw a&p/ol) ( )
)\ oH OH o))
P)J/—I/ ! ! - —AQ v v v L . 14
W) (p'a)e (80@#" <¢ | (%vp/"' |77b > + <w | 8@,/1// |1/J > 80épla/> (3 3 0)
OA oOH OH A
PA/I—I/ ! ! - — L A L L L v . . 141
B = ~ler= V) ( o (Wl W+ (0 o ) aw) (3:3141)

Nous devons utiliser cette expression du tenseur de masse pour résoudre numériquement 1’équa-
tion de SCHRODINGER collective, p. 20,

(1.2.47) H|T(t)) = m% 1T(t)) .

Nous allons aborder ce sujet plus en détail au chapitre 6, mais comme nous 1’avons déja souligné
a la fin du chapitre 1, I’énergie cinétique collective donnée dans le théoréme 4 p. 31

—— 1 S
(1.4.53) T(q,¢;7) = 5 Bme(q; 7)™,

[\

qui doit étre quantifiée pour définir le hamiltonien collectif H , est déterminée de maniere es-
sentielle par le tenseur de masse.

Maintenant que l'inertie collective du noyau est déterminable en méme temps que le mou-
vement individuel des nucléons, nous allons montrer des résultats de nos calculs pour quelques
noyaux particuliers afin de préparer la palpitante confrontation de la théorie avec I’expérience.
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Annexes du chapitre 3
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Annexe Ajg

Energie d’un état en présence de 'apparie-
ment

L’énergie de I'état fondamental est, p. 109,

.
(3.1.24) & = (Vo H o) = > (e, — A) (Vo] 76, [Wo) +Z ) (Wo| &5 6, | Wo)

I

—GZ \Ifolc et e e, o)

et, a I'aide de la transformation de BOGOLIUBOV inverse explicitée dans le théoréme 13 p. 107,
Nnous avons

Ata 24 P At At 2. A
Cy Gy = Uy, Gy 0y + VUG a8, + woaat +vsa,al, (As.1)
pour calculer le premier terme de (3.1.24)
oA 2.+ - .- S RTI POt
el ey =uw,al a, — vu,a,a-, — uv,at al +v,a,a) (A3.2)
pour calculer le deuxiéme terme de (3.1.24)
S PRI At P I P
eret =wdatat, —vuata, +uwa_yat, —ota,ay, (A3.3)
PN PN N At A
e_yCy, = ula_,, + v a_,at, —vuata, —viatat (Az.4)

pour calculer le troisiéme terme de (3.1.24) et dans chaque cas, (As.1), (As.2), (A3.3) et (A3.4),
il n’y a que le quatriéme terme qui ne disparait pas dans le braket (3.1.24). Ainsi

IN*

E = QZ — M — GZuuv#uyvy (Wola_pa”,a_,a%, |¥o)

214
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—GZU (Wo| a_panata’, |Ue) (As.5)
c’est-a-dire

E =2 Z —A) U -G Z U VU, — G Z 0202(5“,, + G Z v2v2(5, (A3.6)

et
& = 22 — Mol — GZquuuyvy GZU (A3.7)

ou, comme affirmé dans le theoreme 16 p. 109 en utilisant la deﬁnltlon 5 p- 108 de I'énergie
d’appariement, a savoir A = G ) u,v,,,

(3.1.26) 50_22 — \)v? —GZU -

Maintenant I'expression de I’énergie d’un état excité a deux quasiparticules est :

(3.1.25)
]N*
Erw =V x| H|V,,) = Z(eu —A) [(‘IJ()] d,{dLéJréua at |Wo) + (U &,{&Léfué,udfd: ]\Ifo>]
“w
]N*
— G (Volaa,efet, e, eatal [Wo)
w,v
avec le théoréme de WICK, nous obtenons
(Wol ara,a-,a,a, G, Vo) =0, (As.8)
(Wol a, )yt at (W) = 0 (A09)
alors
(W &H&LGZ(EM&ZF&: | Vo) = ui (o dndbdlfa“ at |we) + v (Vo apa,a— &*udfdi [Wo) (A3.10)
et
<\Il()| GH& CAL+CAL#A+ + |\I/0> == 6.1“ + 5#” s (Agll)
(ol axa,a_p,a™,a a |Wo) =1 =0,y + 0ps; (A3.12)
alors
(Wo| deLéZéM&fd: |Wg) = ui(ém + 0u) + vi(l — Op—y + 0p—s) (A3.13)
et
(Wo| ana,et e pata o) =l (6u—s + Su—r) + 02 (1 = 0 4 O 5 (As.14)
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donc

<\I/0| dﬁdbé:éﬂdj_dz |\I/0> + <\Ifo| &n& é+#C_M&+ + |\Ifo> (A315>
= 207 + (ul; — V) (O + Ot + O + O (A5.16)
= 21}3 + (ui Ui)((;MM + 5/ﬁ|f€|)’ (A3.17)
]N*
D e = A) [(Wol ) éuaa) [Wo) + (ol apd et e af [Wo)]
"
]N*
=2 (ep = N + (e = (Ul = 07) + (ex — A)(uf —v2). (As.18)
o
Avec le théoréme de WICK nous obtenons
(ol dﬁdb&:&fud,yéfydfdi |Wg) =0, (A3.19)
(Wol ettt a* it a, 6 it [Wo) =0, (A3.20)
(o dndeZAfudjde&fd: |Wo) =0, (Aj.21)
<\I/0| dﬁabd:dud_yéydj_d: |\I/()> = U, (A322)
(o dﬂde:audjdfyAfA: |Wo) =0, (A3.23)
Vol apa,a_,at a_ya,atal W) =0, As.24
1 7 LK
(W dﬂdbd,udfudjdfydfd: o) =0, (A3.25)
<\I/()| dﬁa a_ MCLM(AZ l,dVCALj—A: |\Ifo> = O, (A326)
(Uo| aga,a_,a,a-,a°,ara [¥o) =0, (A3.27)
(Wo| aga,a—,a,a, a,aral [¥o) =0; (A3.28)

alors

(ol awa,chet e yéatal (Vo) = uiul (Wl aea,atat a_yaata, Vo)
— v, U0, (Yo G (04,00

+ v,u, v, <\I/0| ak,0 ' a,a

+ viuﬁ (Wo| apa,a_ja,atat atal |Wo) (Az.29)

ou
(W d,idbé:éfﬂc Je,atal W) = u u? (Wol a,.a,a a+ua Jayatal |Wo)
—l—uuvuuy ( (Wol axa,afa,a_,a”,aa; [Wo)
+ (Wo| axa, a+aua+a atal |We) + (V| a,iALd_udfud_ydfya:“d: |Wo)
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— (ol ana,a_,a’ a7 ayaal [Uo)) + vivy (Wol Ged,a—pa,a) a—yaa [To)  (As.30)

et
(Wo| &K&Ld:dfud,ydyafd: (Wo) = 06—t (00 — 6,—0) (00 — 6y)
= 04—, SN L), |SEN L0, ||
= 6/{7L6/JJ|L|6V|L‘J

o>
<

w
_—

~—~ o~~~
=
w W
W DN

T — O Y —

(Wol ity @0t @ @t [Wo) = 60 + Opn — 680t — 6B — s — sy (A3.34
(Wol ity 0,0 651 [W0) = 61800 + SO + SO + Oy, A3.35

(Wo| ity it ayit,ar it [Wo) =1 — 8ury — Oy — Oyr — Gun
+ 5M—L5V—L + 5M—L5V—H + 5M—H5V—L + 5M—K5V—li7 (A336)
(ol axa,a_,at, a,f ayalat Vo) = 0y + 0k — 04100 — 0u—i0ui — OO — Ope i, (A3.37)

afdi [Wo) = Oy = Op + — 1)(5m B 5#—L)(5w — 0y
- (6/u$ - (Sufn)(é‘l/n - (5an)
= 0w — O+ (Ons = 1)0ujuiOufe = Ot Oy 5 (A3.38)

(Wo| iy iyt

alors
— (W] dndbdzdud_ydfy f : |Wo) + (o axa d+dudjdyaf&: |Wo)
+ (U dndbd,”cﬁua l,aJr a+a+ |Wo) — (Wl dnde,deu&jdyafd: [Wo)

=1 = 0pup) = O] — Oufe — Do)
+ 81 Oute) + O Oviwl + Ol Oufel + Ouiig Oy (A3.39)
et

L”_2Z —)\U + (e, — A (u? —v2) + (ex — N)(u? —v2)

2

A
miel + 2A (1,0, + ugvy) — G(u,, + Ugvg)* — GZ v;‘;

I
+ G} +vy) = Go () + 1)), (A3.40)

Alors en utilisant

2 —? = Az.41

u, v, EL ) ( 3 )
A

uv, = 2_EL’ (A342)

E? = (e, — \)? + A? (A3.43)

résultant des définitions 5 et 6 p. 108 et du théoréme 15 p. 108, nous obtenons comme annoncé
dans le théoreme 16 p. 109

(3.1.27) En=E +E +E, — Guw, +uwe)® + Gl +vl) — G, (ul + o).
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Annexe Bjs

Le vide de quasiparticules

Avec la transformation de BOGOLIUBOV et 'introduction des quasiparticules, 1’état fonda-
mental donné dans la proposition 9 p. 106

IN*

(3.1.8) o) = [T (u + vuéict,) [0)

I

est interprété comme le vide de quasiparticules. Nous allons montrer la validité de cette interpré-
tation et démontrer au passage quelques relations utiles. Considérons 'action d’un annihilateur
de quasiparticules sur I’état fondamental :

Uy, + UM ot ) (uﬁ + v,iél*;‘éjﬁ') H (uﬂ + v,¢ +C+u) D), (B3.2)

w>|k]

IN*

a |Wo) = ay H w, +vciet ) |0) (Bs.1)
H
<

et nous comprenons qu’il est judicieux d’établir au préalable la relation de commutation entre

A

i et o, uepet,

C_

Pour cela nous utilisons la transformation de BOGOLIUBOV, qui donne

A = UpCr — SN K VCT | (B3.3)
et alors
e (uy + vuhet, ) = uudy, + (ucly — sgnrvet,) vt (Bs.4)
= u,a, + vMuHéKéJréJ’ — Sgn K ’UMUHC—’_RCZéJF# (B3.5)
= Uy Ay + Uy (5Wc — 0ty )+ VG ET G — sgN K VU ELET AT,

_ o At . Aot £ At
= U, Uy (5wc—u 5—#%%) + uua, +v,c,ct, (u,‘ic,1 sgn/iv,icfﬂ)

(Bs.6)
(Bs.7)
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= U, Uy, (5;mC+ — 5_“,{62) + u,a, + vué:éf#&n. (B3.8)
Donc finalement

e (402657 ) = vatne (Ount, — 0_uwll) + (wu + vl et ) an. (B3.9)

Alors en appliquant cette relation de commutation d’abord sur p # |k| puis u = |k|, nous avons

IN*
a, o) = H Uy V¢ al ) (u,{—i—v,{ Cle|€ |H|> |0) (Bs.10)
ikl
]N*
= I (u.+viéiet,)an (W + vnérﬁ'égﬁ') 10) (Bs.11)
ngﬂl
]N*
- H (Uu + vué:éf#) UV <5|H‘,ié w 5_|,$|,{c|4;‘> |0
usﬁlﬁl
m*
+ H (u, + vué:éfu) (u,.C + v, W |N|> a.|0), (B3.12)
/ﬁflﬁl

puis en utilisant la transformation de BOGOLIUBOV et en sachant que la double action d’un
créateur identique conduit & zéro, nous avons

*

ax |Wo) = H (wp + vt ) wevs <5lnlnét|n| - 6_‘,%&'4;') |0)

m
p#|K|
]N*
+ H (u —i—vué;“éfu) (uN + vném|6f‘n‘> (untn — sgnrvect,) |0) (B3.13)
o
p#|K|
]N*
= H (uu +UuéZéiru) Uk Vi ((5|H|,€(AZ Is| —0_ ‘H|HC|H|> |@>
o
w#lk|
_ H (u, + Uué:étu) (u,_i + v, If'il +|H‘> sgn kel |0) (Bs.14)
m
Sl
]N*
- H (Uu + vl cJ_rM) UV <5|,$|,§é e o_ ‘,{|NC|K| —sgnk el > |0) . (Bs.15)
m
p#|K|
Or, si k > 0 alors
Ol = O-julnCly —sgn R L, = ¢ — et =0 (B3.16)
et, si k < 0 alors
Ol = O jminlly —sgnwét, = —¢f, — (=éf,) =0. (B3.17)

136



Donc finalement
a, | Vo) = 0]Wy) = 0. (B3.18)
Nous avons ainsi confirmé linterprétation de 1’état fondamental en tant que vide de quasi-
particules. A partir de 1, on peut montrer trés rapidement que ’action d’un annihilateur de
quasiparticule sur un état bloqué conduit aussi a zéro
G [Woy) =0 si |v| # |xl. (B3.19)

Pour résumer, nous avons obtenu les résultats suivants annoncés dans le théoréme 17 p. 114 :

(3.3.23) i, | W) = 0,

(3.3.24) Qs |Wopm) =0 si |v] # s,

et dans le lemme 9 p. 115

(3.3.25) Qay, (Uu + vué:éf#) = Uy (@métu - 5—%6:) + (uu + UMéJ“éJ_FM) Q.

(33.26) <g““ + %a;ét#) - %u,{ (St — 0_peth) + (% Ly ) .
¢ 0q" ¢
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Annexe Cg

Un résultat intermédiaire pour le calcul de

(Ui 92 aq7 (@) [ ®r(q))

Nous prenons I'art dans 1’état p. 116

0 .. [0y, 8“ s
(3.3.36) M|Z f"“ q) |k (q) <\I/0\a_LaL<aun a;’ )\\1:0/|>5_m

et, avec la seconde équation du systéme (3.1.12) donné dans le théoréme 13 p. 107,

a_, =u,C_, +sgniv,c’ (C3.1)
et
a, = u,é, —sgniv,et (C3.2)
I'équation (3.3.36) devient
0
L n| Z fk |(I)k
. . . . 8uL ov, et
(o (ULC_L + SgnLULCZL) (uLcL — SgnLvchL) (8q 3q ‘ e, |> |\If0/| |> O
(Cs.3)
ou, . R
— B (Wo| (uLc_L + sgnwbczr) (u €, —sgniLu,c ) ‘\IJOA ‘> On_y
+ g;}L (Wo| (u C_, +sgnev, c+) (u ¢, —sgniv,et ) | | ‘\IJO/‘ |> Kt
(Cs.4)
ou,
:_SgnLa_qe (\I/0|(uc . +sgnev,é ) |\I/0/||>5,$ .
ov,
+8q5 <\I/0|(u ¢, +sgniv,é )cL &ré \||\1j0/||>5” . (Cs.5)
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— _SgnLﬁq‘f Aol u, e et +sgnuvélet |\Ifo/| |>5,$ L
(%L
8 ——u, (Yol u,é_.é.¢ | | | | +sgniv,¢f¢,c | ‘ | | ‘\Ifo/| ‘>5,.i .- (C5.6)
Or,
sgneé ¢t =¢fet (C3.7)
donc
8fk ou ov,
“’”’Z >:—sgnL8Z (‘Ifolub—i-vc‘l ||‘\I!0/H>5,€ . azubéﬁb
X (W ubc_béf|b|5b|b‘ — u,C Lc‘ |cL ‘ s sgn L v,¢ ¢t i |(5L| | — sgnwﬁf&ﬁébéf“‘ “Ifo/“|>
(C3.8)
8%
= —sgnLa v, (Wo|Wo) 0 8 U0y
X (Wo| u,0,, — uLc_Léﬁ‘5L,|L| + sgnchféfMéq | —sgniv,él c| Ol ’\Ifo/| )
(C5.9)
31}
= —sgnLa Zv Or, 8 ZuLd,{ .
X (Wol u,0,), + sgnev,é, CJ:M(SLILI — U0, —SgNLY, et c| =0 |\Ifo/| |>
(C3.10)
82}L
= —sgnLa ZU O, 8 eubén .
X (Wo| w0, + v,¢ M *IL\(SLM — w0, + sgnwbéméﬁi,m |lIIO/|L|>
(Cy.11)
82&
= —sgnLa ZU O, 8 eubé,{ .
X (Wl <uL +UL6\JLF\07|L|> sgn 1o, + (uL + v,6 G ) sgn Lo,y |\IIO/| ‘>
(C5.12)
ov,
:—sgnLagv(LL aguéﬁb
x (W <uL - vﬁmc_m) sgn L0, + <uL + vLéméJ_rM) sgn e d,_ |, ‘\IIO/|L‘>
(C5.13)
ou, ov,
= —sgn. 9 év Opy + sgnLa J u, (Wo (uﬁ—vb ¢yt ) ’\Ifo/|4>5nﬂ
(C5.14)
ov,
= —sgnt 9 ev Op, + SgnLa J u, (Uo|Wo) dp—y, (Cs.15)
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et nous trouvons le résultat annoncé p. 116 :

N
O f ov, ou,
0. v E —_— d = -y, — — o
(3 3 37) < L,K’ - g (Q> | k(Q>> Sgi i (8(]” Uy, aanL) O_ix
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Annexe Dsg

Le théoréme de HELLMANN-FEYNMAN-EP-
STEIN

Soit un hamiltonien qui dépend de parameétres continus ¢" dont le spectre est discret et les
valeurs propres et états propres tels que

H(2;9) [u(q)) = e,u(q) [4u(q)) (Ds.1)
et
(Wu(@)u(a)) = bup- (Ds.2)

Nous effectuons une petite variation d’'un seul paramétre a la fois passant de ¢" en ¢" + dqg".
Alors les variations au premier ordre sont

[u(- "+ dg", ) = [ula)) + [diu(a)) (Ds.3)
H(i;...,q"+dq”,...) = H(i;q) + dH(i:q), (D3.4)
eu(-..,q"+dq",...) = eu(q) +deu(q), (D3.5)

avec

H(zy g+ dg™, ) (g +dg ) =eule ¢+ dg™, ) |0u(e . g™ +dg™, . )
(D3.6)
et

(W g™ +dg™, . ) u( .. ¢ +dg, .. )) = by (D3.7)

Si nous développons ces deux derniéres égalités a partir des variations au premier ordre et que
nous négligeons les termes au-dela du premier ordre, alors

dH (#;q) (@) + H (@ q) [dvu(@) = deu(q) [¥u(a) + eu(a) [deu(q)) (D3.8)

et
(Ao ()|¥u(q)) + (Yu(@)|deu(q)) = 0. (D3.9)

Effectuons maintenant le produit scalaire au sens de DIRAC de |1, (q)) avec I'équation (D3.8) :
(o (@) AH (3 ) [1(9)) + (u(a)] H (#59) |d4(q)) = de(a) (u(a)|¢(a))
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+eu(q) (u(@)lddule)),  (Ds.10)

soit
(o ()| dH(&; q) [¢()) + €u(q) (V0 (@)|deu(a)) = den(@)bun + eula) (o (a)|deu(a))
(D3.11)
donc )
deu(@)dun = (Vo (@) dH (25 ) [u() + [en(q) — eu(@)] (Vo (a)]deu(a)) - (Ds.12)
En considérant la limite lorsque d¢™ — 0, nous avons
0
dey(a) = 5 2 (@)dq", (D.13)
dH (#;q) = g—an(:i; q)dq", (Ds.14)
0
v (a) = Ged (D3.15)
et comme 5 5
k@) = o k) (0,16
donc
% OH

aqn(cz)d "0 = (u(q )I—( q) [.(a)) dg" + [en(q) — en(a)] (¥ (g )I—I%( ))dg". (D3.17)

Alors en simplifiant par dg" dans ’équation (D3.17), nous trouvons

O ) = (0] 2k (:0) )+ [ea(0) — (0] (0 o W), (D)

que nous réarrangeons pour obtenir le résultat énoncé dans le théoréeme 18 p. 121

OH ey,

(33.96) ()l 55 ( 9) [¢u(a) = aqn(q>5uu_ [en(q) — eu(q)] <%(Q)!aiqn|%(q»-

Des extensions de ce théoréme sont présentées dans [25] (bibliographie p. 145).
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« Naleze do tych ktorzy sadza, ze wiedza charakteryzuje sie niezwyklym pieknem. Naukowiec w
swojej pracowni to nie tylko pracownik - on jest troche jak dziecko dotykajace zjawisk natury
ktore je fascynuja jak bagi. » |

Maria SKEODOWSKA-CURIE

Chapitre 4

Expression des symétries de haut rang dans
quelques situations concreétes

)

,<@‘

D ANS LE c.adre de cette. these, nous avons construit deux programmes WS_0DD et SE_COL.
=) éu’,‘/%’is Le premier calcule microscopiquement le tenseur de masse et le second résout 1’équa-

%, tion de SCHRODINGER avec le tenseur de masse tout juste calculé. Dans ce chapitre,
nous donnons des résultats de la théorie microscopique du tenseur de masse que nous venons
de construire. Nous nous limitons a des exemples qui illustrent une grande richesse en nous
focalisant sur les aspects particulierement nouveaux de ce travail. Tout d’abord, dans la pre-
miére section, nous envisageons une premiére utilisation possible de la symétrie icosaédrique (ou
d’une symétrie d’ordre 5) dans le cas du **°Rf. Dans les sections suivantes, nous nous concen-
trons sur la symétrie tétraédrique dans les cas de 3°Zr, de *°Zr et de "°Zr. Dans la deuxiéme
et la troisiéme section, nous intéressons a l'effet de la symétrie sur la formation de grands sauts
d’énergie (en anglais gap) et nous montrons la coexistence de transition de phase BCS et de
comportements anomaux du tenseur de masse sous la forme d’augmentations trés importantes
de la valeur du tenseur pour certaines déformations. La quatriéme section aborde les idées mises
en ceuvre pour l'interprétation des résultats des calculs. La cinquiéme section montre I'interpré-
tation de l'inertie collective. Enfin la sixiéme section ébauche I’étude de I'influence de la quantité
T qui discerne conceptuellement le probléme important sur I’existence de deux échelles de durée.
Cette quantité 7 doit d’une part permettre d’étalonner la théorie par une confrontation a l’ex-
périence ou, dit autrement, ’expérience va permettre de déterminer 7 (toutefois il ne s’agit pas
de choisir systématiquement 7 & sa guise pour faire en sorte que la théorie concorde avec toute
expérience) ; et d’autre part dans la limite de 7 asymptotique, la fonction N prend une valeur
constante correspondant au facteur 2 recherché depuis des années & propos du tenseur de masse
[9] (bibliographie p. 43).

t. « Je suis de ceux qui pensent que la science a une grande beauté. Un savant dans son laboratoire n’est pas
seulement un technicien : c’est aussi un enfant placé en face de phénomeénes naturels qui I'impressionnent comme
un conte de fées. »
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4.1 Le nucléide *°°Rf et la déformation icosaédrique

E GROUPE de symétries de 'icosaédre peut paraitre un peu fantaisiste, mais il pourrait étre
L prudent de ne pas I’écarter totalement. En effet, ’étude expérimentale du noyau de ruther-
fordium 256, par ’équipe du Professeur Benoit GALL et ses collaborateurs, a conduit a la mise
en évidence de sa déformation quadrupolaire axiale et a l'existence probable de trois isomeéres
K (|28] et [29] bibliographie p. 175). Nous avons mené quelques calculs avec notre programme
WS_0DD pour aider a l'interprétation des résultats expérimentaux de ce noyau, et nous avons
pu vérifier que les déformations tétrahexacontapolaires, c’est-a-dire ag”, ne sont probablement
pas insignifiantes pour ce noyau, alors que les déformations hexadécapolaires, c’est-a-dire ay°,
semblent étre absentes. Les figures 4.1 et 4.2 p. 149 montrent ’existence d’'un minimum d’énergie

Energie potentielle collective &

0,2

0,1

0,0

a40

—0,1

-0,2 |-

LLL L [
SEEsbe bbbl chaeaxe3ER

256 —0,4
104aREy55

Figure 4.1 — Energie totale en fonction de la déformation quadrupolaire axiale et de la déforma-
tion hexadécapolaire axiale

du noyau pour une déformation quadrupolaire axiale as’ = 0,25 et a4 = 0,0 avec, soit la défor-
mation tétrahexacontapolaire axiale o’ = —0,06, soit la déformation icosaédrique i; = —0,03

avec par définition :
|7
i =ag’ avec o’ = — ﬁaﬁo. (4.1.1)

Aucun effet de la déformation hexadécapolaire, c’est-a-dire a,?, n’est donc a prévoir. Initialement

nous avions considéré uniquement la déformation tétrahexacontapolaire axiale, ¢’est-a-dire asgP.
Mais nous avons récemment obtenu les contraintes de forme pour 'icosaédre et le dodécaédre. En
voyant 'intervention de o® dans ces contraintes, nous avons donc repris les anciens calculs dans
ce nouveau contexte. Le noyau de rutherfordium n’est évidemment pas purement dodécaédrique,
mais il pourrait avoir la forme d’un « dodécaédre allongé » suivant I'un de ses axes d’ordre 5
comme sur la figure 4.3 p. 149. Il est important de rappeler que le groupe icosaédrique engendre
des dégénérescences jusqu'au degré 6 et que par ailleurs le tenseur de masse associé a cette
géométrie est particuliérement renforcé par l'existence de la liaison entre les coordonnées de
forme a® et ag®. Cela laisse envisager un fort impact de ces déformations sur le mouvement
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Energie potentielle collective & Energie potentielle collective &
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0,2 0,2 '

0,1 0,1
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og, 0,0 .5 0,0
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256 —-0,4  —0,2 0,0 0,2 0,4 256 —04 —0,2 0,0 0,2 0,4

104Rf152 ’ ’ ,az() ’ ’ 104Rf152 ’ ’ ,a20 ’ ’
(a) (b)

Figure 4.2 — Energie totale en fonction de la déformation quadrupolaire axiale et de la déforma-
tion o’ (a) ou icosaédrique (b)

O O

Figure 4.3 — Forme possible du noyau de °Rf vu sous deux angles

collectif des noyaux superlourds, mouvement collectif dont la détermination numérique par la
résolution de I’équation de SCHRODINGER. collective est en bonne voie.

Les isoméres K auxquels nous sommes susceptibles d’apporter immédiatement une interpré-
tation et une aide dans I’assignation de la projection K du moment cinétique et de la parité sont
ceux de la ligne yrast. Nous pouvons considérer, en premiére approximation, qu’ils sont dis a
une excitation a deux quasiparticules. Les figures 4.4 p. 152, 4.5 p. 153 et 4.6 p. 154 montrent
les énergies de particules individuelles en fonction de la déformation quadrupolaire axiale. Elles
correspondent a trois hypothéses sur la minimisation de 1’énergie totale :

— pas de minimisation et minimum minimorum obtenu pour as® = 0,247, figure 4.4 p. 152;

— minimisation sur ag” et minimum minimorum obtenu pour as" = 0,249 et ag” = —0,039,
figure 4.5 p. 153;
— minimisation sur 4; et minimum minimorum obtenu pour a,? = 0,245 et i; = —0,044,

figure 4.6 p. 154.
A déformation nulle, 'ordre des niveaux est identique, pour les trois calculs. A déformation

149



non nulle, les dégénérescences des niveaux sphériques sont levées et les multiplets se séparent
en fonction de la déformation présente. Il faut noter que, si la dégénérescence 25 + 1 pour
les états sphériques a été levée, la dégénérescence de KRAMERS, égale & 2, persiste. De cette
maniére, les gaps sphériques se ferment et de nouveaux gaps apparaissent & des déformations
importantes, correspondant & de nouveaux nombres « magiques » déformés. Ainsi pour le **°Rf,
la minimisation de ’énergie totale sur la seule déformation quadrupolaire axiale donne, sur la
figure 4.4 p. 152, un gap pour Z = 104 et A — Z = 152 avec ap® = 0,247. Avec la minimisation
supplémentaire sur ag” ou sur i, nous trouvons toujours une déformation a," similaire mais le
gap Z = 104 est quasiment fermé au profit de 'ouverture du gap Z = 102 (voir [28] bibliographie
p. 175) comme nous le voyons sur les figures 4.5 p. 153 et 4.6 p. 154.

Pour faciliter le dialogue avec les expérimentateurs, nous utilisons la notation asymptotique
de NILSSON [Nn,A]Q™ pour étiqueter les états. Dans cette notation, N est le nombre quantique
principal, n, est le nombre de nceuds le long de I'axe z (axe de déformation et de projection des
moments cinétiques), A est la projection du moment cinétique orbital, {2 = A:i:% est la projection
totale et 7 est la parité. Dans les diagrammes, nous repérons les états de parité positive en trait
plein, les états de parité négative en traitillé et le niveau de FERMI, A, en pointillé.

Les états isomériques d’un noyau sont considérés comme des excitations de I’état fondamental
avec deux quasiparticules. Les états choisis pour l'excitation a deux quasiparticules ont une
projection €2 du moment cinétique définie. La valeur de K pour I’état & deux quasiparticules ne
peut donc prendre que deux valeurs pour K = |Q; £ Q|. L’énergie de I’état isomérique est la
somme des énergies des deux quasiparticules :

Eisomére = \/(61 - /\)2 + A? + \/(62 - /\)2 + A2, (412)

Nous utilisons des paires d’énergies de particules individuelles proche du niveau de FERMI et
les deux états K = | & | sont dégénérés. Sous 'effet d’une interaction résiduelle, non prise
en compte dans notre théorie, la dégénérescence de ces états a deux quasiparticules se léve.
Expérimentalement, on constate la levée de cette dégénérescence pour les projections

Les régles empiriques de GALLAGHER ([30] bibliographie p. 175) permettent de prévoir la pro-
jection K et la parité totale m de I’état a une particule et un trou de plus basse énergie :
— comme d’habitude, la parité totale est le produit des deux parités : m = m X 7o ;
— la projection K est la somme ou la différence des moments cinétiques totaux :
K =0 £ Qy;
— iy =A% % et Qy = Ay F %, la projection favorisée est K = §2; + (1o, et la projection
défavorisée est K = [ — Qs ;
— 81 =A & % et Qy = Ay £ %, la projection favorisée est K = |2} — €], et la projection
défavorisée est K = Qq + (.
La levée de dégénérescence est assez faible, cela nous autorise a envisager des états favorisés et
défavorisés de GALLAGHER qui présentent des projections K parfois trés importantes.

Donnons deux exemples d’application de ces régles. Pour I’état & un neutron [725]11/27 et un

trou [734]9/27, nous trouvons m = (—=1) x (=1) =1; Q =4 =5+ et Qy = 3 =4+ 1 donc

K = % — g = 1 pour 'état favorisé et K = % + % = 10 pour I'état défavorisé; finalement il
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s’agit d'un état 17 ou 10", Le tableau 4.1 résume quelques possibilités d’états & un neutron et

un trou qui pourraient expliquer les isoméres K du #*°Rf.

Niveaux croissants
Niveaux décroissants de neutron [613] 7/2Jr [620]1/2Jr [725]11/2~ [622]3/2+
de trou
[624]7/2F 7+ /ot A4F 3+ 9~ /2 2t /5+
[734]9/2~ 17 /s~ 4= /5= 17 /10+ 6~ /3~
[622]5/2F 17 /6+ 21 /3+ 37 /8- 4%t /1+

Tableau 4.1 — K™ d’excitations & un neutron et un trou; 1’état favorisé selon les régles de
(GALLAGHER est donné en premier, et I’état défavorisé est donné en second et écrit plus petit
—1-

Y

Pour ’état & un proton [624]9/2% et un trou [514]7/27, nous trouvons 7 = 1 x (—1)
D =5=4+1etQH=I=4-1donc K =4+ I=28pourl'état favoris¢ et K = — 1 =1
pour ’état défavorisé ; finalement il s’agit d’un état 8~ ou 17. Le tableau 4.2 résume quelques

possibilités d’états & un proton et un trou qui pourraient expliquer les isomeéres K du #°Rf.

1~ ”

Niveaux croissants
Niveaux décroissants de proton [624]9/2+ [512]5/2_
de trou
[514]7/2" 8 /1- 6+ /1t
[521]1/2" 5~ /4 3t /o

Tableau 4.2 — K™ d’excitations & un proton et un trou; I’état favorisé selon les régles de GAL-
LAGHER est donné en premier, et ’état défavorisé est donné en second et écrit plus petit

Nous pouvons ajouter que seules des valeurs de K supérieures a 2 sont susceptibles de produire
des isoméres. En effet, les études systématiques des isoméres dans [31] (bibliographie p. 175)
montrent que, dans ce cas, les transitions électromagnétiques sont fortement amoindries. Cela
confére a I’état une demi-vie assez longue, c’est-a-dire une interdiction trées forte de transition.
Il est alors nécessaire d’avoir entre les isomeéres et les structures intermédiaires des variations
importantes de la projection K. Nous retrouvons quelques solutions possibles dans les tableaux
4.1 et 4.2. Ces isoméres K sont trés bien observés par les expérimentateurs. Ils jouent ainsi le
role de véritables chandelles dans le dialogue entre théorie et expérience, ce qui explique notre
intérét pour eux. Les résultats expérimentaux apporteront dans la suite une contrainte trés forte
pour la théorie, ce dont nous nous réjouissons.
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niveaux de parité négative ; en pointillé, le niveau de FERMI
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de FERMI
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4.2 L’apparition des gaps tétraédriques

A TITRE d’exemple, nous avons calculé les noyaux de zirconium 80, 96 et 110. Pour ces noyaux,
A nous avons considéré les coordonnées de formes prolate/oblate as® et tétraédrique as?. Les
figures 4.7 p. 156 , 4.8 p. 157 et 4.9 p. 158 montrent 1’énergie dite de couche de STRUTINSKY,
d’une part pour les neutrons et d’autre part pour les protons. D’aprés Vilen STRUTINSKY,
I’énergie du noyau peut étre approximée par la relation

Eiot(@) = Erp(@) + 0Ega(a) + 6 EGen (@) + 0By,

pair

() + 0D (), (4.2.1)

ou EFrp est I'énergie de la goutte liquide et 0 Egpen et 0 Ep.i sont les corrections énergétiques
apportées par STRUTINSKY. Nous calculons ces deux corrections mais nous allons nous intéresser
d’abord a d Fgepp, qui est plus importante afin de simplifier les arguments. Il est connu que cette
énergie de couche §Fg,; prend des valeurs négatives lorsque des sauts d’énergie apparaissent
dans la structure en couche des niveaux d’énergie des particules individuelles. Dans le cas du
897r, figure 4.7 p. 156, I'énergie de couche (proton ou neutron) présente trois minima pour
(2 = 0,5 ; as? =0,0) et (” =0,0; as? ~ +0,3). Dans le cas du *Zr, figure 4.8 p. 157, et
celui du '%Zr, figure 4.9 p. 158, 'énergie de couche présente plutét deux minima tétraédriques
pour (a’ = 0,0 ; a3® =~ 40,3). Subséquemment, nous comprenons qu’il existe de grands sauts
d’énergie stabilisant la structure nucléaire pour ces déformations. Cela montre que la symétrie
tétraédrique provoque ces sauts d’énergie qui sont comparables & ceux obtenus avec le nombre
magique N = 50 pour les noyaux sphériques.

En effectuant une confrontation avec les énergies d’appariement A, nous voyons que cette
énergie A présente des minima aux mémes endroits que 1’énergie de couche. Néanmoins les
minima tétraédriques sont plus prononcés. Cela ne se produit pas par hasard comme nous allons
I’expliquer. De tels minima sont la signature d’un défaut de la théorie BCS pour ces déformations,
défaut lié & une transition de phase de I'appariement. Ce défaut de la théorie BCS, ainsi que
I’apparition de ces minima dans ’énergie d’appariement, sont assez bien compris en reprenant
I'une des équations de la théorie

1

2
D Dy ey Vel .

En présence d’'un saut d’énergie, e, — A augmente. Cette équation ne peut étre satisfaite que
si A diminue. Observons que les manifestations de la symétrie tétraédrique exprimées a l’aide
de I'énergie de couche d Eg,e sont trés similaires pour N = 40, N = 56 et N = 70 bien qu’en
passant de %Zr a "%Zr, le nombre de neutrons a presque doublé. Nous concluons que la symétrie
tétraédrique peut se manifester de maniére intense dans plusieurs secteurs du tableau périodique
(comme cela a été démontré aussi par plusieurs autres auteurs [32] et [33] bibliographie p. 175).
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4.3 La part du champ moyen et celle de ’appariement dans
le tenseur de masse

ANS LA section précédente, nous avons remarqué, dans les résultats de nos calculs, 'exis-
tence d’importants sauts d’énergie dans la structure en couche de niveau de particules in-
dividuelles. Ils se manifestent a travers des minima trés prononcés des énergies dites de couches
0 Eghen €t ils conduisent a la disparition de I’énergie A d’appariement BCS. Dans nos calculs, nous
évitons les pathologies bien connues qui se produisent au sein de ’approximation BCS lorsque
A disparait. Plus précisément, nous utilisons I’argument suivant. Puisque la moyenne de ’espa-
cement énergétique des niveaux des particules individuelles est de 'ordre de 300keV a 500 keV,
il apparait que les coefficients d’occupation

L ey — A
=5 (1 N RV A2) (4.3.1)

s’approchent de 0 ou 1 lorsque A approche la limite de 300 keV & 400 keV. Autrement dit, 'im-
pact de A ~ 300keV ou A = 0keV sur les coefficients vi est quasiment identique, alors que
les valeurs des dérivées de I'énergie d’appariement A, comme %, ont la possibilité de devenir
trés importantes. Cela conduit a un paradoxe connu : les conséquences de A qui tend vers zéro
peuvent étre grandes dans un domaine ot 'approximation BCS est connue pour étre défaillante.
Pour éviter de telles conséquences sur nos résultats du tenseur de masse, nous réglons arbitraire-
ment A égal & la valeur limite de 400 keV chaque fois que la solution BCS est plus basse que cette
valeur limite, en particulier si A devient nulle. Ayant ces ajustements a ’esprit, nous pouvons
analyser les résultats de nos calculs dans les figures 4.10 p. 160 pour le ®Zr, 4.11 p. 161 pour le
%71 et 4.12 p. 162 pour le "'%Zr. Nous y montrons les quantités Bi; = M;; + P;j, ou M et P sont
donnés par les équations (3.3.113) et (3.3.114) p. 123. Sans rappeler exhaustivement ces formules,
nous devons signaler que P;; contient des interventions des dérivées de I’énergie d’appariement
par rapport aux déformations %. Il est important de remarquer que F;; est significativement
plus petit que M;; sauf aux endroits ot I'appariement est faible. A ces endroits nous observons
des pics du tenseur Pj; et nous pensons que ces pics ont une signification physique. La valeur de
A est alors réglée a la valeur limite de 400 keV assurant donc des variations réguliéres des coefhi-
cients Uﬁ- Cette discussion nous améne a une conjecture : chaque fois que des groupes de symétrie
puissants sont en jeu, les sauts d’énergie des particules individuelles sont grands. Toutefois, cela
implique que 'appariement BCS disparaisse et provoque un phénomeéne analogue & une transi-
tion de phase dans la physique de la matiére condensée, mais dans un systéme avec un nombre
fini de nucléons. Dans ce sens, nous parlons d’un lien entre I’apparition d’un groupe de symétries,
les grands sauts d’énergie dans les couches et les transitions de phase de 'appariement nucléaire.
De telles transitions semblent produire de forts pics dans toutes les composantes du tenseur de
masse suivis des importantes conséquences physiques possibles mentionnées précédemment :
— l’abaissement des énergies collectives lors d’un accroissement des composantes du tenseur
de masse ;
— l'augmentation des probabilités de trouver le noyau, systéme a A particules, dans des si-
tuations de transition de phase avec une augmentation importante possible du déterminant
du tenseur de masse.
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4.4 Préparation a 'analyse des résultats sur le tenseur de
masse

E PROGRAMME WS_0ODD calcule et résout I’équation de SCHRODINGER individuelle dans le
L cadre du champ moyen avec un appariement monopolaire. Il détermine ’énergie du noyau
en utilisant la méthode de STRUTINSKY. Il calcule par la méme occasion le tenseur de masse
suivant le formalisme utilisé habituellement, ou bien avec le nouveau formalisme incorporant les
facteurs D), et la temporisatrice N.

Les facteurs D) interviennent plus spécifiquement pour les coordonnées de forme non axiales
et dans le cas des symétries de haut rang. Ces situations vis-a-vis du tenseur de masse ont été
assez peu étudiées.

La temporisatrice X dont ’expression est donnée au théoréme 3 p. 31 dans le chapitre 1

N (0 7) = 2 — 2sinc (Wr) — 2~ 2sinc (W%) (4.4.1)

est fondamentalement nouvelle. Elle donne une mesure de la présence de deux échelles de durée
dans les mouvement nucléaires. En posant

_ &(0) ~ &)
=T (4.4.2)

nous obtenons 'allure donnée a la figure 4.13. Cependant elle intervient pour chaque niveau

Temporisatrice Ro;(g; 7) = 2 — 2sinc (—Q"j;q)f)

2,51 .
2,0t .

15F 1

2 — 2sincx

1,0} -
0,5F -

0,0 .

Figure 4.13 — Allure de la temporisatrice X

excité avec une valeur différente et non pas de maniére uniforme sur tout le tenseur de masse.
En estimant que les états excités qui participent significativement correspondent a des excitations
autour du niveau de FERMI, nous pouvons poser comme ordre de grandeur

Ei(a) — E(a) =~ 3MeV. (4.4.3)
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En effet, par exemple pour des noyaux d’actinides, A ~ 1MeV a 2MeV et, a proximité du
niveau de FERMI, les excitations sont majoritairement a deux quasiparticules. Ainsi :

Ei(a) — &) = Ei(a) + Ex(a) = /(e1 — N2+ A2 + y/(ea — \)2 + A2 ~ 2A. (4.4.4)

Alors en prenant les valeurs extrémes de 7 de la proposition 3 p. 24 au chapitre 1

T=5x10"%s et T=1x10"?"5, (4.4.5)
nous avons Te e
et
r=1.2 et x =31 (4.4.7)

Dans ce cas, nous sommes dans la partie monotone croissante de la temporisatrice comprise

Temporisatrice Rg;(g; 7) = 2 — 2sinc (M)
T T T T T T T T T T T T T

2,5 .

2,0t .

15F 1
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1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1
0,0 05 1,0 1,5 2,0 25 3,0 3,5 4,0
xr

Figure 4.14 — Temporisatrice N

entre
N, (a;7) = 0,5 et No,(a;T) = 2, (4.4.8)

comme le montre la figure 4.13 p. 163 avec le détail de la temporisatrice de la figure 4.14 prés
de la limite x = 0. L’intervention de la temporisatrice X n’est donc sans doute pas anodine
et son influence doit étre examinée soigneusement et systématiquement. Il faut remarquer que
pour 7 ou x croissant, la temporisatrice N oscille avec une amplitude décroissante autour d’une
asymptote constante et égale a 2. Dans ces conditions le tenseur de masse induit une contribution
deux fois plus grande.

Néanmoins il y a encore d’autres points a examiner. Historiquement le calcul du tenseur de
masse donna lieu & certaines approximations supplémentaires (en plus de 'approximation adia-
batique, de I'approximation du champ moyen, de 'approximation BCS et de 'approximation
sur la nature des états excités). Dans [23| bibliographie p. 145, on cite ’hypothése que la contri-
bution de I’énergie potentielle spin-orbite et ’énergie potentielle de COULOMB sont négligeables
suivant les propositions de Daniel BES en 1961 (voir équation (IX.42)). Il y a également le fait
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de négliger le terme P;; dans B;; lorsque A > G (voir équation (IX.48)). Le programme WS_0DD
néglige aussi la part de I’énergie potentielle de COULOMB dans le tenseur de masse, mais incor-
pore toutes les autres contributions avec la possibilité de les supprimer sélectivement. Il est alors
possible de vérifier la validité de chaque approximation antérieure.

Venons-en maintenant a la maniére de se préparer a ’analyse des résultats numériques. Le
programme WS_QODD calcule, entre autre, I’énergie totale du noyau ainsi que le tenseur de masse
(ses composantes et son déterminant). Ces grandeurs sont essentielles pour 1'équation de SCHRO-
DINGER collective qui doit étre résolue dans la foulée par le programme SE_COL développé du-
rant cette thése. Avant méme cette résolution, I'analyse des grandeurs essentielles fournies par
WS_0ODD peut indiquer des tendances fortes qui doivent nous guider dans l'utilisation du pro-
gramme SE_COL. En effet, ce dernier ne peut fonctionner que pour un espace collectif ayant au
plus quatre dimensions. Cela signifie que nous devons utiliser préalablement notre intuition pour
le choix des dimensions effectivement pertinentes.

Les résultats sont présentés sous forme de cartes géographiques de coupes bidimensionnelles
dans 'espace des coordonnées de forme. Selon une analogie avec la physique classique, une carte
de I'énergie totale du noyau nous indique la ou les formes d’équilibre du noyau aux positions
des minima d’énergie. Ces positions sont considérées, dans la littérature souvent incorrectement,
du point de vue de la physique quantique comme les positions de maximum de probabilité de
présence du noyau.

Maintenant, en anticipant un peu sur les résultats du dernier chapitre, nous pouvons dire
qu’'une carte de la densité de métrique (la racine carrée du déterminant B du tenseur de masse)
nous indique les zones ol la densité de probabilité est renforcée puisque la densité de probabilité
dépend de la densité de métrique v/ B comme affirmé dans I'équation (6.4.5) p. 235

p=VBITP, (4.4.9)

ou |T| est le module de la fonction d’onde collective. Il est donc trés important de confronter
une carte de 1'énergie totale du noyau avec celle de la densité de métrique v/B. En effet, dans un
espace d’EUCLIDE ot le tenseur de masse est uniforme, le maximum de densité de probabilité
est uniquement influencé par le minimum de ’énergie et c’est pourquoi la densité de probabilité
est la plus forte au voisinage de ce minimum d’énergie. Mais maintenant, la non-uniformité de
la densité de métrique v/B change radicalement le panorama et conduit & une compétition entre
les maxima de la densité de métrique et les minima de ’énergie totale du noyau.

Nous pouvons aussi disposer des cartes des composantes du tenseur de masse pour les neutrons
et les protons ainsi que de leur énergie d’appariement. L’interprétation des composantes du
tenseur de masse est moins simple que celle de son déterminant. Nous pouvons nous aider de
la mécanique du solide, qui définit le tenseur d’inertie d’un solide. Lorsque les axes du repére
sont choisis sans aucune précaution simplificatrice, le tenseur symétrique a six composantes
indépendantes, a priori non nulles. Cependant, en changeant de repére et en prenant les axes

1. Une exception importante a cette régle est obtenue avec les solutions & un phonon qui engendrent les
tétes de bandes octupolaires. Par la structure méme de la fonction d’onde & un seul phonon, la probabilité
d’étre a la déformation d’équilibre est rigoureusement nulle. Ceci constitue un autre argument fort pour chercher
systématiquement les solutions de I’équation de SCHRODINGER collective ; les recherches a 1’aide du programme
SE_COL sont en cours.
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propres en tant qu’axes du repére, le tenseur prend une forme diagonale, trés simple. S’il n’est
pas possible de changer les axes du repére, dans la mesure ot ils correspondent & des contraintes
mécaniques telles que I’axe de rotation d’une roue, alors c’est le solide lui-méme qu’il faut modifier
en changeant la répartition de la matiére; ce sont les équilibrages statique et dynamique d’une
roue ou d’'un tambour de lave-linge. Lorsque le tenseur d’inertie a une forme diagonale, son
interprétation physique devient simple en utilisant le fait qu’une composante diagonale mesure
alors I'inertie & la rotation autour de ’axe associé a cette composante. Mais si les composantes
mixtes, c¢’est-a-dire non diagonales, sont non nulles, cette interprétation cesse d’étre pertinente.

Quittons la mécanique du solide et revenons au modéle collectif du noyau. L’espace n’est plus
un espace d’EUCLIDE et il n’existe plus d’axes propres identiques pour tous les points de I'espace.
Autrement dit, si on trouve les axes propres en un point, ces axes ne sont plus axes propres en
tout autre point voisin. Dans le cas ou les composantes mixtes sont nulles, les composantes
diagonales s’interprétent comme 'inertie du noyau a se déformer suivant la coordonnée de forme
considérée. Cette interprétation est particulierement mise en avant lorsqu’on écrit une équation
collective harmonique & une dimension :

h? d2Y

1 0 0 \
— Z — e, | T =&7. 4.4.1
2B 2020y d(20)? + 20 (042 0‘2eq) ( 0)

Alors plus B;; est grand, plus le noyau en se dirigeant vers une telle déformation va avoir du mal
a se déformer davantage (la vitesse classique diminue quand la masse augmente pour assurer
une énergie cinétique constante). Les grandes valeurs de By agissent donc comme des piéges,

mais dans lesquels il est assez difficile d’entrer. En méme temps, ’approximation harmonique de

c
Bii*
tion du tenseur de masse B;; d’un facteur 2 venant de la temporisatrice implique une diminution

de I’énergie collective T, /% par un facteur V2.

I'équation (4.4.10) implique que I’énergie d’oscillation collective est h Ainsi une augmenta-

4.5 Les composantes du tenseur de masse

ES FIGURES 4.15 p. 167, 4.16 p. 168 et 4.17 p. 169 confrontent les composantes du tenseur

de masse. Dans les composantes du tenseur de masse, nous pouvons remarquer que la com-
posante mixte, ¢’est-a-dire non diagonale B(30)32), est systématiquement bien plus faible que les
deux autres. Nous pouvons donc considérer que, dans une bonne approximation, le tenseur de
masse est diagonal, ce qui simplifie beaucoup I'interprétation. La carte de la composante B(0)(20)
doit étre lue pour des déplacements paralléles aux abscisses exclusivement, et la carte de la com-
posante Bsg)32) doit étre lue pour des déplacements paralléles aux ordonnées exclusivement.
Sur la carte de la composante B 20)(20), nous voyons systématiquement une vallée encaissée pour
a3’ = 0,0 avec deux ouvertures de la vallée autour de a3? = 40,3. Comme sur une telle carte,
nous ne devons considérer que les déplacements selon les abscisses, un noyau pris dans la vallée
ne peut que trés difficilement en sortir puisque, dés qu’il essaie, son inertie augmente trés rapi-
dement. Sur la carte de la composante B32)(32) nous observons des positions particulieres pour
as’ = 0,0 et a3? = £0,3. Ces points ressemblent & un pincement dans le relief. Un noyau pris
dans ce pincement ne peut que tres difficilement en sortir.
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Figure 4.15 — Composantes du tenseur de masse B(g)20), B(32)32) et B(20y(32) de 807r dans le
plan (o’ as?)
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Figure 4.16 — Composantes du tenseur de masse B(g)20), B(32)(32) et B(20y(32) de %7; dans le
plan (o’ as?)
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4.6 L’énergie potentielle collective et la densité de métri-
que : influence de la temporisatrice

OUS AVONS fait le calcul, pour les trois noyaux de zirconium déja envisagés précédemment,
N selon trois hypothéses sur la collectivité : un calcul sans la temporisatrice X, un avec le
parameétre de la temporisatrice 57 = 100 fm et un avec 5 = 200 fm. Les figures 4.18 p. 171, 4.19
p- 172 et 4.20 p. 173 résument brievement ce que le code WS_0ODD peut nous donner.

Avant de procéder a une description des résultats, nous devons préciser les unités utilisées.
L’énergie collective est exprimée en MeV. Pour le tenseur de masse, nous nous référons a la
formule de I’énergie cinétique collective classique

= 1 -
T = 53()\#)(,4))04)\“05”’). (461)

L’énergie étant toujours en MeV et les vitesses collectives étant en s™!, nous trouvons que les

composantes du tenseur de masse sont en MeV - s2. Or, dés I'expression primitive du tenseur de
masse donnée dans 'équation (1.4.55) p. 31, nous remarquons que la constante h? est toujours en
facteur. C’est pourquoi, nous donnons systématiquement la valeur des composantes du tenseur
de masse divisée par cette constante. Par conséquent les unités doivent corriger cette division.
Et puisque [h] = MeV - s, nous en déduisons que les composantes du tenseur de masse seront
exprimées en h? - MeV~!. Quant a I'unité de la densité de métrique, elle n’est pas définissable
de maniére univoque. Elle dépend du choix de la taille du tenseur. Si nous travaillons avec deux

dimensions, alors
\/E = 14/ BHBQQ - B%2 (462)

et il est clair que la densité de métrique dans un espace de dimension 2 s’exprime aussi en
h? - MeV~!. Dans tous les autres cas de dimensionnalité, il faudra étre vigilant sur les unités.

Voici ce que nous pouvons comprendre de ces exemples. Tout d’abord, nous décrivons la carte
de I’énergie potentielle collective. Dans le plan des coordonnées de forme prolate, tétraédrique,
les noyaux de zirconium envisagés présentent trois minima d’énergie. Un minimum relatif prolate
pour ay’ &~ 0,4 et az? = 0,0. Deux minima absolus (dans ce sous-espace), tétraédriques, avec
as? = 0,0 et ag? ~ £0,15.

Ensuite passons a la densité de métrique. Nous trouvons deux maxima, non tétraédriques,
pour an’ ~ —0,1 et az? = 0,0), d’une part, et d’autre part, as’ = 0,2 et a3? = 0,0. Nous trouvons
aussi trois minima, dont les positions sont trés suggestives par rapport au minima de ’énergie
totale. Nous avons un minimum relatif prolate, avec a2’ ~ 0,4 et a3? = 0,0, et deux minima
absolus et tétraédriques, avec as® = 0,0 et a3? = +0,25. En l'occurrence, nous ne trouvons pas
une situation bien franche ot un minimum absolu tétraédrique de I’énergie coinciderait avec un
maximum absolu tétraédrique du déterminant. En définitive, seule I’équation de SCHRODINGER
collective et sa résolution sont susceptibles de livrer une réponse franche.

Le fait que la temporisatrice soit présente ou non influence beaucoup la valeur de la densité de

métrique v/B. Par ailleurs quand elle est présente, la valeur du paramétre % modifie grandement

les valeurs de la densité de métrique. Pour % = 200 fm, le relief est bien plus prononcé que
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pour 3

= 100fm. Une étude pour d’autres valeurs intermédiaires est nécessaire. Cependant

si nous nous concentrons sur les positions des minima et des maxima, nous constatons que la

temporisatrice ne les déplace pas.
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En guise de conclusion a ce chapitre, nous rappelons que ce document présente le développe-
ment formel des idées sur un grand volume de pages. De ce fait, nous ne présentons que quelques
exemples en tant qu’illustrations semi-quantitatives de prédictions sur le mouvement nucléaire
collectif fondées sur les calculs du programme WS_0DD. L’étape suivante consiste en particulier
a analyser la déformation la plus probable pour les solutions collectives & zéro et un phonon,
obtenue avec le programme SE_COL. Avec cette déformation la plus probable, nous calculons les
probabilités de transitions électromagnétiques réduites afin de pouvoir faire des comparaisons
systématiques avec ’expérience. Cette part du projet est déja commencée et peut étre considérée
comme une suite naturelle de cette thése.

Nous devons désormais construire le cadre mathématique et physique pour obtenir I’équation
de SCHRODINGER qui est associée a I’évolution collective.
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« Eh bien! Abuse. Va, dans ce monde, il faut étre un peu trop bon pour I’étre assez. »
Pierre de MARIVAUX

Chapitre 5

La mécanique analytique au service de la
physique nucléaire

dans le cadre formel de la mécanique quantique. Et pourtant nous avons besoin de
> repasser un instant par la mécanique analytique de William HAMILTON, et cela pour
deux raisons. Premiérement et fondamentalement car la mécanique analytique est la racine
de la mécanique quantique, tant historiquement que formellement. En effet, pour résoudre le
mouvement d'un systéme microscopique, on détermine généralement son hamiltonien classique
et on utilise ensuite des régles de quantification pour aboutir aux équations du mouvement de la
mécanique quantique. Secondement et pragmatiquement, parce que le modéle nucléaire collectif
dont nous allons traiter nécessite de travailler dans un espace différent de ’espace ordinaire en
usage dans la mécanique quantique. Dans la premiére section, nous nous replagons au niveau
des principes de la mécanique, puis nous développons le cadre mathématique de la covariance
dans la deuxiéme et dans la troisiéme section. La quatriéme section nous permet de disposer
la mécanique dans ce cadre mathématique sous certaines conditions physiques données a la
cinquiéme section. Les deux derniéres sections préparent le passage a la mécanique quantique
dans les espaces métriques non euclidiens de Bernhard RIEMANN.

5.1 Du principe de moindre action

AU COMMENCEMENT de son étude, le physicien doit préciser ce qu’il étudie, c’est-a-dire dé-
crire le systéme, qui est un ensemble d’objets concrets ou idéalisés qu’on isole par la pensée
du reste de I'Univers, et dont on étudie le mouvement. On décrit le mouvement d’un tel systéme
a partir d'un certain nombre de coordonnées ¢’ et de vitesses ¢' = % actualisées au cours du
temps. On se donne ainsi les premiéres grandeurs qui vont permettre d’utiliser le langage mathé-
matique dans la physique. Les divers assemblages de ces grandeurs constituent les divers espaces

mathématiques utilisés comme cadre.
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DEFINITION 7 :

L’espace sous-tendu par les coordonnées est I’extension en configuration et le nombre de coordon-
nées qui sous-tendent cet espace s’appelle la dimension d de ’extension en configuration. L’espace
sous-tendu par les coordonnées et les vitesses est 1’espace de phase.

D’autres grandeurs sont nécessaires afin de pouvoir construire une théorie. Comme elles sont
moins intuitives, nous les introduisons a 'aide de I'axiomatique qui est choisie afin que ces
grandeurs coincident avec des grandeurs qui ont paru historiquement pertinentes, telle la force
vive ! que nous appelons aujourd’hui ’énergie cinétique.

PRINCIPE 2 : EXISTENCE DU LAGRANGIEN

Tout systéme mécanique est caractérisé par une grandeur L homogéne a une énergie, appelée
lagrangien, et qui dépend des coordonnées ¢, des vitesses ¢ du systéme et du temps ¢t. On
postule que le lagrangien d’un systéme qui n’est soumis & aucune interaction s’identifie a I’énergie
cinétique T du systéme, énergie cinétique qui est proportionnelle au carré d'une vitesse . Si le
systéme est soumis a des interactions, elles sont toutes décrites par des énergies potentielles dont
la somme est I’énergie potentielle V', et le lagrangien est alors

L=T-V. (5.1.1)

A ce principe d’existence du lagrangien nous ajoutons un principe d’évolution, le principe de
moindre action. Celui-ci doit nous permettre, & ’aide des mathématiques de retrouver toutes
les régles observées dans les diverses formes de comportement mécanique que la physique nous
dévoile, telles que les mouvements d’un noyau d’atome.

PRINCIPE 3 : PRINCIPE DE MOINDRE ACTION
Le systéme occupant aux dates ty et ¢’ des positions bien déterminées gy = q(to) et ¢’ = ¢(t'), il
se meut de sorte que son action

t/
S:/dw@@ﬁ (5.1.2)
t

0

1. Entre 1652 et 1656, Christiaan HUYGENS découvrit I'importance de la grandeur mv? dans la théorie méca-
nique des chocs. Il 'introduisit explicitement dans son traité de 1656 & travers un théoréme fondé sur le principe
d’Evangelista TORRICELLI

« Deux corps qui se rencontrent le font de telle maniére que la somme des produits de chaque [masse]
par le carré de la vitesse soit égale avant et aprés le choc. » [34] (bibliographie p. 222).

A ce moment-la, Isaac NEWTON n’avait pas encore publié les « Principes mathématiques de la philosophie
naturelle ». En 1691, Gottfried Wilhelm vON LEIBNIZ introduisit le concept de force vive & partir des travaux de
HUYGENS et de ses propres découvertes sur le calcul différentiel. Il s’en suivit une controverse entre les tenants
de la quantité de mouvement mv — les newtoniens — et les tenants de la force vive %va — les leibniziens.
En 1740, la marquise Emilie DU CHATELET traduisit et commenta I’ceuvre de NEWTON. Suite & 'expérience de
Willem GRAVESANDE de 1721, qui consista & vérifier que des billes en chute libre s’enfoncent dans 'argile de
maniére proportionnelle au carré de la vitesse d’impact, elle ajouta dans son commentaire 'apport de LEIBNIZ
et de la force vive a la mécanique de NEWTON.

2. Nous ne disons pas la vitesse car il ne s’agit pas nécessairement de la vitesse au sens usuel % mais
plus généralement d’un nouveau type de vitesse dans I'extension en configuration, dont le carré est une forme
quadratique de la vitesse usuelle.

178



soit extrémale par rapport a tout autre mouvement virtuel reliant les deux positions fixées.

En écrivant les conséquences mathématiques de ce principe sur le lagrangien, nous aboutissons
(voir par exemple [35] et [36] bibliographie p. 222) a un théoréme : les équations de Joseph-Louis
LAGRANGE. Nous envisageons une variation infime du mouvement par rapport au mouvement
réel et correspondant & un mouvement virtuel proche du mouvement réel, et nous appliquons le
principe de moindre action.

THEOREME 20 : EQUATIONS DE LAGRANGE
Le mouvement d’un systéme mécanique se déroule de sorte que

oL d (0L
(= )=0, 1<i<d, 1.
5 @ ( (w) 0, i (5.1.3)

et, écrit de maniére plus compacte,

)zO, ou encore VL—dV—L:o.

oL d (0L
dt

dg At \ 9§

Le symbole V recouvre ici symboliquement le d-uplet a% = {a%i} dans ’extension en configu-

ration de dimension d. Ce recouvrement symbolique est exact, que I’espace soit euclidien® ou
non, car V représente par définition la dérivée covariante?, et cette dérivée covariante s’identifie

a la dérivée partielle puisque le lagrangien est un scalaire. Nous avons introduit une nouvelle

o
aq*

notation, V, pour recouvrir symboliquement le d-uplet % = { } qui correspond a la dérivée

covariante dans I’espace des vitesses.

Les équations de LAGRANGE sont une réalisation concréte et puissante du principe de moindre
action, puisqu’elles permettent d’étudier et de prévoir les divers mouvements existants dans la
nature. Les équations de LAGRANGE nous aménent aussi a définir une nouvelle grandeur afin
de pousser la réalisation de la théorie plus loin. A partir du principe d’existence du lagrangien,
nous écrivons la différentielle du lagrangien :

d

oL ., OL_ .\ OL oL ., OL_ . OL
dL = —dq¢' + =——=d¢"' | + —dt = —dq¢' + =—=dq' + —dt. 5.1.4
;(&ﬂ T B¢ q> " ag LT i T o (5:.14)
Par la suite, nous utilisons abondamment la convention d’EINSTEIN, qui consiste a omettre le
signe de somme Y et a le considérer comme implicite dés qu’un indice est présent deux fois,

3. L’espace usuel est un espace euclidien, ce qui signifie que la géométrie s’applique comme dans la vie de tous
les jours : en particulier le théoréme de PYTHAGORE.

4. Dans l'espace usuel, I'opérateur différentiel V= %7 + 8%7 + %E constitue 'opérateur de dérivation
dans l'espace. Cependant dans des espaces plus généraux, et qu’on finit toujours par rencontrer dans la physique
comme nous l'allons montrer plus loin, cette affirmation doit étre modifiée. C’est la dérivée covariante qui prend
le relais de la dérivée partielle, comme nous allons le voir succinctement dans la section 5.2 p. 183 et de maniére
plus développée dans les annexes By p. 207 et Cs p. 213.
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une fois en position inférieure et la seconde fois en position supérieure. Avec les équations de
LAGRANGE, équations (5.1.3) p. 179, nous substituons la dérivée partielle par rapport a la
position dans la différentielle du lagrangien pour obtenir

d [OL . 0L ., OL
dL = — - | d¢' + ——d¢"' + —dt 1.

ou la dérivée partielle du lagrangien par rapport a la vitesse joue un role central. C’est pourquoi
nous introduisons la définition d’une nouvelle grandeur.

DEFINITION 8 :
Nous nommons impulsion

oL

Pi= g (5.1.6)
et nous disons que I'impulsion est la grandeur conjuguée de la position.
Avec cette définition, la différentielle du lagrangien est réécrite
4 . 0L
dL = p;dq" + pidq" + —dt. (5.1.7)

ot

Nous avons désormais réintroduit le mobilier ontologique nécessaire a la mécanique, nous
devons maintenant parler de l’espace dans lequel se déploie le mouvement. Pour cela nous al-
lons d’abord rappeler le fondement mathématique des espaces qui nous sont nécessaires avant
d’asseoir la physique dessus.

5.2 Des grandeurs intrinséques dans ’espace

OUTE THEORIE ou expérience physique doit permettre de décrire ou prévoir la réalité et
T pour cela elle définit ou mesure des grandeurs. Cela se fait souvent dans le cadre de conven-
tions. Nous trouvons parmi les plus communes le systéme international d’unités de mesure (le
SI) ou bien le choix d’un repérage des positions sur la Terre. Les conventions adoptées sont
des choix arbitraires nécessaires afin de traduire la réalité physique en une réalité numérique
qui peut étre travaillée mathématiquement. Le caractére arbitraire des conventions n’introduit
cependant aucune subjectivité puisque les conventions sont toujours révocables et remplagables
tout en assurant la méme description de la réalité physique. Par ailleurs la nature se déploie in-
dépendamment de toutes ces conventions humaines. C’est pourquoi les résultats obtenus doivent
étre exprimables de maniére invariante par tout changement de convention.

DEFINITION 9 :
Une grandeur intrinséque est une grandeur définie indépendamment de certaines conventions.
Elle est intrinséque uniquement vis-a-vis d’elles.

Dans ce sens, la théorie doit se munir de grandeurs intrinséques qu’elle exprime ensuite dans le
cadre de telle ou telle convention. Nous nous intéressons ici plus particuliérement & la convention
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de repérage dans l’espace. Nous connaissons bien ’espace usuel avec ses trois dimensions dans
lequel nous vivons. Mais la physique utilise bien d’autres espaces avec parfois plus de dimensions
voire méme une infinité de dimensions. Considérons un espace de dimension d dans lequel nous
voulons repérer un point. Repérer un point revient a en donner les coordonnées vis-a-vis d’un
repére formé de d axes de coordonnées. Le choix du repére est une convention. Dans 'espace
usuel nous considérons souvent un repére cartésien avec trois axes orthogonaux. Mais ce n’est
pas une obligation, les axes peuvent étre non orthogonaux ou méme non rectilignes.

La structure mathématique minimale qui permet de rendre compte de la nature intrinséque
d’une grandeur vis-a-vis du repére, est la structure d’espace vectoriel. Dans un espace vectoriel,
il n’y a pas de points. Les grandeurs intrinséques ne sont donc attachées a aucun point. Elles
sont en quelque sorte définies exclusivement a l’origine. Le repérage ne sert donc pas a préciser
une position dans ’espace, mais a indiquer les coordonnées des vecteurs et des tenseurs. Ainsi
nous ne choisissons pas des axes, mais une base de vecteurs {€; }1<i<q €t un vecteur v s’écrit a
partir de ses coordonnées v° :

v =v'e; (5.2.1)
PROPOSITION 12 :
Les grandeurs intrinséques par rapport & un changement de base sont les tenseurs, les vecteurs
et les scalaires.

La base nous donne déja une unité de mesure propre a chaque direction par le choix de
la taille de chaque vecteur de base. Cependant les différents vecteurs d’une base sont a priori
incommensurables dans la mesure ot les unités dans chaque direction de la base peuvent n’avoir
aucun rapport de signification entre elles. Cela fait que la notion de norme d’un vecteur n’a pas
de sens et encore moins celle de distance®. Nous disons que dans un espace vectoriel, le métre
n’est pas orientable puisqu’il ne peut prendre que les directions de base. C’est la raison pour
laquelle nous ne pouvons souvent pas nous contenter de cette structure mathématique, car elle
n’offre pas un cadre suffisamment fort pour effectuer des mesures plus sophistiquées, telle la
mesure de distance. Nous devons ’enrichir pour rendre compte de I’ensemble des observations.
Dés que la structure de I'espace est plus riche (si le métre est transportable ou orientable), les
vecteurs de base engendrent les axes du repére et le systéme de coordonnées dont nous avons
déja parlé.

Les variétés, lieux des tenseurs

Dans la suite, nous avons besoin de définir les grandeurs en différents lieux. C’est pourquoi
nous sommes conduits & passer de la structure d’espace vectoriel a celle d’espace affine puis
a celle de variété. Dans un espace vectoriel, les vecteurs et plus généralement les tenseurs ne
sont attachés a aucun point de I'espace. Ils sont toujours pris a l'origine du repére. Mais nous
avons besoin de considérer des vecteurs attachés en divers points. La structure mathématique
d’espace affine inclut cette possibilité. Quant a la structure de variété, c’est une généralisation

5. Nous pouvons donner un exemple d’un espace ou il n’existe pas de distance. Nous prenons cet exemple
dans la thermodynamique ot ’état d’un systéme est représenté entre autres sur un diagramme pression-volume.
Ce diagramme est un espace ol la mesure de la distance entre deux points n’a aucun sens.
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de celle d’espace affine. Typiquement et pour fixer les idées, dans le cas de deux dimensions, un
espace affine est un plan et une variété est une nappe de forme quelconque comme une sphére,
ou la surface de la Terre avec son relief compliqué. Pour expliquer ce qu’est une variété Patrick
POPESCU-PAMPU dit :

« Vous voyez ce qu’est une surface, par exemple une feuille de salade? Eh bien,
une variété c’est la méme chose, mais en dimension quelconque. » [37] (bibliographie
p. 222)

Et Elie CARTAN écrivit :

« La notion générale de variété est assez difficile & définir avec précision. Une surface
donne I'idée d’une variété a deux dimensions. Si nous prenons par exemple une sphére
ou un tore, nous pouvons décomposer cette surface en un nombre fini de parties telles
qu’il existe une représentation biunivoque de chacune de ces parties sur une région
simplement connexe du plan euclidien. [...| Dans les exemples précédents, chaque
variété est définie par un ensemble de points situés dans un espace préexistant. Mais
on peut aussi imaginer des variétés in abstracto. Dans le cas général, une variété a
n dimensions est caractérisée par la possibilité de représenter le voisinage de chaque
point Py au moyen d’un systéme de n coordonnées susceptibles de prendre toutes
les valeurs possibles au voisinage du systéme de valeurs qui représente Py. » [38]
(bibliographie p. 222).

Dans une variété, nous utilisons la notion d’espace affine tangent au point considéré pour nous
ramener localement a un espace affine. Par conséquent la notion de base se prolonge des espaces
vectoriels vers les espaces affines, puis vers les variétés a travers I’espace affine tangent. Désormais
il existe une base en chaque point et il n’y a aucune raison de dire qu’elles sont identiques. C’est
pourquoi si le métre n’est pas orientable dans les espaces vectoriels, il ne 'est pas davantage
dans les variétés, mais en outre il n’est pas non plus a priori transportable. Cependant c’est
maintenant la donnée d’un systéme de coordonnées des points qui prend un sens a I’échelle de
I’espace tout entier et qui supplante la base des espaces vectoriels. Le nombre d de coordonnées
nécessaires au repérage d'un point dans la variété ne dépend pas du point considéré; c’est la
dimension de la variété. Si les coordonnées sont des nombres réels alors la variété est réelle et si
les coordonnées sont des nombres complexes alors la variété est complexe.

Avant d’enrichir encore plus les propriétés de I’espace, nous donnons une définition pratique
des tenseurs de rang et de variance quelconques. Ce n’est pas une définition qui semble conve-
nable aux yeux d’'un mathématicien. Une telle définition demanderait 'introduction des espaces
tensoriels afin d’avoir un objet primitivement indépendant de toute base. Cependant, nous nous
contentons de cette définition de physiciens (voir par exemple [39] et [40] bibliographie p. 222),
qui découle de la définition des mathématiciens (voir par exemple [41] et [42] bibliographie
p. 222). Cette définition contient aussi la définition des notions de covariance et de contrava-
riance. Il n’est pas nécessaire de préciser plus leur origine et leur raison d’étre, disons seulement
que la covariance est désignée par un indice en position inférieure et la contravariance par un
indice en position supérieure.

DEFINITION 10 : AU SUJET DES TENSEURS
Soient deux systémes de coordonnées q et ¢ d'une variété. Un objet T' comportant m € IN indices
contravariants et n € IN indices covariants est un tenseur de rang r = [’;ﬂ si ses coordonnées
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suivent la loi de transformation ©

~ 6(] T qju
k’lk‘ 21
Tyt =Tk H age 1L g (5.2.2)

Nous devons aussi introduire de nouveaux objets dont le caractére intrinséque est un peu plus
faible que celui des tenseurs. Il est 1égitime de se demander ce que peut signifier un caractére
intrinséque affaibli. La définition de ces nouveaux objets, appelés pseudotenseurs, va éviter un
long discours.

DEFINITION 11 : AU SUJET DES PSEUDOTENSEURS
Soient deux systémes de coordonnées ¢ et ¢ d’une variété. Un objet 7 comportant m € IN indices
contravariants et n € IN indices covariants est un pseudotenseur de rang r = [m et de poids
w € 7/ si ses coordonnées suivent la loi de transformation

~ 8q w . . m aq]l/
ki...km — e} 01l 9.
721..[" (8(}) 7;11 aqzu H aq~2 (5 3)

7

ou 52 est le jacobien du changement de coordonnées ‘.

B~

Les tenseurs, dont les scalaires et les vecteurs, et les pseudotenseurs sont des fonctions des
coordonnées, c’est pourquoi on parle de champs tensoriels. La nature réelle ou complexe d’un
champ tensoriel est indépendante de la nature réelle ou complexe de la variété. Si la variété est
réelle, les champs peuvent étre réels ou complexes, mais ce sont obligatoirement des fonctions
de variables réelles. L’étude et l'utilisation des champs nécessitent l'introduction d’une notion
de dérivée, comme nous allons le voir maintenant.

La connexion de l’espace

Dans ’état actuel, les propriétés de ’espace sont encore insatisfaisantes. La condition de
transport du métre est nécessaire afin de pouvoir comparer la valeur d’'une grandeur entre diffé-
rents points de 'espace. Pour cela il faut donner une connexion a l’espace et ainsi nous pouvons
définir une dérivée des tenseurs, vecteurs et scalaires qui posséde aussi la nature intrinseque des
tenseurs, vecteurs et scalaires. A partir de maintenant nous considérons que la variété est réelle

6. La loi de transformation donnée ici est 'unique loi de transformation dans le cas des variétés réelles. Mais
dans le cas des variétés complexes, il existe d’autres lois de transformation qui utilisent la conjugaison complexe,
voir 'annexe Aj p. 205.

7. Le jacobien est le déterminant de la matrice jacobienne, la matrice des dérivées partielles de la fonction

q(q) et dont I’élément a la ligne i et a la colonne j est 9q

a7

dq* gt
5 Gar - gaa
Sledet| s (5.2.4)
q 9g* aq°

Ger -+ o
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et si ce n’est pas le cas, nous passons a la variété réellifiée ® associée. La simple dérivée partielle
ne convient pas car elle ne tient pas compte de la variation de la base dans ’espace. Mais en y
ajoutant une correction liée a cette variation de la base, nous obtenons une dérivée des tenseurs
qui est encore un tenseur. Il s’agit alors de la dérivée covariante désignée par définition par le
symbole V et dont ’expression utilise les symboles ka d’Elwin CHRISTOFFEL

J€; -
aqe . (5.2.5)

qu’il introduisit durant sa carriére universitaire a Strasbourg, et qui expriment les dérivées par-
tielles des vecteurs de base par leur décomposition sur la base elleeméme. Ce sont eux qui
définissent la connexion des points entre eux assurant ainsi la transportabilité dans ’espace.

THEOREME 21 : DERIVEE COVARIANTE D’UN TENSEUR’
La dérivée covariante d'un tenseur 7' de rang [m est le tenseur VT de rang [nTJ et de coor-
données

a L
1. dm Jn i1.. 1p 1 Lidpp1im £ it.im
VkT Jn o + Z F T Fjkajl-ujp—l £ jpit1..gn” (526>
p= p=1

Le symbole V qui désigne la dérivée covariante retrouve sa signification usuelle dans le cas
des opérateurs différentiels gradient, divergence et rotationnel dans ’espace euclidien a trois
dimensions. Cependant nous ne pouvons pas donner d’expression formelle au symbole V ou a
ses coordonnées Vj sans qu’il soit appliqué a un scalaire, vecteur ou tenseur. Il existe aussi une
dérivée covariante pour les pseudotenseurs.

THEOREME 22 : DERIVEE COVARIANTE D’UN PSEUDOTENSEUR
La dérivée covariante d’un pseudotenseur 7 de rang [’:] et de poids w est

01 ...0 8T21 - 1- Zp lezp 1. - Y4 1. 1] ..
VT = = +ZF T Y T g~ W T T (5.2.7)

JlJ

Nous n’avons donné aucune expression de la connexion et en outre le métre n’est toujours pas
orientable. C’est pourquoi nous allons passer a la structure plus forte des espaces de RIEMANN,
qui conduit automatiquement a la donnée d’une connexion a partir de celle d'une métrique.

5.3 Des espaces métriques

1\ IOUS EN arrivons encore une fois & devoir enrichir la structure spatiale considérée afin de
posséder une distance. Nous considérons donc un espace vectoriel ou une variété sur R et
nous dotons cet espace d’une métrique.

8. Nous discutons de la réellification d’une variété complexe a 'annexe Aj p. 205.
9. Voir annexe Bs p. 207.
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PROPOSITION 13 :
Nous posons 'existence d'un tenseur ou d’'un champ tensoriel, la métrique, de rang B} symétrique
dans le cas d'une métrique réelle ou bien hermitique dans le cas d’une métrique complexe

gji = gij oubien g5 = gy, (5.3.1)
telle que la distance entre deux points infiniment voisins est par définition
(ds)? = gijdg'dg’ ou bien (ds)? = g;;(dq’) d¢’. (5.3.2)

L’espace est ainsi devenu un espace métrique ou espace de RIEMANN.

L’expression de la métrique en tant que fonction des coordonnées n’est pas donnée par l’algébre
linéaire, il nous faut une théorie externe. L’ajout de la métrique transforme 1’espace vectoriel en
espace vectoriel euclidien ' (ou hermitien) ou la variété en variété euclidienne (ou hermitienne).
Le qualificatif euclidien est utilisé dans la mesure ot il existe maintenant une mesure de distance,
mais ce qualificatif n’assure nullement que ce soit un espace d’EUCLIDE, défini un peu plus bas.
Dans un espace euclidien ou hermitien, les vecteurs de base sont devenus commensurables et
par conséquent le métre est dés a présent orientable. Mais il n’est a priori pas transportable.
Cependant la métrique impose automatiquement une connexion de l’espace, c’est-a-dire que les
symboles de CHRISTOFFEL sont donnés par la métrique. Cela nous assure par la méme occasion

de pouvoir dériver les tenseurs de maniére intrinséque avec une dérivée covariante.

THEOREME 23 :
Dans un espace sans torsion !
automatiquement '2

! et muni d’une métrique g;;, les symboles de CHRISTOFFEL sont

définis & partir de la métrique '3

o giZ (agj@ n agkg B ﬁgjk) .

(5.3.3)

ki T Sk T Ty ogk  Og oq*

Deés lors, une variété munie d’'une métrique est appelée espace métrique et nous supposons dans la
suite étre plongés dans un tel espace de sorte que le métre est toujours orientable et transportable.
Cela signifie que ’étalon de mesure peut étre disposé dans n’importe quelle direction (alors que
précédemment il ne pouvait étre disposé que sur les axes) et qu'il est possible de le déplacer de
point en point pour faire des comparaisons. L’espace métrique posséde une courbure et parfois

10. Un espace euclidien ou hermitien est un espace vectoriel ott on a défini un produit scalaire ou un produit
hermitien. Le produit scalaire est défini par la donnée d’une forme bilinéaire réelle symétrique définie positive
sur un espace vectoriel sur R. Le produit hermitien est défini par la donnée d’une forme sesquilinéaire (une forme
sesquilinéaire est une forme linéaire a droite et antilinéaire & gauche) complexe hermitique définie positive sur un
espace vectoriel sur R ou sur C (voir par exemple [43] bibliographie p. 222).

11. En présence d’une torsion O, F};j #+ F;k et la torsion est définie par @;k = I‘;k — }W

12. Les symboles de CHRISTOFFEL n’ont pas besoin d’une métrique pour étre définis mais l’existence d’une
meétrique implique la définition de ces symboles.

13. Voir annexe Cs p. 213.
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aussi une torsion '*. Cependant il existe un cas particulier ot I’espace est plat et sans torsion,
I’espace d’EUCLIDE, pour lequel

pour tout point M de l'espace, g;;(M) = d;, (5.3.4)

et qui caractérise notre espace usuel, celui dans lequel nous vivons.

Le tenseur métrique g;; deux fois covariant est associé au tenseur deux fois contravariant g%
ij o s i
97 gjk = 0, = Gy (5.3.5)

Le tableau des g est donc I'inverse au sens matriciel du tableau des g;;. Avec ces deux tenseurs,
nous pouvons définir le produit scalaire entre deux vecteurs.

DEFINITION 12 :
Le produit scalaire entre deux vecteurs est

U = u'y = giu'v! = gYuv; = un', (5.3.6)

sl

ou bien
0T = (u) v = gy (W) 0 = g7 () v = (u;) "' (5.3.7)

Cette définition est une généralisation de la forme introductive de la métrique donnée dans la
proposition 13 p. 185 o

(ds)? = gy dg' d¢’ = dq -dq = d7q>, (5.3.8)
ou bien

(ds)® = g;(dg') d¢/ = dF -d 7 = d g (5.3.9)

Nous sommes maintenant capables de définir la norme v d’un vecteur v’

v=VT2=VT- T =/gijvi I, (5.3.10)

ou bien
vV=VU2=VT T =1/g;v) 0. (5.3.11)

Cette norme est clairement un scalaire réel. Nous ne garantissons pas encore le caractére réel
positif de la norme, alors que c’est une exigence dans la définition mathématique du produit
scalaire. Nous allons donner, dans la section 5.5 p. 195, la raison physique de la positivité.
Cependant ’expression du produit scalaire n’est pas celle du produit scalaire usuel mais nous
allons voir au scolie 7 p. 196 un moyen pour y revenir.

14. Voir annexe By p. 207. Nous supposons dans la suite que la connexion est sans torsion. Tout comme la
métrique, 'expression de la torsion doit étre donnée par une théorie externe. L’hypothése de I’absence de torsion
pourrait s’avérer étre a revoir.
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Le déterminant de la métrique, la densité de métrique

Voyons encore une propriété du déterminant de la métrique que nous venons juste d’introduire.
Le déterminant de la métrique joue un roéle important, c¢’est pourquoi nous simplifions la notation

Considérons maintenant la loi de transformation de la métrique, celle d’'un tenseur deux fois
covariant qui se déduit de la définition 10 p. 182

_ 0q* O¢’
Jkv = 8—(7168—(7691']', (5313)

et prenons-en le déterminant. Alors, puisque le déterminant du produit est le produit des déter-

minants, nous arrivons a :
dq °
Jg=\|=—=])g9, 5.3.14
J ( &j) g ( )

ce qui prouve d’apres la définition 11 p. 183 que le déterminant de la métrique est un pseudo-
scalaire de poids w = 2. Nous pouvons maintenant prendre la racine carrée du déterminant.

THEOREME 24 :
La racine du déterminant de la métrique +/|g| est un pseudoscalaire orienté > de poids w = 1

Vil = |5 Vil 5:.16)

Ce pseudoscalaire de poids w = 1 est utilisé pour transformer dV = H?Zl dq’, dont on peut
montrer qu’il est un pseudoscalaire de poids w = —1, en un vrai scalaire orienté en posant

dv = /|gldv (5.3.17)

afin de garantir le caractére intrinseque du calcul intégral. Le volume élémentaire dV est une
capacité accueillant le contenu volumétrique apporté par la racine carrée du déterminant de la
métrique. Cette racine carrée du déterminant de la métrique a un statut similaire & celui d'une
densité. Son usage étant important dans la suite, nous appelons la racine carrée du déterminant
de la métrique, \/ﬂ, densité de métrique.

Avant de nous pencher sur le calcul intégral dans un espace métrique, revenons au calcul
différentiel. Nous avons dit plus haut que l'existence de la métrique donne immédiatement une
connexion. Par conséquent la dérivation est bien autorisée et il est alors possible de définir tous
les opérateurs différentiels usuels, et en particulier le laplacien, qui va nous étre si utile par la
suite.

15. L’orientation consiste dans le choix d’un signe devant la valeur absolue du jacobien car

Vil = |G| Vi (5:319

conviendrait aussi.
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Le laplacien

La métrique et son déterminant possédent une propriété !¢ fort importante vis-a-vis de la
dérivée covariante
THEOREME 25 :

La dérivée covariante de la métrique est nulle :

Vigi; =0, Vig” =0, Vig = 0. (5.3.18)

L’existence de la métrique nous permet de passer de la covariance a la contravariance et donc
de parler de dérivée contravariante en posant

V' = ¢V;. (5.3.19)

DEFINITION 13 : LE LAPLACIEN
Nous appelons laplacien, 'opérateur différentiel suivant

Af =V(V'f). (5.3.20)

En utilisant la définition 12 du produit scalaire p. 186, le théoréme 21 de la dérivée covariante
d’un tenseur p. 184 et le théoréme 25 sur la dérivée covariante de la métrique, nous aboutissons
a des expressions explicites du laplacien avec le systéme de coordonnées ¢'.

THEOREME 26 :
Ces trois expressions explicites du laplacien sont équivalentes :

_ 979" dgre | 097\ Of ij >’f
Af_( 2 o og )og 7 dgog

Vlglg” aqj) (5.3.22)

17

(5.3.21)

8= \/_861(

et

ke _ 2gjégik 8le af N i an

g
Af = ¢ 9F J
/ 2 ag 0¢ 7 dgog

(5.3.23)

Nous sommes arrivés au terme de la préparation mathématique nécessaire pour supporter la
physique. Il faut maintenant connecter les mathématiques a la réalité.

16. Voir 'annexe Cg p. 216 et p. 217.
17. Voir I'annexe Cs p. 219.
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5.4 De la mécanique dans un espace de RIEMANN

OUS AVONS appelé précédemment extension en configuration ’espace sous-tendu par 1’en-
N semble des coordonnées nécessaires a la description du mouvement d’un systéme. Nous
allons parler ici des propriétés de cet espace. Pour commencer, nous nous plagons dans une si-
tuation classique, celle d'un systéme constitué de N points matériels en interaction entre eux
et avec le reste de I’Univers, et liés par p liaisons. Le point matériel numéro ¢+ de masse m; est
repéré par ses trois coordonnées cartésiennes assemblées en un vecteur position 7;. Le systéme
mécanique qui se déplace est décrit, ou comme N mouvements juxtaposés dans 1’espace usuel a
trois dimensions, ou plus efficacement comme le mouvement d’un seul point dans ’extension en
configuration & 3N dimensions, que nous pouvons identifier & R?*Y. Nous étendons intuitivement
la structure euclidienne de ’espace usuel & I’extension en configuration identifiée & R?*", la notion
de distance y est donc définissable. Cependant la présence des p liaisons entre les points réduit
les degrés de liberté du systéme de 3N a n = 3N — p, le systéme ne peut effectivement pas
atteindre tous les points de 'extension en configuration. C’est pourquoi nous allons considérer
un sous-espace de dimension n = 3N — p, dans lequel tous les points sont accessibles, que nous
appelons extension en configuration réduite (en anglais configuration space). Ce sous-espace n’a
plus aucune raison d’étre euclidien, comme nous allons le voir. En particulier la forme de ce sous-
espace a l'intérieur de l'extension en configuration n’est pas nécessairement une forme simple
telle que celle d'un plan ou d’une droite. C’est plus généralement une variété.

Dans 'extension en configuration le lagrangien a la forme habituelle, p. 178,
(5.1.1) L=T-YV,

ou T est I'énergie cinétique et V' 1’énergie potentielle qui décrit les interactions. L’énergie ciné-
tique de ce systéme classique est

_ %i (d“) (5.4.1)

expression qui privilégie la conception des N mouvements juxtaposés dans 1’espace usuel. Pour
obtenir une expression qui privilégie la conception du mouvement d’un seul point dans I’extension
en configuration, nous utilisons les coordonnées cartésiennes en posant

7= (T, Y, 2) = (q —2 1,q3i) avec 1<i<N (5.4.2)
et
mgi_g = ﬁlgi_l = mgi =1m; avec 1 < 1 < ]\/v7 (543)
puis 3
Mij = Thﬁw avec 1 < Z,] < 3N. (544)
Ces définitions nous conduisent a une nouvelle expression de I’énergie cinétique
13N
= > My;i (5.4.5)
ij=1
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Nous introduisons alors de nouvelles coordonnées, les coordonnées généralisées ¢', afin de n’avoir
que n = 3N — p coordonnées effectivement variables, les p autres demeurant arbitrairement et
constamment nulles. Les liaisons sont supposées étre des contraintes holonomes, qui s’écrivent
mathématiquement par des relations qui verrouillent les p derniéres coordonnées généralisées

@, ....¢%"N t)=q¢"" =0
: (5.4.6)
E (G, ...,V 1) =¢*N =0.
Nous écrivons les relations entre les coordonnées cartésiennes ¢ et les coordonnées généralisées ¢
7= f* .. ¢ t), 1<k <3N. (5.4.7)

Ainsi nous nous déplagons exclusivement et complétement dans ’extension en configuration
réduite. La vitesse s’écrit

R

-2 -2 <k <K 4.
= az , 1<k<3N, (5.4.8)

et en supposant en sus que les contraintes ne dépendent pas du temps, nous avons alors des
contraintes scléronomes, et par conséquent

ko 3
— 2 _aqiq ., 1< k<3N, (5.4.9)
qui s’étend évidemment aux dimensions éteintes puisque ¢* = ¢ = 0 pour n +1 <1 < 3N

k
1 < k<3N 5.4.10
Z Frak (5.4.10)

Nous voyons ainsi dans la transformation des coordonnées cartésiennes aux coordonnées géné-
ralisées, la transformation d’un vecteur contravariant, ce qui justifie a posteriori 1'utilisation
de I'exponentiation. Mais maintenant 1’énergie cinétique peut étre réécrite avec les coordonnées
généralisées a partir de 'équation (5.4.5) p. 189

Z Mké ~k E

ke 1
3N 3N A~ 3N -
1 ~ g~ 0q
S I i it
2 k=1 i=1 9q j=1 g’
13N
=5 > My (5.4.11)
ij=1
apres avoir posé
3N _ a('jk aqﬂ
j kgl ke aqz 8q3 ( )



Nous reconnaissons dans cette loi de transformation, la loi de transformation des tenseurs deux
fois covariants, ce qui justifie a posteriori I'utilisation de 'indexation en indice. Par ailleurs M;;
est un tenseur symétrique, indépendant du temps mais dépendant de la position du systéme
dans I'extension en configuration réduite. L’expression de I’énergie cinétique peut étre restreinte
aux dimensions accessibles :

IR i
T:§§:A@q¢, (5.4.13)
iji=1
et en utilisant la convention d’EINSTEIN
1 i i
T= B i4'q’

Que ce soit dans l'extension en configuration ou bien dans ’extension en configuration réduite,
nous constatons que l’énergie cinétique est un scalaire, et qu’elle est issue d’une contraction
entre le tenseur de masse et la vitesse. Nous sommes passés d'un ensemble de N espaces a trois
dimensions a un espace a 3N dimensions puis & un espace a n dimensions. Le mouvement du
systéme est maintenant le mouvement d’un point dans ce dernier espace. Il est méme possible de
revenir a une forme originelle de ’énergie cinétique en définissant une distance s dans I’extension

en configuration réduite telle que
1 /dsY
T==-(—]).
2 (dt)

L’énergie cinétique est une grandeur liée par essence au carré de la vitesse du point dans ’exten-
sion en configuration réduite, a condition d’incorporer la masse dans la distance s et de décider
que la métrique est donnée par le tenseur de masse. La distance infinitésimale dans I’extension
en configuration réduite est donnée par

(ds)? = M;;dq'dq’.
Conformément a la proposition 13 p. 185, nous avons doté 'extension en configuration réduite
d’une structure d’espace métrique de RIEMANN. Au début de cette section, nous avons supposé
une structure euclidienne avec I'expression (5.4.1) p. 189. Mais une telle hypothése n’est pas

nécessaire. A partir de maintenant nous ne supposons méme plus que I’extension en configuration
ait d’emblée une structure euclidienne.

PRINCIPE 4 : ENERGIE ET STRUCTURE DE L’ESPACE
Nous postulons que I’énergie cinétique du systéme dans I’extension en configuration est

1 o
ol le tenseur de masse M;; est symétrique. Nous décrétons aussi que I'expression de cette énergie
confére & ’extension en configuration une structure d’espace métrique dont la métrique est le
tenseur de masse. Cela définit la distance infinitésimale entre deux points infiniment proches
dans 'espace

(ds)® = M;;dq'dq’. (5.4.15)
Avec cette définition I’énergie cinétique se raméne a la forme simple
T:l(@f. (5.4.16)
2 \ dt
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Le symbole g;; de la métrique est donc remplacé par M;;.

SCOLIE 6 : LA MASSE SUBORDONNEE A L’ESPACE

Le principe que nous venons d’écrire nous montre une conception de la masse différente de
celle d'une simple propriété d'une particule ou d’un systéme. La masse, ou plus exactement
le tenseur de masse, joue le role de la métrique de I'espace. La masse est donc subordonnée a
I’espace et traduit finalement la relation des corps avec ’espace. La métrique décrit des propriétés
fondamentales de I'espace indépendamment des mouvements qui s’y déroulent. C’est pourquoi
elle peut dépendre de la position du point dans ’espace et du temps, mais toute dépendance
vis-a-vis de la vitesse est exclue.

Energie cinétique effective

Nous savons que la donnée d'une métrique permet de connecter les vecteurs covariants et
les vecteurs contravariants. Or, nous avons défini antérieurement 1'impulsion comme un vecteur
covariant, p. 180 :

oL
(5.1.6) Dr = ok = Vi L,

conjugué du vecteur position qui est lui contravariant. Nous pouvons donc écrire la jonction que
la métrique réalise entre ces grandeurs. Avec I'expression du lagrangien, nous avons

or oV . .
Pk = a—qk — 8_qk =V, T — V,V. (5.4.17)

Or, nous sommes capables de calculer les dérivées de I'énergie cinétique

ar 1 N CN
a—q.k = VT = §Mij <qu ) ¢+ iMz‘j (qu]> q
1 | -
= 5 Mo’ + 5 Mij64
1 o1 y

donc avec la symétrie de la métrique et le jeu sur les indices muets

oT . A
o = VT = Myiq'. (5.4.19)
DEFINITION 14 :
Nous nommons quantité de mouvement
oT . .
P, = a—qk = Vi T = Myq". (5.4.20)
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Cette relation peut étre inversée ‘ A
¢ = M’* P, (5.4.21)

en utilisant I'inversion du tenseur My; en M’* avec
My M7* = §7. (5.4.22)
En général, la quantité de mouvement P, ne s’identifie pas a I'impulsion py

ov ov

— = My — —
aq'k kiq aq'k

pe =Py — (5.4.23)

4 moins que 1'énergie potentielle ne dépende pas de la vitesse (interaction locale '®) puisqu’alors

ov
— =0. 5.4.26
Nous sommes en mesure de donner plusieurs expressions de 1’énergie cinétique en fonction de la

vitesse ¢ ou de la quantité de mouvement P :

1 A D
T=-M;i'¢ = =Fq" = -M"F;P,. (5.4.27)
2 2 2
Nous aboutissons finalement & une expression de I’énergie cinétique en fonction de la position ¢

et de 'impulsion p :

1. . oV 1 oV OV
T: —]\47'J i MU T~ —M”ff. 5428
Cette derniére expression suggére de définir de nouvelles grandeurs.
DEFINITION 15 :
Nous appelons énergie cinétique effective
1 ..
T = észpipj. (5.4.29)
DEFINITION 16 :
Nous appelons énergie potentielle vecteur
i oV P
‘/vec =-M Jpla—qj = —Mjplvj\/ (5430)

18. Les interactions non locales sont assez répandues puisque la partie magnétique de l'interaction électroma-
gnétique est non locale avec une énergie potentielle

V(7,7,t) = —q7 - A(7. 1), (5.4.24)

oil la charge ¢ située en 7 se déplace & la vitesse U dans le potentiel magnétique A. L’impulsion de la particule
ne coincide pas avec la quantité de mouvement puisque

P =mU+qA. (5.4.25)

Nous retrouvons une telle situation en physique nucléaire avec l'interaction spin-orbite.
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DEFINITION 17 :
Nous appelons énergie potentielle tenseur
10V oV 1

=—M = ——MYV,VV,;V. 4.31
Vien 5 9d' 0 5 ViVV;V. (5.4.31)

Ces définitions nous permettent d’écrire une nouvelle forme de 1’énergie cinétique

T =To — Viee — Vien. (5.4.32)

A ce stade nous avons donc redonné les lois de la mécanique et établi le cadre spatial de
ces lois . Nous sommes maintenant en mesure de rappeler trés succinctement la formulation
hamiltonienne de la mécanique avant de montrer comment elle conduit au passage a la mécanique
quantique dans le cadre des espaces non euclidiens.

19. Nous pouvons vérifier que les équations de LAGRANGE prises dans le cadre des espaces métriques redonnent
les équations de la dynamique de NEWTON-VARIGNON. Pierre VARIGNON réalisa une synthése des travaux de
NEWTON en mécanique et de LEIBNIZ sur le calcul différentiel. On connait la controverse terrible entre NEWTON
et LEIBNIZ & propos de la découverte du calcul infinitésimal. L’histoire des sciences a tranché en faveur de
LEIBNIZ laissant & NEWTON le développement du calcul des fluxions qui est ’équivalent géométrique du calcul
infinitésimal. Un physicien normalement constitué du 21¢ siécle qui lirait le texte de NEWTON, paru en 1687,
n’y retrouverait pas ses petits : point de vitesse, point d’accélération, point de force au sens d’aujourd’hui et un
calcul des fluxions difficilement abordable. Mais treize ans plus tard, en 1700, Pierre VARIGNON introduisit dans
ses mémoires & I’Académie des Sciences, tous les concepts modernes absents chez NEWTON a l'aide du calcul
différentiel publié par LEIBNIZ en 1684. Le texte de NEWTON transcrit par VARIGNON est toujours parfaitement
compréhensible par un physicien d’aujourd’hui. Pierre VARIGNON et son travail sont quasiment inconnus (voir
[44] bibliographie p. 222 pour en savoir plus). Les équations de LAGRANGE, p. 179,

oL d [ OL d /-
1. ——— | == | =0=V,L — — L
(5:1.3) dgk — dt (aqk) 0=Vil =5 (V’f)
deviennent q
L A A VA (5.4.33)
dt
puis
dP, d /-
K _ = =V, T — 4.34
dt  dt (v"“v) Vil = ViV, (5.4.34)
ensuite

d(My;d* d /- i ed
dt dt
en nommant la force

d
F,= —
P Qe

et avec le théoréme 25 p. 188, la dérivée covariante de la métrique est nulle

(vkv) VA% (5.4.36)

VieM;; =0, (5.4.37)
nous arrivons a une forme quasi identique a celle de NEWTON-VARIGNON

d(Myid') _ ,, dd’

= MyG' = F; 4.
i i kig" = Fy (5.4.38)
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5.5 Contraintes physiques sur les mathématiques

OUS SOUHAITONS ici lier davantage toutes les notions que nous avons vues précédemment a

la réalité physique et voir les contraintes que la réalité impose en particulier a la métrique.

Comme nous 'avons déja dit, le choix d'une base revient a fixer les unités sur les axes et le

choix d’une métrique revient a rendre toutes les unités commensurables. Ainsi il doit y avoir une
relation entre les coordonnées de la métrique M;; et les vecteurs de base €;.

Tout d’abord nous savons que les coefficients de la métrique doivent respecter la symétrie, p.
185 :

(531) sz‘ = Mija ou bien M;i = Mzg
Alors nous pouvons définir une distance a 'intérieur de ’espace, p. 185 :
(5.3.2) (ds)? = M;;dg'd¢’ ou bien (ds)? = Mj; (dqi)* d¢’.

Nous utilisons un lien entre cette distance et I’énergie afin de contraindre la métrique de 'es-
pace que nous voulons utiliser pour rendre compte de la physique qui nous intéresse. L’énergie
cinétique est, p. 191,

1 /ds\?
4.1 T=—-|—
(5.4.16) . (dt) |

ce qui implique que nous lions les unités de la métrique a 'unité d’énergie puisque nous trouvons
que

1 . 1
T = 5 Mijd ¢’ oubien T = §Mij (q ) q’. (5.5.1)
Mais maintenant une contrainte physique s’impose.

PROPOSITION 14 :
L’énergie cinétique est essentiellement (au sens de 1'étre) positive, T' > 0, donc

quelle que soit la vitesse ¢ 0, M;;q'¢ > 0, (5.5.2)

ou bien . -
quelle que soit la vitesse ¢ # 0, M,; (q")* ¢ > 0. (5.5.3)

Cette exigence physique de la positivité de ’énergie cinétique, nous la traduisons mathémati-
quement en exigeant que la métrique soit définie positive.

elle devient identique en se replagant dans ’extension en configuration euclidienne puisque
qk = {Ek et Mij = miél-j, (5439)

alors
mpi® = Fy, (5.4.40)

qui n’est que le deuxiéme principe de la mécanique de NEWTON.
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THEOREME 27 : CRITERE DE JAMES SYLVESTER
En dimension d, une matrice M;; réelle symétrique ou complexe hermitique est définie positive
si et seulement si ses d mineurs principaux dominants?® sont strictement positifs.

Le critére de SYLVESTER nous permet d’affirmer que la positivité de ’énergie cinétique implique
que le déterminant M de la métrique M;; est positif

M > 0. (5.5.4)

Finalement le choix de la métrique sous ces contraintes physiques revient mathématiquement
a munir la variété considérée d'une forme bilinéaire réelle symétrique définie positive ou bien
d’une forme sesquilinéaire complexe hermitique définie positive, que I'on appelle plus briévement
produit scalaire ou produit hermitien. La norme de tout vecteur est un nombre strictement
positif.

SCOLIE 7 : UNE METRIQUE QUOTIDIENNE

Nous pouvons maintenant faire le lien entre les unités sur les axes et la métrique. Considérons
un déplacement infime dans le plan affine tangent engendré par €; et ;. Alors seuls dg* et d¢?
sont non nuls et

(ds)?* = My;(dg")? + M;;(dg’)? + 2M;;dg'de’. (5.5.5)

Mais le fait de considérer un déplacement infime permet de remplacer la variété par ’espace affine
tangent, et d’appliquer les régles de géométrie usuelle localement comme la régle de composition
des déplacements vectoriels. Ainsi le déplacement d’s” est la somme vectorielle d'un déplacement
le long de ¢; de longueur vraie dg'e; et d’'un déplacement le long de €; de longueur vraie dg’e;
puisque €; et €; fixent 'unité de longueur dans leur direction respective. C’est pourquoi nous
pouvons écrire (sans appliquer la convention d’EINSTEIN)

ds =dq'e; + d¢’ €, (5.5.6)
(ds)® = (d¢")*(e:)* + (d¢’)*(e;)* + 2dq'dg €; - €. (5.5.7)

En comparant cette derniére équation a I’équation (5.5.5), nous arrivons a 'identification
M;; =€ - € (5.5.8)

et nous voyons que les coefficients diagonaux de la métrique sont directement liés aux unités de
mesure :

M = (e;)* et Mj; = (ej)”. (5.5.9)

Mais en utilisant le critére de SYLVESTER, nous trouvons que

MyMj; — M3 >0, 1<i,j<d, (5.5.10)

20. Un mineur principal dominant d’ordre n est le déterminant d’une sous-matrice obtenue en supprimant d —n
lignes et colonnes de mémes indices. Le déterminant M est le mineur principal dominant d’ordre d.
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ce qui est équivalent a
M.
1< —_—<1. (5.5.11)
M;; Mj,;
En disant que les deux axes i et 7 ne sont pas nécessairement orthogonaux entre eux nous arrivons
a une définition de 'angle entre deux axes, 0(€;, €;), en posant

Mij =/ M;;Mj; cos (€, €;). (5.5.12)

Nous pouvons alors réexprimer le produit scalaire de deux vecteurs d’une troisiéme maniére :

- —

U = Myu'v =uvcosf(W, V), (5.5.13)
apres avoir introduit la notion d’angle entre les deux vecteurs au travers du cosinus

MijUZU]

V Miuiud /Mt

cosO(u, V) = (5.5.14)

qui coincide effectivement avec la définition de 1'angle ci-dessus dans le cas de deux axes de
coordonnées.

Maintenant que nous avons précisé le cadre physique de 'application des mathématiques
présentées ici, nous voulons encore montrer une situation commune de 1'utilisation des espaces
métriques. Nous reprenons le symbole g;; pour la métrique. Nous venons de développer le cadre
mathématique qui soutient la description physique dans divers espaces. Nous sommes arrivés a
la structure d’espace métrique dans lequel la distance est mesurée par la donnée d’une métrique
au travers de la formule fondamentale, p. 185,

(5.3.2) (ds)* = gi;dq'dg’,

qui parait bien compliquée par rapport a la formule que nous employons dans notre espace usuel
a trois dimensions, un bon vieil espace d’EUCLIDE, et qui est simplement

(ds)? = (dx)? + (dy)* + (dz)*. (5.5.15)

Toutefois nous savons bien que la gravité ne nous offre guére la possibilité d’exploiter pleinement
les trois dimensions de notre espace puisqu’elle nous maintient constamment & la surface de la
Terre, & moins qu’on soit un ange avec des ailes de douze métres. Nous sommes donc contraints
de nous déplacer a la surface de la Terre, qui présente tout un relief trés intéressant. Nous nous
déplagons dans un espace a deux dimensions qui n’est pas plat; il s’agit en fait d’une variété.
Cet espace, nous le dessinons avec des cartes sur lesquelles nous précisons une échelle euclidienne
et deux coordonnées géographiques, que nous notons ici x et y. Nous y indiquons également les
courbes de niveau qui correspondent & la connaissance du relief. En effet, connaitre les courbes
de niveau signifie connaitre la troisiéme coordonnée z en fonction de x et y :

z = z(z,y). (5.5.16)
Cela nous donne immédiatement 5 9
z z
dz = —d —d b1
2= x—l—ay Y, (5.5.17)



Couramment nous utilisons 1’échelle pour mesurer la distance entre deux points d’une carte.
Mais cette distance n’est pas en général la distance réelle & parcourir sur la surface plissée. Il ne
s’agit que de la distance a vol d’ange. La distance humaine est toujours, p. 197,

(5.5.15) (ds)? = (dz)* + (dy)? + (dz)?,
qui devient
(ds)? = (dz)* + (dy)? + (%) (dz)* + 2%%d dy + (%) (dy)? (5.5.19)
(1 + (gi) ) (dz)? + 2%2—;dxdy + ( ( ) ) (5.5.20)
= Gre(dz)” + 295, dady + gy (dy)”. (5.5.21)

Ainsi I'espace plissé sur lequel nous nous déplagons est donc une variété dotée d’'une métrique
02\ 0z 0z
1+ = —
? _ ox Ox Oy
0z 0z " 02\
o 8y oy
Il faut donc étre attentif lors de la mesure des distances sur une carte a I'aide d’un curvimeétre.
Le curvimeétre ne peut pas prendre en compte la métrique due au relief. Si le relief est riche et

varié, la mesure obtenue est fort différente de la réalité. Cet exemple montre que la situation des
espaces métriques est en fait une réalité quotidienne.

(5.5.22)

5.6 De LAGRANGE a HAMILTON

LE CHANGEMENT de formulation de la mécanique consiste avant tout dans le choix de nou-
velles variables pertinentes. Pour William HAMILTON, ce sont les variables conjuguées. Or,
lors de la formulation lagrangienne, nous avons vu que les variables naturelles du lagrangien sont

(¢,4,t); d’ou

4 . 0L
Nous allons donc changer de variables en utilisant la définition de I'impulsion
oL
5.1.6 ;= =——.

Puis, en effectuant une transformation de LEGENDRE, nous sommes amenés a définir une nouvelle
grandeur.
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DEFINITION 18 :
Nous appelons hamiltonien du systéme

H =L+ p". (5.6.1)

Afin de déterminer les variables naturelles du hamiltonien, nous calculons sa différentielle :

dH = —dL + p;dg* + ¢'dp; (5.6.2)
. 0L -
= —pidg’ — pidg’ — Syt pidg’ + ¢'dp; (5.6.3)
o L
= —pidq" + ¢'dp; — aa_tdt' (5.6.4)

Le hamiltonien a donc une dépendance naturelle?! vis-a-vis de ¢, de p et de ¢, et du méme coup
nous déduisons les équations de HAMILTON, qui remplacent les équations de LAGRANGE.

THEOREME 28 : EQUATIONS DE HAMILTON

OH . 0H ., OH 0L
a¢ P oap U o T e

(5.6.5)

Nous avons une expression du lagrangien en fonction des énergies, donnée comme postulat, p.

178 :
(5.1.1) L=T-YV,

et nous pouvons aboutir & une expression du hamiltonien en fonction des énergies. En effet, a
partir de I’équation (5.6.1), nous avons

H = —L+pi’
Y\
=-T+V+Pq¢ — —¢' 5.6.6
VAP = 5 (5.6.6)
v .
= T2+ V = o (5.6.7)

THEOREME 29 : EXPRESSION DU HAMILTONIEN A PARTIR DES ENERGIES
Le hamiltonien est la somme de ’énergie cinétique et de ’énergie potentielle, diminuée de la
correction des interactions non locales :

=T +v—¢'VV. (5.6.8)

21. L’espace naturel du hamiltonien n’est donc ni Pextension en configuration (g), ni 'espace des phases (g, q).
Il s’agit de lespace (gq,p). Dans cet espace, Rudolf CLAUSIUS introduisit en 1870 la grandeur appelée wviriel,
aprés avoir inventé I’entropie en 1865. Le viriel n’est autre que le produit scalaire p;q°. Le viriel est utilisé en
thermodynamique a travers le théoréme du viriel, qui relie I’énergie cinétique moyenne des particules a leur
énergie potentielle moyenne dans un systéme a 1’équilibre thermodynamique. Le viriel ne nous est cependant
d’aucune utilité ici.
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La correction des interactions non locales peut étre réexprimée avec 'impulsion

OV .oV
'— = M"Y P,— 6.
IG5 55 (5.6.9)
. oV \ oV
:]\4ZJ 1 e - . 1
(4 55 (5010
OV OV OV
:MU 1 . MU—.—J . ]_1

Dans cette derniére expression, nous reconnaissons les énergies potentielles vecteur et tenseur
des définitions 16 p. 193 et 17 p. 194 :

q ¥ = —Viee — 2Vien. (5.6.12)
Comme par ailleurs, nous avons introduit dans la définition 15 p. 193 une énergie cinétique
effective fonction de I'impulsion

1. ..
(5.4.29) Teg = 5 M"pip;
et puisque, p. 194,
(5432) T = Teff - ‘/VBC - V:cena

nous obtenons une autre expression du hamiltonien. En effet, a partir de I’équation (5.6.8) p. 199

H:T+V—q‘iav

o
=T — Viee = Vien +V — (_V;/ec - 2‘/:5611) (5613)
=Tg +V + Vien. (5614)

THEOREME 30 : EXPRESSION DU HAMILTONIEN A PARTIR DES ENERGIES EFFECTIVES
Le hamiltonien est la somme de I’énergie cinétique effective et de ’énergie potentielle effective :

H =T+ Vg (5.6.15)
1. .
T = §M”pipj (5.6.16)
et
1. .90V oV 1 ... .
Vet =V +Vien=V - M"— ==V - -M"V;VV;V. 5.6.17
i + Vi 5 0 O 5 ViV'V; ( )

De cette maniére nous interprétons le hamiltonien comme I’énergie du systéme en mouvement.

Le mouvement du systéme est donc totalement régi par les équations de HAMILTON déduites
du principe de moindre action. Néanmoins ’action apparait comme une métagrandeur sans réelle
signification. Le travail de Carl JACOBI a montré que le mouvement du systéme peut directement
étre donné a partir d’'une équation régissant l'action S.
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5.7 L’équation de HAMILTON-JACOBI

OUS REPRENONS la définition de ’action donnée dans le principe de moindre action pour le
mouvement de la position gy = ¢(tp) a la position ¢’ = ¢(t'), p. 178,

t/
(5.1.2) S:/dtL.
t

0

Mais au lieu de considérer I'action comme donnée pour le mouvement, nous pouvons envisager
I’action qui s’actualise & chaque instant. L’action est alors une fonction de la position et de la
date actuelles pour une certaine condition initiale. Le hamiltonien nous permet d’établir cette
dépendance de I'action puisque, p. 199,

(5.6.1) H = —L + p’,

donc A A
dS=dtL=dtq¢'p; —dt H=dq'p; — dt H. (5.7.1)

Les variables naturelles de I'action sont q et ¢, et

oS

o7 =p; oubien V;S=p; (5.7.2)
et 93
— =—-H. 7.
oy (5.7.3)

Ces résultats nous permettent d’en déduire ’équation que doit satisfaire ’action au cours du
mouvement.

THEOREME 31 : EQUATION DE HAMILTON-JACOBI
L’action S du systéme en mouvement est solution de I’équation

S
(@ t) + H(g,V5,1) =0. (5.7.4)

C’est I'équation de HAMILTON-JACOBI qui va déboucher sur le passage a la mécanique quan-
tique. Nous allons donc construire I’équation de SCHRODINGER dans un espace bien différent de
celui dans lequel on la rencontre habituellement.
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Annexes du chapitre 5
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Annexe As

Réellification d’'une variété complexe

La loi de transformation donnée dans la définition 10 p. 182 est valable dans R ou dans C, mais
dans C, il en existe bien d’autres qui incluent la possibilité d’utiliser la conjugaison complexe
des dérivées partielles de la loi de changement de coordonnées. Par exemple

_ oq'\ oOg

Gke = ((‘9_@") a—qégz‘j, (A5-1)
ou bien 54 .

. q (0¢

Gkt = 8_q~’“ (a_(jg) Gij, (A5~2)
ou encore

3 8ql * aq] *
ke = (8_@’“) (8_df> Gij, (A5-3)

qui, dans une variété réelle, redeviennent toutes identiques a la loi ordinaire

aq* O¢’

Jke = a_;:’ka_gegij- (A5.4)
Mais le cas des variétés complexes est en fait trés exigeant. Pour les variétés réelles, nous exigeons
seulement que les changements de coordonnées soient admissibles, c’est-a-dire que le jacobien
de ¢ = ¢(q) ne soit jamais nul. Pour les variétés complexes, il faut remarquer que ¢ = ¢(q)
correspond a la donnée de fonctions complexes de variables complexes dont nous voulons utiliser
les dérivées partielles dans les lois de transformation (As.1), (A5.2), (A5.3) et (As.4). Or, pour
que la dérivation par rapport a une variable complexe ait une signification, la fonction doit
respecter les conditions de CAUCHY-RIEMANN, c’est-a-dire que la fonction doit étre holomorphe.
Cependant, nous n’avons aucune garantie que les fonctions en usage dans la physique soient
nécessairement holomorphes. Heureusement ces conditions trés exigeantes peuvent étre évitées
en réellifiant la variété complexe. Nous utilisons I'identification de C a R?, et alors une variété
complexe de dimension d est associée a une variété réelle de dimension 2d. Pour cela, nous
écrivons la décomposition des coordonnées en partie réelle et partie imaginaire :

¢’ =Req'+ilm¢ avec 1<i<d (A5.5)
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et

¢ =Red +iIlmg" avec 1<k <d. (A5.6)
Nous posons ' '
q' =Req" avec 1<i<d (A5.7)
et
G" =Red avec 1<k<d, (A5.8)

et afin de doubler la dimension, nous écrivons

¢ =Imq avec i=i+d (A5.9)
et ) -
G =Img" avec k=k+d (A5.10)
Alors ‘ ' ]
¢ =q +iq' (As.11)
et B
i =q"+iq", (As.12)
et
§ =q" (ql,...,qd) avec 1< k<d (A5.13)
devient ) )
g =q" (ql,...,qd,ql,...,qd) avec 1<k <2d. (As.14)

A partir de maintenant la variété est réellifiée et I'unique loi de transformation qui s’applique est
celle des variétés réelles données dans la définition 10 p. 182. Cependant les champs de tenseurs
peuvent encore étre complexes, c¢’est-a-dire des fonctions complexes de variables réelles.
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Annexe Bj

Connexion dans l'espace et dérivée cova-
riante

Nous nous plagons dans une variété réelle de dimension d (ou une variété complexe réellifiée
de dimension 2d) et nous avons des champs de tenseurs dont les coordonnées sont des fonctions
du point dans l'espace. Dans cette variété, nous voulons réaliser des opérations différentielles
qui consistent & comparer un champ de tenseurs en deux points infiniment voisins. Les vecteurs
(scalaires et tenseurs également) sont des objets définis de maniére intrinséque, c’est-a-dire indé-
pendamment de toute base ou convention de repérage dans I’espace. Aussi il est utile de pouvoir
désigner un vecteur avec une notation également intrinséque, c’est-a-dire qui ne fait référence
a aucune base. Cependant, la notation intrinséque n’est pas habituelle. Par conséquent, nous
allons l'utiliser trés transitoirement. Un vecteur contravariant est noté v et il s’exprime avec ses
coordonnées v', nécessairement contravariantes, dans une base elle aussi contravariante {e;} :

Un vecteur covariant est noté w et il s’exprime avec ses coordonnées covariantes w; dans une

base covariante {€7} : .
w = wjgj. (B52)

Les bases covariante et contravariante sont reliées par la dualité

—

Considérons, pour commencer, un champ de vecteurs contravariants v en ¢‘ et en ¢° 4 dg‘. Ces
deux vecteurs différent par leurs coordonnées mais les bases entre les deux points infiniment
voisins sont également différentes :

u(g") = v'(¢") eilq") (Bs.4)
et
v(gt +dg") = v'(¢" + d¢’) e;(¢" + dgh) (Bs.5)
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~ (v'(¢") + dv'(¢")) (ei(d") + dei(q")) (Bs.6)
v'(¢") €i(q") + do(q"), (B5.7)

~
~

avec
Nous voyons immédiatement que les {dv’} ne sont pas les coordonnées du vecteur contravariant
dv. Les opérations différentielles ne bénéficient pas a ce stade d’une définition intrinséque comme
nous le souhaiterions. En effet, une dérivée partielle d'un champ de tenseurs n’est pas un champ
de tenseurs. Pour qu’il en soit effectivement ainsi, nous devons doter la variété d’une connexion,
c’est-a-dire d’une regle de différentiation des vecteurs de base, afin de pouvoir connecter les
points de I'espace entre eux. Cette régle nous permet le transport paralléle de la base {e;} de ¢°
en ¢’ + dq¢’ afin de réaliser la comparaison des tenseurs. La connexion est une donnée externe,
nous devons 'ajouter aux définitions de ’espace. Nous exprimons la connexion en écrivant

qui est Pexpression des de; dans la base {e;}. Les ng sont les symboles d’Elwin CHRISTOFFEL,
qui définissent la connexion des points entre eux, assurant ainsi la transportabilité dans ’espace.
Cette écriture nous ameéne a

Oe; . .
a_qk = €jrgk, (B510)
puis avec . ‘
ey €’ :(5;, (Bs.11)
nous obtenons N
i = % g (B5.12)
= -e7. 5.
k aqk
Nous arrivons alors a écrire
ot .. ; .
= o dqg”e; + eiijquvj, (Bs.14)
et finalement ‘
dv = d¢"Vv'e;, (Bs.15)
en définissant la dérivée covariante du vecteur contravariant
i v’ i
Vvt = a—qk + ijvj. (B516)

La dérivée covariante d'un vecteur contravariant est un tenseur de rang [ﬂ Le premier terme
de cette dérivée correspond a la variation propre au vecteur, et le second terme a la variation
propre a la base. La dérivée covariante est construite pour avoir la propriété d’invariance que
la dérivée partielle ne posséde pas. Cela impose alors la loi de transformation des symboles de
CHRISTOFFEL, et on peut montrer que

; 04" 0¢ 94" 9¢" 9*¢"
Jk dqi OGm d¢"  dgh dgmoGr’

‘', =T (Bs.17)
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qui nous prouve le caractére non tensoriel des symboles de CHRISTOFFEL. Cela est di a ce
qu’ils sont attachés a deux points de l'espace. La formule de transformation des symboles de
CHRISTOFFEL nous montre qu’ils permettent de construire un tenseur en remarquant que les
coordonnées satisfont a la relation

82 h 82 h

0 q ¢ q~ ‘ (Bs5.18)
Ainsi la torsion définie par ‘ ' ,

O, =T, — T, (Bs.19)

. 1 . oA , L. N
est bien un tenseur de rang [2] . La torsion doit étre donnée par une théorie externe a celle de la
géométrie différentielle en méme temps que la connexion.

La dérivée covariante d’un scalaire s’identifie simplement & la dérivation partielle

of

car il est possible de vérifier que la dérivée partielle d’une fonction a bien les propriétés d’un
vecteur.

Les propriétés vis-a-vis de la linéarité et la régle de LEIBNIZ sur le produit sont identiques a
celles de la dérivation usuelle. Nous allons utiliser ce fait pour en déduire la dérivée covariante
d’un vecteur covariant. Posons

f = u';. (Bs5.21)
Alors of  oin) o 5
u'v; u' 0V,
Vif=_—"L = Y=y, Qg B5.22
of dq* g~ 8q’“v T dq* (B5-22)
Mais i
i u' i
Viu' = 8_(]]‘3 + ijuj, (B523)
donc
Vof = (V' )os — T vy + i O By.24
kf—( ku)vi— jkuvi—i-ua—qk. ( 5. )
Or? . . .
ka = Vk(u’vi) = (Vku’)vi + UZ(V]C’UZ‘). (B525)
Par conséquent
an j
Vk?]i = a_qk — Fikvj. (B526)

Nous pouvons ensuite généraliser la dérivée covariante, a 'aide du produit tensoriel, a tous
les rangs de tenseurs et de pseudotenseurs, ce qui nous conduit aux théorémes 21 et 22 p. 184.
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Transport des tenseurs et courbure

Nous avons donc acquis la possibilité du transport dans ’espace. Une maniére de le com-
prendre est de considérer le transport d’un étalon formé par un scalaire L, que nous pouvons
appeler le métre. Lors du transport paralléle, par définition, la dérivée covariante de L est nulle.
Or, pour un scalaire, elle s’identifie a la dérivation partielle et donc

Vil = 0. (B5.27)

oq~
C’est pourquoi, quel que soit le chemin sur lequel a lieu le transport parallele, le scalaire ne
varie pas. Le métre est donc transportable, mais il n’est toujours pas orientable. Toutefois nous
devons modérer notre enthousiasme car cela n’est pas forcément vrai pour les tenseurs de rang
plus élevé.

Considérons un vecteur contravariant v. Effectuons-en un transport paralléle sur une boucle
0S5 support d'une surface S. Par définition du transport paralléle

) o* o
Viv' = " + v’ = (B5.28)
et i
v P
fggqu(‘?_qk =— fi?squfjkvj. (B5.29)

Nous utilisons le théoréme de STOKES

i _8 | KT 0 (T, vl
j{qu(?v _ _%//qudqg ( eV ) B ( jkY )] (B5.30)
a5

oG g _ gk oqt
1 ori, .~ or%, . ow . v
_ _ - dkdf i Jk i Tt — . Bs.31
2//sq T T e T g T oy -

Or, puisque la dérivée covariante est nulle

v i h v

o 170" et pyie —I7 ", (Bs.32)
donc
v’ 1 fori, o, o
fgsqu a;}k =3 //qukdqf aq]lfvj _ 8qj€k v o— F;‘zrikvh + Fﬁ-k%vh] (B5.33)
1 fori, ori, i |
B _5//qukdq€ aq]k’ - aq]e =TT + Dol | 7, (Bs.34)

o : 1
d’ou en introduisant la courbure, tenseur de rang [3],

W WA Bl + DL (Bs.35)

it
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nous obtenons une variation non nulle du vecteur contravariant

- o' 1 S
St = 7{3 quk o= 2 / /S dg*dg" Rl (B5.36)

La connexion provoque donc une courbure qui altére les tenseurs lors de leur transport paralléle,
a ’exception importante des scalaires. D'une maniére générale, pour un tenseur de rang [’Zﬂ non
nul,

ST =3 / / dg"dg’
S

Un autre effet de la courbure est d’interdire la commutativité des dérivées puisqu’avec le théoreme

m n
E ip Aitedp—1hipp1dm Z B rit.im

théle...jn ijkaﬁ..-jp_1hjp+1...jn] ?é 0 (B537)
p=1 p=1

de STOKES,
- ovt 0%’ 0%t
vt = ¢ dg” = [ [d¢Fdq’ — Bs.38
’ fgs T ogr //s L {8(1’“3616 361‘3361’“}’ (B5-38)
dOHC 5’2 7 82 7
v —_ — R, (B5.39)

dqk0q* B 0qtoqk

et, pour les dérivées covariantes, nous pouvons montrer que

ViVev' — V, Vo' = Rl 07 + 0, V0. (Bs.40)

En munissant les variétés d’une connexion, nous les avons également affectées d’une torsion
et d’une courbure. La mesure des distances y est cependant toujours impossible.
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Annexe Csg

Métrique de 'espace et dérivée covariante

Le fait d’étre, a présent, plongés dans un espace métrique nous permet de relier covariance et
contravariance. Dans ce contexte, nous ne parlons plus de vecteur covariant ou contravariant mais
des coordonnées covariantes ou contravariantes d'un vecteur. C’est la métrique g;; qui permet
d’effectuer ce passage entre I’espace et son dual. Nous partons d’un vecteur contravariant v® et
nous définissons ses coordonnées covariantes par la contraction avec la métrique

Uy = gz-jvi. (C51)

Ce genre de relation nous permet donc de transformer des coordonnées contravariantes pour
n’importe quel tenseur ayant au moins un indice contravariant ; par exemple t¥ devient

ti; = gjktf- (C5.2)

Naturellement nous cherchons a avoir une relation réciproque, ce qui est possible en introduisant
les coordonnées contravariantes g de la métrique, qui permettent d’écrire

v' = gv;. (Cs5.3)

Pour trouver le lien entre g;; et g/ nous composons les deux transformations l'une a la suite de
I'autre, et cela doit laisser les coordonnées contravariantes ou covariantes inchangées :

vt = gijvj = gijgjkvk, (Cs.4)
et nous en déduisons nécessairement que
gijgjk =6, =g.. (Cs.5)

Le tableau des g” est donc 'inverse au sens matriciel du tableau des g,;, ce que nous écrivons

. cof gj;
g” = —gja (C56)
g
ol
g = det[gmn]lémédy (C57)
1<n<d

213



et cofgj; est le cofacteur de la ligne j et de la colonne ¢ de la matrice associée au tenseur g;;. Il
s’agit du déterminant d’ordre d — 1 obtenu en supprimant la ligne j et la colonne 7, et multiplié
par (—1)"*/

cofgj; = (=1)"7 det[gmn)1<mj<d- (Cs.8)

1<n#i<d

Le passage de la contravariance a la covariance existe aussi pour les vecteurs de base puisque

- — =i = —
U =wv€) = gv'e! =v'e; =0, (Cs.9)
avec la relation
€, = gijgj <C510)
et son inverse
e = gng. <C511)

Mais en fait nous venons de voir qu’il n’y a plus d’étanchéité entre covariance et contravariance,
¢’est pourquoi nous pouvons revenir a une notation plus simple

U=0=7 (C5.12)
et . .
e=7¢, @&=qe. (C5.13)

Nous pouvons alors réécrire le produit scalaire entre deux vecteurs. Initialement, il est défini par
u-v=u'v, (Cs.14)

mais, avec la métrique, nous pouvons maintenant écrire une nouvelle définition, la définition 12
p. 186 :

(5.3.6) U U =u'y = giut’ = gYuw; = uv'

La structure d’espace métrique, de dimension d, nous permet de relier les symboles de CHRIS-
TOFFEL a la métrique. A partir de leur définition avec I’équation (Bs5.12) p. 208

i —i 0€;
jk = e - aquj <C515>

et en passant de la base covariante a la base contravariante avec ’équation (Cs.11), basculée
dans la notation habituelle des vecteurs,

el = g'e, (C5.16)
nous trouvons o2
. PR €

F;‘k = gzl €y - %’j (C517>

Or,

2, 08 0@ ) o 0%
dq* oq* dq*

(C5.18)



(€ - €)) o OC
= aqk 2 —gimé€ - G_qk <C519)
09ej m
= 8q’j = GimL ik (C5.20)
donc 5
i 09905 i m
=9 Zﬁ,ﬁ — 9" gimlik, (C5.21)
puis
Gni jk — 9nid eaﬁqu — Onid Zgjmrgk <C522)
Oay:
= 5fl% — 8, 9imL ik, (C5.23)
donc 5
gnile = i~ 9im e (Cs.24)
Par conséquent
8qk = nil jr T Gjml k- 5.

Nous pouvons alors combiner les dérivées de la métrique pour isoler le symbole de CHRISTOFFEL.

En utilisant la torsion définie dans (B5.19) p. 209, ©%, =T — T},

OGnj 4 OGi; _ 59@1@

o | ogr  og I (T, + i) + 9ni©f, + 91O, (C5.26)

Nous voyons que nous allons en déduire une somme de deux symboles de CHRISTOFFEL dont
la différence correspond par ailleurs a la torsion. Subséquemment nous obtenons I'expression du
symbole de CHRISTOFFEL en fonction de la métrique et de la torsion :

OGn; i Ogi; - agn{c

gim (Lo + 1) = o T o T o 9niO% — giO%y; (Cs5.27)
alors 5 5 5

et avec la torsion

nk — Uk = Ons (Cs.29)
cela nous permet d’en déduire que
9™ [0gn; | Ogkj _ Ognk : |, Ok
nk 2 |: aqk aqn 8(]7 ik — 9ki9n + 9 ( 5 )

Du point de vue mathématique, la connexion est plus primitive que la métrique et la torsion,
mais du point de vue physique, ce sont la métrique et la torsion qui sont reliées & des grandeurs
physiques concrétes et locales.
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Cas des variétés complexes réellifiées

Dans le cas d'une variété complexe, la métrique peut étre introduite avant la réellification
de la variété. La métrique doit étre hermitique. Mais la connexion ne peut pas toujours étre
définie (pour cause de fonction non holomorphe). Il faut alors réellifier la variété et déterminer
la métrique de la variété réellifiée & partir de la métrique de la variété complexe. Pour cela, nous
partons de la proposition 13 p. 185 :

(5.3.2) (ds)* = g;j (dg')" d¢’,
et nous décomposons les coordonnées en parties réelle et imaginaire :
d¢' =dg’ +idqg™? et d¢’ =dg’ +idg’t (C5.31)
L’équation (5.3.2) devient
(ds)? = gy (dqi d¢’ + dgit?dgi*? + idg’ dg'*? — i dgi*e dqj) , (C5.32)

et nous posons

9ij = Yij (Cs.33)
9ijra = 19i (C5.34)
9iva; = —10ij (Cs.35)
Gitdj+d = Yij- (C5.36)

La métrique de la variété réellifice est g,;, elle est complexe et hermitique. A partir de 13, la
définition d’une connexion est possible et tout reprend son cours ordinaire.

Dérivée covariante de la métrique

Nous venons de le voir, la métrique et la connexion ne sont pas indépendantes. Il y a donc
lieu d’examiner la dérivée covariante de la métrique que nous exprimons de trois maniéres équi-
valentes : covariante, contravariante et mixte. Commencons par la métrique covariante g;;

993
Vigij = a%,j — L3905 — Tjpgie- (C5.37)

Nous utilisons I'expression des symboles de CHRISTOFFEL (C5.30) pour aboutir &

th ¢

e 9" 09n  Ogn  Ogix m m| . O

Likges = 967 [ o " ag  agh 9 Ohk = G m} + = 9 (C5.38)
et puisque

969" =07, (C5.39)

alors 5 5 5 of

1 [0y Jk;j Jik ;

4 _ J J m m ik
Fikgfj - 5 |:aqk + 8qi - 8qj — Jim ik gkm@ji + 9 géj <05-40)
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et
1 [0g;i Ogri g, m @ek
Tl gic = 3 Gq]’f + o 8qji — 9imOi — Gkm O] —2] Gic- (Cs.41)

Il est alors clair que

99i;
iege; + F]kgze 8q’j’ (C5.42)

et finalement 1'équation (C;.37) p. 216 devient
(5.3.18) Viegij = 0.

Pour la métrique mixte gi = g™*gre = ¢, nous savons qu’elle se réduit simplement au symbole
de KRONECKER et par conséquent sa dérivée covariante est nulle

a6

Vkéj}:&—qur

F%k@? - F?k ;L = 0. (C5.43)

Nous utilisons ce dernier résultat pour en déduire la dérivée covariante de la métrique contrava-
riante :

Vidy = V(97 gi0) = 950Vig” + 97 Vikgje = 9;¢Vrg”? =0, (Cs.44)
et donc

(5.3.18) Vig” = 0.

Nous concluons en disant que la dérivée covariante de la métrique est nulle, ce qui constitue la
premiére partie du théoreme 25 p. 188.

Dérivée du déterminant de la métrique

La théorie des déterminants nous permet de développer le déterminant de la métrique sur les
lignes

d
g = éjl"id H gj’ij? <C545)
7=1

ou g1+ est le symbole totalement antisymétrique de Tullio LEVI-CIVITA.

Une dérivée partielle du déterminant est

d
0 OGi
2 (Co
00" =
J#k
ot nous remarquons avec (Cs.6) p. 213 que
gh-td H gji; = cof g, = 99", (C5.47)

J#k
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et par conséquent

3glm,c gkg ]k ng] jk
kZ =9 Z 9549 (Cs.48)
d’ou finalement, en sachant que la métrique est un tenseur symétrique,
99 ;09 199 _Olnlgl 2 0v/lg| _ ;;09;

99 _ %% _ — - . 4
ot ~ Y o M gog dq* Vgl 94" 970" (C5.49)

Il nous reste a déterminer la dérivée covariante de ce déterminant, qui est un pseudoscalaire
de poids w = 2. En effet, lors d’un changement de coordonnées g vers ¢

. dq\
9= (0_5) 9. (Cs5.50)
Alors 9g
Vig = — a4 —wl'%,g, (Cs.51)
avec l'expression des symboles de CHRISTOFFEL donnée dans 1'équation (C5.30) p. 215 :
rk, = % (%f;'fej + ng — %‘;’“f — 9ki©% — gui > + @7 (Cs5.52)

Dans cette derniére expression nous constatons certaines simplifications : a cause de la symétrie
entre les indices muets j et £
09e;  OGne
= = = Cs5.53
gk 0qJ (Cs.53)

Nous voyons aussi la simplification . .
9" g = 4, (Cs.54)

et enfin, la contraction de la métrique, tenseur symétrique, avec la torsion, tenseur antisymé-

trique, qui disparait :

kj kj Jk kj kj

e, — i)_g_i_g_i_g_i_g_i_ (Cs.55)
ik — ki) = ik ik = ik ik = Y- 5

k] _ g
Ol = 2 2 2 2

2

Cela nous ameéne a ki 9 oF ok B
k97 0g; ke e _ 199
_ B _ + 99, C5.56
TS g T 2 T2 2g0g0 20

ainsi

ag 1 8g
o~ 2904
Nous concluons que la dérivée covariante du déterminant de la métrique est nulle, ce qui constitue
la seconde partie du théoréme 25 p. 188.

Vig = = 0. (C5.57)
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Le laplacien

Nous pouvons désormais introduire le laplacien, en particulier celui d’un scalaire avec la
définition 13 p. 188

(5.3.20) Af =Vi(V'f),
puisque V'f a maintenant un sens : ' 3
Vif=4¢"V;f. (Cs.58)
Ainsi 3
Af = Vi(g"V;f), (Cs.59)

et avec la régle de LEIBNIZ, la dérivée d’un produit se décompose en
Af =Vig"Vif + g7Vi(V; f), (Cs.60)
subséquemment puisque la dérivée covariante de la métrique est nulle
Af = g"Vi(V;f), (Cs.61)
ce qui prouve la commutation des dérivées covariante et contravariante

Af = V(Y ). (C5.62)

Maintenant, en utilisant I’expression de la dérivée covariante, nous allons expliciter davantage
le laplacien. Tout d’abord en partant de

nous avons en développant la dérivée covariante V; du vecteur gV, f

g7V, f)

Af==0

+ T30V f, (Cs.64)

avec l’expression des symboles de CHRISTOFFEL donnée en (C;5.30) p. 215 :

Q_M T T
2 \0¢  9O¢* Oq*

7

e!.

e —
k’L 2

D’une maniére analogue, lors du calcul de la dérivée covariante du déterminant de la métrique,
I’équation (C5.56) p. 218 devient avec I}, — I, = O,

i gw 0gie i

K ogk + Oy, (C5.66)
Par conséquent
dg" OV) | " 0gu 4 i kj
Af = V. zj+ J kivr. i kixg. ]
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ce qui donne apreés factorisation par V;f = o

dqI
_ 979" dgre | 09" ik of ij >’f
Af—( > 0g +8q + ¢+, a]+g 9700 (C5.68)

A partir de 1a, nous pouvons utiliser la dérivée du déterminant de la métrique dans I’équation
(C5.49) p. 218

1 dg wOge 2 0v/lgl

=g = = . C5.69
goq o9 /lg] 9¢ (C5.69)
ce qui permet d’écrire
g” 3\/ !9 89” J 82f ke Of
A * kel — Cs.70
qui devient
A V0glg” g*ei 2 Cs.71
f= \/— oG ( 919”3 ]) 9" Oki5, (C5.71)
Maintenant, nous utilisons
5 OV -~ v, ny
Af _ g”vz(v]f) — glj (aq]lf) o gzjrk v f _ (a ’Lf) Zkriivjf- (0572)
Or, avec l'expression des symboles de CHRISTOFFEL dans ’équation (C5.30) p. 215
j 9" (Ogwe  0gi  Ogri @f;.
FJ' = A - - m im _Za .
ki 9 (aql + aqk aq@ — 9k — G Gik 2 (C5 73)
puis nous trouvons que
g _ 979"+ 000" — g9 g e
g Fii = 5 g’ — 90y, (C5.74)
puis finalement
979" —29"'9" Ogre ik 0]‘ g 0*f
Af = grel, e Cs.75

A partir de maintenant, nous supposons la connexion sans torsion, ce qui nous donne le théo-
réeme 23 p. 185 :

il
i i 9" (0ge | Ogre  Ogji
(5:3.3) Py =L =75 <8q’“ T8 T o

et le théoreme 26 p. 188 ou les trois expressions du laplacien sont respectivement a partir de

(C5.68)

ij ke i -
(5.3.21) Af = (g g O, 09 )af L TS

2 O¢ oqt ) 0¢? g 8q Og7’
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a partir de (C5.71) p. 220

1 0 L Of
5.3.22 Af = —— W
(5.3.22) F= e (Vi 35)
et a partir de (C5.75) p. 220
_ 979" —2¢g" Ogre O | O°f
(5.3.23) Af = 5 e 90 T G
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« Could beauty, my lord, have better commerce than with honesty ? » T
William SHAKESPEARE

Chapitre 6

L’équation de SCHRODINGER collective

) vons les équations de fagon a rendre le texte plus accessible & un physicien du 21°
siécle. Mais nous avons tenté de conserver autant que possible la démarche de l'illustre personne.
Toute I'argumentation du chapitre précédent a été développée dans I'espace appelé extension en
configuration ', nous continuons & travailler dans cet espace. Les deux premiéres sections relévent
de 'histoire des sciences mais elles montrent que le formalisme de 1’équation de SCHRODINGER
était, dés son origine, placé dans le cadre mathématique des espaces de RIEMANN. La troisiéme
et la quatriéme section explicitent les régles de quantification et de calculs des observables. Enfin
les deux derniéres sections sont consacrées a l’équation de SCHRODINGER collective dont nous
parlons depuis le début, et que nous pouvons maintenant établir et résoudre pour achever 1’étude
du noyau, de ses symétries géométriques et des transitions de forme.

6.1 Les ondes dans ’extension en configuration

WILLIAM HAMILTON connaissait le lien tres fort entre la théorie de la mécanique analytique
qu’il développa et le phénoméne de propagation des ondes. Erwin SCHRODINGER le dit
explicitement :

«[...] Le principe de variation de HAMILTON peut étre considéré comme un principe
de FERMAT pour une propagation des ondes dans [l’extension en| configuration et
son équation aux dérivées partielles n’exprime autre chose que le principe de HUuy-
GENS pour cette méme propagation. Malheureusement, dans la plupart des exposés
modernes ces conceptions si puissantes et si fécondes se trouvent dépouillées du ma-
gnifique vétement intuitif que leur avait donné [William] HAMILTON, et qu’on laisse
aujourd’hui de c6té comme un accessoire superflu, au profit d’'une exposition plus
terne de I’enchainement analytique de la théorie. » [45] et [46] (bibliographie p. 261)

1. « La beauté pourrait-elle, mon seigneur, avoir meilleur commerce avec I’honéteté ? »
1. L’extension en configuration est ’espace des coordonnées généralisées, en anglais configuration space.
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A T'instar d’Erwin SCHRODINGER, nous considérons 1’équation de HAMILTON-JACOBI comme
point de départ afin d’établir 'esquisse du passage & la mécanique ondulatoire, p. 201 :

(5.7.4) %—f(q,t) + H(q,VS,t) =0,

ou S est 'action du systéme.

Nous nous intéressons aux systémes conservatifs et nous pouvons écrire que le hamiltonien
ne dépend plus explicitement du temps. La dépendance de I'action vis-a-vis du temps est alors
extrémement simplifiée :

S(q,t) =W(q) — Et, (6.1.1)

ol E est une constante d’intégration qui représente I’énergie du systéme. Cela permet de réduire
I’équation de HAMILTON-JACOBI & une forme plus simple :

H(q,VS,t) = E, (6.1.2)

puisqu’en dérivant ’équation (6.1.1) nous avons

a@—f(q,t) =—F. (6.1.3)

Le hamiltonien est exprimé & partir des énergies du systéme 2
H(q,VS,t) =T(q,VS)+V(qg), (6.1.5)

ou T est I'énergie cinétique et V est I'énergie potentielle. Nous pouvons maintenant donner
une signification géométrique en considérant ’extension en configuration comme un espace mé-
trique non euclidien dont la métrique est définie & partir de I’énergie cinétique. Ainsi la distance
infinitésimale est posée :

. N i
ds* = 2T(q,¢)dt* et T(q,q) = §Mij(q)q ¢, (6.1.6)

ou M;; représente la métrique de I'extension en configuration. Avec la métrique, et comme nous
I’avons présenté au chapitre 5 dans la section 5.4 p. 191, nous pouvons passer des vitesses aux
impulsions avec
Di = Mijq] et q.l = M,Lkpk, (617)
et I’énergie cinétique devient
1

T = éMikpipk. (6.1.8)

2. Pour conserver une plus grande généralité, il faudrait écrire le hamiltonien avec les énergies cinétique et
potentielle effectives précisées respectivement dans la définition 15 p. 193 et dans le théoréme 30, équation (5.6.17)
p- 200 :

H(q,VS,t) = Tet(q,VS) + Verr (¢, V.S), (6.1.4)

mais afin de conserver la proximité avec le texte d’origine de SCHRODINGER, nous continuons & utiliser 7" & la
place de Teg et V' & la place de Vig.
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Comme l'impulsion s’identifie & la dérivée covariante de 'action, p. 201,

(5.7.2) V.S = p;,
nous avons ]
T = évis VS, (6.1.9)
qui n’est autre que le carré de la norme de la dérivée covariante de 'action
T= % H?’S i (6.1.10)
Nous réécrivons I'équation de HAMILTON-JACOBI sous la forme
%H?S _E-v (6.1.11)

et nous lui donnons pour finir une forme similaire a I’équation eikonale de l'optique géométrique

H?SH — V2(E-V). (6.1.12)

Dans sa thése soutenue en 1924, Louis DE BROGLIE réalisa I’'identification du principe de moindre
action de la mécanique avec le principe de FERMAT de l'optique. Et il utilisa le rapprochement
effectué par HAMILTON entre 'optique géométrique et I'optique ondulatoire pour forger la dua-
lité onde-corpuscule (voir par exemple [48] bibliographie p. 261). C’est dans ce mouvement
qu’Erwin SCHRODINGER proposa alors d’interpréter cette forme eikonale donnée & ’équation de
HAMILTON-JACOBI pour affermir davantage la dualité onde-corpuscule et aboutir a ’équation
d’onde de la mécanique en train de devenir ondulatoire.

« Admettons qu’on ait trouvé une |action S| qui satisfasse a [la condition de conser-
vativité du systéme|. On peut en donner une représentation intuitive pour un instant
déterminé ¢, en tragant dans [l’extension en configuration| ’ensemble des surfaces
[d’isoaction]|, et en attachant a chacune d’elles la valeur de [S]| qui lui correspond.

Dans ces conditions 1'équation [précédente| nous fournit [...] une régle précise pour
construire successivement toutes les surfaces et trouver les |valeurs de S| qui leur
correspondent, en partant de 1'une quelconque d’entre elles et en supposant don-
nées, uniquement cette surface initiale et la valeur de [S] correspondante. De plus
[ces seules| données indispensables |...| peuvent étre choisies d'une fagon absolument
arbitraire. |...| Le procédé de construction épuise donc le contenu de 1’équation dif-
férentielle : en effet, on peut aboutir & n’importe quelle solution de cette équation
pourvu qu’on choisisse convenablement la surface initiale et la valeur de [S] de départ.
[...] Soit donc une surface arbitraire donnée et soit Wy la valeur qui lui correspond.
Pour obtenir la surface correspondant a la valeur Wy+4dW, choisissons arbitrairement
un coté positif de la surface donnée, menons la normale en chacun de ses points et
portons le long de cette normale (en tenant compte du signe de dWW) la longueur?

_ ~ 1.1
[9s] = [¥w] ~ (6:1.13)
alors

% ~ AE V). (6.1.14)
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dW

(= — (6.1.15)

VAE-V)

Les points ainsi obtenus décrivent la surface Wy + dW. En procédant de la sorte, on
peut construire I'une aprés 'autre tout ’ensemble des surfaces [d’isoaction] cherchées,
des deux cotés de la surface initiale.

Cette construction peut se faire de deux maniéres différentes parce qu’on aurait pu
choisir au début 'autre coté de la surface comme coté positif. Cependant une fois
la construction commencée cette ambiguité disparait, c’est-a-dire qu’on n’a plus le
droit [...] de choisir arbitrairement le signe des cotés de la surface a laquelle on vient
d’aboutir; en effet, cela impliquerait une discontinuité de la dérivée premiére de
[action S]. D’ailleurs les deux suites de surfaces qu’on rencontre dans ces deux cas
sont évidemment identiques : seules les valeurs de [l’action S| qui leurs sont attachées
varient en sens [opposé|.

Considérons maintenant la variation extrémement simple de [action]| S avec le
temps. L’équation |de conservation de I’énergie| nous apprend que la répartition des
[isoactions S| est représentée par la méme suite de surfaces quel que soit 'instant
postérieur (ou antérieur) |...| considéré; la seule différence consiste en ce qu'il faut
attribuer aux surfaces individuelles d’autres valeurs [de S| : pour préciser, la surface
ayant eu [a la date t| la valeur [S] a, [a la date| £+, la valeur [S — Et/|. Les valeurs de
[S] se déplacent pour ainsi dire d’une surface a I’autre, suivant une loi simple et bien
définie, dans le sens des |S| croissantes si E est positive. Mais au lieu de cela nous
pouvons imaginer que ce sont les surfaces elles-mémes qui se déplacent, en se défor-
mant pour prendre I'aspect et la place de celles qui suivent, et en transportant avec
elles leur valeur de [S]. La loi du mouvement des surfaces peut s’obtenir en écrivant
par exemple que la surface Wy doit occuper [a la date| t 4+ dt¢ la place ou se trouvait
la surface [W, + Et a la date| ¢. Cette condition est satisfaite d’aprés [’équation
précédente], si chacun des points de la surface W se déplace sur la normale positive
a celle-ci d’'une quantité

Edt
dl = ———. (6.1.16)
2(E—-V)
PROPOSITION 15 : CELERITE DES ONDES
En d’autres termes le mouvement des surfaces se poursuit a une vitesse normale
d/ E

NG

qui n’est fonction que des coordonnées [puisque E est une constante du mouvement.

On voit maintenant que notre ensemble de surfaces [d’isoaction| peut étre considéré
comme un ensemble de surfaces d’ondes progressives dans [I’extension en configura-
tion|, qui restent les mémes au cours du temps et dont la valeur de la vitesse de phase
en chaque point est donnée par [I’équation précédente]. |...| [Les| < rayons», c’est-a-
dire les [courbes| orthogonales [aux| surfaces d’ondes, coincident avec les trajectoires
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du systéme pour I'énergie F ; ce résultat concorde avec celui qu’on déduit du systeme
bien connu d’équations

oS
_ 9 6.1.18
Pr o ( )
et suivant lequel a partir de toute |action| donnée, on peut déduire une suite de
trajectoires du systéme [...]. [...]| Mais [...] on peut dire que I'ensemble des surfaces

d’ondes n’est relié que d'une fagon trés lache au mouvement mécanique lui-méme,
parce que le point représentatif du systéme mécanique ne se meut pas le long du
rayon avec la vitesse de propagation u des ondes, mais au contraire, avec une vitesse
proportionnelle & X (si £ demeure constante).

Cette vitesse peut s’obtenir directement a partir de [I'énergie cinétique] :

vz%z\/ﬁ:\Q(E—V):%. (6.1.19)

Le désaccord entre le mouvement du point représentatif et la propagation des ondes
est évident. On le lit d’abord sur p, = % : la vitesse du point est grande la ou les
surfaces [d’isoaction S| sont trés rapprochées les unes des autres, donc ot u est trés
petite. Ensuite, on peut le déduire de la signification de [S], qui est I'intégrale |du
lagrangien| par rapport au temps : |S] varie évidemment pendant le mouvement sur
une durée dt de Ldt = (T — V) dt, donc le point représentatif ne peut pas rester
en contact d’une fagon permanente avec la méme surface [d’isoaction S|. Tout cela
explique pourquoi notre analogie ne fait intervenir aucune des notions importantes
de la théorie des ondes, comme par exemple les amplitudes, la longueur d’onde,
la fréquence, ou d’une facon tout a fait générale, la forme de 'onde : toutes ces
grandeurs n’ont pas d’analogue mécanique. Quant a la fonction d’onde elle-méme,
on n’en parle méme pas; |'action S| représente la phase des ondes |puisque qu’un
front est une surface d’isophase| — signification qui reste d’ailleurs un peu vague a
cause de l'incertitude ou l'on se trouve quant a la forme de celles-ci. » [45] et [46]
(bibliographie p. 261)

Erwin SCHRODINGER considéra que l’analogie que nous venons de rappeler entre la théorie
des ondes et celle de la mécanique classique constituait un cadre adéquat au développement
d’une mécanique ondulatoire.

6.2 La mécanique ondulatoire

OMME NOUS venons de le voir, 'action S nous donne la phase des ondes dans I’extension en
C configuration ou, plus exactement, la phase ¢ (lettre grecque sigma finale) est proportionnelle
a 'action

¢ox S (6.2.1)

Avec I'analyse dimensionnelle nous constatons que

dim¢=1 et dimS =dimh=ML*T". (6.2.2)
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PROPOSITION 16 : PHASE DES ONDES
Afin de respecter la congruence géométrique usuelle des phases, nous proposons d’exprimer la

phase

¢ = 2n§ = % (6.2.3)

Nous donnons maintenant chair a ces ondes dans l’extension en configuration en exprimant
leur amplitude ¢ aux fronts d’onde qui sont les surfaces d’isoaction. Cela constitue les prémisses
de la mécanique ondulatoire qu'Erwin SCHRODINGER bétit ensuite (voir [45], [47] et [49] biblio-
graphie p. 261), comme nous allons 'exposer. Pour cela, nous considérons une amplitude avec
une forme sinusoidale sachant que ’analyse de Joseph FOURIER permet ensuite de considérer
toute autre forme. Ainsi nous écrivons

e LLAC)
1

P oce = ef = e ihlein (6.2.4)

PROPOSITION 17 : FREQUENCE DES ONDES
Nous déduisons alors naturellement la fréquence de ces ondes et leur pulsation :

E E
V=1 et W= (6.2.5)

La fréquence des ondes dans ’extension en configuration est donc proportionnelle a I’énergie du
systéme. Comme pour toute onde, la longueur d’onde A est la distance parcourue par un front
d’onde a la célérité u pendant la durée d’une période % donc

B E B h
CWR(E-V) 2w —V)

Cependant aucune équation d’onde n’a été écrite pour le moment, ou n’a été déduite de la théorie
de la mécanique classique.

(6.2.6)

LU
1%

PROPOSITION 18 : EQUATION DE PROPAGATION DES ONDES
Erwin SCHRODINGER postula la forme bien connue de ’équation de Jean Le Rond D’ALEMBERT
en prenant la vitesse u précédemment proposée pour la célérité

1 9%

~ 5 =0. (6.2.7)

Alors, étant donnée la forme précédente de 1), nous avons

a2w EQ
et avec 'expression de la célérité
E
U= —F—, (6.2.9)
2(FE-V)
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nous obtenons

2(E—-V)
Ay + T@D =0 (6.2.10)
ou, dans une forme presque plus habituelle,
h2
—?Azb + Vi = E. (6.2.11)

Cependant cette équation ne satisfit pas entiérement Erwin SCHRODINGER car elle ne permet
pas de répondre aux situations ou I'énergie potentielle dépend explicitement du temps, sans
parler d'une éventuelle dépendance vis-a-vis des vitesses. Il souhaita 1’étendre aux systémes non
conservatifs. La forme sinusoidale ne peut plus convenir et il proposa a la place de considérer
plus primitivement et de maniére ad hoc la relation

a2w _ EQ

=~ (6.2.12)

avec laquelle nous éliminons 4 I'intervention explicite de 1'énergie E dans I’équation de D’ ALEM-

4. A partir de I’équation de D’ ALEMBERT, p. 228,

1 0%y
(6.2.7) Ap— 552 =0

et de 'expression de la célérité donnée dans la proposition 15 p. 226

as E
(6.1.17) w=— =

&t~ JAE-V)

2(E —V) 0%y 2V0%p  20%

E2 912 E? 02 E o2
Alors la relation ad hoc (6.2.12) nous permet de réécrire le deuxiéme terme du membre de gauche de cette
derniére équation :

nous obtenons

Ay — =0 oubien AyY+ (6.2.13)

2V 024 2V
et I’équation d’onde s’écrit maintenant :
2V 2 0%y . h? h? 9%y
soit encore en introduisant le concept d’opérateur
h? L2 0%y
<2A+V> Y= “Eooe (6.2.16)
Cette équation est élevée au carré
h2 2 h4 a2w 2 h2 82’1/) 321/}
_Z A4V 2o (X)) = 2 X xp2 2~ 6.2.17
( p o >¢ E2<6t2> 2or " e (6:2.17)

et nous utilisons encore la relation ad hoc
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BERT et nous obtenons

h? 0?1
——A+V = —h’——= 6.2.19
( ! ) =12l (6.2.19)
Dans le cas ou V ne dépend pas explicitement du temps, cette équation d’onde admet des
solutions conjuguées correspondant & des énergies opposées. Mais le cas plus général ou V' dépend
explicitement du temps se heurte a la difficulté de 'intervention de termes contenant %‘;, et Erwin
SCHRODINGER renonca a cette équation du quatriéme ordre avec I’espoir de pouvoir y revenir.

Il remarqua que la relation ad hoc du second ordre

a2¢ E2
T 2.2
ot? h? (6:2:20)
aurait tout aussi bien pu étre du premier ordre.
PROPOSITION 19 : RELATIONS AD HOC
Erwin SCHRODINGER proposa que 1’onde respecte les relations
oY iKE
— =+— 6.2.21
“ 0% iFE Oy
i
— =t—— 6.2.22
ot? h Ot ( )
ou FE est a priori dépendante du temps.
Avec ces nouvelles relations, il substitua I’énergie dans I’équation de D’ALEMBERT :
1 0%
————=0 6.2.23
u? Ot? ( )
avec la seconde relation ad hoc (6.2.22)
2(E—-V) iE Oy 20V 0 210y
AYp— ——(+—— ] =0 A+ — 6.2.24
L ( L ot o encore AP E TE o T g0 = (6.2.24)
et avec la premiére relation ad hoc (6.2.21)
21V iE 2i O
Ayt — (+—¢ | =+—— 2.2
4 hE( hd}) h ot’ (6:2.25)
EEA+J/2¢2 — v (6.2.18)
— B) X 8t2 ; L.

d’ou finalement

0?1

h? 2 )
(6.2.19) (—2A+v)¢_—hat2
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ce qui nous conduit a )

—h—Aw +Vy = $iha—¢. (6.2.26)
2 ot
Nous avons la deux équations qui se rassemblent en une seule dans la mesure ot on considére
que v est une grandeur « essentiellement complexe » 5 et que si v est solution de I'une des
deux équations, 1* est solution de 'autre équation. Par conséquent i et ¥* sont deux solutions

linéairement indépendantes d’une unique équation.

PROPOSITION 20 : EQUATION DES ONDES
L’équation des ondes dans I'extension en configuration est ®
. 0P

K2 .
hor = — AU+ Ve (6.2.27)

SCOLIE 8 : BILAN DE LA DEMARCHE HEURISTIQUE
Voyons le chemin parcouru. Nous sommes partis de I’équation de HAMILTON-JACOBI

05 1. .
E +H=0 avec H=Tgzg+ Vg = EMUpipj + ‘/eff, (6228)
soit 95
—— =1 Vegr- 6.2.29
BN f + Veff ( )

Nous avons proposé d’associer ’action a la phase des ondes et de reprendre 1’équation de propaga-
tion des ondes de D’ALEMBERT avec la célérité des ondes suggérée par la mécanique analytique.
Puis nous avons utilisé deux relations ad hoc pour arriver a I’équation de SCHRODINGER :

2
AR R Y (6.2.30)
ot 2
5. Je ne résiste pas a la tentation de reproduire une note ajoutée en 1932 par Erwin SCHRODINGER, qui
montre une fois de plus I'attention de cet homme & dévoiler sa pensée avec ses errements afin d’aider ses
camarades. Je pense qu'une telle attitude est extrémement féconde car comme le dit Evariste GALOIS : « Un
auteur ne nuit jamais tant a ses lecteurs que quand il dissimule une difficulté ».

Erwin SCHRODINGER :

« Les mots < essentiellement complexe » cherchent a dissimuler ici une grande difficulté. Dans son
désir d’envisager a tout prix le phénoméne de propagation des ondes ¥ comme quelque chose de
réel dans le sens classique de ce terme, auteur s’est refusé de reconnaitre franchement que tout le
développement de la théorie mettait de plus en plus clairement en évidence le caractére essentielle-
ment complexe de la fonction d’onde. Et cependant cette fonction est déterminée par une équation
dont les coefficients sont essentiellement complexes! Mais comment le /—1 a-t-il pu s’introduire
dans cette équation ? Une réponse, dont je n’ose indiquer que le sens général, a été donnée a cette
question par un physicien, qui a autrefois quitté I’Autriche, mais qui, malgré de longues années
passées & l'étranger, n’a pas complétement perdu son humeur mordante de Viennois et qui, en
outre, est connu pour sa faculté de trouver le mot juste, d’autant plus qu’il est plus cru. Voici cette
réponse : < Le v/—1 s’est glissé dans I’équation comme quelque chose que nous laissons échapper
par hasard, en éprouvant toutefois un soulagement inappréciable aprés lui avoir donné naissance
involontairement. > ».

6. Plus généralement ’énergie potentielle est I’énergie potentielle effective.
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Sur le plan dimensionnel, I’équation de HAMILTON-JACOBI et celle de SCHRODINGER sont toutes
les deux des équations énergétiques. Mais si I’équation de HAMILTON-JACOBI est une équation
entre grandeurs — %, Tog et Veg — celle de SCHRODINGER est une équation entre opérateurs
— ih% e —%A + Vg — agissant sur I'unique grandeur . Il est alors assez naturel d’effectuer
un rapprochement entre les grandeurs de 1’équation de HAMILTON-JACOBI et les opérateurs de
I’équation de SCHRODINGER. Ainsi nous rapprochons immeédiatement —% de ih%. Considérons
alors un systéme mécanique libre, son énergie potentielle est nulle et son hamiltonien s’identifie
a son énergie cinétique. En méme temps I’équation de SCHRODINGER s’écrit simplement
o h?

, Ll , 2 A RN , .
et nous comprenons que le contenu énergétique de I'opérateur —%A doit étre associé a I’énergie
. ’, . , ”, ’ ’ . ’ 2 . A
cinétique et, plus généralement, le contenu énergétique de 'opérateur —%A + V.g doit étre
associé au hamiltonien. Nous posons donc 'opérateur hamiltonien

~ i A
H =~ A+ Vg (6.2.32)

L’équation de SCHRODINGER est donc écrite plus succinctement

NG
by = Hy. (6.2.33)

Dorénavant cette construction heuristique est placée dans I’Histoire des sciences et nous ajoutons
cette équation comme un nouveau principe de la physique”. Si nous avons consenti & cet ex
cursus dans I'Histoire des sciences, c¢’est pour rappeler que le cadre spatial utilisé par Erwin
SCHRODINGER était déja celui des espaces de RIEMANN. Si I’équation de SCHRODINGER est
couramment utilisée dans un espace euclidien, nous allons, quant & nous, 'utiliser dans son
cadre spatial originel, les espaces de RIEMANN. Ce cadre spatial est par ailleurs utilisé dans

diverses autres branches de la physique comme l'élasticité ou la relativité générale.

La suite des fondements théoriques de la mécanique quantique est désormais bien connue.
En particulier, I'insertion avec la notation de DIRAC de la fonction d’onde (g, t) dans le cadre
spatial des fonctions de carré sommable sur la variété de dimension d munie de la métrique M;;,
c’est-a-dire dans un espace de HILBERT.

PRINCIPE 5 : EQUATION DE SCHRODINGER
L’évolution d'un état |¢(¢)) d'un systéme est régie par I’équation de SCHRODINGER ®

i [o()) = Hlg, 1) [o(t) (6.2.35)

7. Pour voir 'axiomatique précise de la mécanique quantique, nous renvoyons le lecteur au livre de C. COHEN-
TANNOUDJI, B. D1u & F. LaLo# [50] (bibliographie p. 261) au chapitre 3 pp. 211-266.
8. Nous rappelons que I’équation de SCHRODINGER exprimée avec la fonction d’onde s’écrit
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ou l'opérateur hamiltonien H (g,t) est Pobservable associée a I’énergie totale du systéme obtenue
en appliquant les régles de quantification du hamiltonien H(q,t).

Nous devons maintenant préciser les régles de quantification dans le cadre des espaces de
RIEMANN.

6.3 Les régles de quantification

L S’AGIT ici de donner la manceuvre permettant de passer des grandeurs déterminées par leur
I expression classique aux observables correspondantes. Les expressions des grandeurs doivent
étre données en fonction des variables conjuguées, telles que la position et 'impulsion. La quan-
tification consiste & remplacer les variables ¢ et p par leurs opérateurs respectifs ¢ et p dans
I’expression convenablement symétrisée de 1'observable.

PROPOSITION 21 :
L’opérateur ¢ coincide avec la multiplication par ¢, soit

g=ql. (6.3.1)
L’opérateur p entre en coincidence avec la dérivée covariante, soit

p=—ihV. (6.3.2)

La métrique M;; de I’espace de RIEMANN doit encore étre précisée afin de connaitre effectivement
la dérivée covariante. Cela ne peut étre fait a 'intérieur de la mécanique quantique elle-méme. La
forme de la métrique doit étre postulée ou déduite d’une théorie englobante. Comme nous ’avons
annoncé aux chapitres 1 et 3, nous sommes confrontés a une telle situation pour établir ’équation
de SCHRODINGER collective. C’est le tenseur de masse B;; qui sert de métrique, comme nous
allons le voir dans la section 6.5 p. 235. Dans 'annexe Cg p. 257, nous reprenons un exemple
bien connu d’utilisation de I’équation de SCHRODINGER, dont nous montrons le traitement avec
le formalisme des espaces métriques.

Le hamiltonien classique, qu’il va falloir quantifier, s’écrit d’aprés les développements du
chapitre 5 au théoréme 30 p. 200

(5.6.15) H =T + Vesr,
avec l’énergie cinétique effective donnée par la définition 15 p. 193
1. .
(5.6.16) T = §M”pipj,
B X
i ,0) = Hla,00(a: 1), (6.2.34)

mais que la notation de DIRAC avec les kets regroupe toutes les représentations, dont celle de la fonction d’onde,
et que le ket ne dépend plus des variables ¢* mais uniquement du temps, ce qui justifie 'usage des d droits pour
la dérivée du ket.
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et I'énergie potentielle effective définie dans le théoréme 30 p. 200
(5617) ‘/eff =V+ ‘/ten

et I'énergie potentielle tenseur donnée a la définition 17 p. 194

1. .0V oV
5431 Ven - —MU%%.
( ) ' 2 0q' 0¢7
Dans l'état actuel, en I'absence d’expression de l’énergie potentielle, seule 1’énergie cinétique
effective peut étre quantifiée en utilisant la nullité de la dérivée covariante dans le théoréme 25
p. 188, vue au chapitre 5, et la proposition 21 p. 233 sur la quantification :

. 1o ih .. . n? h?

Teff = §M]pipj = —EMJVi(—lhv]‘) = —;MJVZ(V]) == —?A (633)
La question de l'ordre des opérateurs dans l'expression de l'énergie cinétique est traitée dans
I’annexe Ag p. 245. L’opérateur hamiltonien prend donc la forme

2

h N
H = —?A + Ve, (6.3.4)

avec l'expression du laplacien dans un espace de RIEMANN donnée dans I’équation (5.3.23) du
théoréeme 26 p. 188 en remplacant g par M :

M MFE— 2MIENM* OM,, O 02
A = M M —— (6.3.5)
2 oq* Oq¢i 0q'0q?

La quantification de 1’énergie potentielle va étre abordée dans la section 6.5 p. 235.

SCOLIE 9 : LA DOUBLE NATURE INTRINSEQUE DE L’EQUATION DE SCHRODINGER

La nature intrinséque de ’équation de SCHRODINGER dans l'espace de HILBERT est marquée
avec la notation de DIRAC. Ainsi I'état |1)(t)) peut étre exprimé par exemple avec la fonction
d’onde 1(q, t) dans la représentation |q) ou avec la transformée de FOURIER de la fonction d’onde
1(p,t) dans la représentation |p). L’équation de SCHRODINGER s’écrit intrinséquement, p. 232,

. d A
(6.2.35) ihe [¥(t) = H [4(t))

et I'utilisation d’une dérivée totale par rapport au temps au lieu d’une dérivée partielle est aussi la
signature de cette nature intrinséque. Par ailleurs, a I'intérieur de la représentation |g), ’équation
de SCHRODINGER bénéficie du caractére intrinséque vis-a-vis du choix des coordonnées ¢*. C’est
la raison pour laquelle 'opérateur p s’exprime avec la dérivée covariante dans la représentation
lg). T1 est d’ailleurs possible que le changement de coordonnées de ¢' en ' soit associé a un
changement de représentation de |¢) en |g) et qu’ainsi les deux caractéres intrinséques se trouvent
réunis en un seul. Il faudrait approfondir cette question.

Cependant nous devons encore parler du calcul des probabilités et de la réalisation d’une
observable, car elles utilisent le calcul intégral dans un espace de RIEMANN.
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6.4 La densité de probabilité et la réalisation d’une obser-
vable

"AXIOMATIQUE DE la physique quantique définit le calcul des probabilités de réalisation d'une
mesure par des intégrales sur '’hypervolume de I’espace de RIEMANN. Comme nous ’avons vu
avec le théoréme 24 p. 187, I’élément différentiel d’hypervolume dV est un scalaire qui s’exprime
a partir du produit des éléments différentiels linéaires dg’, dV = Hle dq’, et de la densité de

métrique v M
dV =dVv M. (6.4.1)

Le calcul intégral utilisé habituellement en mécanique quantique est donc légérement modifié.

THEOREME 32 :

Pour la réalisation d’une observable O dans un espace de RIEMANN, dont la densité de métrique
est v M, nous avons

(@O J¢) = /chb*@b = /de/M¢*O¢, (6.4.2)

et pour la normalisation de la densité de probabilité

(Wl = / V] = / VAT [ (6.43)

En fait, nous pouvons définir deux densités de probabilités

_d@l)
qui est un scalaire, ou bien
d
p= w = VM |y)?, (6.4.5)

qui est le produit du scalaire précédent avec la densité de métrique v/ M, un pseudoscalaire
orienté de poids w = 1 d’aprés le théoréme 24 p. 187. La densité de probabilité p est donc
elle aussi un pseudoscalaire orienté de poids w = 1. Nous choisissons d’utiliser cette derniére
densité, car elle est définie avec le produit des éléments différentiels linéaires, dV = Hle dqt.
Cet élément différentiel est plus intuitif a utiliser que 1’élément différentiel d’hypervolume dV,
qui tient compte de la métrique. Le choix de I'une ou de 'autre des deux densités est un choix
de commodité qui n’affecte en rien la définition des probabilités. D’ailleurs les deux densités
existent simultanément et on peut facilement passer de I'une a 'autre.

Nous allons maintenant montrer dans quel contexte nous utilisons toute cette complication
des espaces de RIEMANN.

6.5 Etablissement de I’équation de SCHRODINGER collective

NOUS SOMMES maintenant parés pour nous plonger dans l'espace collectif dont nous avons
vu un cadre mathématique capable de rendre compte des propriétés physiques que nous
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avons mises a jour au chapitre 1. Nous avons vu les expressions classiques des énergies du noyon,
I’énergie potentielle donnée au théoréme 2 p. 30

V(g 1) = &olq) (6.5.1)
et ’énergie cinétique donnée au théoréme 4 p. 31

T . 1 e
T(q,4;7) = 5Bmed™q". (6.5.2)

Afin de recouvrir I'expression de I’énergie cinétique en fonction de la norme de la vitesse

_ 1 /dsV

nous sommes obligés d’introduire la notion de distance dans l’espace collectif.

PROPOSITION 22 :

Le tenseur de masse B,,, donné a la définition 2 p. 31 ou au théoréme 19 p. 123 ou au corollaire 5
p. 125 est la métrique de ’espace collectif de dimension d. La distance dans ’espace collectif est
définie comme

(ds)* = Bye(g; 7)dq™dg". (6.5.4)

Nous pouvons vérifier rapidement que le tenseur de masse est hermitique? :
Bom(q:7) = Bpla; 7). (6.5.8)

Il faut aussi nous assurer que 1’énergie cinétique est bien toujours positive. Pour cela, il suffit
d’appliquer le critére de SYLVESTER et de vérifier que les mineurs principaux dominants!'® de
la matrice du tenseur, dont le déterminant, sont bien tous positifs. L’hermiticité assure que la
distance et 1’énergie cinétique sont bien des nombres réels, mais le critére de SYLVESTER les
impose comme nombres réels positifs. Dit autrement, la diagonalisation de la matrice associée
au tenseur de masse conduit a des valeurs propres réelles grace a 1’hermiticité, mais qui sont
aussi toutes positives.

9.
2yn yk* & NOj (q; T) 0 0 *
Bie(q;7) = 207Dy, Dy Z &(a) - ola) (¥ (a)l o [Po(q)) (¥;(q)] o [Po(q)) (6.5.5)
et en jouant sur les indices muets

N* o
Bo(a7) = 20D§DY Y D (0] 5 190(0) (90 5 1¥o0)’ (6:5.6)

N* .
S LY D )] 5 @) (4@ gz o). (657

10. Un mineur principal dominant d’ordre n est le déterminant d’une sous-matrice obtenue en supprimant d —n
lignes et colonnes de mémes indices. Le déterminant B est le mineur principal dominant d’ordre d.

236



Désormais nous sommes en mesure de définir le lagrangien du noyon, puis son impulsion et
son hamiltonien afin de procéder a la quantification, pour finir par boucler la boucle en obtenant
I’évolution collective ¢(t) et peut-étre d’autres propriétés intéressantes. Le lagrangien du noyon
est

L(q,¢;7) =T(q,¢;7) — &ol(q)- (6.5.9)
Puisque 1’énergie potentielle est purement locale (indépendante de ¢), ’équation (5.4.23) p. 193
montre que la quantité de mouvement spécifiée avec la définition 14 p. 192 coincide avec 1'im-
pulsion donnée a la définition 8 p. 180 et, avec cette définition 8 et I’équation (6.5.2) p. 236,
NOUS avons

oL  oT
m = —— = — = B, 6.5.10
p agm  9gm eq ( )
relation qui s’inverse en
"™ = B™p,. (6.5.11)

Nous pouvons par conséquent définir convenablement le hamiltonien du noyon, ou hamiltonien
collectif :

H(q,p;7) = —L(q: 4 7) + pmd™ (6.5.12)
= 2 Budg; )" E + Enla) + pod” (65.13)
= —%pmq'm + &(q) + pmd™ (6.5.14)
= %pmq"" + &) (6.5.15)
= %B’“pmm + &(q). (6.5.16)

Alors en utilisant les régles de quantification précisées dans la section 6.3, nous remplacons
dans ’expression du hamiltonien défini classiquement, qui ne nécessite pas ici d’étre convena-
blement symétrisé !, les grandeurs ¢™ et p,, par les observables respectives ¢ et p,,. Avec la
représentation spatiale, I’expression de ces opérateurs est

q" = q™ (6.5.17)

et
DPm = —ihV,,. (6.5.18)

L’état quantique du noyon |Y(t)) est associé a sa fonction d’onde Y(g,t). Nous obtenons 1'opé-
rateur hamiltonien qui entre dans I’équation de SCHRODINGER du noyon :
A h2

R h? R
H = = BNV + &)1 = — A+ &(a)T, (6.5.19)

et dans un espace métrique nous pouvons utiliser ’expression du laplacien donnée dans I’équation
(5.3.23) du théoréme 26 p. 188 en remplagant g par B, ou I’équation (6.3.5) p. 234 en remplacant
M par B
B™ Bk —2B%B™ 9B, 0 0?
- TSRy 5 (6.5.20)
2 oq™ dq* 0qm0q"

11. La question de la symétrisation est traitée dans 'annexe Ag p. 245.

A
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L’équation de SCHRODINGER collective est

d

A (L) =iho [T()), (6.5.21)
ou bien
h? BBk — 2B% Bmi 9B, OY R, 0P oY
__ - — —B™ t T(q,t) =ih—(q,t
(6.5.22)

qui nous permet de connaitre enfin 'évolution adiabatique de ¢(¢) en tant que valeur moyenne
de I'observable position ¢. Il ne s’agit pas d’une valeur moyenne au sens temporel, mais au sens
des probabilités.

THEOREME 33 : LOI D’EVOLUTION MOYENNE DES COORDONNEES COLLECTIVES

(@ @&7) = (TO)]q|T()) = /Olq1 ~dg* /B(g;7) T (¢, 1)L (q. 1). (6.5.23)

La valeur moyenne (g) dépend du temps et de la granularité du temps collectif. Avant la quan-
tification, ¢ dépend explicitement du temps. A la grandeur classique ¢(t) correspond I'opérateur
hermitique ¢ indépendant du temps. La dépendance temporelle de ¢ est reportée dans 1'état
quantique |Y(¢)) puis dans (q)(t; 7).

L’énergie potentielle du noyon ne dépend pas explicitement du temps. Subséquemment le
noyon est un systéme conservatif, ce qui nous simplifie beaucoup la résolution de son équation
de SCHRODINGER.

PROPOSITION 23 : EVOLUTION ADIABATIQUE ET STATIONNAIRE
Nous proposons de considérer les évolutions adiabatiques et stationnaires. Dans ce cas nous sa-
vons que la solution de I’équation de SCHRODINGER précédente est obtenue comme combinaison

linéaire
T(8) =D Cul(t)[Tx) (6.5.24)
k
des solutions de I’équation de SCHRODINGER collective stationnaire
Ty = & T . (6.5.25)
Les coefficients de la combinaison linéaire étant donnés par :

. &y
C(t) =Cle 7 (6.5.26)

C’est cette équation qu’il convient maintenant de résoudre par voie numérique. C’est ’objet
de la section suivante.
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6.6 Résolution de I’équation de SCHRODINGER collective

'EST LE programme SE_COL, écrit par nos soins, qui est chargé d’effectuer cette résolution
C numérique. Toute équation de SCHRODINGER est une équation aux dérivées partielles dont
I’étude et la résolution fondent toute une partie extrémement vaste des mathématiques. C’est un
probléme ardu, tant formellement que numériquement. Pour faciliter la résolution numérique,
nous remplagons la résolution de cette équation aux dérivées partielles par la diagonalisation
d’une matrice. Pour cela nous utilisons les propriétés de 'algébre linéaire que nous offre 1'es-
pace de HILBERT dans lequel se trouve toute solution de 1’équation de SCHRODINGER. Nous
considérons une base de HILBERT, infinie, de cet espace de dimension infinie, constituée par
les fonctions d’onde |®,,,. ,,) solutions de l'oscillateur harmonique anisotrope a d dimensions, d
étant la dimension de I'extension en configuration, I'espace des variables collectives ¢* ou M.
Cette base, dont nous allons expliciter les fonctions un peu plus loin, est orthonormée dans un
espace euclidien mais ne ’est plus dans I’espace métrique dans lequel nous sommes plongés :

(@,

(nf..n})
npng) = Ol - (6.6.1)

Une solution |Yy) de l'équation de SCHRODINGER (6.5.25) p. 238 se décompose sur cette
base :

Ty = Y A" Dy ) (6.6.2)
ni...ng

et en effectuant un produit scalaire au sens de DIRAC de 'équation de SCHRODINGER (6.5.25)
avec la fonction de base }‘I)n’l -~~"ﬁi>’ Nous avons

o0 oo
Z Aﬂ((m...nd) <(I)n’1n£i nl...nd> _ @@k Z Aﬂ((nl...nd) <(I)n,1 ! (I)m...nd>- (6.6.3)
ni...nqg ni...ngq
En posant
(n}...n))
Hinsndy = (Priet| [ Bnyna) (6.6.4)
nous pouvons écrire
— (n}..n! (n1..n ny..n’) ((ni..n
Z jﬁml ndo)l 'A ! = & Z ﬁ(nll nj ’A ! <6'6'5)
ni...nq ni...nqg
Les deux d-uplets (nq,...,nq) et (nf,...,n,) sont associés respectivement aux deux entiers na-
turels n et n’ par une bijection de type lexicographique. Ainsi
(n}..n’ n _ o(nj..nl) n __ A(mi..ng)
A = A, nd‘;, Oy =0, et A=A, (6.6.6)
et I’équation (6.6.5) devient
N ATA =8 OVAL on HA = EO A, (6.6.7)
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qui est I’équation d’un probléme généralisé aux valeurs propres pour les matrices 7 et 0. Les
vecteurs propres sont les Ay associés aux valeurs propres &;. Il ne reste plus qu’a calculer les
éléments de matrice ji”” et ﬁ,’j, et a effectuer la diagonalisation généralisée. La maniére de

calculer les éléments de matrice a été donnée dans la section 6.4 p. 235, et pour cela nous devons
maintenant expliciter les fonctions de base.

Ces fonctions de base sont solutions de I’équation de SCHRODINGER de 'oscillateur harmo-
nique anisotrope de dimension d dans un espace euclidien tangent a I’extension en configuration,
dont le hamiltonien est

<}f?ho_ _h2 :

! 82+1ZC-(i—i)2 (6.6.8)
2 — mlanQ 2 - i\d QQq . .0.

En effectuant le changement de variable

5i = 51((]2 - Qéq>7 (669)

Ci ; m;w;
=4/= et [ = 6.1
Vo, 7 - (6.6.10)

nous ramenons ce hamiltonien sous une forme canonique dont les fonctions propres sont parfai-
tement connues :

avec

d
S ho hwl 82 2
A=y (_agi2+§ ) (6.6.11)

=1

Dans l'espace euclidien tangent, la métrique est
Bzhjo(qla .. ’qd) = m;d;; et Bho(ql, - ,qd) = H m;. (6.6.12)

Les solutions propres de ce hamiltonien sont

d e

1 dy _ O
B,y (€ ,...,5>—21:I1Hni (@W,

ou les fonctions Hqﬁ‘j) (¢") sont les polynomes de HERMITE normalisés. Le calcul des éléments de
matrice est maintenant explicite en posant g(£!,...,£%) = B(¢', ..., ¢%) :

(6.6.13)

5"2

27 = [ det. . dedg(et, .. €d) H D) %” HO(E) 6.6.14

"= § &) | | (€h)° — | | (&) T ( )

o / de' .. det \/g(er, ... €9) |d| H<9>(gi)H<0>(gi)£. (6.6.15)
T Mg

Nous l'effectuons avec la méthode de quadrature de GAUSS-HERMITE. Il reste a trouver le
meilleur oscillateur harmonique anisotrope afin de pouvoir tronquer la somme infinie sur la base
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de maniére raisonnable, et ainsi, de pouvoir demander le calcul & un ordinateur. Nous disposons
de 2d parametres ajustables, les d masses m; et les d raideurs C;. Cependant il faut étre conscient
que le caractére non euclidien de ’espace collectif rend la convergence des méthodes d’intégration
plus délicates, et nous sommes limités dans le nombre de dimensions utilisables (limités en
pratique & quatre dimensions). Pour nous assurer que la méthode d’intégration est correctement
programmeée, nous avons programmé le calcul de deux maniéres formellement équivalentes en
utilisant deux formes du laplacien qui intervient dans I’énergie cinétique, et rend le calcul trés
délicat. Ces deux formes du laplacien sont, d’une part,

B B Bkt _ 9 Bit ik OBy Of L B 32f
n 2 0q' O¢’ 0qiogi’

Af (6.6.16)

et d’autre part,
1 0

_ ;01
ar= e (VBBISL).

Le tableau 6.1 résume les plus grands écarts entre les éléments de matrice obtenus par chacune
des deux méthodes, qui sont de I'ordre de 1 x 107'* en écart relatif. Nous avons donc des calculs
limités par la précision de la machine.

(6.6.17)

Indice m | Indice n | T;,, par la premiére forme | 7,, par la seconde forme Ecart relatif
22 7 0,518 049998 334 507 2 —0,5180499983345073 | —2,1431 x 10714
28 7 0,537479799 998 262 2 0,537479799 998 262 3 —2,0656 x 10~
34 7 —0,5411071734295337 —0,5411071734295338 | —2,0518 x 10714
21 8 —0,520 199080 455 366 6 —0,520199 0804553667 | —2,1342 x 10714
27 8 0,539069 312152669 0 0,539069312 152669 1 —2,0595 x 10714
33 8 —0,542342798 186634 7 —0,5423427981866348 | —2,0471 x 10714
28 13 —0,527194 565 561 964 9 —0,527194 5655619650 | —2,1059 x 10714
34 13 0,540 147033829999 1 0,540 147033 829 999 2 —2,0554 x 10714
21 14 0,500232374961 5770 0,500232374961 5771 —2,2194 x 104
27 14 —0,5344524375773446 | —0,5344524375773447 | —2,0773 x 10714
33 14 0,546 869 547 520 556 1 0,546 869 547 520 556 2 —2,0301 x 10~
33 20 —0,502 130726 603 265 3 —0,502130726 6032654 | —2,2110 x 10714

Tableau 6.1 — Comparaison d’éléments de matrice de ’énergie cinétique par deux voies d’inté-
gration différentes

Nous nous assurons également de la validité de la résolution numérique par une confrontation
a une résolution analytique dans un cas a une dimension qui le permet. Dans une situation a
une dimension, 1'équation de SCHRODINGER collective (6.5.25) p. 238 devient, conformément a
I’équation (Ag.12) p. 246,

1 dYyg

h? d
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Les détails pour obtenir une résolution analytique sont donnés dans I’annexe Bg p. 251 et nous
I’avons appliquée au cas

A? Q?
B(ZL’) = m, 50(1,’) = —Uo m, (6.6.19)
pour lequel
2
? 8A2U, 1 8A20,
=—cr | <k<s |- = (6.
Sk YE (2k+1)++4/1+ = ] pour o\k\Q L+4/1+ = (6.6.20)

Le tableau 6.2 nous permet de comparer les résultats numériques avec les résultats analytiques,
suite a une intégration par la quadrature de GAUSS-HERMITE et & une diagonalisation généra-
lisée. Dans le cas ot Uy = 5,000 MeV, A% = 7,000 h% - MeV~! et Q = 0,3000 il y a huit états
liés, et numériquement, nous trouvons six états liés pour une base tronquée a douze polynoémes
de HERMITE, avec soixante-dix noeuds de GAUSS pour une base d’oscillateur harmonique de
raideur C' = 40,00 MeV et de masse M = 77,78 h?- MeV~!. Les résultats obtenus sont trés

Indice k | & analytique / MeV | & numérique / MeV | Ecart relatif / %
0 4437 4,437 0,000
1 —3.383 3,382 0,006
2 —2471 —2,469 —0,083
3 —1,702 —1,684 —1,055
4 —1,0762 —0,9268 —13,88
5 —0,5931 —0,1832 68,68

Tableau 6.2 — Comparaison des énergies analytiques et numériques

probants pour les premiers états liés, avec une erreur relative de 'ordre de 0,1 %. Pour les états
presque libres, la précision absolue reste acceptable mais, évidemment, ’erreur relative s’aggrave
puisque la valeur exacte, qui s’approche de zéro, intervient au dénominateur de cette derniére.
Dans une situation réelle, non résoluble analytiquement, nous connaissons le tenseur de masse
et I’énergie potentielle collective sur un maillage régulier de I'espace collectif, et il faut procéder
a une interpolation pour obtenir leurs valeurs aux nocuds de GAUSS. Cette interpolation peut
étre une source nouvelle d’erreur et doit étre rigoureusement controlée.

Notre intérét est maintenant de choisir des dimensions en rapport avec les symétries utilisées
actuellement, as?, an?, a3’, et celles en rapport avec les symétries de haut rang, as? pour le
tétraédre, ou as® et au* lié & ay® pour loctaédre et le cube, ou encore ag’ et o’ lié & ag”
pour l'icosaédre et le dodécaedre. Pour le moment, le plus simple est d’étudier ce qui se produit
dans 'espace {OZQO, as?, oY, a32} afin de déterminer la déformation et donc la symétrie la plus
probable d’un noyau, et aussi de voir quelle est 1’évolution de la forme en calculant

(o) (t; 1) = (Y (H)] @' |Y(t)) pour ayt e {0(20,0422,0430,0(32}. (6.6.21)
La programmation de ces calculs est en cours et doit donner lieu & des publications.

Ce travail, certes encore inachevé, est arrivé a un point ot nous devons conclure.
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Annexes du chapitre 6
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Annexe Ag

Les équations de SCHRODINGER dont la mas-
se dépend de la position

Nous avons établi I’'équation de SCHRODINGER dans son cadre spatial originel, les espaces de
RIEMANN. Les régles de quantification données dans la proposition 21 p. 233 sont

ou le symbole V; représente la dérivée covariante. Cette dérivée covariante n’est pas la dérivée

partielle £i et son expression dépend de ce a quoi elle s’applique.

Avec les regles de quantification nous sommes arrivés a l'expression de 1’énergie cinétique

1

T—T= 5 M Pid;, (Aq.2)
qui devient finalement
T = —E;A, (Ag.3)
avec
A= \/Lﬁa% (\/MM” a%‘) (Ag.4)
et

M = det Mzg <A65)
Si nous considérons, pour simplifier, un espace a une seule dimension, alors nous avons

r =, (Ag.6)

et nous avons les égalités ot nous conservons la notation en indice pour une raison qui va
apparaitre un peu plus loin :

iy 1
M”EMllngx:M (AGS)
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1 0 1 0
A= — — Ag.9
mais par contre les égalités dans (Ag.7) et (Ag.8) ne sont absolument pas des identités :
M"Y # — Ag.11
z L (A1)

car, bien que le tenseur de masse M;; ne soit constitué que d’un seul nombre, en I'occurrence
M., qui se trouve étre égal numériquement a M, M;; conserve son statut de tenseur deux fois
covariant. Dans ce cas unidimensionnel, I’équation de SCHRODINGER s’écrit

.ha\lf Wz 1 0 1 ov
ih— = —— — —
ot 2 /M Ox \\/M Ox
L’équation de SCHRODINGER, dans sa forme originelle, exhibe donc une masse qui dépend de
la position du systéme dans ’espace. Or, il se trouve qu’une critique est assez naturellement
formulée au sujet de la forme de cette équation : la quantification n’est pas effectuée sur une

forme symétrique de I’énergie cinétique classique. Si nous voulons une expression symétrique, il
faudrait écrire

) LV (Ag.12)

~ 1 .
T - éﬁiM”ﬁj’ (A613)

mais avec la difficulté que opérateur p; agit maintenant aussi sur M.

Par ailleurs, on utilise réguliérement des équations de SCHRODINGER avec une masse dépen-
dante de la position du systéme dans l’espace, en particulier en physique du solide. Dans ce
contexte, ’espace est souvent réduit a une dimension. Dans un excellent article paru en 1995,
Jean-Marc LEVY-LEBLOND fit le point sur les différentes formes de ’équation de SCHRODINGER
dont la masse dépend de la position, et proposa de justifier que la forme symétrique

1
1.3 [51] p. 261 Hgy, = P————P,
(1.3 [51] p ) k 2M(X)
que nous réécrivons dans notre contexte de notation
. 1
T=p—p Ag.14
PazP: (Ag.14)

soit la forme fondamentale de 1’énergie cinétique par rapport & toute autre forme symétrique
s’écrivant

N 1
T = 1 (MpMPpMY + M pMPpM*) avec a+ B+ = —1. (Ag.15)
Jean-Marc LEVY-LEBLOND écarta la forme
N 1
T=—p Ag.16
2Mp ) ( 6 )

qui est celle que nous avons utilisée pour écrire ’équation de SCHRODINGER collective, en arguant
que cette forme n’est pas hermitique puisque p ne commute pas avec M qui dépend de x. Ainsi
donc, plus généralement, I'opérateur covariant que nous avons écrit

A
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ne pourrait pas convenir, puisqu’il présenterait aussitot le symptoéme facheux de ne pas étre une
observable. Avant de montrer comment nous nous sortons de ce mauvais pas, nous devons remar-
quer que dans son article Jean-Marc LEVY-LEBLOND ne précisa pas ’expression de 'opérateur
p dans la représentation spatiale, mais les deux équations

1 1

(3.11 [51] p. 261) =55

P+ Wy(X)
et

(4.1 [51] p. 261)

ov 10 1 oV

— = ——— — W(x)¥

Yot 20z {M(x) 81’] +Wi)

nous montrent tout d’abord qu’il choisit un systéme d’unités avec

h=1 (Ag.18)

et qu’avec ce systéme d’'unités, il considéra que

0

P=—-i— Ag.19
oz’ (A6-19)
soit en rétablissant le systéme international d’unités et notre notation
0
p = —ih—. Ag.20
p - (A6:20)
L’équation de SCHRODINGER, qu’il utilisa, est avec nos notations
ov h2 o [ 10V
ih—=——— | —— V. Ag.21
BT 28x<M8x)+ (As.21)
Cela est bien différent des équations covariantes que nous avons écrites
p = —ihV, (Ag.22)
et, p. 246,
ov hz 1 0 1 ov
Ag.12 ih— = —— — — V.
(As.12) Yo T T2 VAl os («/_Max>+

Or, il serait erroné, méme dans un espace a une seule dimension, de confondre en général V, et
a% ou, dit autrement, de considérer que les scalaires, vecteurs et tenseurs ne se distinguent plus
dans un espace a une seule dimension. Concernant la dérivation appliquée & un scalaire, nous

avons bien str 50
VU = —, Ag.23
’ ox (A6.23)
mais V, ¥ acquiert le statut de vecteur covariant dans un espace a une seule dimension. C’est
pourquoi ’action d’une seconde dérivation a des effets trés différents :

ov, ¥

T

V.V, ¥ =

B VAV (Ag.24)
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IS L A

SR St Ag.2
o2 Tz’ 5 7é o2’ ( 6 5)
avec 1 dM

Il semble donc bien que nous soyons dans une impasse. L’équation que nous avons écrite ne
serait pas soutenue par un statut d’observable et celle qu’écrit Jean-Marc LEVY-LEBLOND (nous
lui attribuons cette équation par simple commodité d’expression) ne serait pas soutenue par un
statut covariant. Pour y voir plus clair, nous allons développer trois équations de SCHRODINGER  :
I’équation covariante que nous avons écrite, celle de Jean-Marc LEVY-LEBLOND et une troisiéme,
qui pourrait tout concilier.

Tout d’abord celle que nous avons écrite, (Ag.12) p. 246, devient

ov h218(18\11

e =3 Viies \ Vit or

)ve

21 d /1 \ov U
- r < 9v YL yy Ag.2
2 /M dz (\/M) or 2o Y (A6.27)
B2 AM OV L2 92U
dMov b 07w + VU, (Ag.28)

T AM? dz 0x  2M 0x?
ensuite celle de Jean-Marc LEVY-LEBLOND, (Ag.21) p. 247, devient

ov h? 9 1 0V
R L e v
o an(Max)+V
h? d 1\ ov h? 9%V
_ T (A E_ ¥ yy Ag.2
2da:(]\/[) Ox 2M8x2+v (A.29)

o auow wow
COM?2 dx Ox  2M Ox2 ’

et enfin en reprenant la forme symétrique pronée par Jean-Marc LEVY-LEBLOND, mais en uti-
lisant la dérivée covariante

(Ag.30)

Loy 1
= 2o (Lew) s ve (Ag.32)
- 9 T M x G-
h? 1 h?
= —— — V- — L L Ag.
2Vx<M> Vol — SV V4V (Ag.33)

h2V<1>V‘If—h282qj h? dM ow

5 Ve \ 1 oM 922 | AMZ dz Ox

V. Ag.34
i + (Ag.34)

Nous avons pris soin de ne pas nous précipiter sur V, (%) car nous devons nous souvenir que le
statut de % n’est pas celui d’un scalaire, malgré les apparences fort trompeuses, mais celui d’un
tenseur deux fois contravariant. Alors, avec ’expression du symbole de CHRISTOFFEL donnée

en (Ag.26)

1 oM™
| — | = V,M* = e M= 4+ 1% M*™ Ag.35
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d /1 1 dM 1
(—) +2X (Ag.36)

T de \ M OM dz M
1 dM 1 dM

__LtaM 1 dM As.
M2 dr MR dn (Aq-37)

et nous reconnaissons ce résultat déja vu au chapitre 5 que la dérivée covariante de la métrique
est nulle. Alors cette troisiéme équation devient simplement
.oV W2 dMov  h? 9*W
ih— = ——————— 4+ VY, (Ag.39)
ot 4M? dx 0x  2M 0x?
qui est identique en tout point & celle que nous avions écrite puis développée en (Ag.28) p. 248.
En fait, il n’y a rien d’étonnant a cela puisque 'argument de Jean-Marc LEVY-LEBLOND contre
I’équation non symétrique tombe instantanément du fait que la dérivée covariante de la métrique
est nulle. Ainsi en réalité p commute avec M. Et du coup la forme générale

P |
T = 1 (MpMPpMY + MHPMPpM*)  avec a+ B+~ =—1 (Ag.40)
devient identique a la forme que nous avions écrite dés le début :
. 1 h?
T=——p"=—-——A. Ag.41
5 MP 9 (Ag.41)

Arrivons-en, pour terminer, & 'argument qui permettait & Jean-Marc LEVY-LEBLOND de
trancher en faveur de la forme symétrique (« = 0,8 = —1,7 = 0) et qui, désormais, n’est plus
privilégiée, de méme qu’aucune autre forme, pourvu qu’elle respecte la covariance. Son argument
était fondé sur les conditions de continuité et doit plutdt étre considéré comme une propriété de
I’équation de SCHRODINGER dont la masse dépend de la position. Une telle équation est utilisée
en physique du solide et en physique nucléaire pour des raisons différentes. En physique nucléaire,
elle sert a traiter du mouvement collectif du noyau ou bien dans la théorie HARTREE-FOCK. En
physique du solide, elle est utile pour tenir compte de la masse effective de ’électron ou d’un
trou dans un solide. Dans ce cas, 'existence d’une jonction, comme dans une diode ou dans
un transistor, fait apparaitre une discontinuité de la masse effective. Il est alors important de
préciser les conditions de continuité de la fonction d’onde. Nous reprenons I’équation covariante,
p. 246,

oV n2 1 9 [ 1 ov
(A-12) Yot T T2 ox (\/_M8x>+v ’

que nous transformons en

1 0 1 ov 2100 2V
— | == = —. Ag.42
VM Ox (\/Mﬁx) i (As-42)

" hot  h
Nous intégrons cette équation entre zy — € et xy + € donc

Zote 1 0 1 ov Tote 21000 2V
Md — — ) = Md —_—+ —V Ag 4
[ g (7o) [ H(RE Y wew
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qui devient

rote 9 1 oV Tote 2100 2V
dr — (——) :/ vV Mdx (——— + —\IJ> , (Ag.44)
/360_E Ox \\/M Ox wo—c h Ot h
dont le membre de gauche s’intégre immeédiatement ; et ainsi

To+e To+e :
1 OU / . (_ 2iv/M 0 . WM q;) |

VM Oz

Dans la mesure ou 'intégrande est intégrable, en faisant tendre € vers 0, I'intégrale du membre
de droite disparait et nous obtenons

= 5 v (Ag.45)

ro—E€ 0—€

1 ov 1 ov

Titenn) 92 ) = iy 8 09 Ao

Cette derniére équation signifie que \/LM%—‘;’ est continue et induit aussi que ¥ est continue. Ces

conditions de continuité different de celles que trouve Jean-Marc LEVY-LEBLOND.
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Annexe Bg

Cas d’une résolution exacte de 1’équation
de SCHRODINGER dont la masse dépend de
la position

Nous proposons de montrer comment, dans un espace a une dimension, ramener 1’équation
de SCHRODINGER dont la masse dépend de la position & une équation de SCHRODINGER dont la
masse est constante, ouvrant ainsi la possibilité d’'une résolution exacte dans des cas particuliers
bien choisis.

Nous considérons I’équation de SCHRODINGER stationnaire, mais celle dont la masse dépend
de la position
h? d 1 dy
_ = Vi=E Bg.1
2y/mdx <\/md:17>+ v 4 (Be-1)

qui devient en développant

B2 A% B2 do
- Ly T T T LV =E Bg.2
2mdx2+4m2dacjL v ¥, (Be-2)

et nous effectuons un changement de variable selon les modalités suivantes :

€T = f(j:)v (B6 3)
() = g(@)n)(E), (Be.4)
m(z) = m(f()) = m(z) (Bg.5)
et
V(z) =V (f(&)) = Vof (Z). (Bs.6)

Avec la formule de dérivation des fonctions réciproques

di 1 2z ()
e~ FE & ) (Pe D
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et en utilisant la formule de dérivation de Bienheureux Francesco FAA DI BRUNO

dy  did(gy) 1 dy
& & & f’( v _> o

2 ~N2 32( 25 7 - d? " ~ b
% _ (d_x) Tloy)  d2dlgy) _ LQ (9"¢+ g’—w +g—w> 1 <g'¢+g%> (Bs.9)

dz2 ~ \dz) di2 " da?2 di [ dz ~ 7dz2 | 3 dz
et

nous transformons I’équation de SCHRODINGER dans le nouveau systéme de coordonnées, puis
en divisant par g nous obtenons

L O A A X VSN A ST LA
omfr? | da? g o 2m /) dz g flg 2mg

Nous nous inspirons alors de la méthode proposée dans [52] (bibliographie p. 261) et nous
choisissons le changement de variable plus précis

0| + Vofih = Ep. (Bg.11)

B
o) o (Fami@)”, )= () (Bs.12)
De ce choix, il résulte que
1 ot
m
% L (Be.13)
g/ f// ~ / ,’:",L/
i (f’ ol a(l - 5)%; (Bg.14)
et
g// m" m/2
7 =al=f)| -t (al-8) - )= (Be.15)
Alors le facteur devant dev1ent
2 / " m/ 1 ,’,’:,;L/
%—%—%:{204(1—5)—#5—51% (Bg.16)
et celui devant ¢
g// f// g/ m g/ m' m/2
L’équation (Bg.11) s’écrit maintenant
h? d24) h? di)
T {2a(1 8)+ 65— —] DNV =E) (BeB)
0
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avec une nouvelle énergie potentielle

- h2
V= m*a(1 - B)

2m25

~ 1 ~ 12
% + <a(1 —B)+ 6~ ;) 7:;2 + Vof. (Bs.19)

Afin de retrouver une équation de SCHRODINGER plus « classique » nous devons contraindre a

et 0 en imposant que mg intervienne a la puissance —1 devant ‘%ﬁ’ et que le facteur devant %

soit nul
p=}
Bg.20
{205(1—5)—1—5—%:0 (Bs-20)
c’est-a-dire
-1
{5 o2 (Bg.21)
a=0.
Alors 'équation (Bg.18) p. 252 devient
d*
E Bg.22
" Omg diZ + Vi = By (Bg.22)
avec simplement )
V = Vof. (Bg.23)

Nous avons bien obtenu une équation de SCHRODINGER dont la masse est constante ; I’énergie
potentielle a cependant di étre modifiée. En choisissant judicieusement une loi de masse m(z) et
une énergie potentielle ‘7(33), cette équation peut étre résolue analytiquement. Nous avons alors
un moyen de tester un programme de résolution numérique de I’équation de SCHRODINGER
dépendante de la masse. Sinon, il reste possible de réaliser une double résolution numérique.
Dans les deux cas, nous pouvons controler la pertinence de la résolution directe. Explicitons le
changement de variable :

T=f"() (Bg.24)
et
If~\ L d_l’
f(z) O (Bg.25)
alors .
(i) = fof Y(z) = —— = |0 Bg.26
f(Z) = fof () =0 (@) ( )
et
Y =E = (B,21)

En intégrant, nous sommes en mesure d’expliciter le changement de variable

P ) = M ) = / ax (s / dXF (By.28)
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Alors

7= f ) = f (o) +/mdx,/mﬂ<§>. (Bg.29)

(Bg.30)

Nous choisissons

m(z) =

QQ 02 1+ 12’
et nous allons chercher une énergie potentielle V' qui conduise & une énergie potentielle V ana-
lytiquement soluble. Le changement de variable devient

A x
7= (x0) J_ \/ﬁ — (o) NI m( Q2+ 22 + x) (B3
soit
_ A Q? + :1:2 +x
Or,
arsinh z = In <\/ 1+ 22+ z) : (Bg.33)
donc
21 2
(%j;) (\/ Q? +x2+x> (\/Q2+x0+mo) (Bg.34)
2
x x Zo Lo
1 ‘I— (6) Q 1’1 1 + (a) + 6 (B635)
= arsmh %) — arsmh(%) , (Bg.36)
puis
i=fYw) + \/%arsinh(%) — \/%arsinh(%) (Bg.37)
et
Fo = (o) — fn arsinh(xQO) (Bg.38)
0
Nous choisissons x tel que
Fo=0 (B.39)
d’ou
= \/%arsinh(%) (Bg.40)
et

r = Qsinh(%\/m_0> . (Bg.41)



La transformation de la masse nous donne

2
A? A2 (2)
m(z) =m(z) = = , = = , = : (Bg.42)
Q?+ 22 Q%24 Q? smh2(zw/m0) 1+ Slnh2(z, /mo)
soit encore avec la relation cosh? z — sinh? 2z = 1 et la sécante hyperbolique sech z = COS%

710 = i = (1 sae () 313

Nous voulons en fait imposer une énergie potentielle 1% pour laquelle nous savons résoudre
analytiquement 'équation de SCHRODINGER avec la masse constante et nous exprimons donc
I’énergie potentielle originelle V' a partir de 1’énergie potentielle V'

V(z) = Vof (). (Bg.44)

Nous choisissons 1'énergie potentielle de POSCHL-TELLER

V(&) = —Ujsech? (%\/m0> =— L

cosh? (%,/mo) '

(Be.45)

Et donc
T

Vof (#) = —Upsech® ( A\/m_0> : (Bg.46)

En exprimant le changement de variable inverse, nous allons obtenir ’énergie potentielle V' dans
sa variable naturelle :

%\/ﬁg = arsinh (%) (Bg.47)

et, sachant que

1
sech? arsinh z = T2 (Bg.48)
alors
V(z) = Uysech® arsinh(%)
1
1+ (3)

Q2

= —Up Q% 1 22 (Bg.49)

Finalement, pour résumer, I’équation de SCHRODINGER dont la masse et I’énergie potentielle
dépendent de la position
h? d2 L2 m'd
_WdY Emdy Vi = Ev,

2m da? 4 m?dx
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A2 , 242 Q?
iz " (z) = NS0 V(z) = =Us 07+

a les mémes solutions que 1’équation de SCHRODINGER dont seule 1’énergie potentielle dépend
de la position,

m(z)

h? d2y - - - - U
___w VY =5y, V(@) = ~ cosh? (ﬁo\/m_O) ’
A

2m0 dz?
dont les solutions analytiques sont connues (voir [53] §23 pp. 93-94 bibliographie p. 261) :

2

842

8A2U,

E, = 2

—(2n+1)+4/1+

(Bg.50)

2
1 8A2U,
pour O<n<—[—1+ 1+ 0
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Annexe Cg

Application de la mécanique quantique for-
mulée dans les espaces de RIEMANN a ’ato-
me de protium

L’atome de protium est plus connu sous le nom d’atome d’hydrogéne 1. Par abus de langage,
on l'appelle atome d’hydrogéne. Cependant la terminologie est claire, I'atome de deutérium
est I'atome d’hydrogéne 2 dont le noyau est un deutéron, et 'atome de tritium est 1’atome
d’hydrogene 3 dont le noyau est un triton. Ainsi 'atome d’hydrogéne 1 dont le noyau est un
proton est aussi ’atome de protium. L’expression « atome d’hydrogéne » ne peut étre employée
qu’en chimie, ou la distinction isotopique n’a que peu d’importance sur les réactions chimiques.
L’atome de protium est donc constitué d’un proton autour duquel tourne un électron (attention,
il ne gravite pas, et d’ailleurs tourne-t-il seulement 7). Dans le cas d'un électron de charge —e, de
spin s et de masse m, situé en 7 et allant & la vitesse ¥, pris dans le champ central coulombien
d’un proton situé en 7', la métrique est simplement

51

Mij = méij et Mij = —. (061)
m
Ainsi I’énergie cinétique s’écrit
1,
T = §m1}2. (062)

L’énergie potentielle contient toute I'information sur les interactions que subit 1’électron. L’élec-
tron est soumis a deux interactions électromagnétiques : l'interaction coulombienne correspon-
dant a I’énergie potentielle

62

Veou = ?’/||2 = VCoul(?)7 (063)

drey |7 —
et I'interaction ampérienne entre son moment magnétique orbital 177, et son moment magnétique
de spin my, résultant en fait de linteraction entre un des deux moments magnétiques et le
champ magnétique produit par l'autre moment magnétique, par exemple B, pour le moment
magnétique orbital, .
Vamp = —7is - B (Co.d)
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Il s’agit de l'interaction spin-orbite, dont nous allons obtenir ’expression sans utiliser la mé-
canique quantique relativiste. Dans 'interaction ampérienne, il faudrait aussi tenir compte de
I’action du moment magnétique du proton. Nous savons a posteriori que cette interaction est
négligeable, donc nous 'omettons totalement :

V= VCoul + VAmp- (065)

Le champ magnétique créé en 7 par un dipdle magnétique situé en 7’ est bien connu suffi-
samment loin du dipole (nous ignorons le terme de contact) :

po 3(7 =7 (7 =7 e — (7 = 7)*ni

Bo(7 . Cs.6
() = g 77 (€e0)
Par conséquent
Mo 3 (7 =TT =7y — (7 — 7", - s
% . Ce.7
Amp = 17— 7 (CoT)
Compte tenu de 'existence du rapport gyromagnétique, nous avons
— e — — €
me=—ges— L, Ms = —gs5— 5, (Cs-8)

2m 2m

avec les facteurs d’Alfred LANDE g, = 1 et g5 = 2. Puis en utilisant la définition du moment
cinétique orbital !

7 =(F-T)AmT7, (C.9)
nous obtenons que
(7" =7")-m, =0, (Ce.10)
ce qui réduit 'expression de l'interaction entre les deux moments magnétiques a
—> —> 2 - -
Ho Mg - M pogegse” £ -8
Vamp = — = ) Ceg.11
] [T Tl E T (ot

Mais nous avons la possibilité de réexprimer le moment cinétique orbital en utilisant sa définition
et la propriété

= 1 T =7
V pry pry - — - - 5 (CG]_Q)
=1 7 =7
donc .
=7 -7 PVis—s- AmT. (C.13)
|7 — 7]
Alors
2|7 =7’ V e AmU
Vimp = Hogegse [ s (Ce.14)

1672 T

1. Il y a, ici, un risque d’ambiguité dans la définition du moment cinétique puisque nous utilisons la quantité
de mouvement m¥ alors qu’on aurait pu vouloir utiliser 'impulsion P qui différe de la quantité de mouvement.
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S 24 — —e? — —
_ H09e9s€ <o (V ¢ o /\mv) -5 (Cg.15)
T

16mm?  e? dreg || 7 —
= 2 (Ve AmT) - 5 (Ce.16)
- 4975552 (5’ A ﬁvcm) T = Vamp(T, T, F), (Ce.17)

et puisque Vioou ne dépend pas de la vitesse, nous avons

ov . a‘/Amp o gegs

o 0v  4mc?

(? A %'ch) . (Ce.18)

Nous déduisons alors 1’expression de 1'impulsion

— — ov — gegs <—> =
—mT — 2% =mT — Avvou>, .19
P=my =57 =M 7 imez \° Coul (Ce-19)
ou réciproquement N
S T s (a = )
== A VViou | Cs.20
- * 4m2c? \° Coul (C5-20)
ainsi que ’énergie potentielle tenseur a partir de la définition 17 p. 194, équation (5.4.31)
1 [(OVY g2 q? - 2
Ven:_ — - - £ (ﬁAvvou> :Ven —)a_>7 Cs.21
’ 2m (02}) 32m3ct \° Coul ten(T", %) (Co-21)

et I’énergie potentielle ampérienne devient

2 2 9
99s (> S — 979 L=
Vamp = 1o (31 FVoon) - 7 + o (31 Voo ) (C.22)

L’énergie potentielle effective est
V:eff = VCoul + VAmp + V;:en- <C623)

Nous voyons que le second terme de I’énergie potentielle ampérienne est négligeable par rapport
au premier du fait des puissances de ¢ qui interviennent ; de méme 1’énergie potentielle tenseur
est négligeable. Ainsi I’énergie potentielle ampérienne est

gfgs — = —
VAmP ~ m <S A v‘/Coul> P (0624)

L’énergie cinétique effective difféere donc de I’énergie cinétique

(mv)’ v’
T - 2m # Teff - % <C625)

Le hamiltonien de I’électron dans I'atome de protium est

—)2 =
H=Tg+ Vg~ L Veou + 9t9s_ (VVCOul A ﬁ) .S (Cg.26)
2m 4m2c?
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Nous passons maintenant & l'opérateur hamiltonien en utilisant les régles de quantification

=2
2 P > 9egs
H=— +Veoul

2m + Veoul + 4m?2c?

(?vcw A ?) .5, (Cp.27)

et avec la proposition 21 p. 233 sur la quantification

7 = —ihV (Cg.28)
d’ou . 4
: o ihggs (o 2\ >
A=A+ Veoul — ( o ) s 2
om + VC 1 Am2c2 VVC 1A \V4 S (CG 9)
Dans ce cas 'espace est euclidien. Par conséquent
- 00— 00— 0 0? 0? 0?
V=—i+4+—j+=—k e A=—+—+—. Ce.30
8xl+8y]+8z ¢ 8x2+8y2+822 (Ce-30)

Nous avons montré que la mécanique quantique formulée dans les espaces de RIEMANN permet
de retrouver I’équation de SCHRODINGER bien connue pour I'atome de protium.
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« Scientia est celare scientiam. » T
Anonymus

Epilogue

E LECTEUR de cette thése reste probablement sur sa faim. A l'issue de ce travail, nous ne
L savons pas si les symétries de haut rang — c’est-a-dire les symétries géométriques du tétra-
édre, du cube, de l'octaédre, du dodécaédre et de l'icosaédre — existent réellement en physique
nucléaire. Mais & vrai dire, nous n’avons pas essayé de répondre a une telle question. L’objectif
de cette thése était de construire des outils rigoureux de 1’étude des symétries géométriques et
de leur évolution.

Sur le plan théorique, nous pensons que cette partie du travail est arrivée a un degré conve-
nable. La séparation adiabatique de mouvements nucléaires rapides et lents a permis de définir
une collectivité nucléaire dans laquelle le champ moyen prend une place assez naturelle. Le
concept de symétrie géométrique, a priori étrange pour un objet quantique comme le noyau, est
possible du fait de son origine liée a la collectivité. Ce concept de symétrie posséde immédiate-
ment une dynamique venant du mouvement collectif. Il est, de ce fait, gouverné par une équation
de SCHRODINGER, ce qui lui confére le statut d’objet quantique. En outre, il posséde une inertie
décrite avec le tenseur de masse qui intervient dans cette équation de SCHRODINGER. L’expres-
sion du tenseur de masse a pu étre construite d’'une maniére explicite. Nous avons essayé, lors
de la démonstration, de ne rien laisser dans 'ombre. Nous sommes parvenus & une expression
renouvelée contenant un nouveau parameétre, la durée intermédiaire 7, qui régule théoriquement
le concept de collectivité a travers une fonction, la temporisatrice R, introduite par nos soins.

Nous avons aussi explicité le cadre spatial du mouvement collectif, les espaces de RIEMANN,
espaces non-euclidien dont la métrique est le tenseur de masse. Cela nous a permis d’abou-
tir & I’équation de SCHRODINGER collective, qui est & la racine du formalisme quantique du
mouvement collectif.

Sur le plan de la réalisation numérique, les programmes de calcul du tenseur de masse, WS_0DD,
et de résolution de I’équation de SCHRODINGER collective, SE_COL, sont écrits. Il reste a les
éprouver, a les utiliser et a comprendre les résultats qu’ils nous donnent.

Au-dela de la perspective précédente, de concepts et d’outils de calculs solides et renforcés,
nous sommes en mesure de répondre & un certain nombres de problématiques a titre d’applica-
tions de cette these.

Premiérement, nous abandonnons une vision statique du noyau, empreinte de physique clas-

1. « La connaissance, c’est cacher la connaissance. »
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sique, ou toute l'information est déduite d’'un minimum d’énergie. Dans ce sens, le minimum
de I'énergie potentielle ne correspond pas nécessairement au maximum de probabilité de pré-
sence. Cela nous permettra une généralisation des symétries expérimentales, du modéle collectif,
du mouvement de point zéro (c’est-a-dire du noyau dans son état fondamental), des caractéres
approximatifs des symétries nucléaires.

Deuxiémement, nous allons éprouver l'existence du degré d’adiabaticité, a travers la durée
intermédiaire 7 et la temporisatrice N, en recalculant, a titre d’exemple et pour confirmation, les
énergies d’excitation 03 dans les lanthanides.

Troisiéemement, nous savons que la symétrie, dont nous traitons depuis quelques pages, est
un modéle mathématique que nous plaquons sur la réalité nucléaire. La conséquence logique de
ces symétries est I'apparition de régles d’interdictions dans les transitions électromagnétiques.
Cependant, ’expérience montre que ces interdictions ne sont jamais absolues. Cela signifie que la
réalité nucléaire n’a pas de symétrie exacte et parfaite. Alors, la détermination de la probabilité
de présence d’un noyau dans ’espace collectif nous donnera accés & une valeur moyenne des
déformations (a)") et a un écart quadratique moyen Aay* qui désigneront la proportion de
chaque symétrie.

Enfin quatriémement, en incorporant tous les aspects de la rotation nucléaire, nous serons en
mesure de reconstruire des spectres avec les intensités de transitions associées, afin de s’assurer
de la bonne tenue du modele, et surtout, afin de guider les expérimentateurs dans la préparation
d’expériences pertinentes. Alors nous serons en mesure, en particulier, d’interpréter les états
isomériques dont la demi-vie est supérieure a celle de I'état fondamental face a la fission du
noyau.

Tout cela représente une étendue de physique extrémement vaste et merveilleuse dans laquelle
nous nous langons avec joie.
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« v/ vérité = amour »

Andrel SAKHAROV

Serment

LORS DE la cérémonie de remise du prix Nobel, Pierre CURIE conclut son discours par une
ouverture sur ’éthique scientifique :

« On peut concevoir encore que dans des mains criminelles le radium puisse devenir
trés dangereux, et ici on peut se demander si I’humanité a avantage a connaitre
les secrets de la nature, si elle est miire pour en profiter ou si cette connaissance
ne lui sera pas nuisible. L’exemple des découvertes de NOBEL est caractéristique,
les explosifs puissants ont permis aux hommes de faire des travaux admirables. Ils
sont aussi un moyen terrible de destruction entre les mains des grands criminels qui
entrainent les peuples vers la guerre. Je suis de ceux qui pensent, avec NOBEL, que
I’humanité tirera plus de bien que de mal des découvertes nouvelles. » 2

La question de la bonne utilisation des découvertes de la science s’est depuis reposée & maintes
reprises et se pose encore aujourd’hui. La réponse n’est ni évidente, ni facile.

En mars 1938, le physicien Ettore MAJORANA laissa une lettre a sa mére dans laquelle il déclara
que la physique n’est pas sur le bon chemin et qu’il est inquiet pour ’avenir de la science. A-t-il
entrevu le destin de la physique ? Il décida d’étouffer sa voix et de disparaitre.

En juillet 1938, la physicienne Lise MEITNER échappa aux griffes d'un régime politique totalitaire
et meurtrier. Elle se réfugia en Suéde et continua ses recherches en physique nucléaire. Elle donna
en février 1939 la premiére explication théorique de la fission nucléaire. Lise MEITNER refusa
de participer au projet Manhattan pour la mise au point de I’arme nucléaire. Elle dit qu’elle ne
voulait pas avoir de rapport avec une bombe.

Il ne s’agit pas de juger les scientifiques qui prirent part au projet Manhattan, tel Richard
FEYNMAN, ou ceux qui persistérent & travailler sous le régime totalitaire de 1’Allemagne des
années 1930-1940, tel Werner HEISENBERG.

Comment aurais-je agi dans un tel contexte et comment auriez-vous réagi?

L’histoire des hommes améne parfois des scientifiques a faire des choix terribles quant a
la vie d’'un grand nombre de leurs fréres et que seule la théodicée de LEIBNIZ peut sauver.
Cependant la décision d’Ettore MAJORANA et Lise MEITNER nous montre qu’une réflexion
éthique concomitante aux recherches est possible.

2. Pierre CURIE, Discours Nobel, mardi 6 juin 1905.
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« Nous ne devrions pas laisser croire que tout progres scientifique peut étre réduit
a des mécanismes, des machines, des rouages, quand bien méme de tels mécanismes
ont eux aussi leur beauté. Je ne crois pas non plus que l'esprit d’aventure risque
de disparaitre dans notre monde. Si je vois quelque chose de vital autour de moi,
c’est précisément cet esprit d’aventure, qui me parait indéracinable et s’apparente a
la curiosité. Sans la curiosité de I'esprit, que serions-nous? Telle est bien la beauté
et la noblesse de la science : désir sans fin de repousser les frontiéres du savoir, de
traquer les secrets de la matiére et de la vie sans idée préconcue des conséquences
éventuelles. » 3

Marie CURIE nous dit ici que la recherche ne peut s’effectuer qu’en toute liberté en dehors de
toute conception utilitariste, de toute vision catastrophique. Henri BERGSON compléte ceci en
précisant quelle est la boussole qui indique la voie au chercheur et & 'homme.

« Les philosophes qui ont spéculé sur la signification de la vie et sur la destinée de
I’homme n’ont pas assez remarqué que la nature a pris la peine de nous renseigner
la-dessus elle-méme. Elle nous avertit par un signe précis que notre destination est
atteinte. Ce signe est la joie. Je dis la joie, je ne dis pas le plaisir. Le plaisir n’est qu’un
artifice imaginé par la nature pour obtenir de I’étre vivant la conservation de la vie; il
n’indique pas la direction ot la vie est lancée. Mais la joie annonce toujours que la vie
a réussi, qu’elle a gagné du terrain, qu’elle a remporté une victoire : toute grande joie
a un accent triomphal. Or, si nous tenons compte de cette indication et si nous suivons
cette nouvelle ligne de faits, nous trouvons que partout ou il y a joie, il y a création :
plus riche est la création, plus profonde est la joie. La mére qui regarde son enfant est
joyeuse, parce qu’elle a conscience de ’avoir créé, physiquement et moralement. Le
commercant qui développe ses affaires, le chef d’usine qui voit prospérer son industrie,
est-il joyeux en raison de I'argent qu’il gagne et de la notoriété qu’il acquiert ? Richesse
et considération entrent évidemment pour beaucoup dans la satisfaction qu’il ressent,
mais elles lui apportent des plaisirs plutot que de la joie, et ce qu’il gotite de joie vraie
est le sentiment d’avoir monté une entreprise qui marche, d’avoir appelé quelque chose
a la vie. Prenez des joies exceptionnelles, celle de 'artiste qui a réalisé sa pensée, celle
du savant qui a découvert ou inventé. Vous entendrez dire que ces hommes travaillent
pour la gloire et qu’ils tirent leurs joies les plus vives de I'admiration qu’ils inspirent.
Erreur profonde! On tient a 1’éloge et aux honneurs dans I’exacte mesure ot 1'on
n’est pas str d’avoir réussi. » *

La boussole, c¢’est donc la joie, cette joie qui devrait assurer que le mal se dévore lui-méme et
que dans cette direction la recherche est orientée pour le bien. Mais laissons parler le poéte qui
entend tout cela plus élégamment.

3. Marie CURIE, Discours sur I’Avenir de la culture, 1933.
4. Henri BERGSON, « L’énergie spirituelle », Quadrige/PUF, Paris, 2009.
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Matiére & rire®

Vous savez que j’ai un esprit scientifique.

Or, récemment, j’ai fait une découverte bouleversante !
En observant la matiére de plus prés...

j’ai vu des atomes...

qui jouaient entre eux...

et qui se tordaient de rire!

Ils s’esclaffaient !

Vous vous rendez compte...

des conséquences incalculables que cela peut avoir ?
Je n’ose pas trop en parler, parce que

jentends d’ici les savants !

- Monsieur, le rire est le propre de ’homme !

Eh oui! ...

Et pourtant !

Moi, j’ai vu, de mes yeux vu...

des atomes qui : « Ha! ha! ha! »

Maintenant , de qui riaient-ils 7

Peut-étre de moi?

Mais je n’en suis pas sir!

Il serait intéressant de le savoir.

Parce que si I'on savait ce qui amuse les atomes,

on leur fournirait matiére a rire...

Si bien qu’on ne les ferait plus éclater que de rire.
Alors, me direz-vous, que deviendrait la fission nucléaire ?
Une explosion de joie!

Le philosophe Michel SERRES s’est posé la question :

« Comment I'éthique peut-elle intervenir avant toute recherche, mais sans entraver sa li-
berté? »

Il a proposé comme le fit HIPPOCRATE que tout scientifique puisse s’engager face a la responsa-
bilité de ses recherches et qu’il préte serment ou non selon sa libre décision.

Prononcer ce serment ne garantit pas que les actes de celui qui s’est engagé ne seront jamais
tournés contre des hommes. Prononcer ce serment ne protége pas des dilemmes. Mais cela lui
permet de réfléchir a la portée de ses décisions. S’il est nécéssaire d’enfreindre ce serment, cette
infraction ne sera pas effectuée a la légeére.

5. Raymond DEVOS, « Matiére & rire », Olivier Orban, Paris, 1991.

267



Je décide de m’engager et de préter ce serment dont voici une formulation possible :

« Pour ce qui dépend de moi, je jure de ne point faire servir mes connaissances, mes
inventions et les applications que je pourrais tirer de celles-ci & la violence, a la des-
truction ou a la mort, a la croissance de la misére ou de I'ignorance, a I’asservissement
ou a l'inégalité, mais de les dévouer, au contraire, a 1’égalité entre les Hommes, a leur
survie, a leur élévation et a leur liberté. »

Ce que je viens de promettre, je m’y engage, et que tu me viennes en aide.

Johann-Sebastian BACH, BWV243

Si-cut erat in prin-ci - pio, si-cut erat in prin-
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Eissai sur les symétries géométriques et
les transitions de forme du noyau de I’atome

Mots-clefs : groupes ponctuels de symétrie, théorie du champ moyen nucléaire, tenseur de
masse, approximation adiabatique, mouvement collectif.

Les symétries géométriques en usage en physique nucléaire sont assez peu variées, essentielle-
ment la symétrie de I'ellipsoide triaxial. On propose donc une méthode rigoureuse permettant
d’étudier I’évolution et la possibilité de I'existence de symétries nouvelles dont la symétrie
tétraédrique. Le formalisme de I'équation de SCHRODINGER est replacé dans le cadre des
espaces de RIEMANN. Ce formalisme est utilisé dans le contexte du noyau de I'atome ol
I’'on applique la théorie du champ moyen alliée a ’approximation adiabatique. Le noyau est
le siége de deux catégories de mouvements adiabatiquement séparés, le mouvement rapide
des nucléons dans le champ moyen, et le mouvement collectif modifiant lentement le champ
moyen. Le second est régi par une équation de SCHRODINGER collective qui prend place dans
un espace dont la métrique est donnée par le tenseur de masse. L’étude de la géométrie du
noyau est alors calculable a 1’aide de deux grands programmes développés dans le cadre de
la thése.

Studies of the Geometric Symmetries and
the Shape Transitions in Atomic Nuclei

Keywords : symmetry point groups, nuclear mean-field theory, mass tensor, adiabatic
approximation, collective motion.

The geometrical symmetries used in nuclear physics are not very diversified, essentially the
symmetry of the triaxial ellipsoid. One proposes therefore a rigourous method allowing to
study the temporal evolution and the possibility of the existence of new symmetries among
them the tetrahedral symmetry. The formalism of SCHRODINGER equation is reformulated
in the framework of RIEMANN’s spaces. This formalism is used in the context of the atomic
nucleus where one applies the mean-field theory combined with the adiabatic approximation.
The nucleus is the terrain of two types of motions adiabatically separated, the quick motion
of the nucleons in the mean-field and the collective motion modifying slowly the mean-
field. The second one is governed by a collective SCHRODINGER equation written down in a
space whose metric is given by the mass tensor. The study of the nucleus geometry is then
computable with the help of two big programs developped within the thesis.




