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III.2 Relèvements minimaux de GalQ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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1

Introduction

1 Présentation des résultats

Soient F un corps ℓ-adique ou corps de nombres, GalF son groupe de Galois absolu, p un

nombre premier et π : H → H un morphisme surjectif de groupes réductifs (éventuellement non

connexe) sur Qp de noyau N central de type multiplicatif.

1 // N // H π // H // 1

On s’intéresse aux représentations p-adiques continues (pour la topologie p-adique) de GalF

à valeurs dans des groupes algébriques linéaires vérifiant des conditions issues de la théorie de

Hodge p-adique [Fon94a]. Pour deux représentations ρ : GalF → H(Qp) et ρ : GalF → H(Qp),
on dira que ρ est un relèvement de ρ si la composée de ρ avec π : H → H est égale à ρ.

GalF
ρ

//

ρ
##

H(Qp)

π

��

H(Qp)

Il est connu que l’obstruction à pouvoir relever ρ à travers H(Qp)→ H(Qp) est un élément du
groupe de cohomologie H2(GalF ,N (Qp)) ([Ser79b]). Comme N est de type multiplicatif, c’est

une suite d’extensions de tores et de groupes cycliques. L’étude de cette obstruction se divise

donc naturellement en deux cas : celui où N est un tore et celui où N est un groupe cyclique.

Dans le cas où N est un tore, on a le théorème suivant qui est une conséquence d’un théorème

de J. Tate ([Ser77], Theorem 4).

Théorème 1.1 (Corollaire II.3.2) – Si N est un tore, alors toute représentation ρ : GalF →
H(Qp) se relève en une représentation ρ : GalF → H(Qp).

Des contre-exemples simples montrent que ce résultat n’est plus vrai si N est un groupe

fini (le corollaire IV.2.2 fournit de tels contre-exemples). Il faut alors imposer des conditions

supplémentaires. On demandera au moins que les obstructions locales sont nulles, c’est-à-dire

que la restriction de ρ à chaque groupe de décomposition se relève.

Si la représentation ρ : GalF → H(Qp) vérifie des propriétés dites locales, alors on peut se
demander s’il existe un relèvement vérifiant les mêmes propriétés. Si F est un corps ℓ-adique avec

ℓ 6= p, une propriété locale serait par exemple d’imposer que l’action de l’inertie IF est triviale

(représentation non-ramifiée) ou bien unipotente (représentation semi-stable). Si F est un corps

p-adique, il y a des catégories de représentations p-adiques de F données par la théorie de
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Fontaine : les représentations de Hodge-Tate, de Rham, semi-stables, potentiellement cristallines

et cristallines. Dans ce cas, la question est : peut-on relever une représentation de Hodge-

Tate (resp. de de Rham, semi-stable, cristalline) en une représentation de Hodge-Tate (resp.

de de Rham, semi-stable, cristalline) ? Les cas semi-stable et cristallin ont étés traités par J-P.

Wintenberger ([Win97], [Win95]) modulo une conjecture de Fontaine démontrée par P. Colmez

et J-M. Fontaine dans [CF00]. Rappelons qu’à une Qp-représentation V de Hodge-Tate, il lui

est associé une graduation sur V ⊗Qp
CK . Cette graduation donne lieu à un sous-groupe à un

paramètre hHT : (Gm)CK
→ (GLV )CK

défini par J-P. Serre dans [Ser79a]. Ce sous-groupe à un

paramètre peut être aussi défini dans le cas où la représentation est à valeurs dans un groupe

algébrique.

Théorème 1.2 ([Win95]) – Soient F un corps p-adique et ρ : GalF → H(Qp) une représenta-

tion semi-stable (resp. cristalline). On note hHT : GmCK
→ HCK

le sous-groupe à un paramètre

associé à la décomposition de Hodge-Tate de ρ. Alors ρ admet un relèvement semi-stable (resp.

cristallin) si et seulement si hHT se relève à HCK
.

Donc une condition nécessaire et suffisante pour qu’une représentation semi-stable/cristalline

ρ se relève en une représentation semi-stable/cristalline est que la structure de Hodge-Tate de

ρ se relève. Le problème de relèvement a été étudié récemment par B. Conrad [Con11] et S.

Patrikis [Pat14]. Citons le résultat suivant de B. Conrad.

Théorème 1.3 ([Con11], Theorem 5.5) – Soient Snr et Smod deux ensembles finis de places

disjoints et ρ : GalF → H(Qp) non-ramifiée en Snr et modérément ramifiée en Smod. On note

n := ♯(N/N ◦) le nombre de composantes connexes de N . Si on suppose qu’en toute place v,

ρ|GalFv
admet un relèvement et si (F, n, Snr ⊔ Smod) n’est pas un cas spécial du théorème de

Grunwald-Wang, alors ρ admet un relèvement à H non-ramifié en Snr et modérément ramifié

en Smod.

Il y a aussi un résultat similaire en rajoutant des conditions en p ([Con11], Proposition 6.9).

Le théorème montre donc que l’on peut relever en imposant des conditions en un nombre fini

de places. On cherche à étendre ce résultat en imposant des conditions en presque toutes les

places.

Dans cette thèse on traite le problème de relèvement dans le cas où F est un corps de

nombres. Si F est un corps de nombres, on s’intéresse à des représentations géométriques au sens

de Fontaine-Mazur [FM95] ainsi qu’à des représentations que l’on appellera semi-stables et de

bonne réduction. La conjecture de Fontaine-Mazur prédit que les représentations géométriques

sont celles qui proviennent de la cohomologie étale des variétés, à torsion près par une puissance

du caractère cyclotomique. On dit que ρ : GalF → H(Qp) est géométrique (ou de de Rham)

si ρ est non-ramifiée en dehors d’un ensemble fini de places et de de Rham en toute les places

p-adiques. On dit que ρ est semi-stable si elle est non-ramifiée en dehors d’un ensemble fini de

places, si pour toute place ℓ-adique v (avec ℓ 6= p), la restriction à l’inertie IFv agit par des

unipotents et si pour toute place p-adique v, la restriction à GalFv est semi-stable. Enfin on

dit qu’elle a bonne réduction si elle est non-ramifiée aux places non-archimédiennes ℓ-adiques
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premières à p et cristalline aux places divisant p. On définit la notion suivante sur les relèvements

qui contrôle la ramification.

Définition 1.4 – Si ρ : GalF → H(Qp) est géométrique (resp. semi-stable) et si ρ : GalF →
H(Qp) est un relèvement géométrique (resp. semi-stable), alors on dira que ρ est un relèvement

minimal si pour toute place v non-archimédienne où ρ|GalFv
est de bonne réduction (i.e. non-

ramifiée si v ∤ p et cristalline si v|p), le relèvement ρ est aussi de bonne réduction en v.

À noter que tout relèvement de bonne réduction est automatiquement minimal. Moralement,

un relèvement ρ de ρ est minimal s’il n’est pas ‘plus ramifié’ que ρ. Soit ρ : GalF → H(Qp)
géométrique. On étudie l’obstruction locale-globale à relever en une représentation géométrique

minimale. Par ‘locale-globale’, on veut dire que l’on suppose que pour toute place v, la restriction

de ρ au sous-groupe de décomposition GalFv
se relève en une représentation non-ramifiée ou

de de Rham selon que v divise p ou non. On appelle cette condition ‘l’obstruction locale’.

L’étude du relèvement de la restriction ρ|GalFv
: GalFv → H(Qp) dépend de la nature de la

place v. Si v une place ℓ-adique, l’obstruction locale est l’obstruction à relever la représentation

de Weil-Deligne. Si v est une place réelle, l’obstruction est de relever la conjugaison complexe,

c’est-à-dire trouver un élément de H(Qp) d’ordre 2 tel que l’image par π soit l’image de la

conjugaison complexe par ρ (Proposition II.2.1). Si v est p-adique l’obstruction est de relever le

sous-groupe à un paramètre hHT décrivant le structure de Hodge-Tate de ρ, d’après un théorème

de J-P. Wintenberger (Théorème 1.2/Théorème II.2.12).

Si les obstructions locales sont nulles, alors l’obstruction vit dans le sous-groupe de Tate-

Shafarevich X
2(GalF ,N (Qp)) ⊂ H2(GalF ,N (Qp)) qui est défini comme le noyau de la flèche

de localisation

H2(GalF ,N (Qp)) −→
∏

v

H2(GalFv ,N (Qp)),

où v parcourt les places de F . Si N est fini, d’après le théorème de Grunwald-Wang et la dualité

de Poitou-Tate, ce groupe est trivial sauf dans certains cas, appelés les cas spéciaux du théorème

de Grunwald-Wang, auquel cas ce groupe est d’ordre 2. Si X2(GalF ,N (Qp)) est nul, cela veut
dire que ρ admet un relèvement global sous hypothèses que ρ admet des relèvements locaux.

L’idée générale pour construire des relèvements minimaux est la suivante. On part d’une

représentation ρ : GalF → H(Qp), disons géométrique, et on suppose que pour toute place v il
existe un relèvement local ρv : GalFv → H(Qp) vérifiant les bonnes conditions. Par le théorème
de Tate ou de Grunwald-Wang, on dispose aussi d’un relèvement global ρ̃ : GalF → H(Qp). Le
point clef est alors de trouver un caractère χ : GalF → N (Qp) tel que (χ · ρ̃)IFv

= ρv pour tout

v. Ce qui revient à pouvoir interpoler les caractères locaux χv := ρv · (ρ̃−1)|IFv
en un caractère

global.

Si F = Q, alors d’après la théorie du corps de classes tout caractère de GalQ est entièrement

déterminé par sa restriction aux sous-groupes d’inertie. On montre que si les obstructions lo-

cales à relever une représentation géométrique/semi-stable/de bonne réduction sont nulles alors

l’obstruction globale est nulle.
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Théorème A (Théorème III.2.2) – Soit ρ : GalQ → H(Qp) une représentation géométrique

(resp. semi-stable, resp. de bonne réduction). On suppose que les obstructions locales sont nulles,

c’est-à-dire que :

(i) À la place infinie, la conjugaison complexe se relève.

(ii) Pour toute place v ∤ p, la restriction ρ|GalQv
admet un relèvement.

(iii) En p, la restriction ρ|GalQp
se relève en une représentation de Hodge-Tate.

Alors ρ admet un relèvement géométrique (resp. semi-stable, resp. de bonne réduction) minimal.

Dans le cas où F n’est pas égal à Q, la situation est moins favorable. Il y a des contre-

exemples pour lesquels le théorème précédent est faux lorsque l’on remplace Q par un corps de

nombres F (cf. Exemples IV.2.3 et IV.2.4). Il faut alors relâcher la condition de minimalité sur

le relèvement. On peut procéder de deux façons.

1. La première est de considérer des relèvements minimaux en dehors d’un ensemble fini de

places S, que l’on appellera relèvements S-minimaux.

2. La deuxième est de chercher un relèvement minimal quitte à restreindre ρ à un sous-

groupe ouvert GalF ′ , où F
′/F est une extension finie ‘pas trop ramifiée’, que l’on appellera

relèvement potentiel.

Nous donnons la définition suivante de S-minimalité.

Définition 1.5 – Soit S un ensemble fini de places de F et ρ : GalF → H(Qp) une représen-
tation. Un relèvement ρ : GalF → H(Qp) est dit S-minimal si pour toute place v /∈ S tel que

ρ|GalFv
est de bonne réduction, le relèvement ρ|GalFv

est aussi de bonne réduction.

Ainsi un relèvement S-minimal peut être ramifié en une place de S sans que ρ le soit. On

montre le théorème suivant.

Théorème B (Théorèmes III.4.2 et III.4.3) – Supposons que F est un corps quadratique

imaginaire. Soit S un ensemble fini de places de F contenant l’ensemble Sp des places p-adiques.

Soit ρ : GalF → H(Qp) une représentation géométrique non-ramifiée en dehors de S. On suppose

que :

(i) Pour tout v|p, ρ|GalFv
admet un relèvement de Hodge-Tate.

(ii) En posant n := ♯(N/N 0) le nombre de composantes connexes de N , (F, n, S) n’est pas un

cas spécial du théorème de Grunwald-Wang et n est premier avec le nombre de classes de

F .

(iii) S \ Sp contient une place v0 telle que la caractéristique résiduelle de v0 soit première à n

et telle que ♯µ∞(Fv0)/O+
F (les unités positives de F ) soit premier à n.

Alors ρ admet un relèvement géométrique S-minimal.

Des contre-exemples montrent que l’hypothèse que S \ Sp 6= ∅ est nécessaire (cf. Exemple
IV.2.3). Cependant on peut raisonnablement conjecturer que le théorème reste vrai si on rem-

place F par n’importe quel corps de nombres. La preuve du théorème s’appuie sur un lemme

d’interpolation de caractères locaux (Proposition III.3.1).
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Dans le Chapitre 5 on s’intéresse aux relèvements de représentations de bonne réduction.

Il faut toutefois s’autoriser à augmenter le corps F afin d’éviter des contres-exemples comme

IV.2.3. On traite deux cas : le cas des représentations abéliennes et le cas des représentations

ordinaires.

Théorème C (V.1.3) – On suppose que H et H′ sont des groupes réductifs abéliens connexes.
Soit ρ : GalF → H(Qp) une représentation de bonne réduction. On suppose que pour toute

place v|p de F , le sous-groupe à paramètre de Hodge-Tate se relève. Alors il existe F ′/F une

extension finie non-ramifiée en dehors de p telle que ρ|GalF ′
se relève en une représentation de

bonne réduction.

La preuve de ce théorème s’appuie sur la classification des représentations abéliennes de

bonne réduction en fonction des représentations du groupe de Serre (Proposition V.1.1).

Pour K un corps p-adique, une représentation ρ : GalK → H(Qp) sera dite ordinaire si pour
toute représentation linéaire H → GLV , il existe un drapeau V0 ⊃ V1 ⊃ · · · ⊃ Vn stable par

GalK tel que IK agit sur Vi/Vi+1 par Cycl
ai
p avec ai ∈ Z tel que ai+1 > ai. Une représentation

du groupe de Galois d’un corps global F sera dite ordinaire si la restriction aux sous-groupes

de décompositions p-adiques sont ordinaires. Cette définition s’étend au cas des représentations

avec coefficients.

Théorème D (V.2.7) – On suppose que N est fini d’ordre premier à p. Soit ρ : GalF → H(Qp)
une représentation de bonne réduction ordinaire. On suppose que pour tout v|p, le sous-groupe

à un paramètre de Hodge-Tate se relève. Alors il existe une extension finie F ′/F non-ramifiée

en dehors de p tel que ρGalF ′
admet un relèvement de bonne réduction ordinaire.

2 Plan

Dans le chapitre 1, on rappelle des notions sur les représentations Galoisiennes dont la

théorie de Hodge p-adique de Fontaine ainsi que la théorie des représentations abéliennes via

le tore de Serre. Dans le chapitre 2, on explique la notion de relèvement et la construction de

l’obstruction relever. On rappelle aussi le théorème de Tate et le théorème de Wintenberger.

Dans le chapitre 3, on introduit la notion de relèvement minimal et S-minimal et on présente

les premiers résultats. Dans le chapitre 4, on donne quelques exemples et contre-exemples de

relèvements. Enfin dans le chapitre 5, on définit la catégorie des représentations ordinaires, on

énonce et démontre les théorèmes C et D sur les relèvements de bonnes réductions.

3 Notations et conventions

Dans tout le texte on utilise les notations suivantes (que l’on rappellera parfois).

F désigne un corps de nombres, OF son anneau des entiers et O+
F les unités totalement

positifs (l’ensemble des x ∈ O×F tel que pour toute place infinie réelle v, x est dans la composante

connexe de (Fv)
×) On choisit F une clôture algébrique et on note GalF le groupe de Galois de
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F/F et IK le sous-groupe d’inertie. Pour toute place v de F , on se fixe un prolongement de v à

F et on note GalFv
⊂ GalF le sous-groupe de décomposition associée à ce prolongement.

p est un nombre premier fixé et on choisit Qp une clôture algébrique de Qp. ℓ désignera

un nombre premier généralement différent de p. Le corps des coefficients des représentations

Galoisiennes que l’on considère sera Qp, Qp ou une extension L de Qp.

K désigne un corps p-adique ou ℓ-adique. On note recK : K× −→ GalabK l’application de

réciprocité d’Artin de la théorie du corps de classes. Les représentations Galoisiennes seront des

représentations de GalK dans le cas local ou de GalF dans le cas global.

G est un groupe algébrique abstrait. Tous les groupes algébriques considérés sont linéaires.

H et H sont des groupes algébriques réductifs, π : H → H un morphisme de groupes algébriques

de noyau N central de type multiplicatif.

Les représentations GalF → G(Qp) sont considérées comme continues pour la topologie

p-adique.

Une extension d’un corps sera toujours sous-entendu incluse dans une clôture algébrique déjà

fixée.
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Chapitre I

I – Notions sur les

représentations Galoisiennes

I.1 Représentations de Weil-Deligne ℓ-adiques

On rappelle ici la classification des représentations ℓ-adiques d’un corps p-adique, avec ℓ 6= p,

par les représentations de Weil-Deligne. On énonce les résultats dans le cas où le corps des

coefficients de la représentation est Qℓ et où la représentation est à valeurs dans un groupe

algébrique H.

Soient K un corps p-adique, ℓ un nombre premier différent de p et H un groupe algébrique

linéaire sur Qℓ. On rappelle qu’un élément u ∈ H(Qℓ) est dit unipotent si pour toute représen-
tation algébrique (ou de façon équivalente pour une représentation algébrique fidèle) H → GLn,

l’image de u dans GLn(Qℓ) a toute ses valeurs propres égales à 1. Soit K une clôture algébrique

de K. On notera GalK := Gal(K/K) le groupe de Galois absolu de K et IK := Gal(K/Knr) le

sous-groupe d’inertie.

Une représentation ρ de GalK à valeurs dans H(Qp) est un morphisme de groupe GalK →
H(Qp) continue pour la topologie p-adique de H(Qp), c-à-d que pour tout φ dans l’anneau de

coordonnées de H la composée φ ◦ ρ : GalK → Qp est continue. Cela revient à dire que pour

une représentation fidèle r : H(Qp)→ GLn(Qp), r ◦ ρ est continu.

Définition I.1.1 – Soit ρ : GalK → H(Qℓ) une représentation.
1. On dit que ρ a bonne réduction (ou est non-ramifiée) si l’inertie IK agit trivialement.

2. On dit que ρ est semi-stable si l’inertie IK agit par des unipotents.

3. On dit que ρ est potentiellement semi-stable s’il existe un ouvert de IK qui agit par des

unipotents. Cela revient à dire qu’il existe une sous-extension finie L/K de K tel que IL

agisse par des unipotents.

On note q le cardinal du corps résiduel de K et WK := {σ ∈ GalK | degq σ ∈ Z} le groupe
de Weil de K où degq σ est l’entier profini tel que (σ mod IK) = Frob

degq σ
q . Le groupe WK

contient alors IK et on le munit de la topologie telle que IK muni de sa topologie usuelle soit

un sous-groupe ouvert. L’inclusion WK → GalK est alors continue, mais la topologie sur WK

ne cöıncide pas avec la topologie de GalK restreinte à WK .

Définition I.1.2 – Une représentation de Weil-Deligne de GalK à valeurs dans H(Qℓ) est la
donnée :
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(i) D’une représentation ρWD : WK → H(Qℓ) continue pour la topologie discrète de Qℓ,

c’est-à-dire que le noyau contient un sous-groupe ouvert de IK .

(ii) Et d’un endomorphisme N ∈ EndQℓ
(Lie(H(Qℓ))) nilpotent.

satisfaisant la condition

Ad(ρ(σ)) ◦N = qdegq σ ·N (∀σ ∈WK), (I.1)

où Ad : H → GL(Lie(H)) est la représentation adjointe de H.

À une représentation ℓ-adique ρ : GalK → H(Qℓ), on lui associe une représentation de Weil-

Deligne de la façon suivante (voir le chapitre 7 de [BH06] pour les détails). On se fixe t : IK → Zℓ

un caractère continu surjectif (un tel caractère est unique modulo un élément de Aut(Zℓ) = Z×ℓ
et est donné par la projection de IK sur son pro-ℓ-quotient). Le théorème de monodromie de

Grothendieck (voir [Ill94]) montre que ρ est potentiellement semi-stable. Cela implique qu’il

existe un sous-groupe ouvert U ⊂ IK et un nilpotent N tel que

ρ(σ) = exp(t(σ)N) (∀σ ∈ U),

et

Ad(ρ(σ)) ◦N = qdegq σ ·N (∀σ ∈WK),

Fixons Φ ∈WK un Frobenius. On définit alors ρWD : WK → H(Qℓ) par

ρWD(Φ
aσ) := ρ(Φaσ). exp(−t(σ).N), a ∈ Z, σ ∈ IK .

La donnée de (ρWD, N) fournit la représentation de Weil-Deligne associée à ρ. Le théorème

suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une représentation de Weil-Deligne

proviennent d’une représentation Galoisienne.

Théorème I.1.3 ([Fon94b], Prop. 1.3.3 et Prop. 2.3.4) – Soit (ρWD, N) une représentation de

Weil-Deligne. Alors (ρWD, N) provient d’une représentation galoisienne (potentiellement semi-

stable) si et seulement si l’image ρWD(WK) est relativement compacte.

Si (ρWD, N) est une représentation de Weil-Deligne à image relativement compacte, alors on

retrouve alors la représentation Galoisienne ρ via la formule suivante :

ρ(Φaσ) := ρWD(Φ)
a.ρWD(σ). exp(t(σ)N) (∀a ∈ Ẑ, ∀σ ∈ IK).

En particulier, la représentation ρ est semi-stable si et seulement si sa représentation de Weil-

Deligne (restreinte au groupe de Weil) est non-ramifiée, et ρ est non-ramifée si et seulement si

sa représentation de Weil-Deligne est non-ramifiée et N = 0.

I.2 Théorie de Hodge p-adique

I.2.A Classification des représentations p-adiques

Soient K un corps p-adique, K une clôture algébrique, K0 le sous-corps de K maximal non-

ramifié sur K et CK la complétion de K. On note Bcris ⊂ Bst ⊂ BdR et BHT
∼= Grad(BdR) les
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anneaux de Fontaine usuels (voir [Fon94a] pour leurs définitions). On rappelle brièvement leurs

structures.

– BdR est une K0-algèbre à division filtrée.

– BHT est l’algèbre graduée de BdR. On peut identifier BHT à CK [t, t
−1] en tant que CK-

algèbre.

– Bst est une sous K0-algèbre de BdR muni d’un Frobenius semi-linéaire φ et d’un endo-

morphisme nilpotent N , appelé la monodromie, vérifiant Nφ = pφN .

– Bcris est la sous-K0-algèbre Bst
N=0.

Toutes ces algèbres sont munies d’une action naturelle de GalK compatible avec leurs structures.

Définition I.2.1 – Soient V un Qp-espace vectoriel de dimension finie et ρ : GalK → GLV (Qp)

une Qp-représentation de GalK . On dit que ρ est de Hodge-Tate si la BHT-représentation V ⊗Qp

BHT est triviale, c-à-d si le morphisme

(V ⊗Qp
BHT)

GalK ⊗K BHT −→ V ⊗Qp
BHT.

est surjective (elle est toujours injective). On définit de manière similaire les représentations de

de Rham, semi-stables et cristallines en remplaçant BHT respectivement par BdR, Bst et Bcris.

Pour ∗ ∈ {HT, dR, st, cris} et V une Qp-représentation GalK , on note le foncteur de Fontaine

D∗(V ) := (V ⊗Qp B∗)
GalK .

La représentation V est alors ∗ si et seulement si dimK D∗(V ) = dimQp V . Les représentations de

Hodge-Tate, de de Rham, semi-stables et cristallines sont classées selon la hiérarchie suivante :

Cristalline =⇒ Semi-stable =⇒ de Rham =⇒ Hodge-Tate

La notion de représentation de Hodge-Tate admet l’interprétation suivante qui donne lieu à

la structure de Hodge-Tate et de sous-groupe à un paramètre de Hodge-Tate. Si (V, ρ) est une

Qp-représentation de GalK , alors pour tout k ∈ Z, on note

V {k} :=
{

x ∈ V ⊗Qp CK | ∀σ ∈ GalK , ρ(g) · x = Cyclp(σ)
kx
}

,

où Cyclp est le caractère cyclotomique p-adique. C’est un K-espace vectoriel de dimension finie

sur lequel GalK agit par le caractère Cyclp
k. La représentation V est alors de Hodge-Tate si et

seulement si le morphisme naturel de CK-représentations

⊕

k∈Z

(V {k} ⊗K CK) −→ V ⊗Qp CK

est un isomorphisme (elle est toujours injective d’après [Ser67], Proposition 4). Cette décomposi-

tion s’appelle la structure de Hodge-Tate de V et les entiers k ∈ Z tels que V {k} 6= 0 s’appellent

les poids de Hodge-Tate de V . L’espace DHT(V ) est naturellement gradué et la graduation

s’identifie à

DHT(V ) ∼=
⊕

k∈Z

V {k}.
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L’espace DdR(V ) est naturellement filtré et a pour espace gradué DHT(V ). L’ensemble des poids

de Hodge-Tate de V est donc aussi l’ensemble des sauts de la filtration de DdR(V ).

À une représentation GalK → GLV (Qp) de Hodge-Tate, on lui associe ([Ser79a] 1.4) un

sous-groupe à un paramètre hHT : Gm/CK
→ GLV /CK

défini de la façon suivante : pour tout

λ ∈ Gm(CK) et x ∈ V {k} ⊗K CK , on pose hHT(λ) · x := λkx. On appelle h le sous-groupe à un

paramètre associée à la décomposition de Hodge-Tate de V .

Indiquons pour terminer la proposition suivante qui montre que les propriétés semi-stable et

cristalline ne dépendent que de la restriction à l’inertie.

Proposition I.2.2 ([Fon94c], Prop. 5.1.5) – Une représentations p-adique ρ de GalK est semi-

stable (resp. cristalline) si et seulement si ρ|IK est semi-stable (resp. cristalline) en tant que

représentation de IK , c’est-à-dire si

dim
K̂nr(V ⊗Qp B∗)

IK = dimQp V (∗ = st, cris).

Cette proposition implique que si ρ et ρ′ sont deux représentations telles que ρ est semi-

stable/cristalline et telles que ρ|IK = ρ′|IK , alors ρ
′ est semi-stable/cristalline.

I.2.B Théorie de Hodge à coefficients

Soit L une extension finie de Qp munie de l’action triviale de GalK que l’on appelle corps

des coefficients des représentations. On se fixe L une clôture algébrique de L et on note GalL :=

Gal(L/L). Pour tout σ ∈ HomQp(K,L), on note L(σ) ⊂ L l’image du morphisme

L⊗Qp K −→ L

λ⊗ x 7−→ λσ(x)
.

Cela muni L(σ) d’une structure de L⊗Qp
K-algèbre. Si σ, σ′ ∈ HomQp

(K,L) sont tels qu’il existe

τ ∈ GalL vérifiant σ′ = τ ◦σ, alors τ induit un isomorphisme L(σ) ∼−→ L(σ′) de L⊗QpK-algèbres

et de plus cet isomorphisme est indépendant de τ . On a de plus un isomorphisme

L⊗Qp K
∼−→

⊕

σ∈GalL\HomQp (K,L)

L(σ)

λ⊗ x 7−→
⊕

σ∈GalL\HomQp (K,L)

λσ(x)
,

où σ parcourt un ensemble de représentants de HomQp(K,L) modulo l’action de GalL. Dans la

suite, pour alléger les notations, on notera parfois L⊗K pour L⊗Qp K

Soit ρ : GalK → GLV (L) une représentation L-linéaire (c-à-d que V est un L-espace vectoriel

de dimension finie). On peut considérer V comme une Qp-représentation en oubliant la structure

L-linéaire de V . Alors DdR(V ) := (V ⊗Qp
BdR)

GalK est un L⊗Qp
K-module filtré et pour tout

σ, DdR(V )⊗L⊗QpK
L(σ) est un L(σ)-module filtré.
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Définition I.2.3 – On dit que V est de de Rham si DdR(V ) est un L ⊗Qp
K-module libre de

rang dimL V . Pour tout σ ∈ HomQp
(K,L), ses poids de Hodge-Tate relatifs à σ sont les sauts

de la filtration de DdR(V )⊗L⊗K L(σ), c’est-à-dire l’ensemble des k ∈ Z tel que

Filk
(

DdR(V )⊗L⊗K L(σ)
)

6= Filk+1
(

DdR(V )⊗L⊗K L(σ)
)

.

On notera HT(σ) l’ensemble des poids de Hodge-Tate avec multiplicité relatifs à σ.

Remarques I.2.4 – Soit V une L-représentation.

1. Si σ, σ′ ∈ HomQp(K,L) sont dans la même orbite par GalL, alors comme L(σ) et L(σ
′)

sont isomorphes en tant que L ⊗Qp K-algèbre, les poids de Hodge-Tate relatifs à σ et σ′

sont les mêmes.

2. Si V provient d’une Qp-représentation W , c-à-d si V = L⊗Qp W , alors V est de de Rham

si et seulement siW est de de Rham, auquel cas leurs poids de Hodge-Tate sont les mêmes.

En effet, on a

(V ⊗Qp BdR)
GalK = (L⊗Qp W ⊗Qp BdR)

GalK

et donc DdR(V ) = L⊗Qp
DdR(W ).

3. Plus généralement, si V est une L-représentation et si L′/L est une extension finie, alors

V est de de Rham si et seulement si V ′ := V ⊗L L′ est de de Rham (en tant que L′-

représentation). De plus, pour σ′ : K → L′ = L, les poids de Hodge-Tate de V ′ relative-

ment à σ′ sont égaux aux poids de Hodge-Tate de V relativement à σ′.

4. Si B est de Hodge-Tate, les poids de Hodge-Tate de V en tant que Qp-représentation est

la réunion
⋃

σ HT(σ) des poids de Hodge-Tate avec coefficients.

Définition I.2.5 – Soit V un L-espace vectoriel de dimension finie et ρ : GalK → GLV (L)

une L-représentation de GalK . Pour ∗ ∈ {HT, dR, st, cris}, on dit que ρ est ∗ si la B∗ ⊗Qp
L-

représentation V ⊗L (B∗ ⊗Qp L) = V ⊗Qp B∗ est triviale, c-à-d si

[V ⊗L (B∗ ⊗Qp
L)]GalK ⊗K⊗L B∗ ∼= V ⊗L (B∗ ⊗Qp

L).

On définit, de la même manière que dans le paragraphe précédent, le foncteur de Fontaine :

D∗(V ) := (V ⊗L (B∗ ⊗Qp
L))GalK = (V ⊗Qp

B∗)
GalK .

C’est un Qp-espace vectoriel de dimension ≤ [K : Qp]. dimQp
V et V a la propriété ∗ si et

seulement si il y a égalité, auquel cas c’est unK⊗QpL-module libre de rang rankK⊗QpL
(D∗(V )) =

dimQp V . La famille de sous-groupes à un paramètre de Hodge-Tate (hHT(σ))σ est définie de la

façon suivante. Soit σ ∈ HomQp
(K,L).

Supposons que V est de Hodge-Tate. Comme précédemment, l’espace V ⊗Qp CK est gradué

par

V ⊗Qp
CK =

⊕

k∈Z

V {k} ⊗K CK , (I.2)
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où l’on rappelle que

V {k} := {x ∈ V ⊗L (L⊗Qp
CK) | ∀g ∈ GalK , ρ(g)x = Cyclp(g)

kx}.

En identifiant V ⊗L(L(σ)⊗KCK) à (V ⊗Qp
CK)⊗L⊗KL(σ) et appliquant l’opérateur ·⊗L⊗KL(σ)

dans l’équation (I.2), on obtient la graduation

V ⊗L (L(σ)⊗K CK) =
⊕

k∈Z

(V {k} ⊗K CK)⊗L⊗K L(σ) =
⊕

k∈Z

(V {k} ⊗L⊗K L(σ))⊗K CK . (I.3)

Le module gradué
⊕

k∈Z V {k} ⊗L⊗K L(σ) est isomorphe canoniquement à

DHT(V )⊗L⊗K L(σ) ∼= Grad(DdR(V )⊗L⊗K L(σ)).

Les poids de Hodge-Tate sont alors les entiers k ∈ Z tel que V {k} ⊗L⊗Qp
L(σ) 6= 0. On dé-

finit le sous-groupe à un paramètre de Hodge-Tate relativement à σ, hHT(σ) : Gm(CK) −→
GLV (L(σ)⊗K CK), comme étant le sous-groupe à paramètre associée à la graduation de l’équa-

tion (I.3). Si on considère V comme un Qp-espace vectoriel, alors on a un sous-groupe à un

paramètre de Hodge-Tate sans coefficients

hHT : Gm(CK)→ GLV (L⊗Qp
CK) = ResLQp

GLV (CK).

Le sous-groupe à un paramètre avec coefficient hHT(σ) n’est alors autre que hHT composé avec

la projection naturelle L⊗Qp CK → L(σ)⊗K CK .

Dans le cas où le corps des coefficients L est Qp (ou une extension algébrique infinie de

Qp), on peut se ramener au cas d’une extension finie, car toute Qp-représentation admet une

L-structure stable (voir ([BM02], Lemme 2.2.1.1) ou ([Ski09], p.244)). À noter que la filtration

sur DdR(V ) (et la graduation sur DHT) ne se fait pas en L⊗Qp
K-modules libres, ce qui implique

que les sauts de la filtration sur DdR(V )⊗L⊗K L(σ) dépendent bien de σ.

Exemple I.2.6 – SoientK/Qp et L/Qp tels queK contient tous lesQp-plongements de L. On se

donne α0 un Qp-plongement de L→ K, ce qui donne une application restriction GalK → GalL.

D’autre part, en choisissant une uniformisante de πL de L, la théorie du corps de classes fournit

une représentation GalL → O×L (la représentation sur le module de Tate de la loi de groupe

formelle du Lubin-Tate associé à πL (cf. [Mil11b], Chapter I)). On considère la représentation

ρ : GalK → O×L ⊂ GL1(L) en composant ces deux applications. D’après ([Ser98], Chapter

III, A1), comme K contient tous les Qp-plongements de L, la graduation de Hodge-Tate sur

L⊗Qp
CK de ρ agissant sur L provient de la graduation

L⊗K =
⊕

α∈HomQp (L,K)

K(α)

où K(α) = {w ∈ L ⊗ K | ∀x ∈ L, x.w = α(x).w} (c’est un K-espace vectoriel de dimension
1). De plus le sous-espace K(α0) est de poids 1 et l’espace K(α), pour α 6= α0, est de poids
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0 ([Ser98], Chapter 3, A1, Theorem 2). Donc HT = {0, 1} avec 1 de multiplicité 1 et 0 de

multiplicité [K : Qp]− 1. Soit σ ∈ HomQp
(K,L). La graduation sur L(σ) est alors

L(σ) =
⊕

α∈HomQp (L,K)

K(α)⊗L⊗K L(σ).

On rappelle qu’il y a une bijection GalL\HomQp
(K,L) ≃ HomQp

(L,K) (plus généralement,

pour deux extensions algébriques K/Qp, L/Qp, il y a une bijection GalL\HomQp(K,L) ≃
GalK\HomQp(L,K) telle que deux plongements α ∈ HomQp(L,K) et σ ∈ HomQp(K,L) cor-

respondent si et seulement s’il existe un isomorphisme τ : L
∼−→ K tel que le diagramme suivant

K
σ //

��

L

τ
��

K L
α

oo

__

commute, auquel cas on a K(α) = L(σ)).

Or dimK(K(α) ⊗L⊗K L(σ)) vaut 1 si σ ◦ α0 = IdL et vaut 0 sinon (cela vient du fait que

K(σ) = L(α) si et seulement si σ ◦ α = IdL).

I.2.C Théorie de Hodge dans des groupes algébriques

Soit G un groupe algébrique linéaire sur L. Pour une représentation ρ : GalK → G(L)
continue, on définit les notions de Hodge-Tate, de de Rham, semi-stable et ristalline de la façon

suivante.

Définition I.2.7 – Pour ∗ ∈ {HT, dR, st, cris}, on dit que ρ est ∗ si pour toute représentation
algébrique linéaire ι : G → GLV , la représentation ι◦ρ : GalK → GLV (L) est ∗ au sens classique.

Il suffit en fait de vérifier la condition seulement pour une représentation fidèle ι0 : G →
GLV . En effet si ι0 : G → GLV est une représentation linéaire fidèle de G, alors toute autre
représentation linéaire ι : G →W est une sous-représentation d’une somme directe

⊕

i V
⊗ni ⊗

(V ∗)⊗mi pour certains ni,mi ∈ N (d’après ([Del81], Prop. 3.1) ou bien ([DM81], Prop. 2.20)).

Or la catégories des représentations qui sont ∗ est stable par dualité, produit tensoriel et sous-
objets. Donc si V est ι0 ◦ ρ est ∗ alors ι ◦ ρ est aussi ∗.

Soit ρ : GalK → G(L) une représentation de Hodge-Tate. Dans le cas où L = Qp et GQp =

(GLV )Qp
, si on note HZar l’adhérence de Zariski de l’image de ρ dans GLV , alors le sous-

groupe à un paramètre de Hodge-Tate hHT : Gm(CK) → GLV (CK) de ρ est à valeurs dans

HZar(CK) ([Ser79a], p.159). De même dans le cas avec coefficient, si G/L = (GLV )/L, pour

HZar l’adhérence de Zariski de ρ(GalK), le sous-groupe à paramètre de Hodge-Tate hHT est à

valeurs dans ResLQp
HZar(CK) et les sous-groupes à un paramètre de Hodge-Tate avec coefficients

(hHT(σ))σ∈HomQp (K,L)
sont à valeurs dans HZar(L(σ) ⊗K CK). Dans le cas général où G/L est

un groupe algébrique quelconque, si ρ : GalK → G(L) est une représentation de Hodge-Tate,

alors il existe un unique sous-groupe à paramètre

hHT : Gm(CK)→ G(L(σ)⊗K CK) = ResLQp
G(CK).
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tel que pour tout ι : G → GLV , la composée ι ◦ hHT soit le sous-groupe à un paramètre de

Hodge-Tate de la représentation linéaire ι ◦ ρ. De même pour tout σ ∈ HomQp
(K,L) il existe

un unique sous-groupe à paramètre

hHT(σ) : Gm(CK)→ G(L(σ)⊗K CK)

tel que pour tout ι : G → GLV , la composée ι ◦ hHT(σ) soit le sous-groupe à un paramètre

de Hodge-Tate de la représentation linéaire ι ◦ ρ associé au plongement σ. Notons que l’on

peut voir hHT(σ) comme un sous-groupe à un paramètre à valeurs dans Gσ(CK), avec Gσ/K =

Res
L(σ)
K (G⊗LL(σ)). Si on change L par L′ une extension de L, alors on change hHT en composant

par l’application naturelle ResLQp
G/L → ResL

′

Qp
G/L′ .

Exemple I.2.8 – Soit la représentation ρ : GalK → L× associée à un plongement α0 : L→ K

de l’exemple I.2.6. Alors on peut voir ρ comme à valeurs dans TL(Qp), où TL = ResLQp
Gm. Par

définition de ρ, on a

∀x ∈ OK , ρ(recK(x)) = Nm(x),

où recK : K× → GalabK est l’application de réciprocité et Nm est la norme de K à L. Les

tores TK et TL sont déployés sur CK (et même sur K par hypothèse sur L et K) et on a les

isomorphismes canoniques

(TK)CK
≃

∏

σ∈HomQp (K,CK)

Gm, (TL)CK
≃

∏

α∈HomQp (L,CK)

Gm,

La norme définit un morphisme de groupes algébriques TK → TL donnée par

Nm : TK(CK) −→ TL(CK)

(xσ)σ∈HomQp (K,CK) 7−→ (
∏

σ,α=σ◦α0
xσ)α∈HomQp (L,CK)

De plus le tore TL(CK) agit de façon diagonalisable sur L⊗Qp CK avec pour sous-espace propres

K(α)⊗KCK(≃ CK), avec α ∈ HomQp
(L,CK), et caractère TL → Gm, x 7→ xα. En particulier, le

sous-groupe à paramètre de Hodge-Tate hHT : Gm/CK
→ (TL)/CK

est la composée de Gm/CK
→

(TK)/CK
, donné par σ = ‘plongement naturel’ et la norme.

I.3 Représentations abéliennes localement algébriques

On rappelle ici la description de certaines représentations Galoisiennes abéliennes géomé-

triques en terme des représentations du groupe algébrique SF,m définit par J-P. Serre dans

[Ser98].

I.3.A Cas de groupes de Galois locaux

Soit K un corps local. On définit le groupe algébrique (TK)/Qp
par la restriction à la Weil :

(TK)/Qp
:= ResKQp

Gm. En particulier on a TK(Qp) = K× et TK(Qp) = (K ⊗Qp Qp)
× ≃
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∏

σ∈HomQp (K,Qp)
Q
×

p . On rappelle que par la théorie du corps de classes, il y a une injection

K× → GalabK continue d’image dense envoyant toute uniformisante sur un Frobenius.

Définition I.3.1 – Soit ρ : GalabK → GLV (Qp) une représentation galoisienne abélienne. On dit

que ρ est localement algébrique s’il existe une représentation algébrique r : TQp
→ GLV Qp

et un

sous-groupe ouvert U ⊂ T (Qp) = K× tel que

∀x ∈ U, ρ(recK(x)) = r(x).

Auquel cas, la représentation r est unique et on l’appellera la représentation algébrique associée

à ρ.

J-P. Serre montre alors une équivalence entre les représentations localement algébrique et

les représentation de Hodge-Tate abéliennes.

Théorème I.3.2 ([Ser98], Chap. III, Thm. 1.2) – Soit ρ : GalabK → GLV (Qp) une représentation

abélienne p-adique de K/Qp. Les propositions suivantes sont équivalentes

(i) ρ est localement algébrique.

(ii) ρ est de Hodge-Tate et sa restriction à l’inertie est semi-simple (c-à-d que l’image est

formée d’éléments semi-simples).

Soient ρ : GalabK → GLV (Qp) une représentation localement algébrique (et donc de Hodge-

Tate) et r : TK → GLV sa représentation algébrique. La preuve du théorème ([Ser98], Chap.

III, Appendix) montre de plus que le sous-groupe à un paramètre de Hodge-Tate hHT de ρ

est la composée de r : TK(CK) → GLV (CK) avec le sous-groupe à paramètre Gm(CK) →
TK(CK) ∼=

∏

σ∈HomQp (K,CK) Gm(CK) de TK correspondant à l’inclusion sur la composante σ0 =

‘plongement naturel’. Ce théorème s’étend naturellement au cas des représentations abéliennes

de GalK à valeurs dans G(L). Si ρ : GalabK → G(L) est une représentation galoisienne abélienne,
on dira que ρ est localement algébrique s’il existe une représentation algébrique r : (TK)Qp

→
ResLQp

G et un sous-groupe ouvert U ⊂ TK(Qp) = K× tel que ρ(recK(x)) = r(x) pour tout

x ∈ U .

Théorème I.3.3 – Soit ρ : GalabK → G(L) une représentation abélienne avec G un groupe

algébrique. Les propositions suivantes sont équivalentes

(i) ρ est localement algébrique.

(ii) ρ est de Hodge-Tate et sa restriction à l’inertie est semi-simple.

Auquel cas pour tout σ ∈ HomQp
(K,L) le sous-groupe à un paramètre de Hodge-Tate de hHT(σ)

est la composée du caractère Gm(CK) → TK(CK) correspondant à l’inclusion naturelle K →
CK , de r et de la projection G(L⊗Qp

CK)→ G(L(σ)⊗K CK).

Les représentations cristallines de dimension 1 à coefficients dans une extension finie L/Qp

sont caractérisées par la théorème suivant. Ce sont les représentations algébriques sur l’inertie

et pas seulement localement algébriques.
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Théorème I.3.4 ([Con11], Proposition B.4) – Soit L/Qp une extension finie et ρ : GalabK →
GL1(L) = L×. Alors ρ est cristalline si et seulement s’il existe une représentation algébrique

r : (TK)/Qp
→ (TL)/Qp

tel que r = ρ ◦ recK sur O×K .

I.3.B Cas de groupes de Galois globaux

Supposons maintenant que F est un corps de nombres. On définit de la même manière le

tore TF := ResFQGm. Pour m = (mnv
v )v un modulus de F tel que nv = 1 pour toute places v

réelles, on note UF,m l’ensemble des adèles qui sont des unités congrus à 1 mod m et EF,m les

unités de F congrues à 1 mod m et positives :

UF,m = {(xv)v ∈ A×F | valv(xv − 1) ≥ nv pour tout v ∤∞, et xv ∈ (K×v )◦ si v|∞},
EF,m = {x ∈ O×F | x = 1 mod m

nv
v pour tout v ∤∞, et x ∈ (K×v )◦ si v|∞},

où ·◦ désigne la composante connexe. On note IF,m le quotient de IF := A×F par UF,m et

CF := IF /F
× le groupe de classes des idèles et CF,m = CF /UF,m ≃ IF /(UF,m.F

×) le quotient

de CF par l’image de UF,m dans CF (le ‘ray class group modulo m’ ([Neu13], 7.2)). Le groupe

CF,m est alors fini et admet pour quotient le groupe de classes des idéaux de F . On a de plus la

suite exacte

1 // F×/EF,m // IF,m // CF,m // 1 .

On note TF,m le quotient de TF par l’adhérence de Zariski de EF,m dans TF . J-P. Serre ([Ser98],

Chap. II) construit alors un groupe algébrique abélien de type multiplicatif SF,m sur Q obtenu

par extension de CF,m par TF,m. Le diagramme suivant est commutatif et les lignes sont exactes :

1 // F×/EF,m //

��

IF,m //

��

CF,m //

��

1

1 // TF,m(Q) // SF,m(Q) // CF,m // 1

Dans ([Ser98], Chap. II, 1.3), le groupe algébrique SF,m est construit à partir de ses points à

valeurs dans Q. Ici, on indique brièvement une construction différente de SF,m via son algèbre

de Hopf. On note c ∈ Z2(CF,m, F
×/EF,m) le cocycle défini par l’extension IF,m. Alors IF,m est

s’identifie à l’ensemble CF,m × F×/EF,m et la loi de groupe s’identifie à :

(x, σ) + (y, τ) = (x+ σy + c(σ, τ), σ + τ). (I.4)

On définit alors le foncteur en groupe SF,m par SF,m(R) = TF,m(R) × CF,m (pour R une Q-

algèbre), avec la même loi de groupe que l’équation (I.4). Si TF,m est représenté par la bigèbre

(A,∆A, eA), alors SF,m est représenté par la bigèbre B := ACF,m , l’algèbre des fonctions de CF,m

vers A, où la comultiplication est donnée par

∆B : ACF,m −→ (A⊗A)CF,m×CF,m
∼−→ ACF,m ⊗ACF,m

(xγ)γ∈CF,m
7−→ (IdA ⊗ IdA ⊗ c(γ, γ′)) ◦∆2

A(xγ.γ′)(γ,γ′)∈CF,m×CF,m

,
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où ∆2
A : A→ A⊗QA⊗QA et c(γ, γ′) ∈ F×/EF,m est identifié à son image à travers F×/EF,m →

HomQ(A,Q) = TF,m(Q). Ces données définissent alors l’algèbre de Hopf du foncteur en groupe

Sm.

Définition I.3.5 – On appellera SF,m le groupe de Serre associé au corps F et au modulus m

et on appellera TF,m le tore de Serre connexe.

Le groupe de Serre SF,m vérifie la propriété universelle suivante.

Proposition I.3.6 ([Ser98], Chap. II.1) – Pour G/Q un groupe algébrique et deux morphismes

(TF,m)/Q → G/Q, IF,m → G(Q) tels que le diagramme suivant commute :

F×/EF,m

��

// IF,m

��

TF,m(Q) // G(Q)

,

il existe un unique morphisme (SF,m)/Q → G/Q tel que le diagramme suivant commute :

F×/EF,m

��

// IF,m

��

��

TF,m(Q) //

//

SF,m(Q)

$$

G(Q)

.

Pour tout ℓ, J-P. Serre construit aussi une représentation abélienne ℓ-adique de GalF

εℓ : Gal
ab
F −→ SF,m(Qℓ) (I.5)

qui est rationnelle et non-ramifiée en dehors de ℓ et du support de m ([Ser98] I.2.3). Elle est

définie de la façon suivante. On note βℓ : IF → SF,m(Qℓ) la composée de la projection IF → IF,m

et de l’application canonique IF,m → SF,m(Q) ⊂ SF,m(Qℓ) et on note αℓ : IF → SF,m(Qℓ) la

composée de la projection IF → (F ⊗Q Qℓ)
× ∼= TF (Qℓ) et de TF → TF,m → SF,m. Le rapport

βℓ.α
−1
ℓ : IF → SF,m(Qℓ), se quotiente alors à travers IF → GalabF , ce qui définit εℓ (voir [Ser98]

pour les détails).

Si φ : (SF,m)Qℓ
→ GQℓ

est une représentation algébrique, alors en la composant par εℓ, on

obtient une représentation Galoisienne abélienne φ ◦ εℓ : GalabF → G(Qℓ). Comme dans le cas
local, on a une notion de représentations localement algébriques définie de la façon suivante. On

note recF : IF → GalabF l’application donnée par la théorie du corps de classes. La composée de

recF par l’injection TF (Qℓ) ≃
∏

v|ℓ F
×
v → IF défini un morphisme

iℓ : TF (Qℓ) −→ GalabF
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Définition I.3.7 – Une représentation abélienne ρ : GalabF → G(Qℓ) est dite localement al-

gébrique s’il existe une représentation algébrique r : (TF )/Qℓ
→ G/Qℓ

telle que ρ(iℓ(x)) = r(x)

pour tout x dans un sous-groupe ouvert de TF (Qℓ) = (F ⊗Q Qℓ)
× =

∏

v|p F
×
v .

Cela revient à dire que pour toute place v|ℓ, la restriction de ρ au sous-groupe de décom-

position GalabFv
est localement algébrique (au sens précédent). Dans ce cas r est unique et est

donné par

r : TF (Qℓ) ≃
∏

v|ℓ TFv (Qℓ) −→ G(Qℓ)
(xv)v 7−→ ∏

v rv(xv)
,

où rv : (TFv
)/Qℓ

→ G/Qℓ
est la représentation algébrique associée à ρ|GalabFv

. On appelle r la

représentation algébrique associée à ρ.

Définition I.3.8 – Soient ρ : GalF → G(Qℓ) une représentation abélienne localement algé-

brique, r sa représentation algébrique associée et m un modulus de F . Pour toute place v de F ,

on note iv : F
×
v → GalabF la composée de recFv

: F×v → GalabFv
et de l’inclusion GalabFv

→֒ GalabF .

On dit que m est un modulus de définition de ρ si :

1. Pour tout v|ℓ, pour tout x ∈ O×Fv
tel que valv(x− 1) ≥ valv(m), on a ρ ◦ iv(x) = r(x).

2. Et pour tout v ∤ ℓ, pour tout x ∈ O×Fv
tel que valv(x− 1) ≥ valv(m), on a ρ ◦ iv(x) = 1.

Autrement dit ρ est admet m pour modulus, si pour tout v, ρ est triviale si v ∤ p ou bien ρ

cöıncide avec sa représentation algébrique si v|p sur le sous-groupe ouvert de l’inertie correspon-
dant définit par le modulus m. A noter que toute représentation localement algébrique admet

un modulus de définition ([Ser98], III.2, Prop. 2). Le théorème suivant montre que les repré-

sentations algébriques de modulus m sont exactement ceux qui proviennent des représentations

algébrique de SF,m.

Théorème I.3.9 ([Ser98], III.2, Thm. 1, Thm. 2) – Soit ρ : GalF → G(Qℓ) une représentation

localement algébrique, r sa représentation algébrique et m un modulus de définition. Alors il

existe une unique représentation algébrique φ : (SF,m)/Qℓ
→ G/Qℓ

telle que le diagramme suivant

commute :

GalabF
ρ

//

εℓ

��

G(Qℓ)

SF,m(Qℓ)

φ

99

Réciproquement, pour une représentation algébrique φ : (SF,m)/Qℓ
→ G/Qℓ

, la représentation

Galoisienne ρ := φ ◦ εℓ est localement algébrique de modulus m et sa représentation algébrique

r associée est la composée de l’application naturelle (TF )/Qℓ
→ (SF,m)/Qℓ

avec φ.

TF (Qℓ)
r //

��

G(Qℓ)

SF,m(Qℓ)

φ

99
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Si m′ est un modulus divisant m (i.e valv(m
′) ≤ valv(m) pour toute place v), alors par

construction il existe morphisme surjectif SF,m → SF,m′ . On peut alors parler du plus petit

modulus sur lequel est défini ρ que l’on appelle le conducteur de ρ.

Dans ce mémoire, on aura besoin de restreindre une représentation ρ : GalF → G(Qℓ) à
un sous-groupe ouvert GalF ′ . On explique ce qui se passe du point de vue du groupe de Serre.

Soient F ′/F une extension finie Galoisienne de F (incluse dans F ). Tout modulus m de F , peut

être vu comme un modulus m′ de F ′ en posant valw(m
′) = e(w, v).valv(m) pour toute place v de

F et place w de F ′ divisant v. La norme de F ′ vers F fournit le diagramme commutatif suivant

1 // F ′
×
/Em

′
//

Nm

��

IF ′,m′ //

Nm

��

CF ′,m′ //

Nm

��

1

1 // F×/Em
// IF,m // CF,m // 1

.

Par propriété universelle de SF,m (Proposition I.3.6) cela implique qu’il y a un unique morphisme

SF ′,m′ → SF,m tel que le diagramme suivant commute

1 // TF ′,m′ //

Nm

��

SF ′,m′ //

��

CF ′,m′ //

Nm

��

1

1 // TF,m // SF,m // CF,m // 1

.

On rappelle que le corps de classes Fm associé au modulus m est l’unique extension abé-

lienne L/F telle que IF /(F
×.NmL/F (IL)) = CF /NmL/F (CL) soit égal à CF,m, c-à-d que

F×.NmL/F (IL) = F×.CF,m. C’est une extension non-ramifiée en dehors du support de m de

groupe de Galois Gal(Fm/F ) ∼= CF,m.

Proposition I.3.10 – Soit m un modulus de F et Fm le corps de classes de m. Alors l’image

de SFm,m → SF,m est dans TF,m.

Démonstration – Considérons le diagramme commutatif suivant :

IFm

Nm //

��

IF //

��

IF
F×.UF,m

IFm,m
Nm //

��

IF,m //

��

IF,m

F×/EF,m

F×
m

99

��

SFm,m(Q)
// SF,m(Q) // CF,m

TFm,m(Q)

88

// TF,m(Q)

88

1

99

.

Comme la flèche horizontale IFm
−→ IF

F×.UF,m
est nulle et que IFm

→ IFm,m est surjective,

on en déduit que la composée IFm,m → IF,m → CF,m est nulle. D’autre part la composée
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(TFm,m)Q → (TF,m)Q
1−→ CF,m est nulle. Par propriété universelle de SFm,m (Proposition I.3.6),

la composée (SFm,m)Q → (SF,m)Q → CF,m est nulle. Cela implique que

Im
(

(SFm,m)Q → (SF,m)Q
)

⊂ ker
(

(SFm,m)Q → CF,m
)

= (TF,m)Q,

et que Im(SFm,m → SF,m) ⊂ TF,m.

On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire I.3.11 – Soient L/Qp une extension finie et (χv : Gal
ab
Fv
→ L×)v une famille de

caractères cristallins indexée par les places p-adiques v de F . On note χ :
∏

v|pO×Fv
→ L× le

caractère tel que

χ
(

(xv)v
)

=
∏

v|p

χv(recFv
(xv)),

où recFv : F
×
v → GalabFv

est l’isomorphisme de la théorie du corps de classes. Soit m un modulus

de F à support dans les places p-adiques. Si χ est trivial sur EF,m, alors il existe un caractère

ψ : GalFm
→ L× non-ramifiée en dehors de p tel que pour toutes places w|p de Fm on ait

ψ|I(Fm)w
= (χw)|I(Fm)w

.

Démonstration – Comme χv est cristallin, d’après le théorème I.3.4, il existe une représentation

algébrique rv : (TFv )/Qp
→ Gm/Qp

telle que χv ◦ recFv = rv sur O×Fv
. On peut alors prolonger

χ en un caractère algébrique (TF )/Qp
→ (TL)/Qp

en posant χ((xv)v) =
∏

v rv(xv) pour tout

x ∈ TF (Qp) =
∏

v F
×
v .

Comme le morphisme χ est trivial sur EF,m, il se quotiente à travers (TF )/Qp
/EF,m, où EF,m

est le plus petit sous-groupe algébrique G/Qp
⊂ (TF )/Qp

telle que G(Qp) ⊃ EF,m. Comme les

points de EF,m sont à valeurs dans TF (Q), le groupe EF,m est défini sur Q et donc (TF )/Qp
/EF,m

est égal à (TF,m)/Qp
.

On note χ′ la composée de SFm,m(Qp)→ TF,m(Qp) (cf. Proposition I.3.10) avec χ. On note

ψ : GalabFm

→ TL(Qp) la composée de εFm,p : Gal
ab
Fm

→ SFm,m(Qp) (cf. I.5) par χ
′. Comme m est

à support dans p, le caractère ψ est non-ramifié en dehors de p. Soit w une place p-adique de

Fm. On a le diagramme commutatif suivant

GalabFm

εFm,p
//

ψ

&&

SFm,m(Qp) //

χ′
&&

TF,m(Qp)
χ

// TL(Qp)

GalabFm,w

OO

..

T(Fm)w(Qp)
oo Nm //

OO

TFw(Qp)

OO

rw //

��

TL(Qp)

GalabFw

χw

9 9

Par définition de χ, la restriction de χ′ au sous-groupe F×
m,w →֒ SFm,m est égale à la composée

F×
m,w

NmFm,w/Fw−−−−−−−−→ F×w
χ

w◦recFw−−−−−−→ L×,
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ce qui implique que ψ|Gal(Fm)w
= (χw)|Gal(Fm)w

.
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Chapitre II

II – Le problème de relèvement

II.1 Obstruction à un relèvement

Dans cette partie on se donne, F un corps (quelconque), et π : H → H un morphisme

surjectif de groupes algébriques réductifs sur Qp tel que le noyau N soit central et de type

multiplicatif.

1 // N // H π // H // 1.

On rappelle que H réductif veut dire que le sous-groupe connexe normal résoluble unipotent

maximal (appelé le radical unipotent de H) est trivial et que N centrale veut dire que N est

inclus dans le centre de H. Un groupe algébrique est dit semi-simple si son sous-groupe connexe
normal résoluble maximal (appelé le radical) est trivial. On se donne aussi une représentation

ρ : GalF −→ H(Qp).

On rappelle que les représentations sont supposées continues pour la topologie p-adique.

Définition II.1.1 – Un relèvement de ρ est une représentation ρ de GalF à valeurs dans H(Qp)
telle que π ◦ ρ = ρ.

H(Qp)

π

��

GalF

ρ
;;

ρ
// H(Qp)

On munitN (Qp) de l’action triviale de GalF et on note H2(GalF ,N (Qp)) le deuxième groupe
de cohomologie, c’est-à-dire le groupe Z2(GalF ,N (Qp)) des fonctions c : GalF ×GalF → N (Qp)
continues telles que c(ι.σ, τ) = c(ι, σ).c(σ, τ) pour tout ι, σ, τ ∈ GalF modulo le sous-groupe des

éléments de la forme (σ, τ) 7→ f(τ).f(σ)−1 où f est une fonction continue GalF → N (Qp).
Si ρ et ρ′ sont deux relèvements alors il existe une unique fonction continue χ : GalF →

N (Qp) tel que ρ′ = ρ.χ. L’hypothèse que N est central permet de garantir que χ est un

morphisme de groupes. Il est connu (au moins dans le cas discret) que l’obstruction d’un tel

problème de relèvement est une classe dans le groupe de cohomologie H2(GalF ,N (Qp)). On
rappelle dans les paragraphes suivants les principaux résultats.

Le ‘groupe’ de cohomologie continue (non-abélienne) H1(GalF ,H(Qp)) s’identifie canonique-
ment à l’ensemble des homomorphismes continus Hom(GalF ,H(Qp)). À la représentation ρ, on

note c(ρ) : Gal2F → N (Qp) la fonction définie de la façon suivante. On choisit ρ̂ : GalF → H(Qp)
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une fonction continue relevant ρ (son existence est assurée grâce à la Proposition II.1.2). Pour

tout σ, τ ∈ GalF , on pose alors

c(ρ)(σ, τ) := ρ̂(σ.τ).ρ̂(τ)−1.ρ̂(σ)−1.

La fonction c(ρ) mesure moralement le défaut de ρ̂ à être morphique et vit dans le groupe

Z2(GalF ,N (Qp)) des 2-cocycles continus. Sa classe de cohomologie dans H2(GalF ,N (Qp)), noté
δ(ρ), est indépendant du choix de ρ̂ et il existe la suite exacte suivante d’ensembles pointés

([Ser79b], Chap. VII Annexe)

H1(GalF ,H(Qp))→ H1(GalF ,H(Qp))
δ−→ H2(GalF ,N (Qp)). (II.1)

En particulier δ(ρ) est nul si et seulement si ρ admet un relèvement (continue) à H(Qp). Si
l’espace H2(GalF ,N (Qp)) est nul, cela implique que toute représentation GalF → H(Qp) se
relève. Dans la suite on montre que δ(ρ) est bien défini et peut être représenté par un cocycle

à valeurs finis.

Proposition II.1.2 – Il existe U ⊂ H(Qp) un sous-groupe ouvert-fermé (c-à-d un ouvert d’un

sous-ensemble fermé) et un sous-groupe ouvert U ⊂ H(Qp) tels que π induise un isomorphisme

de groupes topologiques U → U .

Démonstration – On raisonne en plusieurs étapes.

1er cas : Si N est fini. Alors N (Qp) est discret et il suffit de prendre U ⊂ H(Qp) un ouvert
intersectant N (Qp) trivialement et U son image dans H.

2eme cas : si H et H sont des tores. Un morphisme entre deux tores est la composée d’une

projection par une isogénie, c’est-à-dire qu’il existe une décomposition H = T1 × T2 et une

isogénie π′ : T2 → H telles que π soit la composée

H = T1 × T2
pr2 // T2 π′ // H

On prend alors U ⊂ T2(Qp) un ouvert intersectant ker(π′) trivialement.
3eme cas : si H est connexe. On note D(H) le sous-groupe dérivé de H et R(H) son

radical (c’est aussi la composante connexe de son centre). On rappelle (voir [Bor91], 14.2) que

l’application naturelle R(H)×D(H)→ H est surjective à noyau fini. On considère le diagramme

suivant

0 // N × (N ∩D(H)) //

��

R(H)×D(H) //

��

R(H)×D(H) //

��

0

0 // N // H π // H // 0

,

où les flèches horizontales de la première ligne envoient le premier (resp. deuxième) facteur sur

le premier (resp. deuxième) facteur et les flèches verticales (les produits) sont surjectifs à noyau

fini.

Le noyau de D(H) → D(H) est fini car égal à N ∩ D(H) qui est un groupe semi-simple de
type multiplicatif (car N est central). D’après le 1er cas, il existe un ouvert V1 ⊂ D(H)(Qp)
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qui soit homéomorphe à son image V 1 ⊂ D(H)(Qp). Comme R(H)→ R(H) est un morphisme
entre deux tores, d’après le 2eme cas, il existe V2 ⊂ R(H)(Qp) qui soit isomorphe à son image
V2 ⊂ R(H)(Qp) ouverte. Comme le noyau de R(H)×D(H)→ H est fini, quitte à rétrécir V1 et

V2, on peut supposer que V1 × V2 intersecte ce noyau trivialement. De même on peut supposer
de plus que V1×V2 intersecte trivialement le noyau de R(H)×D(H)→ H. On note U l’image de

V1 × V2 dans H(Qp) et U l’image de V1 × V2 dans H. Comme le morphisme D(H)×R(H)→ H
est étale, U est un ouvert de H(Qp). Par construction π réalise un isomorphisme de U ⊂ H(Qp)
vers U ⊂ H(Qp).

Cas général. Il suffit de considérer le morphisme H◦ → H◦ entre les composantes connexes
qui sont ouvertes et de prendre U ⊂ H◦(Qp) comme dans le cas précédent.

Cela montre en particulier que quitte à faire une extension finie, toute représentation se

relève. La preuve montre en fait que N (Qp) × U est ouvert dans H(Qp) et que π : H → H est

localement une projection, c’est-à-dire que sur l’ouvert N (Qp) × U ⊂ H(Qp), le morphisme π
est la projection sur U ≃ U . On peut alors trouver une section continue s de π : H → H de

la façon suivante : si on note s : U → U une section continue sur U et qu’on écrit H(Qp) =
⊔

i∈I π(ai)U une décomposition en classe modulo U , alors on peut prolonger s à H en posant

s(π(ai)u) := ais(u) (i ∈ I, u ∈ U ≃ U). Cela assure donc l’existence d’un relèvement continu

ρ̂ : GalF → H(Qp) (non morphique), comme indiqué plus haut, ainsi que l’existence de δ(ρ).

Dans la suite on appellera δ(ρ) l’obstruction à relever ρ à travers H π−→ H.

Corollaire II.1.3 – Soit ρ : GalF → H(Qp) une représentation. Il existe un relèvement

ρ : GalF → H(Qp) continu de ρ si et seulement si l’élément δ(ρ) ∈ H2(GalF ,N (Qp)) est nul.

Démonstration – C’est une conséquence de la suite exacte II.1 démontré dans ([Ser79b], Chap.

VII Annexe), dont la preuve est aussi valable pour la cohomologie continue.

La proposition suivante montre que l’on a affaire à la cohomologie à valeur discrète.

Proposition II.1.4 – Soit ρ : GalF → H(Qp) une représentation continue. Alors la connexion

δ(ρ) peut être représenté par un cocycle à valeurs finies.

Démonstration – On reprend le diagramme suivant introduit dans la preuve de la proposition

II.1.2

0 // N × (N ∩D(H)) //

��

R(H)×D(H) //

��

R(H)×D(H) //

��

0

0 // N // H π // H // 0

,

On rappelle que R(H)×D(H)→ H est la composé d’une projection R(H)×D(H)→ T2×D(H)
par une isogénie T2 × D(H) → H. Comme T2 × D(H) → H est une isogénie, le cocycle pour

relever ρ de H(Qp) à T2(Qp)×D(H)(Qp) est à valeur finie. Comme la surjection R(H)×D(H)→
T2 × D(H) est scindée, le cocyle pour relever ρ de H(Qp) à R(H)(Qp) × D(H)(Qp) est aussi à
valeur finie. Donc à fortiori il en est de même pour le cocycle pour relever ρ de H(Qp) à H(Qp).
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Supposons que F est un corps de nombres. Un cadre naturel en géométrie arithmétique est

de se restreindre aux représentations de GalF non-ramifiées en dehors d’un ensemble fini de

places. Le théorème de Tate ne garantit pas qu’une représentation non-ramifiée presque partout

admet un relèvement non-ramifié presque partout. Cependant Conrad a montré que c’est vrai.

Proposition II.1.5 ([Con11], Lem. 5.2, Prop 5.3) – Si ρ est non-ramifiée en dehors d’un

ensemble fini de places, alors tout relèvement ρ est non-ramifiée en dehors d’un ensemble fini

de places (non nécessairement les mêmes que celles de ρ).

II.2 Cas des corps locaux

Soit ρ : GalF → H(Qp) une représentation. Si v est une place de F , alors on note ρv
la restriction de ρ au groupe de décomposition GalFv . On appellera obstruction locale en v,

l’obstruction à relever ρv. On s’intéresse au problème local-global suivant : sachant que l’on

peut relever ρ|GalFv
sur chaque groupe de décomposition (rappelons que pour toute place v on

s’est fixé un plongement F alg → F alg
v ) est que cela implique que l’on peut relever ρ et si possible

avec des conditions locales ?

II.2.A Cas archimédien

SoitK est un corps local archimédien. AlorsK = R ouK ≃ C et comme toute représentation

de GalC est trivial, on suppose que F = R. On note c la conjugaison complexe, l’élément non-

triviale de GalR ≃ Z/2Z. Une représentation de GalR est alors uniquement déterminée par

l’image de c et celui-si doit-être un élément d’ordre divisant 2. Donc relever une représentation

de GalR revient alors à relever l’image c en un élément d’ordre 1 ou 2.

Proposition II.2.1 – Une représentation ρ : GalR → H(Qp) se relève à H(Qp) si et seulement

si ρ(c) se relève en un élément d’ordre divisant 2.

Définition II.2.2 – On dira que la conjugaison complexe se relève si cette condition est vérifiée.

Dans le cas particulier où N est un tore ou un groupe fini de cardinal impair, toute repré-

sentation ρ : GalR → H(Qp) se relève. En effet, on choisit a ∈ H(Qp) un relèvement quelconque
de ρ(c), alors on a a2 ∈ N (Qp). Comme N (Qp) est 2-divisible, en choisissant b ∈ N (Qp) tel que
b2 = a2, il suffit de définir ρ(c) := ab−1.

II.2.B Cas ℓ-adique

On suppose que K est une extension finie de Qℓ avec ℓ 6= p. On étudie le cas des relèvements

de représentations p-adique de K. Rappelons qu’un groupe compact totalement discontinu G

est profini ([NSW08], Proposition 1.1.3), et que pour tout élément g ∈ G, on peut définir gn

pour tout n ∈ Ẑ.

Proposition II.2.3 – Soit ρ : GalK → H(Qp) une représentation non-ramifiée. Alors ρ admet

un relèvement non-ramifié à H(Qp).
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Démonstration – Il suffit de relever l’image A := ρ(Frobq) du Frobenius GalK/IK ≃ GalkK ≃ Ẑ

en un élément appartenant à un sous-groupe compact. Soit L/Qp une extension finie telle que

AẐ soit dans π(H(L)), l’image de H(L) par le morphisme H → H. Soit U un voisinage ouvert

de H(L) tel que son image U soit ouvert dans H(L) et tel que U et U soient homéomorphes via

π (Proposition II.1.2).

Supposons d’abord que le noyau N est fini. On sait que l’on a une section continue s :

π(H(L)) → H(L), et l’image de AẐ par cette section est compacte. L’image réciproque de AẐ

par π vaut alors N (L).s(AẐ) qui est compact car N est fini. On peut donc bien relever A.

Supposons maintenant que le noyauN est un tore. Soit A0 ∈ H(L) un relèvement quelconque
de A. Comme H(L) est un groupe de Lie p-adique, quitte à réduire U , on peut supposer que U
est un sous-groupe profini. Comme (An)n tend vers 0 lorsque n→ 0 pour la topologie profinie,

il existe n ∈ N tel que An ∈ π(U) = U . Il existe alors N ∈ N (L) telle que An0 .N soit dans U .

Comme N est un tore, quitte à augmenter L, on peut supposer qu’il existe N ′ ∈ N (L) tel que
N ′

n
= N . L’élément A0.N

′ est alors un relèvement de A et son sous-groupe engendré est inclus

dans le compact
⋃n−1
k=0 U.(A0.N

′)k.

Dans le cas où N est quelconque, il suffit de relever A à travers H/N 0 → H et en suite à

travers H → H/N 0, où N 0 est la composante connexe de N qui est un tore.

N 0

��

1 // N //

��

H //

��

H // 1

1 // N/N 0 // H/N 0 // H // 1

Soit ρ : GalK → H(Qp) une représentation p-adique. Alors ρ est potentiellement semi-

stable, par le théorème de monodromie de Grothendieck ([Ill94], Thm 1.4). Donc il lui est

associée une représentation de Weil-Deligne (ρWD, N) comme dans la Chapitre 1. On rappelle

aussi qu’une représentation de Weil-Deligne (ρWD, N) provient d’une représentation galoisienne

(potentiellement semi-stable) si et seulement si l’image (ρWD(WF )) est relativement compacte

(Théorème I.1.3). Toute représentation de Weil-Deligne ne se relève pas forcément, mais par

contre elle se relève si on se restreint à une extension finie.

Proposition II.2.4 – Si (ρWD, N) est une représentation de Weil-Deligne dans H(Qp), alors il
existe une extension finie K ′/K tel que (ρWD|K′ , N) se relève en représentation de Weil-Deligne

de GalK′ à valeurs dans H(Qp).

Démonstration – Soit (ρWD, N) une représentation de Weil-Deligne deWK dansH(Qp). Comme
l’inertie agit par image finie, quitte à prendre une extension finie, on peut supposer que l’inertie

agit trivialement. Dans ce cas, il suffit de relever l’image du Frobenius Φ := ρWD(FrobK) et de la

monodromie N . On note U = exp(N). On choisit Φ ∈ H(Qp) un relèvement de Φ et U ∈ H(Qp)
un relèvement unipotent de U (existe car si D.U la décomposition de Jordan d’un relèvement
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quelconque de U , alors l’image de D est 1, donc D ∈ N (Qp), et l’image de U est U). Comme

Φ · U · Φ−1
= U

q
, Il existe alors ε ∈ N (Qp) tel que

Φ · U q · Φ−1 = εU q.

Comme π est centrale ε et Uq commutent, et comme Φ · Uq · Φ−1 et U sont unipotents, par

unicité de la décomposition de Jordan on en déduit que ε = 1. Donc le couple (Φ, log(U)) définit

une représentation de Weil-Deligne non-ramifiée WK → H(Qp) qui relève (ρWD, N).

Cette proposition admet la version Galoisienne suivante.

Proposition II.2.5 – Si ρ : GalK → H(Qp) est une représentation, alors il existe une extension
finie K ′/K telle que ρ|GalK′

se relève à H(Qp).

Démonstration – Soit U ⊂ H(Qp) sous-groupe induisant un isomorphisme sur un sous-groupe
ouvert U ⊂ H(Qp) comme dans la Proposition II.1.2. Il suffit alors de prendre K ′/K l’extension

finie tel que GalK′ = ρ−1(U).

Si ρ est semi-stable, on peut en fait prendre K ′ = K.

Théorème II.2.6 – Toute représentation semi-stable GalK → H(Qp) se relève à H(Qp) en

une représentation semi-stable.

Démonstration – Si ρ est semi-stable et si (ρWD, N) est la représentation de Weil-Deligne as-

sociée, alors ρWD est triviale sur l’inertie. Donc pour relever (ρWD, N) il suffit de relever le

Frobenius et N comme dans la preuve de la proposition précédente. Le fait que le relèvement

provienne d’une représentation Galoisienne vient du même argument que dans la proposition

II.2.3.

A noter que si ρ est semi-stable alors deux relèvements semi-stables ρ et ρ′ cöıncidents sur

l’inertie IK . En effet il existe χ : GalK → N (Qp) tel que ρ′ = χ.ρ. Pour σ ∈ IK , ρ
′(σ) et

ρ(σ) sont unipotents et χ(σ) est diagonalisable et par unicité de la décomposition de Jordan

cela implique que χ(σ) = 1. Ce résultat d’unicité admet un analogue en p-adique (Théorème

II.2.12). On termine par le théorème suivant.

Théorème II.2.7 ([Con11], Prop. 5.3) – Si N est un tore, alors toute représentation ρ :

GalK → H(Qp) se relève à H(Qp)

II.2.C Relèvements en théorie de Hodge p-adique

Soit K un corps p-adique. Ici on s’intéresse aux représentations p-adiques de K. Soit ρ :

GalK → H(Qp). Si ρ est de Hodge-Tate, de Rham, semi-stable, cristalline, alors la question est de
savoir si ρ admet un relèvement avec la même propriété. Choisissons L ⊂ Qp une sous-extension

finie de Qp tel que π(H(L)) contienne l’image de ρ. Une condition évidemment nécessaire à

l’existence d’un relèvement est que la structure de Hodge-Tate se relève, au sens où le sous-

groupe à un paramètre de Hodge-Tate hHT : Gm/CK
→ (ResLQp

H)/CK
associée à ρ (vu à valeurs

dans ResLQp
H(Qp) = H(L)) admet un relèvement hHT : Gm/CK

→ H/CK
.
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Remarques II.2.8 – Comme L⊗Qp
CK est isomorphe à

∏

α∈HomQp (L,CK) CK , le groupe algébrique

(ResLQp
H)/CK

est isomorphe au produit
∏

α∈HomQp (L,CK)(H)/CK
. Dire que hHT se relève revient

à dire que chacune de ses composantes se relève.

Le fait que hHT se relève n’est pas suffisant à l’existence d’un relèvement de Hodge-Tate. En

effet, on peut par exemple considérer un caractère d’ordre fini (donc de poids de Hodge-Tate 0)

qui n’est pas un carré.

Proposition II.2.9 – Soit ρ : GalK → H(Qp). Si ρ admet un relèvement et si hHT se relève,

alors il existe une extension K ′/K tel que ρ|GalK′
admet un relèvement de Hodge-Tate.

Démonstration – Soit ρ̂ un relèvement, L/Qp tel que ρ̂ soit à valeurs dans H(L) et Θ ∈
Lie(ResLQp

H(Qp)) son opérateur de Sen. Comme la structure de Hodge-Tate de ρ se relève,

il existe N ∈ Lie(ResLQp
N (Qp)) tel que Θ + N soit semi-simple à valeurs propres entiers dans

toute représentations linéaire de ResLQp
H. On prend K ′/K une extension finie, telle l’on puisse

définir le caractère χ : GalK′ → N (Qp) par χ(σ) = exp(N log Cyclp(σ)). La représentation

χ.ρ|GalK′
est alors un relèvement de Hodge-Tate.

Exemple II.2.10 – Soit V un espace vectoriel de dimension n et ρ : GalK → GLV (Qp) une

représentation. Supposons que son image ρ dans GLSym2V (Qp) soit de Hodge-Tate. Comme le

morphisme GLV (Qp) → GLSym2V (Qp) a pour noyau {−1, 1}, cela implique que l’opérateur de
Sen de ρ est semi-simple. Si on note (a1, . . . , an) ses valeurs propres, alors les (ai + aj)i≤j sont

les valeurs propres de l’opérateur de Sen de ρ et sont donc entiers. On en déduit que soit tous les

(ai)i≤n sont entiers auquel cas ρ est de Hodge-Tate, soit tous les (ai)i≤n sont des demi-entiers.

Dans le dernier cas, on peut alors choisir K ′/K une extension finie et χ : GalK′ → Q
×

p un

caractère tel que χ2 = Cyclp, et la tordue χ.ρ|GalK′
est alors de Hodge-Tate. G. Di Matteo

[DM13] démontre en fait qu’il n’est pas nécessaire de prendre une extension finie : si Sym2V est

de Hodge-Tate, alors il existe un caractère χ : GalK → Gm(Qp) tel que V (χ) soit de Hodge-Tate.

Remarques II.2.11 – Soit ρ : GalK → H(Qp) une représentation de Hodge-Tate admettant un
relèvement (non-nécessairement de Hodge-Tate) ρ : GalK → H(Qp) et telle que µHT se relève.

Si N est fini, alors ρ est de Hodge-Tate. En effet si on note Θ ∈ Lie(H) l’opérateur de Sen de ρ
et Θ ∈ Lie(H) celui de ρ, Comme la structure de Hodge-Tate se relève, l’opérateur de Sen Θ se

relève en un Θ +N , avec N ∈ Lie(N ), tel que Θ +N est semi-simple à valeurs propres entiers

dans toute représentation H → GLn. Comme N est fini, on a N = 0 et donc Θ est semi-simple

à valeurs propres entiers et ρ est de Hodge-Tate.

Si ρ est semi-stable ou cristallin, J-P. Wintenberger démontre que cette condition est suffi-

sante.

Théorème II.2.12 (Wintenberger) – On suppose que N est fini. Soit K un corps p-adique et ρ :

GalK → H(L) une représentation semi-stable (resp. cristalline). On suppose que le sous-groupe

à un paramètre de Hodge-Tate hHT : Gm/CK
→ (ResLQp

H)/CK
se relève en hHT : Gm/Cp

→ H/Cp
.

Alors ρ admet un relèvement semi-stable (resp. cristallin) GalK → H(L) dont le sous-groupe à

un paramètre de Hodge-Tate est hHT et ce relèvement est unique sur l’inertie.



30 Chapitre II — Le problème de relèvement

Démonstration – Voir ([Win95], Thm 1.1.3) pour le cas cristallin. Voir ([Win97], Thm 2.2.2) et

la conjecture de Fontaine démontrée dans [CF00] pour le cas semi-stable.

Il y a des sous-groupes à un paramètre qui ne se relèvent pas. Par exemple si on prend

SL2 → PGL2, et µ : Gm → PGL2, t 7→ diag(t, 1), alors µ ne se relève pas, mais par contre il se

relève à GL2.

Si T est un tore maximale de H et si T est un tore maximale de H envoyé sur T , alors µHT

se relève si et seulement si µHT est dans l’image de X∗(T )→ X∗(T ). En particulier, c’est le cas
si X∗(T )→ X∗(T ) est surjective (ce qui est indépendant du tore choisi).

Les propositions suivantes sont respectivement dues à B. Conrad et S. Patrikis.

Proposition II.2.13 ([Con11], Prop 6.5, Cor. 6.7) – Soit K est un corps p-adique et une

représentation ρ : GalK → H(Qp) de propriété ∗ ∈ {HT, dR, st, cris}.
– Si N est un tore et si ρ|IK admet un relèvement de Hodge-Tate, alors ρ admet un relève-

ment de propriété ∗.
– Si ρ|IK admet un relèvement de Hodge-Tate et si ∗ ∈ {st, cris}, alors ρ admet un relèvement

de propriété ∗.
– Si ρ admet un relèvement (quelconque) et si ∗ ∈ {HT, dR}, alors ρ admet un relèvement

de propriété ∗.

Proposition II.2.14 ([Pat14], Corollary 3.2.12) – Si N est un tore, alors toute représentation

de Hodge-Tate ρ : GalK → H(Qp) admet un relèvement de Hodge-Tate à H(Qp).

En combinant cette propositio net le premier point de la proposition précédente, on obtient

le corollaire suivant.

Corollaire II.2.15 ([Pat14], Corollary 3.2.13) – Si N est un tore et si ρ : GalK → H(Qp) est
de propriété ∗ ∈ {HT, dR, st, cris}, alors ρ admet un relèvement de propriété ∗.

On remarque donc que les obstructions locales n’apparaissent que pour les cas des places

infinies et des places p-adiques (c’est-à-dire le relèvement de la conjugaison complexe et du

sous-groupe à un paramètre de Hodge-Tate). En particulier :

Proposition II.2.16 – Si N est un tore et si X∗(H) → X∗(H) est surjective, alors toutes les

obstructions locales sont nulles.

Exemple II.2.17 –

1. SiH = GLn etH = PGLn, alorsN est un tore (déployé) etX∗(T )→ X∗(T ) est surjective.
2. Si H = SLn et H = PGLn, alors N n’est pas un tore et l’image de X∗(T ) → X∗(T ) est

d’indice n.

3. Si H = GLV ≃ GL2 et H = Im(GLV → GLSym2V ) (H munie de la forme quadratique

Sym2 det est alors isomorphe à GO(2, 1)), alors N ≃ µ2 et X∗(T )→ X∗(T ) est surjective.
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II.3 Nullité de l’obstruction

Soient F un corps local ou global et p un nombre premier. D’après le corollaire II.1.3, l’obs-

truction à un relèvement est donnée par un élément du groupe de cohomologie H2(GalF ,N (Qp)).
Il y a deux cas favorables à la nullité de cette obstruction : le cas où N est un tore et le cas où

N est cyclique. Le premier cas se traite avec le théorème de Tate (Théorème II.3.1 et corollaire

II.3.2) qui montre que toute représentation se relève. Dans le deuxième cas, ce n’est pas la

nullité de H2(GalF ,N (Qp)) que l’on obtient mais plutôt la nullité du groupe de Tate-Shafaverich
X

2(GalF ,N (Qp)) sous les conditions données par le théorème de Grunwald-Wang.

II.3.A Théorème de Tate

Le théorème suivant montre que le groupe de cohomologie est nul lorsque N est un tore.

Dans ce cas, il n’y a donc pas d’obstructions à relever la représentation.

Théorème II.3.1 (Tate ([Fro77],Thm. 4)) – Soit F un corps de nombre ou un corps p-adique.

On munit C× de la structure de GalF -module trivial discret. Alors H2(GalF ,C
×) = 0.

En utilisant ce théorème, les propositions II.1.4 et II.1.5, on en déduit :

Corollaire II.3.2 – Si N est un tore, alors toute représentation ρ : GalF → H(Qp) admet

un relèvement ρ à H(Qp). De plus si F est un corps de nombre et ρ est non-ramifiée en dehors

d’un ensemble fini de places, alors on peut choisir ρ non-ramifiée en dehors d’un ensemble fini

de places.

On peut améliorer ce résultat pour obtenir le théorème suivant de B. Conrad dans le cas

d’un noyau non nécessairement torique.

Théorème II.3.3 ([Con11], Theorem. 5.5) – Soit ρ : GalF → H(Qp) une représentation non-

ramifiée en dehors d’un ensemble finie de place S et modérément ramifiée en un ensemble fini

de places T . On note n := ♯(N/N 0) la cardinal du groupe des composantes connexes de N .

On suppose que pour toute place v (finie ou infinie) de F , la représentation ρ|GalFv
se relève à

H(Qp).
– Si (F, ∅, n) n’est pas un cas spécial du théorème de Grunwald-Wang, alors ρ admet un

relèvement à H(Qp) non-ramifiée presque partout.

– Supposons que ρ admet un relèvement. Alors ρ admet un relèvement non-ramifié en S et

modérément ramifié en T sauf (éventuellement) si : (F, S ∪ T, n) est un cas spécial du

théorème de Grunwald-Wang (Théorème IV.2.5), que SF 6= ∅ et 2sF−1|valv(2) pour tout

v ∈ SF (voir Définition II.3.9).

Si on souhaite se restreindre aux représentations non-ramifiées en dehors de S, alors il faut

remplacer le groupe de Galois absolu par Gal(FS/F ) où FS/F est l’extension maximale non-

ramifiée en dehors de S et regarder plutôt le groupe de cohomologie H2(Gal(FS/F ),C
×). Le

calcul de ce groupe est donnée par l’énoncé suivant qui est l’une des formes équivalentes de la

conjecture de Leopoldt ([NSW08], Theorem 10.3.6 et p.641).
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Conjecture II.3.4 (Leopoldt) – Soient F un corps de nombres et S ensemble (non néces-

sairement fini) de places de F contenant les places infinies. Alors pour tout nombre premier p

divisible par un élément de S, la p-partie de H2(Gal(FS/F ),C
×) est nulle.

Voici une conséquence de la conjecture de Leopoldt pour le problème qui nous intéresse.

D’abord introduisons la notion suivante (qui sera repris au chapitre suivant).

Définition II.3.5 – Soit S un ensemble fini de places de F et ρ : GalF → H(Qp) une repré-
sentation non-ramifiée en dehors de S. On dit qu’un relèvement ρ : GalF → H(Qp) de ρ est
S-minimal si ρ est non-ramifié en dehors de S.

Proposition II.3.6 – Soient n un entier, S un ensemble fini de places de F contenant les

diviseurs de n. Soit ρ : GalF → H(Qp) une représentation non-ramifiée en dehors de S. On

suppose qu’il existe des groupes algébriques H′, H′ et un diagramme de groupes algébriques, où

les lignes sont exactes

1 // µn //

��

H′ //

��

H′ //

��

1

1 // Gm
// H // H // 1

On suppose aussi qu’il existe ρ′ : GalF → H′(Qp) un relèvement de ρ non-ramifié en dehors de

S. Alors sous la conjecture de Leopoldt, la représentation ρ admet un relèvement à H S-minimal.

Démonstration – Comme ρ provient d’une représentation de H′, son obstruction δ(ρ) à relever
à H est dans l’image de H2(GalF,S , µn(Qp)) → H2(GalF,S ,Q

×

p ). Comme cette image est dans
⊕

ℓ|nH
2(GalF,S ,Qℓ/Zℓ) (les points de torsion non premières à n de H2(GalF,S ,Q

×

p )) et que S

contient les places divisant n, la conjecture de Leopoldt implique que cet espace est nul.

Corollaire II.3.7 – Soit S un ensemble de places de F contenant les places divisant n. Alors

sous la conjecture de Leopoldt, toute représentation ρ : GalF → PGLn(Qp) non-ramifiée en

dehors de S admet un relèvement à GLn(Qp) non ramifiée en dehors de S.

Démonstration – Il suffit de prendre H′ = SLn et H′ = PGLn et d’appliquer la proposition.

II.3.B Le groupe de Tate-Shafarevich

Soit ρ : GalF → H(Qp) une représentation. On suppose que pour toute place v de F

la restriction de ρ au groupe de décomposition admet un relèvement. On dira alors que les

obstructions locales sont nulles. L’obstruction δ(ρ) est alors dans le groupe de Tate-Shafarevich

X
2(GalF ,N (Qp)) := ker

(

H2(GalF ,N (Qp))→
∏

v

H2(GalFv ,N (Qp))
)

,

où v parcourt toutes les places de F (archimédiennes et non-archimédiennes). L’annulation de

ce groupe donne alors un principe de Hasse pour le problème de relèvement. Le calcul de ce
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groupe est conditionné par le théorème de Grunwald-Wang. On rappelle la définition de cas

spécial du théorème de Grunwald-Wang (voir section IV.2.B ou ([AT09], Chap. IX)).

Définition II.3.8 – Soit F un corps de nombres, n = 2tn′ un entier (avec n′ impair) et S

un ensemble fini de places de F . Le triplet (F, n, S) est alors un cas spécial (du théorème de

Grunwald-Wang) si

(i) F (ζ2t)/F n’est pas cyclique.

(ii) et pour toute place v de F (nécessairement 2-adique), si Fv(ζ2t)/Fv n’est pas cyclique

alors v ∈ S.

Une autre définition équivalente, et plus effective, est la suivante ([NSW08], Chap. IX).

Définition II.3.9 – On note s = sF le plus grand entier tel que ηs ∈ F , où ηs := ζ2s + ζ−1
2s .

On dit que (F, n, S) est un cas spécial si les trois points suivants sont vérifiés :

(i) −1, 2+ηs et −(2+ηs) ne sont pas des carrés dans F . Ce qui équivaut à dire que l’extension
F (ζ2s+1)/F est biquadratique.

(ii) t ≥ s+ 1 où t = val2(n).

(iii) S contient SF l’ensemble des places v divisant 2 tel que −1, 2 + ηs et −(2 + ηs) ne sont

pas des carrés dans Fv.

Le théorème de Grunwald-Wang (Théorème IV.2.5) indique alors qu’en dehors des cas spé-

ciaux (F, n, S), un élément x ∈ F× est une puissance n-ieme si c’est une puissance n-ieme

en dehors de S. En utilisant l’isomorphisme de Kummer H1(GalF , µn(F )) ∼= F×/(F×)m, cela

revient à dire que le groupe de Tate-Shafarevich

X
1
S

(

GalF , µn(F )
)

= ker

(

H1
S

(

GalF , µn(F )
)

→
∏

v∈S

H1
S

(

GalFv , µn(F v)
)

)

est nul si (F, n, S) n’est pas un cas spécial. En utilisant la dualité de Poitou-Tate ([NSW08],

Thm. 8.6.7), on obtient la proposition suivante.

Proposition II.3.10 – Si N est un groupe fini de cardinal n et si (F, n, S) n’est pas un cas

spécial du théorème de Grunwald-Wang, alors X
2
S(GalF , N(Qp)) = 0.

En conséquence, si le noyau de π : H → H est fini, si en toute place non-archimédienne,

ρ : GalF → H(Qp) admet un relèvement et si (F, ♯N , ∅) est non-spécial, alors ρ admet un

relèvement global.

Remarques II.3.11 – Indiquons quelques exemples de cas non-spéciaux.

1. Si F = Q, alors pour tout n ∈ N, le triplet (Q, n, ∅) n’est pas spécial, d’après le troisième
point de la définition.

2. Si
√
−1 ∈ F , alors pour tout n et S, le triplet (F, n, S) n’est pas spécial, d’après le premier

point.

3. Comme η2 = 0, on a toujours s+ 1 ≥ 3. En particulier si n n’est pas multiple de 8, alors

(F, n, S) n’est pas un cas spécial, d’après le deuxième point.
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On reviendra sur le théorème de Grunwald-Wang à la section IV.2.B, lorsque l’on parlera de

relèvement de caractères d’ordre fini.
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Chapitre III

III – Relèvement avec conditions

locales

III.1 Minimalité

Soit F un corps de nombres et comme précédemment une suite exacte

0 // N // H // H // 0

de groupe algébriques réductifs sur Qp, avec N central de type multiplicatif. On s’intéresse

aux représentations de GalF non-ramifiée en dehors d’un ensemble fini de places et vérifiant les

conditions de théorie de Hodge p-adique aux places divisant p et des conditions de ramification

aux places ℓ-adiques. Ces conditions sont les mêmes que celles vérifiées par les représentations

Galoisiennes issues de la géométrie algébrique. Rappelons le critère de Néron-Ogg-Shafarevich

([ST68], Theorem 1) : une variété abélienne sur un corps p-adique a bonne réduction si et

seulement si la représentation Galoisienne sur le module de Tate ℓ-adique (pour un ℓ 6= p ou

bien pour tout ℓ 6= p) est non-ramifiée. Ce résultat admet l’analogue p-adique suivant ([CI99],

Theorem 1) : une variété abélienne sur un corps p-adique a bonne réduction si et seulement

si la représentation Galoisienne sur le module de Tate p-adique est cristalline. Cela suggère la

définition suivante.

Définition III.1.1 – Soient K un corps p-adique, ℓ un nombre premier et ρ : GalK → G(Qℓ).
1. On dit que ρ est de bonne réduction si ℓ 6= p et ρ est non-ramifiée ou bien si ℓ = p et ρ est

cristalline.

2. On dit que ρ est semi-stable si ℓ 6= p et l’inertie agit par des unipotents ou bien si ℓ = p

et ρ est semi-stable au sens de Fontaine.

Pour les représentations d’un corps de nombres F , on distinguera les 3 catégories suivantes

de représentations.

Définition III.1.2 – Soit ρ : GalF → G(Qp) une représentation dans un groupe algébrique G.
1. Elle est dite géométrique si elle est non-ramifiée en dehors d’un ensemble fini de places et

de de Rham aux places divisant p.

2. Elle est dite semi-stable si elle est non-ramifiée en dehors d’un ensemble fini de places, si

pour toute places ℓ-adique v, l’inertie Iv agit par des unipotents et si pour toute places

p-adique v, la restriction ρ|GalFv
est semi-stable au sens de Fontaine.
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3. Elle dite de bonne réduction, si elle est non-ramifiée en toutes les places ℓ-adiques et

cristalline en toutes les places p-adiques.

La hiérarchie est alors la suivante :

Bonne réduction =⇒ Semi-stable =⇒ Géométrique.

Par exemple, le caractère cyclotomique p-adique de GalF est de bonne réduction.

Définition III.1.3 – Soit ρ : GalF → H(Qp) une représentation. On dira qu’un relèvement

ρ : GalF → H(Qp) est minimal si pour toute place non-archimédienne v où ρ est de bonne

réduction (au sens de la définition III.1.1), ρ est de bonne réduction en v.

Soit ρ est une représentation géométrique et S l’ensemble fini des places ramifiées de ρ. On

cherche des relèvements qui sont géométriques dont l’ensemble des places de ramification est le

plus petit possible (au mieux égale à S). Un relèvement géométrique minimal (on dira parfois

minimal s’il n’y a pas d’ambigüıté) de ρ est alors une représentation géométrique ρ : GalF →
H(Qp) qui relève ρ et dont les places de ramifications sont les mêmes que ceux de ρ. On définit
de même la notion de relèvement semi-stable minimal dans le cas où ρ est semi-stable.

On rappelle (Proposition II.2.3) que si K est un corps p-adique, alors toute ℓ-représentation

non-ramifiée de GalK admet un relèvement non-ramifié. Dans le cas d’un corps global, l’exemple

dans la partie IV.2 montre qu’il existe des représentations admettant un relèvement, mais qui

n’admettent pas de relèvements minimaux.

Soit ρ : GalF → H(Qp) géométrique, S l’ensemble des places non-ramifiées de ρ et Sp

l’ensemble des places p-adiques de F . Supposons que ρ : GalF → H(Qp) admet un relèvement
ρ̃ : GalF → H(Qp). Les autres relèvements diffèrent de ρ d’un caractère χ : GalF → N (Qp).
L’idée générale est de construire un caractère χ : GalF → N (Qp) tel que χ.ρ̃ soit géométrique
minimal. Cette condition ne dépend que du comportement de χ sur les sous-groupes d’inerties.

Si on suppose de plus que les obstructions locales sont nulles, alors pour toute places v il existe

χv : GalFv → N (Qp) tel que χv.(ρ̃)|GalFv
ait la bonne propriété. D’après la proposition II.1.5,

le relèvement ρ̃ est non-ramifiée presque partout, donc les χv sont trivial sauf pour un nombre

fini de v. Il faut alors interpoler les (χv)v, c’est-à-dire trouver χ : GalF → N (Qp) un caractère
global tel que (χv)|IFv

= (χv)IFv
pour tout v.

III.2 Relèvements minimaux de GalQ

III.2.A Théorèmes pour Q

Dans cette partie on considère le cas F = Q. Ce cas est favorable car GalabQ est le produit

direct de ses sous-groupes d’inertie, grâce à la théorie du corps de classes.

Proposition III.2.1 – Si on note (Iabp )p premier les sous-groupes d’inertie de GalabQ , alors

l’application canonique
∏

p

Iabp −→ GalabQ
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est un isomorphisme de groupes topologiques.

Démonstration – D’après la théorie de corps de classes ([Gra03], Theorem 3.7.3), le groupe

GalabQ est isomorphe à IQ/Q×.R>0 et les sous-groupes d’inertie correspondent à l’injection Z×p →֒
I/Q×.R>0. Le sous-groupe Q

×.R>0 des idèles IQ =
∏

pQ
×
p ×R× est formé des éléments (

∏

p xp×
r) ∈∏pQ

×
p × R× tels que

∀p, xp.p
−valp(xp) = sign(r).

On en déduit alors facilement que Q×.R>0 est fermé et que
∏

p Z
×
p → IQ/Q

×.R>0 est un

isomorphisme. C’est un homéomorphisme car
∏

p Z
×
p est ouvert.

En conséquence si on se donne une famille de caractères χp : Gal
ab
Qp
→ N (Qp) sur les sous-

groupes de décomposition telle que χp est non-ramifiée pour presque tout p, alors il existe un

unique caractère χ : GalabQ → N (Qp) tel que χ|Iabp = (χp)|Iabp pour tout p.

Sous l’hypothèse où les obstructions locales sont nulles, on a l’existence de relèvements

minimaux.

Théorème III.2.2 – Soit ρ : GalQ → H(Qp) une représentation géométrique (resp. semi-

stable, resp. de bonne réduction). On suppose que les obstructions locales sont nulles, c’est-à-dire

que :

(i) À la place infinie, la conjugaison complexe se relève.

(ii) Pour toute place v ∤ p, la restriction ρ|GalQv
admet un relèvement.

(iii) En p, la restriction ρ|GalQp
se relève à H en une représentation de Hodge-Tate.

Alors ρ admet un relèvement géométrique (resp. semi-stable, resp. de bonne réduction) minimal.

Remarques III.2.3 – Avant de démontrer le théorème, faisons d’abord quelques remarques.

1. Si N est un tore alors les conditions à l’infinie et en v ∤ p sont automatiquement vérifiées

(Propositions II.2.1 et II.2.6).

2. Si ρ est semi-stable ou de bonne réduction, alors alors condition en p est équivalente à

demander que le sous-groupe à un paramètre de Hodge-Tate se relève (Théorème II.2.12).

Le théorème est une conséquence des théorèmes III.2.4 et III.2.5 suivants qui traitent res-

pectivement le cas torique et le cas cyclique, dont la démonstration suit ces deux théorèmes.

Théorème III.2.4 – On suppose que N est un tore. Soit ρ : GalQ → H(Qp) une représen-

tation géométrique (resp. semi-stable, resp. de bonne réduction). Alors ρ admet un relèvement

géométrique (resp. semi-stable, resp. de bonne réduction) minimal.

Démonstration – D’après le Corollaire II.3.2, il existe un relèvement global ρ̂ : GalQ → H(Qp)
non-ramifié presque partout.

Soit ρp : GalQp
→ H(Qp) un relèvement de Hodge-Tate donné par hypothèse. D’après

la Proposition II.2.13, on peut choisir ρp de de Rham (resp. semi-stable, resp. cristalline) si

ρ est de de Rham (resp. semi-stable, resp. cristalline). On définit χp : GalQ → N (Qp) par
χp := ρp.ρ̂

−1
|GalQp

.
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Pour v une place finie première à p, d’après la Proposition II.2.6, il existe un relèvement

ρv : GalQv
→ H(Qp) de ρ|GalQv

et on peut choisir ρv semi-stable (resp. non-ramifiée) si ρ|GalQv

l’est. On pose alors χv := ρv.ρ̂
−1
|Iv

: GalQv → H(Qp). Comme ρ̂ est non-ramifiée en dehors d’un
ensemble fini de places, les χv sont non-ramifiés pour presque tout v. On peut alors former le

caractère χ :
∏

v I
ab
v → N (Qp), où Iabv est le sous-groupe d’inertie de GalabQv

, défini par

χ((xv)v) =
∏

χ
v

(xv).

D’après la Proposition III.2.1, le morphisme χ définit un caractère GalabQ → N (Qp) tel que la
restriction à Iv est égale à χv pour tout v. La représentation χ.ρ est alors égal à ρv sur GalQv

,

pour toute place finies v, et c’est donc un relèvement de ρ qui est (géométrique) minimal.

Le cas où N est fini se traite de façon similaire, mais les hypothèses sont plus contraignantes.

Théorème III.2.5 – On considère N fini. Soit ρ : GalQ → H(Qp) une représentation géomé-

trique (resp. semi-stable, resp. de bonne réduction). On suppose que :

(i) La conjugaison complexe de ρ|GalR se relève.

(ii) Pour v ∤ p, la restriction ρGalQv
se relève (cette condition est automatiquement vérifiée

dans la cas semi-stable ou bonne réduction).

(iii) En p, ρ|GalQp
admet un relèvement de Hodge-Tate.

Alors ρ admet un relèvement géométrique (resp. semi-stable, resp. de bonne réduction) minimal.

Démonstration – On note n le cardinal de N . Par hypothèse toutes les obstructions locales sont
nulles, donc l’obstruction à relever vit dans le groupe de Tate-Shafarevich X

2(GalQ,N (Qp)).
Comme (Q, n, ∅) n’est pas un cas spécial du théorème de Grunwald-Wang (voir la remarque

qui suit la Proposition II.3.10), le groupe X
2(GalQ,N (Qp)) est nul. On peut donc choisir un

relèvement global ρ̂ : GalQ → H(Qp).
On choisit χp : GalQp → N (Qp) tel que χp.ρ̂|GalQp

soit de de Rham (resp. semi-stable, resp.

cristalline). Pour une place v ∤ p telle que ρGalQv
est non-ramifiée, on pose χv := ρ̂−1

|GalQv
. Pour

une place v ∤ p telle que ρGalQv
est semi-stable, d’après le théorème II.2.6, il existe χv tel que

χv.ρ̂|GalQv
est semi-stable.

Il reste à interpoler les (χv)v en χ : GalQ → N (Qp) comme dans la preuve précédente, et χ.ρ̂
sera alors un relèvement de géométrique (resp. semi-stable, resp. de bonne réduction) minimal.

Démontrons maintenant le théorème III.2.2.

Démonstration du Théorème III.2.2 – Comme le noyau N est de type multiplicatif, c’est un

produit de tores et de groupes cycliques. Si N se décompose en produit N = N1 ×N2, il suffit
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de relever à travers π1 : H/N1 → H puis à travers π2 : H → H/N1

N1

��

1 // N //

��

H π //

π2

��

H
=

��

// 1

1 // N2
// H/N1 π1

// H // 1

.

Par hypothèses, les obstructions locales sont nulles pour le relèvement H → H, donc a fortiori
elles sont nulles pour le relèvement H/N1 → H. En appliquant le théorème III.2.5, il existe

ρ1 : GalQ → H/N1(Qp) un relèvement géométrique (resp. semi-stable, resp. de bonne réduction)

minimal de ρ.

En appliquant le Théorème III.2.4, il existe une représentation ρ2 : GalQ un relèvement géo-

métrique (resp. semi-stable, resp. de bonne réduction) minimal de ρ1. C’est alors un relèvement

géométrique (resp. semi-stable, resp. de bonne réduction) minimal de ρ.

Dans le cas F = Q, si ρ est semi-stable ou de bonne réduction, on peut noter qu’un relèvement

minimal est unique. En effet, comme les relèvements locaux sont uniques sur l’inertie (Théorème

II.2.12 et la remarque qui suit le Théorème II.2.6), deux relèvements minimaux diffèrent par

un caractère non-ramifié partout. Or il n’y a pas de caractère de GalQ non-ramifié partout. Le

théorème III.2.4 s’applique en particulier dans le cas GLn → PGLn et on a le corollaire suivant.

Corollaire III.2.6 – Toute représentation ρ : GalQ → PGLn(Qp) de de Rham ou semi-stable

ou de bonne réduction admet une relèvement minimal à GLn(Qp).

Démonstration – Il suffit d’appliquer le théorème III.2.4 en remarquant que tout sous-groupe à

paramètre de PGLn admet un relèvement à GLn.

III.2.B Enveloppe algébrique de représentations géométriques de GalQ

Dans ([Win97], Prop. 3.2.1), J-P, Wintenberger démontre la proposition suivante (qui est

le lemme principal pour démontrer le Théorème II.2.12). On rappelle qu’un groupe algébrique

semi-simple connexe G est dit simplement connexe ([Hum75], Chap. XI.31) si le groupe des

caractères X(T ) (avec T ⊂ G un tore maximal) est égal au groupe des poids Λ (le quotient

Λ/X(T ) étant appelé le groupe fondamental de G). Cela revient à dire que si G′ est un groupe
algébrique connexe et f : G′ → G est une isogénie, alors f est un isomorphisme [Mil11a].

Proposition III.2.7 ([Win97], Prop. 3.2.1) – Soit H un groupe réductif connexe sur Qp et

µ : Gm → H un sous-groupe à paramètre. Alors il existe un groupe algébrique H′ réductif
connexe tel que D(H′) soit simplement connexe et un morphisme f : H′ → H tel que f induise

une isogénie centrale sur les groupes dérivés D(H′) → D(H) et un sous-groupe à paramètre

µ′ : Gm → H′ relevant µ.
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Nous étendons ce résultat au cas de relèvement de représentations (Théorème III.2.9). Le

lemme préliminaire suivant permet de passer du cas d’un noyau fini au cas où le noyau est un

tore.

Lemme III.2.8 – Soit une extension centrale H′ d’un groupe algébrique réductif H par N un

groupe de type multiplicatif :

1 // N // H′ // H // 1 .

On suppose que H′ est de groupe dérivée simplement connexe. Alors il existe T un tore contenant

N et un groupe algébrique H′′ contenant H′ tels que la diagramme suivant commute

1 // N //

��

H′ //

��

H //

=

��

1

1 // T // H′′ // H // 1

, (III.1)

et tel que H′′ soit réductif de groupe dérivée simplement connexe.

Démonstration – Comme N est de type multiplicatif, on peut le plonger dans un tore T . On
pose alors H′′ l’image de H′ à travers Ext(H,N )→ Ext(H, T ) (c’est le produit H′×T quotienté

par le sous-groupe {(n, n)|n ∈ N}). On obtient alors le diagramme commutatif (III.1).
Le groupe H′′ est alors réductif : en effet, son radical unipotent Ru(H′′) est envoyé dans le

radical unipotent de H. Comme H est réductif, on en déduit que Ru(H′′) ⊂ T . Comme T est

un tore, on en déduit que Ru(H′′) = 0. Comme H′′ est un quotient de T ×H′, le groupe dérivée
D(H′′) est égale au groupe dérivée D(T ×H′) ≃ D(H′) et est donc simplement connexe.

Par exemple, si on a H = SL2 et H = PGL2, alors on peut prendre H′ = GL2. Cependant

si on relève une représentation à H′, on ne sait a priori rien sur les relèvements dans H. Le
théorème suivant montre que l’on peut relever les représentations semi-stables vers un groupe

algébrique de groupe dérivé simplement connexe.

Théorème III.2.9 – Soient HQp
un groupe réductif et ρ : GalQ → H(Qp) une représentation

semi-stable. Alors il existe :

(i) H′
Qp

un groupe réductif connexe tel que D(H′) soit simplement connexe.

(ii) f : H′ → H un morphisme de groupes algébrique induisant sur les groupes dérivée une

isogénie centrale D(H′)→ D(H).
(iii) Un relèvement ρ′ : GalQ → H′(Qp) géométrique de ρ par f .

Démonstration – L’enveloppe algébrique ρ(GalQ)
Zar

est connexe. En effet, si on note G le groupe
des composantes connexes de ρ(GalQ)

Zar
, alors la composée de ρ et de ρ(GalQ)

Zar → G(Qp) est
une représentation semi-stable de ρ dans G(Qp). Or G est un groupe fini de type multiplicatif

et tout caractère semi-stable (au sens ℓ-adique et p-adique) du groupe Galois d’un corps local

est non-ramifié. La représentation GalQ → G(Qp) est alors non-ramifiée partout, donc trivial,
et on en déduit que ρ(GalQ)

Zar
est connexe. Quitte à remplacer H par sa composante neutre,

on peut donc supposer que H est connexe.
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Sur le groupe de décomposition GalQp
, la Proposition III.2.7 montre l’existence de H′ et de

f qui vérifie les conditions (i) et (ii), et tel que le sous-groupe à un paramètre µ : Gm → H(Qp)
défini par la décomposition de Hodge-Tate de ρ se relève par f en un sous-groupe à un paramètre

µ′ : Gm → H′.
On note N le noyau de f . D’après le lemme III.2.8, on peut supposer que N est un tore. Par

choix de (H′, f) et en appliquant le théorème III.2.4, on peut donc relever ρ : GalQ → H(Qp) à
H′(Qp) en une représentation semi-stable.

Une conséquence du théorème est que le groupe pro-algébrique associé à la catégorie Tanna-

kienne des représentations géométriques de GalQ a une partie semi-simple simplement connexe.

En effet d’après le théorème c’est la limite projective de tels groupes.

III.3 Lemme de prolongement de caractères

Dans ce paragraphe on donne une condition nécessaire et suffisante (Proposition III.3.1)

pour interpoler une famille de caractères définis sur les sous-groupes de décomposition. Elle sera

utilisée dans la partie suivante. C’est une conséquence de la théorie du corps de classes.

Soit F un corps de nombres et Γ un groupe abélien topologique séparé. Pour toute v place

non-archimédienne de F on se donne GalFv
un sous-groupe de décomposition et χv : GalFv

→ Γ

un morphisme de groupe continu tel que pour presque tout v, le caractère χv est trivial sur

le groupe d’inertie. On peut considérer χv comme un caractère de F
×
v via la théorie du corps

de classes. La restriction à l’inertie correspond alors à un caractère O×v → Γ encore noté χv.

On note O+
F les unités positives de F (l’ensemble des x ∈ O×F tel que σ(x) > 0 pour tout

Q-plongement σ : F → R).

Proposition III.3.1 – On suppose que Γ est n-divisible avec n le nombre de classes de F .

Avec les données précédentes, les deux propositions suivantes sont équivalentes.

(i) Il existe un morphisme de groupe continu χ : GalF → Γ tel pour toute place finie v, on a

χ|Iv = (χv)|Iv .

(ii) Pour tout x dans O+
F , on a

∏

v<∞
χv(x) = 1.

Démonstration – On considère la suite exacte suivante, où les flèches sont des morphismes de

groupes continus et la suite est exacte dans la catégorie des groupes :

1 // O+
F

// F× × ∏

v<∞
O×v ×

∏

v|∞

(F×v )
◦ // A×F :=

∏

v<∞
F×v ×

∏

v|∞

F×v ,

où (F×v )
◦ désigne la composante connexe neutre et où le produit

∏

v<∞
F×v est sous-entendu

restreint aux unités. Les morphismes dans le diagramme précédent sont les suivantes :

O+
F −→ F× × ∏

v<∞
O×v ×

∏

v|∞

(F×v )
◦

x 7−→ x× ∏

v<∞
x−1 × ∏

v|∞

x−1
,
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F× × ∏

v<∞
O×v ×

∏

v|∞

(F×v )
0 −→ ∏

v<∞
F×v ×

∏

v|∞

F×v

x× ∏

v<∞
yv ×

∏

v|∞

zv 7−→ ∏

v<∞
x.yv ×

∏

v|∞

x.zv
,

En quotientant par F× et
∏

v|∞

(F×v )
◦, elle induit la suite exacte

1 // O+
F

//
∏

v<∞
O×v // A :=

(

∏

v<∞
F×v ×

∏

v|∞R

{±1}
)

/F× ,

où A est le groupe de classes d’idèles de F quotienté par sa composante neutre, où ∞R désigne

l’ensemble des places réelles et où l’injection de F× dans
∏

v<∞
F×v ×

∏

v|∞R

{±1} se fait par l’in-

clusion diagonale et en prenant de le signe les composantes infinies. Le quotient séparé de A est

Gal(F ab/F ). On en déduit que (i) implique (ii).

Montrons l’implication réciproque. On prend v1, . . . , vh des places finies de F tel que les

idéaux premiers associés engendre le groupe de classes de F et on note πi une uniformisante

associée à vi. D’après le lemme d’approximation ([Neu99], Chap. II, 3.4), on a une surjection

continue

(

∏

v<∞
O×v
)

/O+
F ×

h
∏

i=1

πZ
i −→ A :=

(

∏

v<∞
F×v ×

∏

v|∞R

{±1}
)

/F×

(
∏

v<∞
xv mod O+

F

)

×
h
∏

i=1

παi
i 7−→

(
∏

v<∞
x′v ×

∏

v|∞R

1
)

mod F×

,

où x′v = xv si v /∈ {vi : i = 1, . . . , h} et x′v = xvπ
αi
i si v = vi. On note N son noyau.

Lemme III.3.2 – La bijection

(

∏
v<∞O

×

v

O+
F

×
h
∏

i=1

πZ
i ×

∏

v|∞R

{±1}
)

/N → A est un homéomor-

phisme.

Démonstration – On considère le diagramme suivant

∏

v<∞
O×v ×

h
∏

i=1

πZ
i ×

∏

v|∞R

{±1}

��

u //
∏

v<∞
F×v ×

∏

v|∞R

{±1}

��
(

∏

v<∞
O×v

)

/O+
F ×

h
∏

i=1

πZ
i ×

∏

v|∞R

{±1} // A =
(

∏

v<∞
F×v ×

∏

v|∞R

{±1}
)

/F×

Pour Ω un ouvert de

(

∏
v<∞O

×

v

O+
F

×
h
∏

i=1

πZ
i ×

∏

v|∞R

{±1}
)

/N , on note Ω′ son antécédent dans

∏

v<∞

O×v ×
h
∏

i=1

πZ
i
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et Ω′′ l’image de Ω′ dans
′
∏

v<∞
F×v ×

∏

v|∞R
{±1}. Alors Ω′′ est ouverte car l’application u est

ouverte et son image dans A est ouverte car A est un quotient. Ce qui prouve que l’image de Ω

dans A est ouverte.

Supposons maintenant (ii). Les (χv)v définissent un caractère continue χ : (
∏

v O×v )/O+
F →

Γ. Comme Γ est n-divisible et que le quotient de A par (
∏

v O
×
v )/O+

F est égal au groupe de

classes, on peut prolonger χ à (
∏

v O×v )/O+
F ×

∏h
i=1 π

Z
i → Γ de sorte que le noyau contienne N .

On a alors un caractère de A d’après le lemme, ce qui définit un caractère du groupe de

GalF qui vérifie (i).

III.4 Résultats pour les corps de nombres

Dans cette section, on s’intéresse au cas général où F est un corps de nombre. Cependant

la notion de minimalité introduite plus haut (Définition III.1.3) est trop forte pour espérer

l’existence d’un tel relèvement. On introduit une autre notion de minimalité légèrement plus

faible.

Définition III.4.1 – Soit S un ensemble fini de places de F et ρ : GalF → H(Qp) une
représentation. Un relèvement ρ : GalF → H(Qp) est dit S-minimal si pour toute place v /∈ S
tel que ρ|GalFv

est non-ramifiée, le relèvement ρ|GalFv
est aussi non-ramifié.

La différence avec la minimalité est lorsque ρ est ramifiée en une place de S alors que ρ

est non-ramifiée. De même que le cas minimal, si ρ est géométrique, on parlera de relèvement

géométrique S-minimal. Pareil si ρ est semi-stable ou de bonne réduction. Les résultats présentés

ici ne concernent que les corps quadratiques imaginaires F . Dans ce cas O+
F , le groupe des unités

totalement positifs, est fini. Si v est une place de caractéristique résiduelle première avec ♯O+
F

et Γ est un groupe divisible par ♯(k×Fv
/O+

F ), alors tout caractère Φ : O+
F → Γ se prolonge en

un caractère F×v → Γ. En effet on a la décomposition F×v = (kFv
)× × U1

v × πZ
v , où l’inclusion

O+
F → F×v est à valeur dans (kFv )

×. Comme Γ est suffisamment divisible, on peut prolonger Φ

à (kFv )
× puis à F×v .

Comme dans le cas F = Q on sépare le cas où N est un tore (Théorème III.4.2) et où N est

cyclique (Théorème III.4.3).

Théorème III.4.2 – Supposons que N est un tore. Soient F un corps quadratique imaginaire,

S un ensemble fini de places de F contenant l’ensemble Sp des places p-adiques. Soit ρ : GalF →
H(Qp) une représentation géométrique non-ramifiée en dehors de S. On suppose que S \ Sp
contient une place v0 dont la caractéristique résiduelle est première avec ♯O+

F . Alors ρ admet

un relèvement géométrique S-minimal.

Démonstration – Comme le noyau est un tore d’après le corollaire II.3.2, il existe une relèvement

ρ0 : GalF → H(Qp) non-ramifié en dehors d’un ensemble fini de places.
On définit les ensembles de places suivants :

– Sp l’ensemble des places divisant p.
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– Snr l’ensemble des places où ρ0 est non-ramifiée

– Sr l’ensemble (fini) des places ne divisant pas p où ρ0 est ramifiée et où ρ est non-ramifiée.

– S0 l’ensemble des places ne divisant pas p où ρ0 est ramifiée.

– S∞ l’ensemble des places infinies de F .

Soit v0 ∈ S \ Sp comme dans l’hypothèse.
D’après le Corollaire II.2.15, on peut prendre ρv : GalFv

→ H(Qp) un relèvement semi-stable
de ρ|Fv

. On note alors

χv : GalFv
→ N (Qp), σ 7→ ρv(σ).ρ0(σ)

−1.

Pour v ∈ Snr, on prend χ : GalFv
→ N (Qp) le caractère trivial. Pour v ∈ Sr, on note

χv : GalFv
−→ N (Qp)

σ 7−→ ρ0(σ)
−1

.

Pour chaque v ∈ Σ := Sp ∪ Snr ∪ Sr, on voit χv comme un caractère de F×v .

Décomposons les idèles de F en A× := A×Σ × A×∞ × A×S0
, où chaques facteurs sont respecti-

vement les idèles à support dans les places Σ, ∞ et S0. Les (χv)v∈Σ définissent un caractère

χΣ : A×Σ → N (Qp).

Comme N est un tore, la restriction (χ−1
Σ )|O+

F
: O+

F → N (Qp) se prolonge à F×v0 , d’après la
remarque ci-dessus. On note χv0 un tel prolongement. Pour v ∈ S0 tel que v 6= v0, on prend

χv : O×v → N (Qp) le caractère trivial. Alors d’après la proposition III.3.1, il existe un caractère
χ : GalK → N (Qp) tel que pour tout v ∈ Σ, χ|GalFv

= χv. La représentation ρ0 ⊗ χ est alors

un relèvement cherché.

L’exemple IV.2.3 montre que l’hypothèse que S non-vide est essentielle : il existe des repré-

sentation non ramifiée en dehors de p qui ne se relèvent pas en une représentation non ramifiée

en dehors de p.

Théorème III.4.3 – Supposons que N est cyclique de cardinal n. Soient F un corps qua-

dratique imaginaire, S un ensemble fini de places de F contenant l’ensemble Sp des places

p-adiques. Soit ρ : GalF → H(Qp) une représentation géométrique non-ramifiée en dehors de

S. On suppose que :

(i) n est premier avec le nombre de classes de F .

(ii) Pour tout v|p, ρ|GalFv
admet un relèvement de Hodge-Tate.

(iii) Pour toute place réelle, la conjugaison complexe se relève.

(iv) (F, n, ∅) n’est pas un cas spécial du théorème de Grunwald-Wang.

(v) S \ Sp contient une place v0 dont la caractéristique résiduelle est première avec ♯O+
F et

avec ♯(k×Fv
/O+

F ).
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Alors ρ admet un relèvement géométrique minimal

Démonstration – Comme les obstructions à un relèvement local sont nulles, la connexion δ(ρ)

est un élément de

X
2(GalF ,Z/nZ) := ker(H2(GalF ,Z/nZ)→

∏

v

H2(GalFv ),Z/nZ),

où v parcourt toutes les places de F . Comme (F, n) n’est pas un cas spécial, d’après IV.2.7, ce

groupe est nul. Il existe alors un relèvement global ρ0 : GalF → H(Qp).
Il suffit terminer comme dans la preuve précédente en tordant ρ0 par un caractère convenable.

On traite le cas cristallin au chapitre 5, où l’on obtient un résultat de minimalité sous

condition d’agrandir F .
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Chapitre IV

IV – Exemples

IV.1 Cas de GLn → PGLn

Dans le cas où H = GLn et H = PGLn, les théorèmes III.2.4 et III.4.2 s’appliquent favora-

blement pour les représentations semi-stables. En effet d’après le lemme suivant, les obstructions

locales sont toujours nulles.

Lemme IV.1.1 – Tout cocaractère (ou sous-groupe à un paramètre) (Gm)Qp
→ (PGLn)Qp

se

relève à (GLn)Qp
.

Démonstration – Soit µ : (Gm)Qp
→ PGLnQp

un sous-groupe à un paramètre. Soit T un tore

maximale de PGLn contenant l’image de µ et T le tore maximal de GLn qui est envoyé sur T
′.

En identifiant X∗(T ) à Zn et X∗(T ) à Zn−1, l’application X∗(T )→ X∗(T ) s’identifie à

Zn −→ Zn

(pi)i∈[1,n] 7−→ (pj − pn)j∈[1,n−1]

.

Donc l’application X∗(T )→ X∗(T ) est surjective, et µ se relève.

Proposition IV.1.2 – Si F = Q et si ρ : GalQ → PGLn(Qp) est une représentation géométri-

que, semi-stable ou de bonne réduction. Alors la représentation ρ admet un relèvement ρ :

GalQ → GLn(Qp) minimal.

Démonstration – C’est une conséquence du Théorème III.2.4 et du lemme précédent.

En particulier pour le cas de GL2 → PGL2, on obtient le résultat suivant (l’analogue Galoi-

sien de celui de Ramakrishnan [Ram14] pour le cas de Q). Il existe une représentation fidèle Ad

de PGL2 de dimension 3 est obtenue de la façon suivante. On note V = Sym2(A2) le carré sy-

métrique de l’espace vectoriel de dimension 2. Alors V est dimension 3 et on le muni de la forme

quadratique q(x ⊗ y) = det(x, y)2 où det un élément quelconque non nulle de Λ2(A2). Alors

l’application GL(A2) → GL(V ), f 7→ 1
det f Sym

2f a pour noyau Gm et induit un isomorphisme

de groupe algébriques PGL(A2) ≃ SO(V, q).

Corollaire IV.1.3 – On suppose que F = Q. Soit Ad : (GL2)/Qp
→ (GL3)/Qp

la représentation

adjointe définit ci-dessus. Soit ρ : GalQ → GL3(Qp) une représentation géométrique auto-duale

(i.e. ρ préserve une forme quadratique). Alors il existe χ : GalQ → Gm(Qp) un caractère,

σ ∈ GL3(Qp) et ρ : GalQ → GL2(Qp) une représentation tel géométrique tels que σ.ρ.σ−1 =

Ad(ρ)⊗ χ et ρ soit minimale.
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Démonstration – Par hypothèse ρ préserve une forme quadratique q. En posant χ = det ρ,

la représentation χ.ρ est à valeurs dans SO(q). Comme toutes les formes quadratiques sont

conjugués, il existe σ ∈∈ GL3(Qp) tel que σ.χ.ρ.σ
−1 soit à valeurs dans l’image de Ad. Il reste

alors d’appliquer la proposition précédente à σ.χ.ρ.σ−1.

IV.2 Racines de caractères

Ici on étudie le cas où π : Gm
x 7→xn

−−−−→ Gm ou bien π : µnm
x 7→xn

−−−−→ µm. Dans le deuxième cas,

en considérant le corps de décomposition de la représentation, cela peut se ramener à chercher

une sur-extension cyclique d’une extension cyclique.

IV.2.A Cas de µ4 → µ2

Commençons par le cas où H = µ4, H = µ2 et π : x 7→ x2. On se donne une représentation

ρ : GalF → µ2(Qp) non-triviale. On peut aussi voir ρ comme un caractère d’ordre 2 à valeurs

dans Gm(Qp). On cherche une racine carrée de ρ, c’est-à-dire ρ : GalF → µ4(Qp) tel que ρ
2 = ρ.

La représentation ρ se quotiente à travers une extension quadratique F [
√
ε], avec ε ∈ F×\(F×)2.

L’existence d’un relèvement équivaut alors à l’existence d’une extension de E/F cyclique d’ordre

4 contenant F [
√
ε].

Théorème IV.2.1 – Soient ε ∈ F ∗ \ (F ∗)2, √ε une racine carré de ε dans F et a, b ∈ F tel

que a + b
√
ε /∈ F (ε)2. Soit α une racine carrée de a + b

√
ε. Alors F [α]/F est une extension

galoisienne cyclique d’ordre 4 si et seulement s’il existe c ∈ F× tel que a2 − b2ε = c2ε.

Démonstration – Voir [[Ser08], Théorème 1.2.4]. On présente ici une autre démonstration.

Comme α2 − a = b
√
ε, il est clair que F [α] contient F [

√
ε].

Supposons que a2 − b2ε = c2ε. On note β une racine carré de a − b
√
ε dans F . Alors on a

αβ = ±c√ε, et on en déduit que F (α) est le corps de décomposition sur F de (X2 − a)2 − b2ε
dont les racines sont (α,−α, β,−β). On considère les extensions Galoisiennes :

F ⊂ F [
√
ε] ⊂ F [α].

On note σ ∈ Gal(F [√ε]/F ) l’automorphisme non trivial de F [√ε]. On prolonge σ en un auto-

morphisme de F [α] en envoyant α sur β. L’automorphisme σ est alors d’ordre 4 car il correspond

au cycle (α, β,−α,−β)
Supposons que F (α)/F est Galoisienne cyclique d’ordre 4. Soit σ un générateur du groupe de

Galois Gal(F (α)/F ). On note β := σ(α). On a alors β2 = σ(α2) = a−b√ε (on a σ(√ε) = −√ε,
car σ est non trivial dans Gal(F (ε)/F )). Donc (αβ)2 = a2 − b2ε. De plus σ2 est l’élément non

trivial de Gal(F (α)/F (
√
ε)), donc σ2(α) = −α et on en déduit que αβ ∈ F (√ε). Donc il existe

u, v ∈ F tel que α.β = u + v
√
ε et (u + v

√
ε)2 = a2 − b2ε. En utilisant le fait que αβ /∈ F , on

en déduit que u = 0 et que v est un carré.

En particulier F [
√
ε]/F admet une sur-extension cyclique d’ordre 4 si et seulement si ε est

somme de deux carrés et on en déduit le corollaire suivant.
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Corollaire IV.2.2 – Le caractère ρ : GalF → Gal(F [
√
ε]/F ) ≃ µ2(Qp) admet une racine carré

si et seulement si ε est somme de deux carrés dans F .

Exemple IV.2.3 – Prenons F = Q[
√
−5] et ρ : GalF → Z/2Z le caractère donné par l’ex-

tension quadratique E := F [
√
−1]. L’extension E/F admet une sur-extension cyclique de degré

4, à savoir Q[ζ20] = F [
√
−1,

√

10 + 2
√
5]. Comme E est le corps de classes de Hilbert de F ,

la représentation ρ est de bonne réduction (ce qui revient à dire non-ramifié partout puisque

l’image est finie) et n’admet pas de relèvement de bonne réduction (car toute extension cyclique

de degré 4 est ramifiée).

Exemple IV.2.4 – Prenons F = Q[
√
3] et ρ : GalF → Z/2Z le caractère donné par l’extension

quadratique E := F [
√
−1]. Le corps F est de nombres de classes 1 et le caractère ρ est non-

ramifiée en toutes les places non-archimédiennes. Ce caractère n’admet pas de racine carré

d’après le Théorème précédent (on peut aussi le voir en constant que la conjugaison complexe

agit non-trivialement).

IV.2.B Grunwald-Wang

La recherche de racines n-ieme d’un caractère d’ordre fini est un problème dual à la recherche

de racine n-ieme d’un élément de F×. On rappelle d’abord cette dualité.

On se donne S un ensemble fini de places de F et n un entier. on note Hom(GalF ,C
×)n

l’ensemble des puissances n-ieme des caractères continus GalF → C× et Q(F, n, S) le sous-

ensemble de Hom(GalF ,C
×) formé des caractères χ : GalF → C× tel que pour toute places

v /∈ S la restriction χ|GalFv
est une puissance n-ieme dans Hom(GalFv ,C

×). L’espace Q(F, n, S)

contient alors Hom(GalF ,C
×)n et le quotient Q(F,n,S)

Hom(GalF ,C×)n est l’obstruction locale-globale à

trouver une racine n-ieme d’un caractère.

On note P (F, n, S) l’ensemble des éléments x ∈ F× tel que pour tout v /∈ S, x est une

puissance n-ieme dans Fv
×. De la même manière P (F, n, S) contient (F×)n et le quotient

P (F,n,S)
(F×)n est l’obstruction locale-globale pour qu’un élément de F× ait une racine n-ieme. Le

calcul de ce quotient est donné par le théorème de Grunwald-Wang.

Théorème IV.2.5 (Grunwald-Wang) – Soient F/Q un corps de nombres n = 2tn′ un entier

(avec n′ impaire). Soit S un ensemble fini de places de F (S ne contient pas nécessairement les

places infinies). On note P (F, n, S) comme au-dessus. On note s le plus grand entier tel que

ηs ∈ F (où ηs = ζ2s + ζ
−1
2s ). On rappelle (déjà introduite à la Définition II.3.9) que (F, n, S) est

un cas spécial si :

(i) Les éléments −1, 2 + ηs et −(2 + ηs) ne sont pas des carrés dans F . Ce qui équivaut à

dire que Gal(F (ζ2s+1)/F ) est isomorphe à C2 × C2.

(ii) On a t ≥ s+ 1.

(iii) Et S contient l’ensemble des places v divisant 2 tel que −1, 2 + ηs et −(2 + ηs) ne sont

pas des carrés dans Fv.
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La résultat est le suivant.

1. Si (F, n, S) n’est pas un cas spécial, alors P (F, n, S) = (F×)n.

2. Si (m,S, F ) est un cas spécial, alors P (F, n, S) = (F×)n ⊔ a0(F×)n où

a0 = (1 + ζ2s)
m = ηms+1 = (2 + ηs)

m/2.

et a0 vérifie a0 ∈ (F×)n/2 et a0 /∈ (F×)n.

Démonstration – Voir ([AT09], Chapter X.1) ou ([NSW08], Chapter IX.2 ).

Le lien entre Q(F, n, S) et P (F, n, S) est donné par la proposition suivante

Proposition IV.2.6 – Il existe un accouplement parfait (non-canonique)

Q(F, n, S)

Hom(GalF ,C×)n
× P (n, S)

(F×)n
→ Q/Z.

Démonstration – Pour K un corps de nombres ou p-adique, on a la suite exacte de cohomologie

H1(GalK ,C
×)

.n // H1(GalK ,C
×) // H2(GalK , µn(C

×)) // H2(GalK ,C
×)

D’après le théorème de Tate, on en déduit que H1(GalK ,C
×)/H1(GalK ,C

×)n est isomorphe

à H2(GalK , µn(C
×)). En prenant K = Fv, Le groupe Q(F, n, S)/Hom(GalF ,C

×)n s’identifie

à X
2
S(GalF , µn(C

×)). Par dualité de Poitou-Tate ([NSW08], 8.6.7), ce groupe s’identifie, via

le cup-produit, au dual de X
1
S(GalF , µn(C

×)∨). D’après la suite exacte de Kummer (0 →
µn(K)→ K

× → K
× → 0), ce groupe s’identifie à P (F, n, S)/(F×)n.

Corollaire IV.2.7 – Si (F, n, S) n’est pas un cas spécial, alors Q(F, n, S)/Hom(GalF ,C
×)n

est nul et est d’ordre 2 sinon.

L’élément a0 ∈ P (F, n, S)\(F×)n dans le théorème de Grunwald-Wang permet d’exhiber un

élément non-nul du dual deQ(F, n, S)/Hom(GalF ,C
×)n, mais on ne peut cependant pas exhiber

un élément non-nul de ce groupe. B. Conrad donne seulement un exemple de tel caractère pour

F = Q(
√
7) et n = 8 ([Con11] Example 2.1).
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Chapitre V

V – Relèvements de

représentations de bonne

réduction

V.1 Relèvement de représentations abéliennes

La Proposition II.1.2, montre que pour toute représentation ρ : GalF → H(Qp) il existe F ′/F
une extension finie telle que ρ|GalF ′

se relève à H(Qp) avec ramification minimale. Dans cette
section et la suivante, on montre l’existence d’un relèvement minimal pour une représentation

ρ de bonne réductions quitte à faire une extension finie F ′/F non-ramifiée en dehors de p dans

le cas où ρ est abélien et le cas où ρ est ordinaire à noyau fini premier à p.

Soit K un corps p-adique et L/Qp une extension finie. On rappelle que d’après le théorème

I.3.4, les caractères cristallins GalK → L× sont les représentations algébriques sur l’inertie. La

proposition suivante donne un critère analogue pour les représentation de bonne réduction de

GalF . On note m∞ le modulus de F dont le support est l’ensemble des places infinies de F .

Proposition V.1.1 – Soit ρ : GalabF → L× = TL(Qp) une représentation abélienne. Les

propositions suivantes sont équivalentes.

(i) ρ est de bonne réduction.

(ii) Il existe une représentation φ : (SF,m∞)Qp → (TL)Qp tel que le diagramme suivant com-

mute :

GalabF

εp

��

ρ
// TL(Qp)

SF,m∞(Qp)

φ

88
.

Démonstration – Supposons qu’il existe φ tel que ρ = φ◦εp. Alors d’après la deuxième partie du
théorème I.3.9, la représentation ρ est localement algébrique de modulus m∞. Ce qui implique

que ρ est non-ramifiée en dehors des places p-adiques et que sur les places p-adiques elle cöıncide

avec sa représentation algébrique sur l’inertie. Donc ρ est de bonne réduction.

Réciproquement si ρ est de bonne réduction, alors ρ est non-ramifiée en dehors de p et

cöıncide avec sa représentation algébrique en p. Ce qui signifie que m∞ est un modulus de
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définition de ρ. L’existence de φ est alors donnée par la première partie du du Théorème I.3.9.

Corollaire V.1.2 – Soit m un modulus de F à support dans les places infinies et p-adiques,

φ : (SF,m)Qp
→ (TL)Qp

une représentation algébrique et ρ := φ◦εp. Alors il existe une extension

finie F ′/F non-ramifiée en dehors de p telle que ρ|GalF ′
soit de bonne réduction.

Démonstration – Comme m est à support infini et p-adique et que ρ est localement algébrique

de modulus m, ρ est non-ramifiée en dehors de p et pour toute place v|p elle cöıncide avec sa
représentation algébrique sur un sous-groupe ouvert Ov de IFv (où Ov = recFv (U

valv(m)
Fv

)). Il

suffit alors de prendre F ′/F l’extension telle que GalF ′ est engendré par les inerties (IFv
)v∤p et

les (Ov)v|p.

On suppose ici que H et H sont des groupes algébriques réductifs abéliens connexes. Ce sont

alors les tores ([Spr98], Chapter 3). On rappelle que la catégorie des groupes de type multiplicatif

sur un corps algébriquement clos, est isomorphe à la catégorie des Z-module de type fini (via

le foncteur des caractères). Les tores correspondent aux Z-modules libres et le µn correspond à

Z/nZ.

Théorème V.1.3 – Soit ρ : GalF → H(Qp) une représentation de bonne réduction. On suppose

que pour toute place v|p, ρ|GalFv
admet un relèvement de Hodge-Tate. Alors il existe F ′/F une

extension finie non-ramifiée en dehors de p telle que ρGalF ′
se relève en une représentation de

bonne réduction.

Démonstration – Comme H/Qp
et H/Qp

sont des tores, d’après la classification des sous-modules

libres, il existe des isomorphismesH ≃∏s
i=1 Gm,H ≃

∏s
i=1 Gm

εi et des entiers positifs (ai)i=1...s

telle le diagramme suivant commute :

1 // N //

=
��

H //

=
��

H //

=
��

1

1 //
s
∏

i=1

µai //
s
∏

i=1

Gm
π′

//
s
∏

i=1

Gm
εi // 1

.

où Gm
εi = Gm si ai 6= 0 et Gm

εi = 1 si ai = 0, µai = 0 si ai = 0 et π′ est donnée par

π′((xi)i) = (xaii )i. La suite exacte 1→ N → H π−→ H → 1 alors est un produit de suites exactes

du type

1 // µn // Gm
x 7→xn

// Gm
// 1 ,

où n est un entier, ou du type

1 // Gm
// Gm

// 1 // 1 .

Le relèvement par la deuxième suite exacte étant trivial, il suffit alors de montrer le théorème

lorsque H = Gm, H = Gm et π(x) = xn, ce que l’on suppose désormais.

Pour toute place v|p de F , on note ρv : GalFv
→ Gm(Qp) un relèvement cristallin. Soit

L/Qp une extension finie contenant l’image des ρv et contenant tous les plongements de F .
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Comme ρv est cristalline, il existe une représentation algébrique rv : (TFv
)/Qp

→ (TL)/Qp
, où

TL := ResLQp
Gm, telle que rv(x) = ρv(recv(x)) pour tout x ∈ O×L , où recv : F

×
v → GalabFv

est

l’application de réciprocité (I.3.4). On note

R : TF (Qp) =
∏

v TFv (Qp) −→ TL(Qp)
∏

v|p xv 7−→ ∏

v|p rv(xv)

Alors R est une représentation algébrique définie sur Qp.

On note rv : (TFv )/Qp
→ (TL)/Qp

la représentation algébrique associée à ρ|GalFv
et R =

∏

v|p rv la représentation algébrique de ρ (cf. la remarque qui suit Définition I.3.7). Alors on

a Rn = R. D’après la proposition V.1.1, la représentation ρ est localement algébrique avec

modulus m∞. On note φ : (SF,m∞)/Qp
→ (TL)/Qp

la représentation donné par la proposition

V.1.1 appliquée à ρ.

Soit m un modulus de définition de ρ. On a alors le diagramme commutatif suivant

GalabF
ρ

//

εℓ

��

TL(Qp)

TF (Qp) //

R

33SF,m∞(Qp)
φ

// TL(Qp)

TF (Qp)
R

// TL(Qp)

.n

OO

.

Alors R(EF,m∞) = 1, où EF,m∞ sont les unités positives de F . Comme Rn = R, on en déduit

que R(EF,m∞) ⊂ µn(L).

Montrons qu’il existe un modulus m à support dans les places p-adiques et infinies, tel que

R(EF,m) = 1. Soit n1 ≥ 0 tel que valL(x − 1) < n pour tout x ∈ µn(L) \ {1}, où valL est la

valuation normalisé de L. Il existe n2 ≥ 0 tel que pour tout v|p, σ ∈ HomQp(Fv, L) et x ∈ Un2

Fv

on ait valL(σ(x)− 1) > n1. Alors pour tout v|p et x ∈ Un1

Fv
on a valL(rv(x)− 1) > n, car rv est

un produit des σ ∈ HomQp
(Fv, L). Il suffit alors de prendre m tel que valv(m) ≥ n2 pour tout

v|p. Alors R(EF,m) = 1.

Donc R définit une représentation (TF,m)/Qp
→ (TL)/Qp

. En composant (SFm,m)/Qp
→

(TF,m)/Qp
(cf. Proposition I.3.10) avec R, on obtient une représentation φ : (SFm,m)/Qp

→
(TL)/Qp

. On note

ρ : GalabFm

−→ TL(Qp).

La composé de εℓ : Gal
ab
Fm

→ SFm,m(Qp) avec φ : SFm,m(Qp)→ TL(Qp). La représentation ρ est

alors un relèvement de ρ|GalFm

, car φ relève φ|SFm.m
. D’après le corollaire V.1.2, il existe une

extension finie F ′/Fm non-ramifiée en dehors de p tel que ρ|GalF ′
soit de bonne réduction.

V.2 Relèvement de représentations ordinaires

Dans cette partie K est un corps p-adique. On rappelle la définition des représentations

ordinaires selon [PR94] et on donne quelques propriétés. Les représentations ordinaires corres-
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pondent aux catégories des modules (φ,N)-modules filtrées ordinaires que l’on définit également.

Définition V.2.1 – Une représentation ρ : GalK → GLV (Qp) sera dite ordinaire s’il existe

une filtration (Vi)i=1..n décroissante exhaustive et séparée stable par GalK et une suite d’entiers

relatifs (ai)i=0..n strictement croissante telles que pour tout i, la restriction à l’inertie ρ|IK agit

sur Vi/Vi+1 par Cycl
ai
p .

Matriciellement cela signifie que dans une base, la restriction à l’inertie s’écrit













χan
p ∗ · · · ∗

χan−1
p · · · ∗

. . . ∗
χa1
p













Soit G un groupe algébrique sur Qp. Une représentation ρ : GalK → G(Qp) sera dite ordinaire
si pour toute représentation linéaire R : G → GLV , la composée R ◦ ρ est ordinaire (on verra
qu’il suffit de le vérifier pour une représentation fidèle).

On définit maintenant la catégorie des (φ,N)-modules filtrés ordinaires. Soit K0 ⊂ K le

sous-corps maximal non-ramifiée sur Qp. Alors un (φ,N)-module filtré sur K est la donnée de

– D un K0-espace vectoriel de dimension finie.

– φ : D → D un morphisme additif Frobp-semi-linéaire (où Frobp est le Frobenius de K0).

– N : D → D un endomorphisme linéaire nilpotent tel que N ◦ φ = p.φ ◦N .
– D’une filtration (Di

K)i∈Z sur D ⊗K0
K décroissante exhaustive séparée.

Les nombres de Hodge de D sont les i ∈ Z tel que le nombre suivant est non nul

hH(D, i) := dimK(D
i
K/D

i+1
K ).

On note P0 = Frac(Witt(k)). Pour α un rationnel, on note D[α] le sous-K0-espace vectoriel de

P0 ⊗K0 K engendré par les x tels que

φs(x) = prx,

avec r/s = α. Les nombres de Newton de D sont les α tels que le nombre suivant est non-nul

hN (D,α) := dimK0
(D[α]).

Définition V.2.2 – On dit que D est ordinaire si

1. D est admissible, c’est-à-dire si tH(D) = tN (D) et tH(D
′) ≤ tN (D

′) pour tout sous-

(φ,N)-module filtré D′, où tH(D) =
∑

i∈Z i.hH(D, i) et tN (D) =
∑

α∈Q i.hN (D, i).

2. Et l’ensemble des nombres de Hodge est égal à l’ensemble des nombres de Newton avec

multiplicité (en particulier cela implique que les nombres de Newton sont entiers).

On rappelle que d’après la conjecture Cst (démontrée dans [CF00]) les (φ,N)-modules ad-

missibles correspondent aux représentations semi-stables via le foncteur de Fontaine Dst. En

particulier toute représentation ordinaire est semi-stable.
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Les fonctions hH et hN sont additives sur les modules admissibles, c’est-à-dire que si

0 // D1
// D2

// D3
// 0

est une suite exacte de modules admissibles, alors hH(D2, i) = hH(D2, i) + hH(D3, i) pour tout

i ∈ Z et hN (D2, α) = hN (D1, α) + hN (D3, α) pour tout α ∈ Q.

Théorème V.2.3 ([PR94], Théorème 1.5) – Il y a une anti-équivalence de catégorie entre les

représentations Galoisiennes ordinaires de GalK et les (φ,N)-modules filtrées sur K ordinaires,

donnée par

D∗st(V ) := HomQp(V,Bst)
GalK .

La catégorie des (φ,N)-module filtrés ordinaire forme une sous-catégorie de la catégorie des

(φ,N)-modules filtrés admissibles. De même la catégorie des représentations ordinaires forme

une sous-catégorie de la catégorie des représentations Galoisiennes semi-stables. Ces catégories

sont stables par sous-objets, produits tensoriels, quotients et dualité. En particulier ce sont

des catégories Tannakiennes neutres (avec pour foncteur fibre celui qui associe les sous-espace

vectoriel sous-jacent) et sont équivalentes à la catégorie des représentations d’un groupe pro-

algébrique. Ainsi toute sous-représentation d’une représentation ordinaire est ordinaire et pour

vérifier qu’une représentation GalK → G(Qp) est ordinaire il suffit de le vérifier à travers une
représentation fidèle de G.

Proposition V.2.4 – Soit

0 −→ V1 −→ V −→ V2 −→ 0

une extension de Qp-représentations de GalK . Si V1 et V2 sont ordinaires et V est semi-stable,

alors V est ordinaire.

Démonstration – On note D := D∗st(V ), D1 := D∗st(V1) et D2 := D∗st(V2). Alors D est une

extension de D1 par D2. Les nombres de Hodge (resp. Newton) de D est l’union des nombres

de Hodge (resp. Newton) de D1 et D2. Comme D1 et D2 sont ordinaires, leurs nombres de

Hodge sont égaux à leurs nombres de Newton, et donc il en est de même pour D. De plus D

est admissible car V est semi-stable. On en déduit que D est ordinaire.

Soit L/Qp une extension finie, G un groupe algébrique sur L. Une représentation ρ : GalK →
G(L) sera dite ordinaire si ρ : GalK → (ResLQp

G)(Qp) est ordinaire. Une représentation ρ :

GalK → G(Qp) sera dite ordinaire si ρ : GalK → G(L) est ordinaire avec L/Qp une extension
finie telle que G(L) contient l’image de la représentation.

Proposition V.2.5 – Si ρ : GalK → G(L) est ordinaire, alors l’adhérence de Zariski (GZar)Qp
⊂

ResLQp
G de ρ(IK) est un groupe résoluble connexe tel que GZar/R(GZar) est un tore de rang au

plus 1, où R(GZar) est le radical unipotent.

Démonstration – Soit ResLQp
G →֒ GLV une représentation linéaire fidèle. Comme ρ est ordinaire,

il existe un drapeau V1 ⊃ V2 ⊃ · · · ⊃ Vn de V stable par GZar et tel que IK agisse par une

puissance du caractère cyclotomique. L’adhérence de Zariski GZar est alors un sous-groupe du
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sous-groupe de Borel B/Qp
de GLV associé à ce drapeau. Comme ce sous-groupe de Borel est

résoluble, il en est de même pour le sous-groupe GZar.

Comme la représentation IK → GZar/(GZar)0 est ordinaire (donc semi-stable) à image finie,

elle est triviale. Donc GZar est connexe.

Pour tout i ∈ [1, n], on note ai ∈ Z tel que IK agit sur Vi/Vi+1 par Cycl
ai
p . L’image de IK

dans
⊕n

i=1GLVi/Vi+1
est alors dans le sous-tore donné par l’image de

ϕ : Gm −→ ⊕n
i=1GLVi/Vi+1

λ 7−→ (λai)i
.

Ce tore est de rang 1 ou 0 selon que tous les (ai)i sont nuls ou pas. Or le groupe algébrique

GZar/R(GZar) est un sous-groupe de B/Qp
/R(B)/Qp

≃ ⊕n
i=1GLVi/Vi+1

qui s’identifie à l’adhé-

rence de Zariski de IK dans
⊕n

i=1GLVi/Vi+1
. Donc GZar/R(GZar) ⊂ ϕ est un tore de rang 0 ou

1.

On rappelle qu’un groupe algébrique G/k sur un corps k est dit trigonalisable, s’il est iso-

morphe à un sous-groupe du groupe des matrices triangulaires supérieures de (GLn)/k ([Bor91],

Chapter 15). Auquel cas toutes les représentations de G/k sont trigonalisables ([Bor91], Corollary
15.5.(i)).

Proposition V.2.6 – Soient K un corps p-adique et ρ : GalK → H(Qp) une représenta-

tion (semi-stable) ordinaire. Si ρ : GalK → H(Qp) est un relèvement semi-stable, alors ρ est

ordinaire.

Démonstration – Soit L/Qp une extension finie telle que π(H(L)) contient ρ(GalK). On note

H′Qp
⊂ ResLQp

H l’adhérence de Zariski de ρ(IK) et H′ celui de ρ(IK). Comme ρ est ordinaire H
′

est résoluble (cf Proposition V.2.5). Comme H′ est une extension de deux groupes résolubles

(c’est une extension de H′ et d’un sous-groupe de ResLQp
N ), il est résoluble. De plus comme ρ

est semi-stable, (H′)Qp
est connexe (en effet ρ : IK → H′/H′0(Qp), la projection de ρ dans le

groupe des composantes connexes de H, est semi-stable à image finie donc est triviale).
Le groupe H′/R(H′) est une extension de H′/R(H′) par un sous-groupe de ResLQp

N . D’après
la proposition V.2.5,H′/R(H′) est un tore de rang≤ 1. CommeN est finie et queH′ est connexe,
on en déduit que H′/R(H′) est un tore de rang ≤ 1. Le groupe H′ est alors une extension de
H′/R(H′), un tore de rang ≤ 1, et de R(H′) un groupe unipotent. D’après ([Bor91], Theorem
15.4, Corollary 15.5.(ii)), H′ est trigonalisable.

Soit R : H′ → GLV une représentation linéaire. Comme H′ est trigonalisable, il existe un
drapeau Vn ⊂ Vn−1 ⊂ · · · ⊂ V1 stable par H′. Sur chaque quotient Vi/Vi+1, de dimension 1, R◦ρ
est une puissance entière de Cyclp sur IK . La représentation semi-stable V est une extension de

représentations ordinaires de dimension 1, donc est ordinaire d’après la Proposition V.2.4.

Soit F un corps de nombres. On montre le théorème principal de cette partie. On dit qu’une

représentation p-adique de GalF est ordinaire si les restrictions aux groupes de décomposition

p-adiques sont ordinaires.

Théorème V.2.7 – Soit ρ : GalF → H(Qp) une représentation. On suppose que N est fini

d’ordre premier à p, que ρ est de bonne réduction et ordinaire. On suppose que pour tout v|p,
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le sous-groupe à un paramètre de Hodge-Tate se relève. Alors il existe une extension finie F ′/F

non-ramifiée en dehors de p tel que ρGalF ′
admet un relèvement de bonne réduction.

Démonstration – On prend U ⊂ H(Qp) un sous-groupe pro-p tel que π induise un isomorphisme
de U sur un ouvert U ⊂ H(Qp) comme dans la proposition II.1.2. Soit F1/F la plus petite

extension finie telle que ρ(Gal(F/F1)) ⊂ U ∼= U . Comme ρ est non-ramifiée en dehors de p,

l’extension F1/F est non-ramifiée en dehors de p. On note ρ′ : GalF1 → U ⊂ H(Qp) la composée
de ρ|GalF1

avec U
∼−→ U . La représentation ρ′ est alors un relèvement de ρ|GalF1

non-ramifiée en

dehors de p.

On note ρw : GalFw
→ H(Qp) un relèvement cristallin et χw : GalFw → N (Qp) tel que

ρ′⊗χw = ρw sur GalF1,w
. La représentations ρw est à valeurs dans U×N (Qp) et ses composantes

sont données par ρ′ et χw. Nous allons montrer que χw = 1 sur Iw(F/F1(µp)), le sous-groupe

d’inertie de GalF1(µp), où F1(µp) est l’extension de F1 auquel on a rajouté les racines p-ieme de

l’unité.

D’après la proposition V.2.6, la représentation ρw est ordinaire. Dans une représentation

linéaire fidèle, la restriction à l’inertie de ρw est alors de la forme









χa1
p ∗ ∗

. . . ∗
χan
p









La restriction de ρw à Iw(F/F1(µp)) est alors à image dans un sous-groupe compact de

Γ =









U1
Qp

Qp · · ·
. . . Qp

U1
Qp









,

où U1
Qp

= (1 + pZp)
Zp = {x ∈ Z×p | x = 1 mod p}. Un tel sous-groupe est pro-p, car Γ est

le produit semi-directe d’un Qp-espace vectoriel par un pro-p-groupe. Comme N est d’ordre

premier à p, on en déduit que ρw est à valeurs dans U et donc χw est trivial sur l’inertie. Donc

ρ′ = ρw sur Iw(F/F1(µp)) et ρ
′
|GalF1(µp)

est de bonne réduction ordinaire.
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Auguste HOANG DUC 

Relèvements de représentations 
Galoisiennes à valeurs dans 

des groupes algébriques 

Résumé 

Soient 1 -> N -> H -> H' -> 1 une suite exacte centrale de groupes algébriques sur Q_p^alg et F un 
corps de nombres. Etant donnée une représentation Galoisienne r' : Gal_F -> H', on s'intéresse à 
ses relèvements à valeurs dans H à travers le morphisme H -> H'. Un relèvement r : Gal_F -> H sera 
dit minimal, s'il est non-ramifié aux places où r' est non-ramifiée et est de Rham/semi-
stable/cristalline aux places divisant p si r' l'est. Dans cette thèse, nous montrons l'existence de 
relèvements minimaux dans certains cas. 

Mots clés : Représentation Galoisienne, Relèvement, Théorie de Hodge p-adique, Cohomologie 

Résumé en anglais 

Let 1 -> N -> H -> H' -> 1 be an exact sequence of algebraic groups over Q_p^alg and F be a 
number field. Given a Galois representation r' : Gal_F -> H', we are interested in its lifts with values 
in H through the morphism H -> H'. We say a lift r : Gal_F -> H is minimal, if it is unramied at places 
where r' is unramified and is de Rham/semi-stable/crystalline at p-adic places if r' is so. In this thesis, 
we prove the existence of such minimal lifts in some cases. 

Key words : Galois representation, Lift, p-adic Hodge theory, Cohomology 


