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Introduction

Dans ce mémoire, nous nous intéressons au lieu orbifold de la variété des
caractères. En effet, il a été remarqué, par exemple dans [Sik12], que si l’on
restreint la variété des caractères d’un groupe fuchsien dans un groupe de
Lie complexe semi-simple aux représentations irréductibles alors elle admet
naturellement une structure orbifolde.

On construit cette orbifolde en quotientant l’ensemble des représenta-
tions irréductibles du groupe fuchsien vers le groupe de Lie semi-simple
par l’action de conjugaison du groupe de Lie. Après avoir montré que cet
ensemble des représentations irréductibles du groupe fuchsien vers un groupe
de Lie semi-simple est une variété complexe, on en conclut que la partie
irréductible de la variété des caractères est une orbifolde.

Les groupes d’isotropie locale de cette orbifolde s’interprètent comme des
centralisateurs de représentations irréductibles modulo le centre du groupe
de Lie considéré. Le lieu orbifold est alors, l’ensemble des classes de conju-
gaison dont le groupe d’isotropie local n’est pas trivial.

L’objet du chapitre 1 est de justifier que cette construction est cohérente.
Même si le résultat a déjà été démontré, nous avons choisi, vu que c’est le
sujet principal de la thèse d’en rappeler les grandes lignes. Nous en profitons
pour rappeler des résultats sur la variété des représentations comme variété
algébrique ainsi que les fondamentaux sur les orbifoldes.

Dans les trois chapitres suivants (ce qui fait le corps de la thèse), nous
fixons un groupe de Lie G et nous cherchons à comprendre le lieu orbifold de
la variété des caractères. Le principe général à l’oeuvre dans ce mémoire est
que pour étudier le lieu orbifold, il nous faut comprendre les centralisateurs
non-triviaux des représentations irréductibles. Dans chacun des cas, nous de-
vons, avant même de pouvoir considérer l’aspect géométrique de description
du lieu orbifold, classifier ces centralisateurs à conjugaison près.

Ce sont donc les représentations irréductibles à centralisateur non-trivial
qui ont une importance particulière. On dit qu’elles sont exceptionnelles
(traduction assez libre de bad representations dans [Sik12]). Par extension,
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on dit qu’un sous-groupe d’un groupe de Lie complexe semi-simple est ex-
ceptionnel s’il est irréductible et son centralisateur n’est pas réduit au
centre du groupe de Lie. Si Γ est un groupe de type fini et G un groupe de
Lie complexe, le lieu singulier de la variété des caractères est défini comme
l’ensemble des classes de conjugaison de représentations exceptionnelles (si
Γ est fuchsien, c’est le lieu orbifold).

Il est alors naturel de donner un nom aux groupes de Lie qui n’ont pas de
sous-groupes exceptionnels. On dira qu’ils sont CI (terminologie de [Sik12]).
Une conséquence direct du lemme de Schur est que SL(n,C) est CI. Sikora
pose la question suivante ⌧ est-ce que ce sont les seuls groupes CI, parmi les
groupes semi-simples ? " Dans cette thèse, nous allons aussi nous intéresser
à cette question. L’intérêt, par rapport au lieu orbifold, est que si un groupe
de Lie G est CI alors pour tout groupe fuchsien, la partie irréductible de la
variété des caractères est non-seulement une orbifolde mais est, en fait, une
variété.

Dans le chapitre 2, nous nous intéressons au cas où G est égal au groupe
PSL(p,C). Nous démontrons, dans ce chapitre, qu’il n’existe, à conjugaison
près, que deux centralisateurs de sous-groupes exceptionnels : les groupes
Z/p et Z/p⇥ Z/p.

Dans la suite, nous décrivons l’ensemble des classes de conjugaison de
représentations exceptionnelles d’un groupe de type fini Γ vers PSL(p,C).
L’idée est la suivante, si l’on fixe un sous-groupe G de PSL(p,C) isomorphe
à Z/p qui est le centralisateur d’un sous-groupe exceptionnel de PSL(p,C)
alors toute représentation exceptionnelle est conjuguée à une représentation
de Γ dans ZPSL(p,C)(G).

Nous décrivons la variété des caractères de Γ dans le groupe ZPSL(p,C)(G)
et nous en déduisons le lieu singulier de la variété des caractères de Γ dans
PSL(p,C).

Nous constatons en fait que le lieu orbifold est la réunion de certains
sous-espaces homéomorphes à des groupes de cohomologie et que les in-
tersections de ces sous-espaces sont donnés par des classes de conjugaison
de représentations exceptionnelles dont le centralisateur est isomorphe à
Z/p⇥ Z/p. Cela est décrit par le théorème 2.3.

Si l’on ajoute l’hypothèse que Γ est fuchsien (libre à l générateurs ou le
groupe fondamental d’une surface de Riemann fermée de genre g ≥ 2) alors
on en donne une description plus précise.
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Dans le cas où Γ est libre de rang l ≥ 2, on montre, par exemple, que le
lieu orbifold est connexe de dimension (p − 1)(l − 1). Dans le cas où Γ est
le groupe fondamental d’une surface de Riemann fermée de genre g ≥ 2, on
montre que le lieu orbifold a exactement p composantes connexes et que sa
dimension est 2(p− 1)(l − 1).

Dans ce chapitre, le fait que p est premier est utilisé à plusieurs reprises.
Tout d’abord dans la proposition 5, où l’on montre que tout sous-groupe ex-
ceptionnel de PSL(p,C) commute avec un élément régulier. Ensuite, dans
les discussions sur les groupes de cohomologie on utilise à nouveau que p est
premier. Enfin, dans la sous-section 2.4.2, où l’on introduit l’invariant d’Eu-
ler, on utilise à nouveau le fait que la dimension est première. Si la primalité
de la dimension semble importante dans cette étude, nous constatons dans le
chapitre 3 que l’on peut généraliser des résultats en dimension quelconque.

Dans les chapitres 3 à 4, nous nous restreignons à la détermination des
centralisateurs de sous-groupes irréductibles.

Dans le chapitre 3, nous nous intéressons au cas où G est PSL(n,C). On
montre un théorème de caractérisation (théorème 3.3) : si n ≥ 1 alors un
groupe G est le centralisateur d’un sous-groupe irréductible de PSL(n,C)
si et seulement si G est n-compatible (une des manières de définir un groupe
n-compatible est de dire que ce groupe est contenu dans B⇥B où B est un
groupe abélien d’ordre n).

Ensuite, nous cherchons à déterminer les classes de conjugaison de cen-
tralisateurs dans PSL(n,C). Par le théorème de caractérisation, le centrali-
sateur est abélien. Pour caractériser sa classe de conjugaison, nous justifions
qu’il suffit de rajouter une structure de n-module alterné sur ce centrali-
sateur. Bien que ces résultats n’aboutissent pas encore à une classification
complète des centralisateurs dans PSL(n,C) (essentiellement car il est diffi-
cile de caractériser les structures de n-modules alternés ⌧ issus " de centrali-
sateurs dans PSL(n,C)), les résultats partiels obtenus à la fin du chapitre 3
permettent d’entrevoir une généralisation de ce qui a été fait pour PSL(p,C)
au cas où la dimension n n’est plus un nombre premier, au moins quand n
est sans facteur carré.

Dans le chapitre 4, on se place dans le cas où G est Spin(n,C) ou un de
ses quotients. On arrive rapidement à la conclusion que tous les centralisa-
teurs d’irréductibles dans SO(n,C) sont 2-abéliens élémentaires.
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Dans le cas où G = Spin(n,C) on montre d’abord que Spin(n,C) n’est
jamais un groupe CI si n ≥ 7. Une conséquence du travail que nous avons fait
ici (et d’un résultat de Florentino et Lawton dans [FL12]) est que les groupes
simples qui sont CI mais pas isomorphes à SL(n,C) sont nécessairement de
type G2, F4, E6, E7, E8. On ne sait pas si, parmi ces groupes là, certains sont
CI ou pas.

Ensuite, toujours quandG = Spin(n,C), on caractérise les groupes appa-
raissant comme les centralisateurs de sous-groupes irréductibles du groupe
Spin(n,C) (c’est le théorème 4.4). On remarque qu’il est assez simple de
donner la liste de tous les centralisateurs à conjugaison près dans le groupe
des Spin fondamentaux (corollaire 18).

Le cas G = PSO(2n,C) est partiellement abordé. On remarquera tou-
tefois que si Γ est un groupe fuchsien de rang > 2 alors χi(Γ, PSO(8,C))
est une orbifolde contenant un point dont le groupe d’isotropie locale est
non-abélien (c’est le contre-exemple 7).

Par ailleurs, il semblerait que l’on puisse généraliser cette approche au
cas où G est un groupe de Lie semi-simple complexe. En effet, dans le cas
où G = PSL(p,C), les sous-groupes exceptionnels sont tous contenus dans
le normalisateur d’un tore maximal (le produit semi-direct entre un tore
maximal et son groupe de Weyl). Ceci est lié au fait qu’un sous-groupe
exceptionnel centralise un élément régulier (voir proposition 5).

Dans le cas où G = PSL(n,C), la situation n’est pas aussi générale.
La condition pour qu’un centralisateur d’irréductible ait un centralisateur
inclus dans le normalisateur d’un tore maximal est que ses lagrangiens soient
de taille n (par des résultats postérieurs à cette thèse).

Ces deux exemples justifient que la généralisation de cette étude devrait
passer par les normalisateurs de tores maximaux. Pour une discussion sur les
n-uplets d’éléments commutant dans les groupes de Lie compacts qui utilise
les tores maximaux, on peut se reporter au travail de Borel, Friedman et
Morgan : [BFM02].

Quelques mots sur l’organisation du papier. Nous avons fait le choix,
dans ce mémoire, d’écrire des preuves les plus détaillées possibles. Ainsi que
d’articuler notre raisonnement autour de nombreux lemmes, propositions,
exemples. . . Ceci explique la longueur de ce mémoire.
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La première section du chapitre 1 contient un certain nombre de défini-
tions utiles pour lire le mémoire. Les deux autres sections du chapitre 1 sont
entièrement dédiés à la preuve du corollaire 4. Si l’on admet ce corollaire,
on peut passer directement à la lecture des chapitres 2, 3 et 4.

Chacun de ces trois chapitres débute par une section ⌧ résultats " qui
est un résumé non exhaustif des résultats contenus dans le chapitre. Il a
pour but de guider la lecture du chapitre correspondant.

Dans leur quasi-totalité, les différent chapitres sont indépendants les uns
des autres. Néanmoins, l’étude géométrique effectuée sur le lieu orbifold au
chapitre 2 est facilitée par la lecture du chapitre 1 et le lemme 6 du chapitre
2 est utilisé à plusieurs reprises dans les chapitres 3 et 4.

La fin du chapitre 3 contient un certain nombre de questions et de conjec-
tures en lien avec ce que nous avons démontré. Il en va de même pour
la fin des sous-sections 4.3.2 et 4.4.2. La recherche est ainsi faite qu’elle
évolue tout le temps. Depuis la rédaction de cette thèse, nous avons pu
établir que la réponse à la question 2 était positive et donc la réponse à
la question 3 est négative. En particulier, on peut classifier les centralisa-
teurs d’irréductibles dans PSL(n,C) à conjugaison près. Il est donc possible
d’améliorer le théorème 3.3 du chapitre 3. Ce résultat et sa preuve seront
publiés prochainement.



Singularités orbifoldes de la variété des caractères
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3.4.2 Classe de conjugaison des centralisateurs comme mo-
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Chapitre 1

Variété des
représentations/caractères

1.1 Définitions et propriétés

Soit Γ un groupe de type fini et G un groupe algébrique sur C (dans la
plupart des applications, le groupe algébrique sera remplacé par G := G(C)
le groupe de Lie de ses points complexes). On peut définir un foncteur des
C-algèbres vers les ensembles en associant à chaque C-algèbre A l’ensemble
Hom(Γ, G(A)) i.e. l’ensemble des morphismes de groupes de Γ vers G(A).

Ce foncteur noté R(Γ, G) est représentable (cf. [LM85]) et définit donc
une variété algébrique appelée variété des représentations schématique
de Γ vers G.

En effet, si Γ admet une partie génératrice finie avec r éléments et
C[G] est l’anneau de coordonnées de G alors on peut associer à R(Γ, G) un
idéal annulateur I dans C[G]⌦r. Dans [LM85], Lubotzky et Magid montrent
alors qu’il existe une représentation universelle ⇢U : Γ ! G(A(Γ, G)) (avec
l’anneau A(Γ, G) défini comme étant C[G]⌦r/I) vérifiant que pour tout
C-algèbre A et toute représentation ⇢ 2 Hom(Γ, G(A)), il existe un mor-
phisme de C-algèbres f : A(Γ, G) ! A induisant une représentation G(f) :
G(A(Γ, G)) ! G(A) et vérifiant ⇢ = G(f)⇢U . Ce que montrent Lubotzky et
Magid est que A(Γ, G) et ⇢U existent et sont essentiellement uniques.

Remarquons que la variété des représentations schématique n’est pas
nécessairement réduite car l’anneau A(Γ, G) peut contenir des nilpotents
non-triviaux. Si l’on considère l’anneau réduit associé :
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6 CHAPITRE 1. VARIÉTÉ DES CARACTÈRES

A(Γ, G) := A(Γ, G)/
p

(0)

on obtient une nouvelle variété algébrique notée R(Γ, G) et appelée
variété des représentations réduite.

Dans la suite, nous sommes principalement conduits à étudier les C-
points de la variété des représentations schématique Hom(Γ, G(C)). Par
abus de notation, nous noterons simplement Hom(Γ, G) cette variété. C’est
cet objet qui nous intéresse dans cette thèse. Remarquons qu’étudier les C-
points de la variété des représentations schématique ou de sa réduction est
rigoureusement la même chose. On remarque facilement que cet ensemble
s’identifie à un sous-ensemble de G(C)r où r est le cardinal d’une partie
génératrice de Γ. La topologie induite par cette inclusion sur l’ensemble
ne dépend pas du système de générateurs fini choisi. Cela permet alors de
définir une topologie sur Hom(Γ, G) appelée la topologie transcendante.

On verra plus loin que dans certains cas, une certaine partie de l’en-
semble Hom(Γ, G) n’est pas seulement l’ensemble des C-points d’une variété
algébrique, mais aussi une variété complexe. Il y aura donc deux points
de vue sur la variété des représentations. Le premier est le point de vue
algébrique qui permet de calculer les espaces tangents, mais aussi d’étudier
les problèmes de singularité. Le second est un point de vue complexe qui ne
voit que les C-points de la variété des représentations et qui est l’ensemble
qui nous intéresse.

On se propose de donner quelques définitions classiques ici (on peut
aussi les lire dans [Sik12]). Le but est de définir la notion de représentation
irréductible.

Soit G un groupe de Lie réductif et P un sous-groupe de G. On dit que
P est parabolique si G/P est une variété complète. Par exemple, dans le
cas où G = SL(n,C) on peut montrer que P est parabolique si et seulement
si P est le stabilisateur d’un drapeau non-trivial de Cn où SL(n,C) agit de
manière naturelle sur Cn (c.f. [Bor91]).

Soit G un groupe de Lie réductif et H un sous-groupe de G. On dit que
H est irréductible si aucun sous-groupe parabolique de G ne contient H.
De la même façon, une représentation ⇢ : Γ ! G est dite irréductible si
⇢(Γ) l’est.



1.1. DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS 7

Soit G un groupe de Lie réductif et H un sous-groupe de G. On dit que
H est complètement réductible si pour chaque sous-groupe parabolique
P de G contenant H, il existe un sous-groupe de Levi L de P contenant H.
De la même façon, une représentation ⇢ : Γ ! G est dite complètement
réductible si ⇢(Γ) l’est.

Si H est un sous-groupe de G, le centralisateur ZG(H) de H dans G
est l’ensemble des éléments de G commutant avec tous les éléments de H.
Le centralisateur ZG(⇢) (ou Z(⇢) si le groupe G est sous-entendu) d’une
représentation ⇢ : Γ ! G est défini comme étant ZG(⇢(Γ)).

Dans [Sik12] (corollaire 17), Sikora donne une caractérisation très utile
des groupes irréductibles. Dans un groupe de Lie réductif G, un sous-groupe
H de G est irréductible si et seulement s’il est complètement réductible
et [ZG(H) : Z(G)] est fini. De plus, tout groupe fini est complètement
réductible et toute extension finie d’un sous-groupe complètement réductible
est complètement réductible. Finalement, si G est inclus dans GL(n,C),
alors tout sous-groupe H diagonal via cette inclusion est complètement
réductible.

Soit G un groupe de Lie réductif et H un sous-groupe irréductible de G.
On dit que H est ordinaire si son centralisateur est réduit au centre de G.
De la même façon, une représentation irréductible ⇢ : Γ ! G est dite or-
dinaire si ⇢(Γ) l’est. Si un sous-groupe (ou une représentation) irréductible
n’est pas ordinaire alors on dira qu’il (elle) est exceptionnel(le). Remar-
quons que dans [Sik12], ordinaire correspond à ⌧ good " et exceptionnel
correspond à ⌧ bad ".

Si Γ est un groupe de type fini et G un groupe de Lie complexe, le groupe
G agit algébriquement sur la variété des représentations par conjugaison.
Cette action sera simplement appelée l’action de conjugaison de G sur
R(Γ, G). Si g 2 G et ⇢ 2 Hom(Γ, G), on notera g · ⇢ le conjugué de ⇢ par g
et G · ⇢ l’orbite de ⇢ pour cette action.

La partie complètement réductible de Hom(Γ, G) est l’ensemble
des représentations complètement réductible ⇢ : Γ ! G. Elle sera notée
Homcr(Γ, G).

De la même façon, la partie irréductible de Hom(Γ, G) est l’ensemble
des représentations irréductible ⇢ : Γ ! G. Elle sera notée Homi(Γ, G).
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Les inclusions suivantes sont conséquences directes des définitions :

Homi(Γ, G) ✓ Homcr(Γ, G) ✓ Hom(Γ, G)

Les ensembles Homi(Γ, G) et Homcr(Γ, G) sont stables par l’action de
conjugaison. Un résultat plus difficile, quand G est réductif, l’action de G
sur Homi(Γ, G) est propre (voir la proposition 1.1 de [JM87]).

L’ensemble quotient Hom(Γ, G)/G est bien connu pour n’avoir aucune
structure particulière. Néanmoins, quand G est un groupe de Lie réductif
complexe, il existe un quotient ”GIT” pour l’action de conjugaison de G
sur R(Γ, G) noté χ(Γ, G) := R(Γ, G)//G. Par définition, il s’agit à nouveau
d’une variété algébrique appelée la variété des caractères. Remarquons
que l’anneau de coordonnées de la variété des caractères est défini comme
étant A(Γ, G)G. Les points complexes de cette variété sont l’ensemble des
classes de conjugaisons des représentations complètement réductibles (en
effet, on peut montrer , e.g. dans [Sik12], que ce sont exactement les classes
de conjugaisons fermées). Il existe alors une projection naturelle :

prG :

∣∣∣∣
Hom(Γ, G) −! χ(Γ, G)

⇢ 7−! G · ⇢cr
où ⇢cr est l’unique (à conjugaison près) représentation complètement

réductible dont l’orbite est contenue dans l’adhérence de G · ⇢. Nous ne
chercherons pas ici à démontrer l’existence où l’unicité d’une telle projection.
En ce qui nous concerne, nous voyons que si prG est restreinte à la partie
complètement réductible alors il y a une identification naturelle entre le
quotient Homcr(Γ, G)/G et χ(Γ, G). Cela permet alors de définir la partie
irréductible de la variété des caractères comme :

χi(Γ, G) := Homi(Γ, G)/G

L’action de G sur Homi(Γ, G) étant propre, la correspondance ci-dessus
est un homéomorphisme. Le lieu singulier de χi(Γ, G) est l’ensemble des
G · ⇢ 2 χi(Γ, G) pour lesquels ⇢ est une représentation exceptionnelle. Le
lieu singulier sera noté χi

sing(Γ, G).

La raison pour laquelle nous nous intéressons au lieu singulier est que,
sous certaines conditions (cf section 1.3), ce lieu singulier est le lieu orbifold
d’une certaine orbifolde. On se propose dans cette thèse de nous intéresser au
lieu singulier de la variété des caractères. Un cas important où cette approche
se révelera fructueuse est le cas où le groupe représenté est fuchsien.



1.1. DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS 9

On dit qu’un groupe Γ est fuchsien s’il est un sous-groupe discret de
PSL(2,R) de co-volume fini. On peut vérifier (cf [Kat92]) qu’un groupe
fuchsien Γ admet toujours une présentation de la forme :

Γ = ha1, b1, . . . , ag, bg, e1, . . . er |
gY

i=1

[ai, bi]
rY

i=1

ei = 1, pour 1  i  r eoii = 1i

où oi est un entier ≥ 2 ou 1 (la relation e1i = 1 est, par définition, la
relation triviale). Les générateurs a1, b1, . . . , ag, bg sont dits hyperboliques.
Les éléments e1, . . . , er sont dits paraboliques si oi = 1 et elliptiques si
oi < 1. De plus, on sait que tout groupe de la forme ci-dessus est fuchsien
pourvu qu’il vérifie :

2g − 2 +

rX

i=1

1− 1

oi
> 0

Parmi les groupes fuchsiens, on peut donner quelques exemples :

Exemple 1

Si l ≥ 2. On note que Fl, le groupe libre sur l éléments est fuchsien
puisqu’il correspond au choix g := 0, r := l+1 et pour tout 1  i  l+1
oi := 1.

Si g ≥ 2. On remarque que le groupe défini par g := g et r := 0
est un groupe fuchsien. Il s’agit du groupe fondamental d’une surface de
Riemann fermée de genre g. On les appelle parfois simplement ”groupes
de surface”.

Si l’on prend g := 0, r := 3 et o1 := a, o2 := b et o3 := c avec a, b, c
trois entiers vérifiant 1

a + 1
b +

1
c < 1 alors on définit ce que l’on appelle

un groupe triangulaire Ta,b,c. Ce groupe apparait naturellement comme
le groupe fondamental orbifold d’une sphère à trois points coniques.

S’il y a un outil dont nous aurons souvent besoin dans ce mémoire, c’est
la cohomologie des groupes. On rappelle ici quelques définitions et notations.

Soit G un groupe et A un G-module multiplicatif (i.e. groupe abélien
muni d’une G-action compatible). La G-action sera notée avec un ⌧ · ".
Pour n ≥ 0, l’ensemble des n-cochaines de G dans A est :

Cn(G,A) := {f : Gn ! A}
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Ceci est clairement un G-module par action au but. Il existe un mor-
phisme de groupes @n :

@n :

∣∣∣∣
Cn(G,A) −! Cn+1(G,A)

f 7−! @n(f)

où, pour (g0, . . . , gn) 2 Gn+1, nous définissons :

@n(f)(g0, . . . , gn) :=

8
<
:

g0 · f(g1, . . . , gn)
⇥ Qn−1

i=0 f(g0, . . . , gi−1, gigi+1, gi+2, . . . , an)
(−1)i+1

⇥ f(g0, . . . , gn−1)
(−1)n+1

Pour n ≥ 1, on note Zn(G,A) := ker(@n), par définition, c’est l’en-
semble des n-cocycles et Bn := Im(@n−1) l’ensemble des n-cobords. Par
définition, B0(G,A) := {1} et Z0 := ker(@0) = AG l’ensemble des points
fixes de A pour l’action de G.

Un calcul direct montre que @n+1 ◦@n = 0 et donc Bn(G,A) ✓ Zn(G,A).
Ainsi on peut définir Hn(G,A) := Zn(G,A)/Bn(G,A) le n-ième groupe
de cohomologie pour G agissant sur A.

Par exemple, un 1-cocycle dans Z1(G,A) est une fonction f : G ! A
vérifiant pour tout g, h 2 G :

f(gh) = (g · f(h))f(g)
Un 1-cobord dans B1(G,A) est une fonction f : G! A pour laquelle on

peut trouver a 2 A vérifiant pour tout g 2 G :

f(g) = (g · a)a−1

Pour n ≥ 0 un élément x 2 Hn(G,A) est une classe de n-cocycles, si x
est la classe de z 2 Zn(G,A), l’élément x sera noté [z].

Les résultats que nous allons maintenant énoncer sont relativement clas-
sique et peuvent être retrouvés dans [Bro82] ou [AM04], par exemple.

Le premier de ces résultats est la suite inflation-restriction, si N /G et A
est un G-module, cette suite spectrale relie les groupes de cohomologie de G
agissant sur A, N agissant sur A et G/N agissant sur AN (voir sous-section
2.3.1).
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Nous utiliserons également un résultat sur la cohomologie cyclique, i.e.
si G agit sur A avec G cyclique, alors on peut trouver une formule explicite
pour H1(G,A) (voir sous-section 2.3.1).

On remarquera aussi que si A est un G-module divisible (e.g. si A est
un Q-espace vectoriel) alors Hn(G,A) l’est aussi pour tout n. De plus si G
est un groupe fini alors Hn(G,A) est de |G|-torsion pour n ≥ 1.

Dans la section 1.2, nous verrons des modules notés additivement alors
que dans la section 2.3 nous étudierons des modules notés multiplicative-
ment. Les deux notations sont naturelles. Avant la définition d’un module
nous nous assurerons de savoir quelle notation on utilise.

1.2 Espace tangent à la variété des représentations

Le but de cette sous-section est de justifier que quand Γ est fuchsien, la
partie irréductible de la variété des représentations est non-singulière en cha-
cun de ses C-points. Le résultat a déjà été remarqué par [Sik12] (proposition
37). On se propose, ici d’en donner une démonstration différente.

Après avoir rappelé comment calculer l’espace tangent de Zariski à la
variété des représentations en une représentation donnée, nous décrirons
une méthode pour construire, à partir d’un vecteur tangent, une courbe
formelle passant par la représentation et tangente à ce vecteur tangent. On
ne peut pas toujours effectuer ce relèvement, nous verrons que l’obstruction
s’exprime dans un groupe de cohomologie. Dans le cas où le groupe est
fuchsien et ⇢ irréductible, on verra alors que ce groupe de cohomologie est
trivial et qu’il n’y a pas d’obstruction. Dans [Sik12], l’auteur utilise la même
annulation cohomologique.

Dans toute cette section les modules seront notés additivement. En effet
si G est un groupe algébrique complexe, on note g son algèbre de Lie. Si
⇢ : Γ ! G est une représentation alors g est naturellement un Γ-module
additif via l’action adjointe (notée Ad) de G sur g. On a pour tout γ 2 Γ
et X 2 g, γ ·X := Ad ◦ ⇢(γ)(X) = Ad ◦ ⇢(γ) ·X. Le Γ-module g sera noté
gAd◦ρ.

On rappelle que si une variété algébrique X a pour anneau de coor-
données A (i.e. X = Spec(A)), alors un point x 2 Spec(A) est dit non-
singulier (ou simple) si x appartient à une unique composante irréductible



12 CHAPITRE 1. VARIÉTÉ DES CARACTÈRES

de X et dimTxX coincide avec la dimension de la composante irréductible
contenant x. On dit que x est réduit si l’anneau local Ax ne contient pas
d’éléments nilpotents non-trivial.

Soit Γ un groupe de type fini et G un groupe algébrique complexe. On
dit que ⇢ 2 Hom(Γ, G) est lisse (resp. schématiquement lisse) si ⇢ est
un point non-singulier de R(Γ, G) (resp. R(Γ, G)). On remarquera que, par
les définitions, si ⇢ 2 Hom(Γ, G) alors ⇢ est schématiquement lisse si et
seulement s’il est à la fois lisse et réduit.

Nous commençons donc par calculer l’espace tangent de Zariski à la
variété des représentations (ceci est une proposition démontrée par Weil
dans [Wei64], voir aussi [LM85] ou [Sik12]) :

Proposition 1

Soient Γ un groupe de type fini, G un groupe algébrique complexe et
⇢ 2 Hom(Γ, G). Alors

TZar
ρ R(Γ, G) = Z1(Γ, gAd◦ρ)

Démonstration : Pour montrer cette proposition, nous définissons l’algèbre
des nombre duaux : la C-algèbre C[✏] où ✏ vérifie ✏2 = 0. Cette C-algèbre
est définie avec une projection naturelle :

q10 : C[✏] ! C

Cette application induit une projection de l’ensemble Hom(Γ, G(C[✏]))
sur l’ensemble Hom(Γ, G) également notée q10 . Par un résultat bien connu
de géométrie algébrique (e.g. dans [Bor91]) :

TZar⇢ R(Γ, G) = (q10)
−1(⇢) ✓ R(Γ, G(C[✏]))

Une fois que l’on a remarqué ceci, on utilise le fait que (Ad désignant
la représentation adjointe d’un groupe de Lie sur son algèbre de Lie) :

G(C[✏]) = goAd G(C)

Ainsi, toute représentation ⇢ de R(Γ, G(C[✏])) s’écrit ⇢ = (u, q10(⇢̄))
avec u fonction de Γ dans g. On se demande maintenant, ⇢ 2 Hom(Γ, G)
étant fixé, à quelle condition sur u la fonction définie par ⇢ := (u, ⇢) est un
morphisme de groupes. C’est un morphisme de groupes si et seulement si :
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8(γ1, γ2) 2 Γ2, (u(γ1γ2), ⇢(γ1γ2)) = (u(γ1), ⇢(γ1))(u(γ2), ⇢(γ2)) ,

8(γ1, γ2) 2 Γ2, (u(γ1γ2), ⇢(γ1γ2)) = (u(γ1)+Ad◦⇢(γ1)·u(γ2), ⇢(γ1)⇢(γ2)) ,

8(γ1, γ2) 2 Γ2, u(γ1γ2) = u(γ1) +Ad ◦ ⇢(γ1) · u(γ2) ,

u 2 Z1(Γ, gAd◦⇢)

Ainsi si l’on fixe ⇢ 2 Hom(Γ, G) alors l’espace tangent de Zariski à
la variété des représentations schématique en ⇢ s’identifie naturellement à
Z1(Γ, gAd◦⇢).

Via cette identification de l’espace tangent à un espace de 1-cocycles, les
1-cobords bénificient également d’une interprétation intéressante :

Proposition 2

Soient Γ un groupe de type fini, G un groupe algébrique complexe
et ⇢ 2 Hom(Γ, G). Alors, l’inclusion de TZar

ρ G · ⇢ ✓ TZar
ρ R(Γ, G) est

donnée par :

B1(Γ, gAd◦ρ) ✓ Z1(Γ, gAd◦ρ)

En d’autres termes, sous l’identification vu en proposition 1, de l’es-
pace tangent de Zariski TZar

ρ R(Γ, G) avec Z1(Γ, gAd◦ρ) l’espace tangent
à la G-orbite de ⇢ en ⇢ est exactement l’ensemble des 1-cobords.

Démonstration : Tout d’abord, si ⇢ 2 Hom(Γ, G) alors G · ⇢ est une variété
algébrique homogène (G agit transitivement dessus, c.f. [Bor91]), elle est
non-singulière. Ainsi l’inclusion de G · ⇢ dans R(Γ, G) descend en une in-
clusion au niveau des espaces tangents :

T⇢G · ⇢ ✓ TZar⇢ R(Γ, G)

Il suffit donc de calculer l’application tangente à l’application suivante
en l’identité :

f :

∣∣∣∣
G −! R(Γ, G)
g 7−! g⇢g−1
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On étudie f✏ l’application étendue aux nombres duaux :

f✏ :

∣∣∣∣
G(C[✏])Id −! R(Γ, G(C[✏]))

(X, Id) 7−! X · ⇢
L’espace tangent T⇢G · ⇢ recherché s’identifie alors à Im(f✏).

Soit X 2 g et γ 2 Γ alors :

X · ⇢(γ) = (X, Id)(0, ⇢(γ))(−X, Id) = (X −Ad ◦ ⇢(γ) ·X, ⇢(γ))

On voit donc que le 1-cocycle associé à X · ⇢ est γ 7! X −Ad ◦ ⇢(γ) ·X.
Clairement c’est un 1-cobord dans B1(Γ, gAd◦⇢) de plus quand X parcourt
g on obtient tous les 1-cobords par définition. Ainsi on a l’identification
T⇢G · ⇢ = B1(Γ, gAd◦⇢) ✓ Z1(Γ, gAd◦⇢) = TZar⇢ R(Γ, G).

Dans [Wei64], Weil utilise cette identification pour donner un critère de
rigidité locale pour une représentation (une représentation est dite locale-
ment rigide s’il existe un voisinage de ⇢ dans Hom(Γ, G) constitué unique-
ment de conjugués de ⇢). Cela aboutit au corollaire suivant (c.f. [LM85]) :

Corollaire 1

Soient Γ un groupe de type fini, G un groupe algébrique complexe
et ⇢ 2 Hom(Γ, G). Le premier groupe de cohomologie H1(Γ, gAd◦ρ) est
trivial si et seulement si la représentation ⇢ est localement rigide et ⇢ est
schématiquement lisse.

Démonstration : Supposons que H1(Γ, gAd◦⇢) soit trivial. Par la proposition
2, cela implique que, en ⇢ l’espace tangent à G · ⇢ et celui de la variété des
représentations schématique (i.e. l’espace tangent de Zariski) coincident en
⇢. Vu que G · ⇢ est non-singulière, cela implique que l’on peut trouver un
voisinage de ⇢ inclus dans G · ⇢. Par définition, ⇢ est localement rigide, et ⇢
est schématiquement lisse puisque G · ⇢ l’est.

Réciproquement si ⇢ est schématiquement lisse alors pour tout v 2
TZar⇢ R(Γ, G) = Z1(Γ, gAd◦⇢) tangent à la variété des représentations, on
peut trouver une courbe f :] − ✏, ✏[! Hom(Γ, G) vérifiant f(0) = ⇢ et
f 0(⇢) = v. Comme ⇢ est localement rigide, on peut supposer que f est
constitué de conjugués de ⇢. Le vecteur tangent f 0(⇢) est alors inclus dans
T⇢G · ⇢.

Avec les identifications des propositions 1 et 2, on obtient l’inclusion
Z1(Γ, gAd◦⇢) ✓ B1(Γ, gAd◦⇢), ainsi on a bien H1(Γ, gAd◦⇢) est trivial.
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On remarquera que l’assertion ”schématiquement lisse” est nécessaire,
en effet, Lubotzky et Magid dans [LM85] exhibent une représentation lo-
calement rigide dont le premier groupe de cohomologie associé n’est pas
trivial.

Ainsi, l’annulation du premier groupe de cohomologie H1(Γ, gAd◦ρ) im-
plique que ⇢ est schématiquement lisse. Ce que nous allons montrer dans la
suite est que de l’annulation du second groupe de cohomologie H2(Γ, gAd◦ρ)
on peut également en déduire que ⇢ est un point schématiquement lisse.

Le problème qui se pose ici est qu’en une représentation singulière l’es-
pace tangent de Zariski contient trop de vecteurs. Nous allons maintenant
définir un autre type d’espace tangent. Soient Γ un groupe de type fini, G un
groupe algébrique complexe et ⇢ 2 Hom(Γ, G). On dit que v 2 TρR(Γ, G)
est un vecteur tangent formel (terminologie non-standard) à la variété des
représentations en ⇢. D’un autre côté, on dit que v 2 TρR(Γ, G) est un vec-
teur tangent analytique à la variété des représentations en ⇢ s’il existe ✏ > 0
et f :]− ✏, ✏[! Hom(Γ, G) une application analytique telle que f(0) = ⇢ et
f 0(0) = v. On note Cρ leur ensemble appelé le tangent de courbes.

Par définition, tous les vecteurs tangents analytiques sont des vecteurs
tangents formels, toutefois la réciproque n’est pas forcément vraie. On peut
voir qu’un point ⇢ 2 Hom(Γ, G) est non-singulier si et seulement si son
tangent de courbes est égal à son espace tangent de Zariski.

C’est un problème très difficile de construire des courbes analytiques
dans Hom(Γ, G). On utilise donc un théorème d’Artin (cf théorème 1.2
dans [Art68]) qui stipule que tout élément dans Hom(Γ, G[[t]]) i.e. toute
courbe infinitésimale dans Hom(Γ, G) peut-être localement approximée
à tout ordre par une courbe analytique. Ou encore, l’ensemble des courbes
analytiques est dense pour la topologie m-adique dans l’ensemble des courbes
infinitésimales.

En résumé, pour montrer qu’un point est non-singulier, il suffit de mon-
trer que tout vecteur tangent formel est analytique, et en vertu du théorème
cité ci-dessus, il suffit de trouver une courbe infinitésimale tangente à ce
vecteur tangent. Expliquons maintenant la démarche pour construire une
courbe infinitésimale.
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Pour n ≥ 0, on note An := C[t]/(tn+1). On peut remarquer que A0 = C

et A1 = C[✏] l’anneau des nombres duaux. Nous allons étudier G(An) pour
n ≥ 0. En un certain sens, étudier G(An), c’est étudier les déformations de
G(C) à l’ordre n. Si j ≥ i, il est clair que l’on a une application mod ti+1 :

qji : Aj ! Ai

Cette application induit une application de projection au niveau des
représentations toujours notée qji : Hom(Γ, G(Aj)) ! Hom(Γ, G(Ai)). On
remarquera que q10 correspond à l’application liée aux nombres duaux ex-
hibée dans la démonstration de la proposition 1.

On utilise maintenant la formule de Baker-Campbell-Hausdorff (formule
BCH) pour décrire le groupe G(An+1). Soit e l’exponentielle des matrices.
On dispose, pour tout n ≥ 0 d’une suite exacte scindée :

1 // gn // G(An+1)
qn+1
0 // G(C) // 1

(a1, . . . , an)
! // ea1t+a2t2+···+antn inclusion

ea1t+a2t2+···+antng0
! // g0 projection

e0⇥t+0⇥t2+···+0⇥tng0 g0
!oo section

Il faut noter que gn n’est pas un groupe muni de la loi produit, la loi de
groupe est compliquée et est donnée par la formule BCH. En ce qui nous
concerne, nous noterons simplement que l’on a une décomposition simple de
G(An+1) sous la forme d’un produit semi-direct. Cela aboutit alors à une
nouvelle extension qui n’est plus scindée :
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1 // g // G(An+1)
qn+1
n // G(An) // 1

X ! // eXtn inclusion

ea1t+···+antng0
! // ea1t+···+an−1tn−1

g0 projection

On remarque alors que la loi de groupe sur g est l’addition. En effet, par
la formule BCH eXtneY tn = e(X+Y )tn+O(tn+1) ainsi, modulo tn+1 on a bien
eXtneY tn = e(X+Y )tn .

De plus si g = ea1t+···+an−1tn−1
g0 alors :

g · eXtn = g0 · eXtn = eAd(g0)·Xtn car eXtn et eO(t) commutent modulo tn

Ainsi, l’action de G(An) sur g dans la suite exacte ci-dessus se factorise
par qn0 .

Si l’on considère maintenant A1 := C[[t]], on peut définir une application
modulo tn :

q1n : C[[t]] ! An

Et on a une application induite q1n : R(Γ, G(C[[t]])) ! R(Γ, G(An)).

Munis de leurs projections, les anneaux du système (An)n forment un
sytème projectif dont la limite projective est A1. Autrement dit, si l’on
souhaite construire une courbe infinitésimale passant par ⇢ 2 Hom(Γ, G),
ayant pour vecteur tangent v 2 TρR(Γ, G), il suffit de trouver une suite (⇢n)
de représentations telles que pour tout n ≥ 0 on ait ⇢n 2 Hom(Γ, G(An)) et

⇢0 = ⇢, ⇢1 = (v, ⇢) et pour tout j ≥ i, qji (⇢j) = ⇢i

Dans ce cas, la limite inductive ⇢1 des (⇢n) existe et définit une courbe
infinitésimale passant par ⇢ et tangente à v. En vertu du théorème d’Artin,
cela permet de construire une courbe analytique passant par ⇢ et tangente
à v et donc v sera dans le tangent de courbe.

On peut résumer ce que l’on vient de voir en une proposition :
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Proposition 3

Soient Γ un groupe de type fini, G un groupe algébrique complexe,
⇢ 2 Hom(Γ, G) et v 2 TρR(Γ, G) un vecteur tangent formel.

Alors v est un vecteur tangent analytique en ⇢ si et seulement s’il
existe une suite (⇢n) telle que pour tout n ≥ 0, ⇢n 2 Hom(Γ, G(An)),
⇢0 = ⇢, ⇢1 = (v, ⇢) et pour tout n ≥ 0, le diagramme suivant est com-
mutatif :

1 // g // G(An+1)
qn+1
n // G(An) // 1

Γ

ρn

OO

ρn+1

ff

Démonstration : D’après, ce que l’on a vu v est tangent analytique, si et
seulement si v est tangent à une courbe infinitésimale. Si v est tangent à
une courbe infinitésimale ⇢1 = (⇢n) alors il est clair que (⇢n) va convenir.

Réciproquement si (⇢n) est telle que pour tout n ≥ 0 on ait ⇢n 2
Hom(Γ, G(An)), ⇢0 = ⇢, ⇢1 = (v, ⇢) et pour tout n ≥ 0, le diagramme
suivant est commutatif :

1 // g // G(An+1)
qn+1
n // G(An) // 1

Γ

⇢n

OO

⇢n+1

ee

alors par récurrence triviale sur j− i on a que qji (⇢j) = ⇢i, ainsi la suite
(⇢n) définit un élément ⇢1 du système inductif (An).

De plus q10 (⇢1) = ⇢ et q11 (⇢1) = (v, ⇢) donc v est bien tangent à une
courbe infinitésimale.

Cette proposition nous montre un procédé de construction par récurrence
pour déterminer si un vecteur tangent formel est analytique. En effet, étant
donnée une représentation et un vecteur tangent formel, on définit ⇢1 grâce
à ces deux éléments. On cherche alors à construire ⇢2 qui doit faire com-
muter le diagramme de la proposition. Si l’on peut en trouver un, alors on
cherche à construire ⇢3,. . . et ainsi de suite. Ce que nous dit la proposition est
que si l’on peut toujours ”monter d’un cran” alors on construit une courbe
infinitésimale (et donc analytique) tangente.
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Bien sûr, il s’agit maintenant de déterminer sous quelles conditions, on
peut toujours ”monter d’un cran”. Le lemme suivant est classique en théorie
des groupes. On utilisera le lien (e.g. dans [AM04]) entre extensions de
groupes et cohomologie des groupes. Rappelons que si A est un sous-groupe
abélien normal deB et C := B/A alors C agit naturellement sur A par conju-
gaison. On note alors φ : C ! Aut(A) l’action correspondante. De plus, on
peut associer à cette extension de C par A un 2-cocycle z 2 Z2(C,A) en
choisissant une section. On sait que la classe de cohomologie de z ne dépend
pas de la section choisie.

Lemme 1

Soient A, B, C et D quatres groupes avec A abelien tels que l’on
ait une extension 1 ! A ! B ! C ! 1. On note φ : C ! Aut(A)
l’action correspondante, [z] 2 H2(C,A) représentant l’extension et ⇡ la
projection de A sur C.

Soit  : D ! C un morphisme de groupes, alors il existe Ψ : D ! B
relevant  (i.e. un morphisme de groupes vérifiant ⇡ ◦  = Ψ) si et
seulement si [ ⇤z] = 0 dans H2(D,A) où A est considéré comme un
D-module via φ ◦  et :

 ⇤z :

∣∣∣∣
D ⇥D −! A
(g1, g2) 7−! z( (g1),  (g2))

Démonstration : Le point essentiel est le suivant (que l’on retrouve dans
[AM04]) si l’on a B extension de C par A via les objets φ et [z] alors
on peut identifier ensemblistement B à A⇥C avec la loi de groupe donnée
par :

(a1, c1)(a2, c2) = (a1 + φ(c1)(a2) + z(c1, c2), c1c2)

Avec ⇡(a, c) = c et l’inclusion de A dans B donnée par a 7! (a, 1C).

Dans ce cadre, supposons par exemple qu’un relevé Ψ de  existe. Alors
il existe pour tout d 2 D un élément a(d) 2 A tel que :

Ψ(d) = (a(d),  (d))

Si d1, d2 2 D alors par un calcul direct :

Ψ(d1d2) = (a(d1d2),  (d1d2))
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Ψ(d1)Ψ(d2) = (a(d1) + φ( (d1))(a(d2)) +  ⇤z(d1, d2),  (d1d2))

L’égalité Ψ(d1)Ψ(d2) = Ψ(d1d2) implique alors que :

 ⇤z(d1, d2) = a(d1d2)− a(d1)− φ( (d1))(a(d2))

Ce qui est exactement dire que  ⇤z est un 2-cobord et donc que sa
classe de cohomologie est nulle.

Réciproquement si  ⇤z est un 2-cobord alors, par définition, il existe
(ad)d2D tel que pour tout d1, d2 2 D on ait :

 ⇤z(d1, d2) = a(d1d2)− a(d1)− φ( (d1))(a(d2))

On peut alors vérifier (avec les mêmes calculs que ceux donnés plus
haut) :

Ψ :

∣∣∣∣
D −! B
d 7−! (a(d),  (d))

est un morphisme de groupes de D vers B relevant  .

Cela permet alors d’avoir une condition suffisante de non-singularité pour
les représentations de groupe. Ce résultat a déjà été démontré dans [Gol].

Corollaire 2

Soient Γ un groupe de type fini, G un groupe algébrique complexe et
⇢ 2 Hom(Γ, G) si H2(Γ, gAd◦ρ) est trivial alors ⇢ est schématiquement
lisse.

Démonstration : On suppose donc que H2(Γ, gAd◦⇢) = 0. Soit v 2 T⇢R(Γ, G)
un vecteur tangent formel. On souhaite montrer que v est un vecteur tangent
analytique. En vertu de la proposition 3, il suffit de construire une suite (⇢n)
telle que pour tout n ≥ 0 on ait ⇢n 2 Hom(Γ, G(An)), ⇢0 = ⇢, ⇢1 = (v, ⇢)
et pour tout n ≥ 0, le diagramme suivant est commutatif :

1 // g // G(An+1)
qn+1
n // G(An) // 1

Γ

⇢n

OO

⇢n+1

ee

Montrons par récurrence sur n ≥ 1 que l’on peut construire (⇢k)0kn
tels que pour tout 1  k  n, qkk−1(⇢k) = ⇢k−1 et ⇢1 = (v, ⇢).
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Clairement (⇢0, ⇢1) := (⇢, (v, ⇢)) convient pour n = 1.

Supposons avoir construit (⇢k)0kn tels que pour tout 1  k  n,
qkk−1(⇢k) = ⇢k−1 et ⇢1 = (v, ⇢).

On considère l’extension :

1 // g // G(An+1)
qn+1
n // G(An) // 1

Cette extension est donnée par l’action φn = Ad◦qn0 : G(An) ! Aut(g)
et la classe d’un 2-cocycle [zn] 2 H2(G(An), gφn

) représentant l’extension.
On souhaite trouver ⇢n+1 faisant commuter le diagramme suivant :

1 // g // G(An+1)
qn+1
n // G(An) // 1

Γ

⇢n

OO

⇢n+1

ee

Par le lemme 1, un tel élément existe si et seulement si [⇢⇤nzn] = 0 dans
H2(Γ, gAd◦qn0 ◦⇢n). Or qn0 ◦ ⇢n = ⇢ donc on a :

H2(Γ, gAd◦qn0 ◦⇢n) = H2(Γ, gAd◦⇢) = 0 par hypothèse

Ainsi, on peut construire ⇢n+1. Par récurrence, on peut construire une
suite (⇢n) compatible. La proposition 3 nous permet alors d’affirmer que
v est effectivement un vecteur tangent analytique. On obtient que l’espace
tangent de Zariski coincide avec le tangent de courbes, ce qui montre que
⇢ est non-singulier, par définition schématiquement lisse puisque c’est un
point de la variété des représentations.

Remarquons que ce critère est suffisant mais n’a aucune raison d’être
nécessaire. On peut par exemple remarquer quelques cas où le second groupe
de cohomologie s’annule clairement :

Exemple 2

Si Γ est un groupe fini ou un groupe libre et G un groupe algébrique
complexe alors pour tout ⇢ 2 Hom(Γ, G), ⇢ est schématiquement lisse.

Démonstration : Si Γ est un groupe fini alors H2(Γ, gAd◦⇢) est de |Γ|-torsion.
Vu que g est un C-espace vectoriel, il est également uniquement divisible.
Ces deux propriétés combinées impliquent en fait que H2(Γ, gAd◦⇢) = 0. En
appliquant le corollaire 2 on obtient le résultat.
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Si Γ est un groupe libre, il est connu que sa dimension cohomologique
est 1. Autrement dit, pour tout Γ-module A et n ≥ 2 on a Hn(Γ, A) = 0.
En particulier, H2(Γ, gAd◦⇢) = 0. En appliquant le corollaire 2 on obtient
le résultat.

Ces exemples auraient pu être traités de manière beaucoup plus simple.
En effet, si Γ est un groupe fini, on sait que toute représentation est loca-
lement rigide (c’est une conséquence de la classification des représentations
de groupes finis) ou encore en utilisant le fait que H1(Γ, gAd◦ρ) = 0 pour les
mêmes raisons que dans l’exemple et en utilisant le corollaire 1. De même si
Γ = Fl, un groupe libre de rang l ≥ 1 alors Hom(Γ, G) = Gl, il est alors clair
(vu que G est un groupe algébrique sur un corps de caractéristique 0) que
Gl est non singulier. Nous allons maintenant voir un cas plus intéressant :

Théorème 1.1

Soient Γ un groupe fuchsien, G un groupe algébrique complexe semi-
simple et ⇢ 2 Homi(Γ, G) une représentation irréductible, alors ⇢ est
schématiquement lisse.

Démonstration : Les groupes fuchsiens satisfont la dualité de Poincaré, en
particulier H2(Γ, gAd◦⇢) est isomorphe en tant qu’espace vectoriel à l’espace
H0(Γ, g⇤Ad◦⇢)

⇤ qui est isomorphe à gΓ. Par définition, ce dernier espace
vectoriel est l’algèbre de Lie du centralisateur de la représentation ZG(⇢).
Vu que ⇢ est irréductible et en vertu du corollaire 17 de [Sik12], le centre de
G est d’indice fini dans ZG(⇢). Comme G est un groupe semi-simple, son
centre est fini. Ainsi ZG(⇢) est fini également, ce qui implique que gΓ est
trivial.

L’annulation du second groupe de cohomologie H2(Γ, gAd◦⇢) implique
alors le résultat par le corollaire 2.

Remarquons que ce résultat est généralisable au cas G réductif (comme
pour la proposition 37 de [Sik12]). En particulier, on obtient le résultat
suivant, que nous allons utiliser plus tard :

Corollaire 3

Soit Γ un groupe fuchsien, G un groupe de Lie complexe semi-simple.
L’espace topologique Homi(Γ, G) a une structure naturelle de variété
complexe.

Démonstration : Cela vient du fait que Homi(Γ, G) est un ouvert de Zariski
de Hom(Γ, G) donc une sous-variété et que, d’après le théorème 1.1, la sous-
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variété Homi(Γ, G) est non-singulière. On peut donc construire un atlas de
cartes donnant une structure de variété analytique complexe à cet ensemble
qui est compatible à la structure algébrique.

Dans la sous-section suivante, nous donnons la définition d’une orbifolde
et nous justifions que la partie irréductible de la variété des caractères de
Γ, un groupe fuchsien dans G un groupe algébrique complexe admet une
structure orbifolde.

1.3 Notion de structure orbifolde

Nous allons maintenant définir une structure orbifolde. Une structure
orbifolde sur un espace topologique se définit à l’aide de cartes, comme pour
les variétés classiques. L’intérêt de cette structure est qu’elle a beaucoup de
choses en commun avec les variétés tout en étant une véritable généralisation
du concept. Si un groupe discret G agit proprement discontinuement sur une
variété X alors l’ensemble X/G est naturellement une orbifolde. Il s’agit de
la manière la plus naturelle de construire une orbifolde.

Bien que les orbifoldes soient localement de ce type, il est bien connu
(cf [Thu80] par exemple) qu’il existe des orbifoldes qui ne sont pas quotient
d’une variété par l’action d’un groupe discret agissant proprement disconti-
nuement.

Notre but, ici, est de justifier que dans le cas fuchsien, la partie irré-
ductible de la variété des caractères a une structure orbifolde. Nous allons
construire cette structure. Dans la suite, nous construirons des orbifoldes
lisses (sur R avec des fonctions lisses, i.e. C1).

Avant de définir une orbifolde, nous allons définir des cartes orbifoldes.
Soit U un espace topologique connexe, une carte orbifolde (de dimension
n) est un triplet (V, S, ⇡) avec V un ouvert connexe de Rn, S un groupe fini
agissant de manière lisse sur V et ⇡ : V ! U une application continue telle
que ⇡ induise un homéomorphisme entre V/S et U :

V
π //

✏✏

U

V/S

π̄

==
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Le noyau de la carte ker(V, S, ⇡) est l’ensemble des s 2 S agissant
trivialement sur V (il sera aussi noté ker(U)). Une carte est dite effective
si son noyau est trivial. En pratique, l’hypothèse d’effectivité est importante.
Notons le lemme technique suivant :

Lemme 2

Soit U un espace topologique connexe et (V, S, ⇡) une carte effective
de U . L’ensemble des points de V dont le stabilisateur n’est pas trivial
est un fermé de codimension ≥ 1.

Démonstration : Remarquons que si V a une structure riemanienne pour
laquelle tous les points de V sont reliés par des géodésiques (possible car V
est connexe) et que s est une isométrie non-triviale de V alors l’ensemble
des points fixes de s est un fermé de co-dimension ≥ 1. En effet, supposons
que l’on ait une isométrie s de V et v 2 V tel que s fixe point par point
un voisinage W de v. Alors s fixe non-seulement v mais aussi tout l’espace
tangent de v (puisqu’elle agit comme l’identité au voisinage de v).

Il s’ensuit que s (puisque s est une isométrie) fixe toute géodésique
partant de v. Si l’on se donne alors une géodésique allant de v à v0, on voit
que v0 est également fixe. Ainsi s fixe tout élément de V et s trivial.

Comme S est fini, on peut toujours trouver une telle structure riema-
nienne qui soit S-invariante (autrement dit pour laquelle S est un groupe
d’isométries). Ainsi pour tout s 2 S (non trivial), l’ensemble des points fixes
de s est un fermé de codimension ≥ 1 donc leur réunion (finie) est aussi
un fermé de codimension ≥ 1. On conclut en constatant que la réunion de
ces ensembles de points fixes est exactement l’ensemble des points avec un
stabilisateur non-trivial.

Définissons la notion d’isomorphisme et d’automorphisme de carte. Soit
U un espace topologique connexe avec deux cartes (Vi, Si, ⇡i) pour i = 1, 2.
On dit que les deux cartes sont isomorphes s’il existe  : V1 ! V2 un
difféomorphisme et un isomorphisme de groupes λ : S1 ! S2 tel que  soit
λ-équivariante, i.e. pour tout s 2 S1 et v 2 V1 on a  (s.v) = λ(s). (v).
On demande finalement que ⇡2 ◦  = ⇡1, i.e. que le diagramme suivant soit
commutatif :

V1
ψ

//

π1
  

V2

π2
~~

U



1.3. NOTION DE STRUCTURE ORBIFOLDE 25

Dans ce cas, on dit que ( , λ) est un isomorphisme entre (V1, S1, ⇡1)
et (V2, S2, ⇡2). Un automorphisme pour une carte (V, S, ⇡) de U est un
isomorphisme entre (V, S, ⇡) et (V, S, ⇡). Ils forment un groupe (vérification
immédiate) que l’on note Aut(V, S, ⇡).

Proposition 4

Soit U un espace topologique connexe et (V, S, ⇡) une carte effective
sur U . Pour tout automorphisme ( , λ) de la carte (V, S, ⇡), il existe
s0 2 S tel que :

pour tout v 2 V :  (v) = s0 · v et pour tout s 2 S : λ(v) = s0ss
−1
0

Autrement dit, tout automorphisme est intérieur (un tel automor-
phisme sera noté ( s0 , λs0)).

Démonstration : Pour tout v 2 V , on a ⇡( (v)) = ⇡(v), par conséquent, il
existe sv 2 S tel que  (v) = sv · v. Notons F le fermé de codimension ≥ 1
des points à stabilisateur non-trivial (par le lemme 2). Pour tout v /2 F , sv
est uniquement défini. Si V 0 est une composante connexe de V −F alors par
continuité, il existe un unique sV 0 tel que pour tout v 2 V 0,  (v) = sV 0 · v.

Soit V1 et V2 deux composantes connexes de V telles que l’adhérence
de V1 et V2 s’intersectent. Nous allons montrer que sV1

= sV2
. Notons L

l’intersection des adhérences de V1 et V2. Il s’agit d’un espace de codimen-
sion 1 (sinon V1 et V2 seraient dans une même composante connexe). Soit
x 2 L tel que, localement en x, L soit une sous-variété de codimension 1.
Alors si l’on voit StabS(x) comme un sous-groupe d’isométries de V , les
éléments de StabS(x) sont des isométries dont l’ensemble de points fixes est
un hyperplan. Il vient alors qu’il ne peut y avoir que deux éléments dans
StabS(x), l’identité et une symétrie hyperplane échangeant V1 et V2.

D’autre part, par continuité de sV1 et sV2 on a sVi
ẋ = x donc sV1s

−1
V2

2
StabS(x). Supposons que sV1

s−1
V2

ne soit pas l’identité alors elle envoie un
élément v2 2 V2 sur v1 2 V1 puisque StabS(x) n’a que deux éléments. Or
sV1s

−1
V2
v2 = v1 implique s−1

V2
v2 = s−1

V1
v1 et donc V2 \V1 6= ; ce qui contredit

le fait que V1 et V2 soient deux composantes connexes différentes de V −F .
Ainsi sV1 = sV2 .

Comme V est connexe, on en déduit que sV 0 est constant égal à s0 pour
V 0 composante connexe de V − F . Par densité de V − F on en déduit que
 (v) = s0 · v pour v 2 V .
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Par définition de ( , λ), pour tout s 2 S, v 2 V on a  (s·v) = λ(s)· (v),
en remplaçant  (v) par s0 · v on obtient s0 · (s · v) = λ(s) · (s0 · v) i.e. :

(s0s) · v = (λ(s)s0) · v
En appliquant cette égalité pour v 2 V − F on obtient λ(s) = s0ss

−1
0 .

Cette proposition technique implique qu’il n’y a que des automorphismes
triviaux pour une carte. Autrement dit, modulo un automorphisme intérieur,
une carte est unique. Cette propriété d’unicité des cartes est importante
pour la définition des orbifoldes globales (en effet cette propriété intervient
de manière essentielle dans la compatibilité des cartes). C’est pourquoi,
dorénavant, toutes les cartes seront considérées comme effectives.

Définissons maintenant l’injection de carte. Soit U un espace topolo-
gique connexe de carte (V, S, ⇡) et i : U 0 ! U une injection continue
avec U 0 connexe (i.e. U 0 est un ouvert connexe de U). Si l’on se donne
une carte (V 0, S0, ⇡0) de U 0 alors (φ, λ) est appelée injection de (V 0, S0, ⇡0)
dans (V, S, ⇡) si φ : V 0 ! V est une immersion ouverte, λ : S0 ! S un
morphisme injectif tels que φ soit λ-invariante et que l’on ait :

i ◦ ⇡ = ⇡0 ◦ φ
Prenons (φi, λi) une injection de (Vi, Si, ⇡i) carte au-dessus de U 0 dans

(V, S, ⇡) alors on dit que les deux injections sont isomorphes s’il existe un
isomorphisme de cartes entre V1 et V2, ( 0, µ0) et s 2 S tels que :

φ2 = s · φ1 −1
0 et λ2 = sλ1µ

−1
0 s−1

Dans le cas où l’on a une injection on dira que la petite carte est induite
par la grande.

La notion d’injection de carte est triviale dans le cas des variétés clas-
siques. Nous allons maintenant voir, dans un nouveau lemme que toutes les
inclusions de cartes sont isomorphes.

Lemme 3

Soient U un espace topologique connexe de carte (V, S, ⇡) et U 0 un ouvert
connexe de U alors il existe une carte (V 0, S0, ⇡0) de U 0 incluse dans
(V, S, ⇡). De plus si (V 0

1 , S
0
1, ⇡

0
1) est une seconde injection de cartes dans

(V, S, ⇡) alors les injections de (V 0, S0, ⇡0) dans (V, S, ⇡) et de (V 0
1 , S

0
1, ⇡

0
1)

dans (V, S, ⇡) sont isomorphes.
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Démonstration : Montrons tout d’abord l’existence. L’ouvert ⇡−1(U 0) est une
réunion d’un certain nombre de translatés par S d’ouverts connexes. Soit
V 0 une de ces composantes connexes. On pose S0 := StabS(V ) et ⇡0 :=
⇡|V 0 . Il est clair que (V 0, S0, ⇡0) est une carte de U 0. De plus, les injections
canoniques de V 0 dans V et S0 dans S fournissent une injection de carte.

Montrons l’unicité. Prenons (V 0
1 , S

0
1, ⇡

0
1) une carte au-dessus de U 0 in-

cluse dans (V, S, ⇡) alors il existe φ : V 0
1 ! V une immersion ouverte et

λ : S0
1 ! S définissant l’injection. Alors φ(V 0

1) est inclus dans une compo-
sante connexe et λ(S0

1) est inclus dans le stabilisateur de cette composante
connexe. Par suite, quitte à composer par un automorphisme de (V, S, ⇡)
qui est nécessairement intérieur par la proposition 4 (le groupe S agit tran-
sitivement sur les composantes connexes de ⇡−1(U 0)) on peut supposer que
φ(V 0

1) ✓ V 0 et λ(S0
1) ✓ S0.

Maintenant, φ(V 0
1) est ouvert dans V

0 car φ est une immersion ouverte.
Montrons que c’est aussi fermé. Si yn = φ(xn) une suite déléments de
φ(V 0

1) telle que (yn) tend vers y 2 V 0. On sait que zn := ⇡(yn) 2 U 0 tend
vers z := ⇡(y) 2 U 0. Ainsi, il existe x 2 V 0

1 tel que ⇡0
1(x) = z. De plus,

⇡0
1(xn) = zn. Il existe alors une suite sn 2 S0

1 tels que sn.xn tend vers x.
Quitte à extraire, on peut supposer que sn est constant. De telle sorte que xn
tend vers s−1.x. Mais alors on a  (s−1.x) = lim( (xn)) = y. Ceci montre
que y 2 φ(V 0

1) et donc φ(V
0
1) est fermé. Par connexité de V 0 : φ(V 0

1) = V 0.

Comme, (φ, λ) est une injection, λ(S0
1) = StabS(φ(V

0
1)) et ainsi, λ est

un isomorphisme de groupes entre S0
1 et S.

Maintenant vu la compatibilité de (φ, λ) avec (V, S, ⇡) et la construction
de (V 0, S0, ⇡0), il est clair que (φ, λ) est compatible avec (V 0, S0, ⇡0) ainsi les
injections de cartes sont isomorphes.

On peut maintenant définir les germes orbifoldes et les orbifoldes.

Prenons U un espace topologique connexe et p 2 U . On considère C(U, p)
l’ensemble des cartes orbifoldes au-dessus de voisinages ouverts connexes
de p dans U quotienté par la relation suivante : soit Ui un voisinage de p
avec une carte (Vi, Si, ⇡i) pour i = 1, 2, alors (V1, S1, ⇡1) et (V2, S2, ⇡2) sont
équivalentes s’il existe U3 ✓ U1 \U2 un voisinage ouvert connexe de p tels
que les cartes (V1, S1, ⇡1) et (V2, S2, ⇡2) induisent une même carte sur U3.
Les éléments de C(U, p) sont appelés germes orbifoldes en p sur U .

Soit X un espace topologique Hausdorff, localement connexe et dén-
ombrable à l’infini. On appelle structure orbifolde sur X la donnée pour
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tout p 2 X d’un voisinage Up de p ainsi que d’une carte (Vp, Sp, ⇡p) sur Up

telle que pour tout q 2 Up, (Vp, Sp, ⇡p) définisse le même germe orbifolde
que (Vq, Sq, ⇡q) en q.

Deux structures orbifoldes {(Vp, Sp, ⇡p)|p 2 X} et {(V 0
p , S

0
p, ⇡

0
p)|p 2 X}

sont équivalentes si pour tout p, (Vp, Sp, ⇡p) et (V 0
p , S

0
p, ⇡

0
p) définissent un

même germe orbifolde.

Remarquons que la définition ci-dessus est équivalente à la définition de
[ALR07] par les atlas maximaux (tout atlas maximal en leur sens définit une
unique structure orbifolde et réciproquement).

Avant de rentrer dans le vif du sujet on va montrer que l’on peut choisir
les cartes de manières optimales (quitte à réduire les cartes) :

Lemme 4

Soit X une orbifolde avec la structure {(Vp, Sp, ⇡p)|p 2 X}. Alors il
existe une structure équivalente sur X : {(V 0

p , S
0
p, ⇡

0
p)|p 2 X} telle que

pour tout p 2 P et pour tout voisinage ouvert connexe N de p inclus
dans U 0

p := ⇡0p(V
0
p) la carte induite par (V 0

p , S
0
p, ⇡

0
p) soit (W,T, µ) avec T

isomorphe à S0
p. De plus, quitte à réduire U 0

p on peut supposer que V 0
p

est simplement connexe.

Démonstration : Prenons p 2 X. On considère une suite de voisinages ouverts
connexes Nn de p inclus dans Up := ⇡(Vp) dont l’intersection est {p}. Alors
chacun de ces voisinages admet une carte induite par (Vp, Sp, ⇡p), on la
notera (Wn, Tn, µn). Ceci constitue une suite de cartes décroissante (i.e.
si n  m alors (Wm, Tm, µm) est inclus dans (Wn, Tn, µn)). Ainsi la suite
d’entiers naturels |Tn| est elle aussi décroissante, elle est donc constante à
partir d’un certain rang n0. On en déduit que pour tout n ≥ n0, Tn et Tn0

sont isomorphes (le premier est inclus dans le deuxième et les cardinaux
sont égaux). Posons (V 0

p , S
0
p, ⇡

0
p) := (Wn0 , Tn0 , µn0).

Par construction, les systèmes

{(Vp, Sp, ⇡p)|p 2 X} et {(V 0
p , S

0
p, ⇡

0
p)|p 2 X}

sont équivalents. De plus si N est un voisinage ouvert connexe de p
inclus dans ⇡0(V 0

p) alors on peut trouver n tel que Nn ✓ N (vu que ces
voisinages sont de plus en plus petits). Maintenant si (W,T, µ) est la carte
induite par (V 0

p , S
0
p, ⇡

0
p) sur N alors on sait que Tn est inclus dans T qui est

inclus dans S0
p = Tn0 (à isomorphisme prés) mais vu que |Tn0 | = |Tn| ces

inclusions sont des égalités donc T est bien isomorphe à S0
p.
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La dernière assertion découle du fait simple que V 0
p est localement sim-

plement connexe (c’est un ouvert de Rd pour un certain d).

De ce lemme, on voit qu’il apparait pour x 2 X un groupe minimal Sx.
Ce groupe est défini comme le groupe pour lequel toute carte (V, S, ⇡) sur U
un voisinage de x, si v 2 V est au-dessus de x alors StabS(x) est isomorphe
à Sx.

Ce groupe n’est bien défini qu’à automorphisme de cartes près et d’après
la proposition 4, à conjugaison près. On l’appelera le groupe d’isotropie
ou isotropie locale de x 2 X.

Si X est une orbifolde, alors on note Xreg l’ensemble des points de x 2 X
dont l’isotropie locale est triviale. Ce sont les points réguliers de l’orbi-
folde. L’ensemble des points non-réguliers est appelé le lieu orbifold de
l’orbifolde X.

Il existe un moyen naturel de construire une orbifolde. C’est l’objet du
prochain théorème.

Théorème 1.2

Soit M une variété classique. Si Γ est un sous-groupe de Diff(M)
muni de la topologie discrète. On suppose de plus que l’action de Γ sur
M est propre, i.e. pour tout K compact de M l’ensemble des γ 2 Γ tels
que γ.K \K 6= ; est fini.

Dans ce cas X := M/Γ admet une structure naturelle d’orbifolde.
En particulier si x = Γ.p 2 X alors une carte locale en x est donné par
(Vx, Sx, ⇡x) avec Sx = StabΓ(p) (à conjugaison prés) et Vx un voisinage
de p dans M .

L’orbifolde X ainsi construite est effective. Le fait que la structure
orbifolde soit naturelle se traduit en particulier par le fait que la projec-
tion naturelle pr de M sur X est un revêtement de l’ensemble des points
de M au-dessus des points réguliers de X sur l’ensemble Xreg.

Démonstration : Montrons d’abord que X est un espace topologique Haus-
dorff, connexe, localement connexe et dénombrable à l’infini.

Tout d’abord les propriétés connexe, localement connexe et dénombr-
able à l’infini viennent automatiquement car M vérifie ces propriétés et
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que l’application pr de projection de M sur X est ouverte. Il s’agit donc
seulement de montrer que X est séparé. Prenons p et q deux points de
M tel que Γp \ Γq = ;, on cherche deux voisinages Wp et Wq de p et
q respectivement tels que Γ.Wp \ Γ.Wq = ; (dans ce cas Up := Γ.Wp et
Uq := Γ.Wq séparent p et q).

Supposons que ce ne soit pas le cas, alors pour toutWp,Wq voisinages de
p et q respectivement : Γ.Wp\Wq 6= ;. Il existe alors une suite (pn) tendant
vers p deM et une suite (γn) de Γ telles que γnpn tende vers q. On considère
alors le compact K := {(pn), p, (γnpn), q}, clairement γnpn 2 γnK \K. Vu
que l’action est propre, l’ensemble {(γn)} est fini. Quitte à prendre une
sous-suite, on peut supposer que γn = γ pour tout n. Dans ce cas, on a pn
tend vers p et γ.pn tend vers q or γ.pn tend vers γ.p puisque l’action est
continue donc γ.p = q (M est séparé) ceci contredit le fait que Γp\Γq = ;.

Ainsi il existe bien deux voisinages Wp et Wq tels que Γ.Wp \Γ.Wq = ;
et X est Hausdorff.

Il s’agit maintenant de définir un système de cartes locales sur X.
Prenons donc x = Γ.p 2 X. On notera Sp := StabΓ(p) (on choisit un
représentant particulier de x pour cela, on montrera que différents choix
donnent des cartes isomorphes). Clairement, Sp est fini car si Wp est un
voisinage compact de p on a :

Sp ✓ {γ 2 Γ|γ.Wp \Wp 6= ;} fini car l’action est propre.

D’autre part si W 0
p est un ouvert (connexe) de carte de variété autour

de p alors on peut restreindre W 0
p de manière à ce que W 0

p soit stable par
Sp. En effet on choisit :

Wp := la composante connexe de
\

γ2Sp

γ.W 0
p contenant p

L’ensemble Wp est la composante connexe d’une intersection finie d’ou-
verts voisinages de p contenant p, il est donc un voisinage ouvert connexe
de p. De plus c’est un ouvert de carte car il est inclus dans W 0

p qui en est
un. Posons Vp un ouvert de Rn et φ un homéomorphisme de Vp sur Wp.
Il est alors clair que (Vp, Sp, ⇡p) est une carte orbifolde aux voisinage de x
avec ⇡p := φ ◦ pr. Deux choix différents d’ouverts de carte Wp ne change
pas le germe construit.

Finalement, comme Vp et Vγ.p sont localement difféomorphe (quitte
à restreindre les voisinages, q 7! γ.q est un difféomorphisme de l’un sur
l’autre) et que Sγ.p = γSpγ

−1, les cartes de x issues de représentants p et
γ.p sont les mêmes à isomorphisme prés.
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La dernière chose à montrer est que ces différents germes de cartes sont
compatibles les uns aux autres. Prenons x = Γ.p 2 X muni d’une carte
(Vp, Sp, ⇡p), Ux := ⇡p(Vp), et y = Γ.q 2 Ux montrons que les germes de
cartes en y issus de (Vp, Sp, ⇡p) et (Vq, Sq, ⇡q) sont les mêmes. On pose Wp

un voisinage de p tel que Vp soit difféomorphe à Wp et Γ.Wp = Ux. Dans
ce cas, on sait que l’on peut trouver q 2Wp tel que Γ.q = y.

Dans ce cas Wp est un voisinage de carte de q, quitte à le restreindre
en Wq stable par Sq on peut alors construire comme ci-dessus une carte
(Vq, Sq, ⇡q) de y. Par construction, cette carte est compatible à (Vp, Sp, ⇡p)
mais elle définit également le germe de cartes pour y sur X.

Il reste à justifier que les cartes sont effectives. Prenons x = Γ.p 2 X
et (Vp, Sp, ⇡p) une carte locale en x. Soit γ 2 Sp ✓ Γ ✓ Diff(M) tel que
γ agisse trivialement sur Vp alors γ est un difféomorphisme d’ordre fini (Sp
est fini) qui agit trivialement sur un ouvert de M . Montrons que γ = IdM .

Pour faire cela on considère le groupe Γ0 :=< γ > ce groupe est un
groupe fini, il existe donc une métrique riemannienne g deM invariante par
Γ0. Maintenant Γ0 ✓ Isom(M, g0), si Wp est un voisinage de p constitué
de points fixes de γ alors γ(p) = p et Dp(γ) = Id. Vu que γ est d’ordre
fini γ vérifie une équation différentielle ordinaire, dont la seule solution est
l’identité de M . Par unicité de la solution on a γ = IdM .

Le théorème 1.2 définit un certain type d’orbifoldes. Suivant Thurston,
on dit qu’une orbifolde X est bonne s’il existe une variété M et Γ un sous-
groupe discret de difféomorphismes de M agissant proprement discontinue-
ment sur M tel que M/Γ = X en tant qu’orbifolde. Une orbifolde est dite
mauvaise si elle n’est pas bonne. Un exemple typique de bonne orbifolde
est alors :

Exemple 3

Soit a, b, c trois entiers ≥ 3 tels que 1
a+

1
b+

1
c < 1. On peut alors définir

un groupe fuchsien triangulaire Ta,b,c qui est un sous-groupe discret de
PSL(2,R) (cf exemple 1) agissant proprement discontinuement sur H,
le demi-plan de Poincaré.

Par conséquent, H/Ta,b,c est une orbifolde par le théorème 1.2. Topo-
logiquement, on peut montrer que H/Ta,b,c est une sphère. D’un point de
vue orbifold, le lieu orbifold est constitué de trois points dont l’isotropie
locale est donnée respectivement par Z/a, Z/b et Z/c.
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Alors que le théorème 1.2 fournit un grand nombre de bonnes orbifoldes,
il n’est pas évident qu’il existe même une seule mauvaise orbifolde. Thurston
a démontré qu’il existait de telles orbifoldes (cf [Thu80]).

Alors que ce théorème est classique, ce que nous allons montrer mainte-
nant l’est un peu moins. On utilisera un lemme dans la prochaine démon-
stration :

Lemme 5

Soient M une variété et G un groupe de Lie agissant proprement, de
manière lisse sur M alors M admet une métrique G-invariante.

Démonstration : On retrouvera la démonstration de ce lemme dans [Kos65].

Théorème 1.3

Soient M une variété et G un groupe de Lie agissant fidèlement,
proprement et de manière lisse sur M avec stabilisateurs finis. Alors le
quotient M/G admet une structure orbifolde naturelle.

Démonstration : Par le lemme 5, il existe h·, ·i une métrique riemanienne
G-invariante sur M .

Remarquons que, topologiquement M/G a une topologie Hausdorff car
l’action de G sur M est propre. Nous devons maintenant construire une
carte orbifolde en tout point G · x de M/G. Fixons x 2M et notons Gx le
stabilisateur StabG(x).

L’espace tangent à G · x en x est un sous-espace de TxM qui est claire-
ment Gx-invariant. On note Hx son orthogonal dans TxM pour la métrique
G-invariante. L’espace tangent se décompose donc sous la forme :

TxM = TxG · x⊕Hx (1.1)

Si g 2 G alors en différenciant l’application x 7! g · x, on obtient une
application TxRg : TxM ! Tg·xM . Il est clair que :

TxRg(TxG · x) = Tg·xG · x
Vu que chaque Hx est défini comme étant l’orthogonal pour un produit

scalaire G-invariant, on obtient :

TxRg(Hx) = Hg·x
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Autrement dit, l’action de G respecte la décomposition (1.1) de chaque
espace tangent. On fixe maintenant x 2 M et l’on définit g · Hx := Hg·x.
On remarque qu’il y a un isomorphisme entre H et g ·H donné par l’action
de G. Nous définissons deux fibrés vectoriels :

H :=
[

g·x2G·x

g ·H et G⇥Gx
H

Ce sont deux fibrés vectoriels de fibre H au-dessus de G · x. Ces deux
fibrés vectoriels sont isomorphes. En effet le diagramme suivant est com-
mutatif :

[g, v] !
Φ //

_

✏✏

g · v
_

✏✏

G⇥Gx
H

Φ //

✏✏

H

✏✏

G/Gx
φ

// G.x

gGx
!

φ
// g · x

Soit V un voisinage ouvert de 0 dans H tel que l’exponentielle (pour
la métrique G-invariante) réalise un difféomorphisme de V sur son image
dans M (on peut toujours le faire quitte à restreindre V ). En prenant la
composante connexe de 0 dans :

\

g2Gx

g.V

On garde un voisinage ouvert de 0 (car Gx est fini) qui est en plus Gx-
invariant. On peut donc supposer (quitte à remplacer V par ce voisinage)
que V est Gx-invariant. Soit

Ṽ :=
[

g·x2G·x

g · V

Alors l’exponentielle exp réalise un difféomorphisme de Ṽ sur son image
dans M en envoyant g · v sur expg·x(g · v) = g · expx(v) (cette égalité vient
du fait que G agit par isométries).
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On note alors T := exp(Ṽ ). L’ouvert T est un voisinage ouvert tubulaire
de G · x. Nous allons construire une carte orbifolde pour T/G voisinage de
G · x dans M/G.

Clairement, exp ◦Φ induit un difféomorphisme G-invariant de G ⇥Gx

V sur T . En passant au quotient par l’action de G, exp ◦Φ induit un
homéomorphisme de (G⇥Gx

V )/G sur T/G.

Précisément, si l’on note ◆ l’inclusion de V dans G ⇥Gx
V envoyant v

sur [1G, v] alors (V,Gx, pG ◦ exp ◦Φ ◦ ◆) est une carte pour T/G. Notons
⇡x := pG ◦ exp ◦Φ ◦ ◆. Supposons que v, w soient deux éléments de V tels
que ⇡x(v) = ⇡x(w) alors il existe g 2 G tel que g · [e, w] = [e, v] et donc
[g, w] = [e, v] ainsi g 2 Gx. On en déduit qu’il existe une application fx :
V/Gx ! T/G faisant commuter le diagramme suivant :

V
⇡x //

!!

T/G

V/Gx

fx
;;

De plus, on peut voir que fx est injective. Vu que fx est continue et
ouverte, on en déduit que fx est un homéomorphisme. Ceci montre que
(V,Gx,⇡x) est une carte pour T/G.

Pour pouvoir définir la structure orbifolde sur M/G, il suffit alors de
montrer que deux cartes différentes définissent le même germe orbifold. Soit
G · x1, G · x2 2M/G ayant pour carte respective (Vi, Gi,⇡i) (i = 1, 2) telle
que ⇡1(V1)\⇡2(V2) 6= ;. On prend alors x 2M tel que G·x 2 ⇡1(V1)\⇡2(V2)
et vi 2 Vi vérifiant ⇡i(vi) = G · x pour i = 1, 2.

Par définition, il existe g1, g2 2 G et (v1, v2) 2 V1 ⇥ V2 tels que

expg1·x1
(g1 · v1) = x = expg2·x2

(g2 · v2)

Quitte à considérer x := g−1
1 · x1 on peut supposer g1 = 1G. Soit N un

voisinage de x dans M inclus dans l’image de G⇥Gi
Vi via exp ◦Φi. Alors il

existe des difféomorphismes Ψ1 d’un voisinage N1 de [e, v1] (dans G⇥G1 V1)
sur N et Ψ2 d’un voisinage N2 de [g2, v2] (dans G ⇥G2

V2) sur N induits
respectivement par exp ◦Φ1 et exp ◦Φ2.

Ces difféomorphismes sont clairementG-équivariants, ainsi l’application
Ψ := Ψ−1

2 ◦Ψ1 est un difféomorphismeG-équivariant d’un voisinage de [e, v1]
sur [g2, v2]. Pour i = 1, 2, notons ⇡0

i := ⇡i|Ni
et G0

i := StabG(Ψi[1G, vi]).
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Par les définitions on a Ψ2(v2) = g2 · Ψ1(v1) ainsi g2G
0
1g

−1
2 = G0

2.
Posons λ : G0

1 ! G0
2 l’application envoyant g 2 G1 sur g2gg

−1
2 2 G2. On

peut vérifier que (Ψ,λ) est un isomorphisme d’injections de cartes entre
(N1, G

0
1,⇡

0
1) et (N2, G

0
2,⇡

0
2). Il est clair que ⇡

0
2 ◦Ψ = ⇡0

1 par la définition de
Ψ de plus via ces définitions l’injection de G0

1 dans G et G0
2 dans G sont

données respectivement par l’inclusion de G0
i := StabG(Ψi[1G, vi]) dans G.

On en déduit donc que (Ψ,λ) est bien un isomorphisme d’injections de
carte. Par conséquent M/G a bien une structure orbifolde.

Il convient de faire quelques remarques sur cette construction. Tout
d’abord, la structure orbifolde ne dépend pas du choix de la métrique du
lemme 5. C’est une vérification un peu fastidieuse. L’argument étant que la
métrique sert uniquement à choisir en chaque point un sous-espace vectoriel
horizontal dans l’espace tangent de manière lisse. Chacun de ces sous-espaces
horizontaux permettant alors d’obtenir une tranche (⌧ slice ") pour l’action
de G sur M . Insistons sur le fait que cette tranche est loin d’être unique.

Une autre remarque, dans [Buc99], l’auteur démontre que toute orbifolde
X peut s’écrire comme M/G avec M une variété et G un groupe de Lie
compact même si l’orbifolde n’est pas bonne (i.e. quotient d’une variété
par l’action d’un groupe discret agissant proprement discontinuement par
difféomorphismes).

Finalement, on a le corollaire souhaité sur la partie irréductible de la
variété des caractères :

Corollaire 4

Soit Γ un groupe fuchsien et G un groupe de Lie semi-simple alors
χi(Γ, G) admet une structure orbifolde. En particulier l’isotropie locale
d’une classe de conjugaison de représentation G · ⇢ est défini (à conju-
gaison près) comme étant le centralisateur de ⇢ quotienté par le centre
de G.

Démonstration : Par le corollaire 3, l’ensemble Homi(Γ, G) admet naturelle-
ment une structure de variété complexe.

Par définition, on a χi(Γ, G) = Homi(Γ, G)/G. Quitte à agir via le
groupe quotient G/Z(G) plutôt que G (cela ne change rien car G agit par
conjugaison), on a :

χi(Γ, G) = Homi(Γ, G)/(G/Z(G))
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Le groupe G/Z(G) est alors un groupe de Lie agissant fidèlement et
proprement (proposition 1.1 de [JM87]). En vertu du corollaire 17 de [Sik12],
les centralisateurs des représentations irréductibles sont finis, on peut donc
appliquer le théorème 1.3 pour avoir une structure orbifolde sur χi(Γ, G).
Par définition, l’isotropie de G · ⇢ 2 χi(Γ, G) est donnée (à conjugaison
près) par le stabilisateur de ⇢ dans G/Z(G), ainsi l’isotropie de G · ⇢ est, à
conjugaison près, ZG(⇢)/Z(G).

Ceci est le résultat auquel nous voulions aboutir dans ce premier chapitre.
Dans la suite, nous cherchons à décrire le lieu orbifold de l’orbifolde χi(Γ, G).
D’après ce corollaire, un point G · ⇢ de χi(Γ, G) est dans le lieu orbifold
si et seulement si ⇢ est une représentation exceptionnelle (i.e. irréductible
avec un centralisateur non-trivial). Si G = SL(n,C) alors le lemme de Schur
implique que toute représentation irréductible a pour centralisateur le centre
de SL(n,C). Autrement dit, le lieu orbifold est vide dans ce cas.

Pour décrire le lieu orbifold de χi(Γ, G) en général, nous adoptons la
méthode suivante. On commence par identifier quels sont les centralisateurs
de sous-groupes irréductibles de G. Ensuite, on cherche à les classifier à
conjugaison près.

Le lieu orbifold est alors constitué de la réunion pour toutes les classes
de conjugaisons de centralisateurs possibles, des classes de conjugaison de
représentations commutant avec un centralisateur donné. Cela aboutit à une
sorte de stratification du lieu orbifold.

Dans le cas où G := PSL(p,C) (chapitre 2), nous avons réalisé ce travail.

Dans le cas où G := PSL(n,C) (chapitre 3), ou Spin(n,C), SO(n,C)
(chapitre 4) nous avons seulement commencé à donner la classification des
centralisateurs (essentiellement à isomorphisme près et quelques pistes pour
la classification à conjugaison près).



Chapitre 2

PSL(p,C) : sous-groupes
exceptionnels et lieu singulier
de la variété des caractères

2.1 Résultats

Dans cette partie, on se propose d’étudier les sous-groupes exception-
nels de PSL(p,C) ainsi que le lieu singulier de la variété des caractères
χi(Γ, PSL(p,C)) quand Γ est un groupe de type fini, et en particulier, quand
Γ est un groupe fuchsien. Dans la section 2.2, nous prouvons le théorème 2.1,
qui peut se résumer ainsi :

Résultat 1 (Centralisateurs des sous-groupes exceptionnels)

Soit H un sous-groupe irréductible exceptionnel de PSL(p,C). Il y
a deux cas possibles :

– Cas 1 : ZPSL(p,C)(H) est isomorphe à Z/p ⇥ Z/p. Dans ce cas, le

groupe H est son propre centralisateur, il est donc, en particulier,
abélien.

– Cas 2 : ZPSL(p,C)(H) est isomorphe à Z/p. Dans ce cas, H est
conjugué à la projection dans PSL(p,C) d’un sous-groupe contenu
dans SL(p,C) qui est engendré par des matrices diagonales et la
matrice d’une permutation cyclique d’ordre p.

Si H1 et H2 sont deux sous-groupes irréductibles de PSL(p,C) dont
les centralisateurs sont isomorphes (de manière abstraite) alors les cen-
tralisateurs sont conjugués dans PSL(p,C).

37



38 CHAPITRE 2. LE CAS DE PSL(P,C)

Le théorème 2.1 est démontré en utilisant de l’algèbre linéaire. Ce théo-
rème ne donne pas seulement la liste des centralisateurs possibles, mais
décrit aussi les sous-groupes exceptionnels associés. Finalement, il classifie
les classes de conjugaison des centralisateurs des sous-groupes exceptionnels
dans le groupe PSL(p,C). Les sous-groupes irréductibles dont le centralisa-
teur est isomorphe à Z/p ⇥ Z/p (il y en a une unique classe à conjugaison
près) auront un rôle important à jouer dans la suite, c’est pourquoi nous les
qualifierons de très exceptionnels. De la même façon toute représentation
dont l’image est un sous-groupe très exceptionnel sera dite très exception-
nelle. À cette étude préliminaire, succède l’étude des représentations.

Dans la section 2.3, nous utilisons le théorème 2.1 pour décrire le lieu sin-
gulier de la partie irréductible de la variété des caractères χi(Γ, PSL(p,C)).
La sous-section 2.3.1 décrit une autre variété des caractères qui se pro-
jette naturellement sur χi

sing(Γ, PSL(p,C)). En effet, si D désigne le sous-
groupes des matrices diagonales modulo Z(SL(p,C)) dans PSL(p,C), alors
le théorème 2.1 implique que tout sous-groupe exceptionnel de PSL(p,C)
est conjugué à un sous-groupe de D o hMci où Mc désigne l’image dans
PSL(p,C) de la matrice de permutation associée à un p-cycle. En particu-
lier :

' :

∣∣∣∣
χi(Γ, D o hMci) −! χi

sing(Γ, PSL(p,C))

D o hMci · ⇢ 7−! G · ⇢
est bien définie et surjective. Si l’on définit la projection naturelle :

q :

∣∣∣∣
D o hMci −! hMci

(x, s) 7−! s

alors pour ⇢ 2 Hom(Γ, hMci) on définit :

Hρ
i
:= {PSL(p,C) · ⇢ 2 χi(Γ, D o hMci) | q ◦ ⇢ = ⇢}

Dans la proposition 11 de la section 2.3.1, nous décrivons chaque Hρ
i
en

utilisant des groupes de cohomologie de Γ agissant sur D via ⇢. Remarquons

que l’union de tous les Hρ
i
est exactement la variété χi(Γ, D o hMci). Les

ensembles '(Hρ
i
) seront appelés composantes. Nous démontrons alors,

dans la sous-section 2.3.2, le théorème 2.2 :

Résultat 2 (Géométrie d’une composante)

Soit ⇢ un morphisme de groupes non-trivial dans Hom(Γ, hMci) alors
' restreinte à Hρ

i
est un homéomorphisme sur son image.
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Par ce qui a été dit plus haut, le lieu singulier est une union finie

de composantes, chacune étant homéomorphe à Hρ
i
dont la géométrie est

décrite dans la sous-section 2.3.1. Ce qui vient ensuite est l’intersection des
différentes composantes, permettant alors de comprendre globalement le lieu
singulier. C’est l’objet du théorème 2.3 :

Résultat 3 (Combinatoire du lieu singulier)

Soit Γ un groupe de type fini de p-rang r (i.e. la dimension sur Z/p
de ΓAb/pΓAb).

Le lieu singulier χi(Γ, PSL(p,C)) est la réunion de pr−1
p−1 composantes

différentes '(Hρ
i
) où ⇢ est un morphisme de groupes non-trivial dans

Hom(Γ, hMci).

Deux composantes différentes s’intersectent en p−1 classes de conju-
gaison de représentations, chacune étant la classe de conjugaison d’une
représentation très exceptionnelle.

Réciproquement, chaque classe de conjugaison de représentations très
exceptionnelles appartient à exactement p+ 1 composantes.

Le nombre de classes de conjugaison de représentations très excep-
tionnelles dans χi(Γ, PSL(p,C)) est :

(pr − 1)(pr−1 − 1)

p2 − 1

En particulier, si r = 0, le lieu singulier est vide et si r = 1, le lieu
singulier est une seule composante sans la moindre représentation très ex-
ceptionnelle.

Dans la sous-section 2.3.3 , nous décrivons la correspondance ' en terme
de géométrie différentielle quand χi(Γ, PSL(p,C)) est une orbifolde. (e.g.
quand Γ est un groupe fuchsien). En particulier, le théorème 2.4 implique

que la correspondance entre '(Hρ
i
) et Hρ

i
est un difféomorphisme en dehors

des classes de conjugaison très exceptionnelles.

Dans la section 2.4, nous utilisons la description en terme de cohomologie
des groupes pour expliciter le lieu orbifold quand Γ = Fl est un groupe libre
de rang l ≥ 2 (c.f. théorème 2.5). En particulier, nous avons le corollaire 6 :
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Résultat 4 (lieu orbifold pour les groupes libres (1))

Soit l ≥ 2. Le lieu orbifold de χi(Fl, PSL(p,C)) est connexe de di-
mension (p− 1)(l − 1).

Quand Γ est le groupe fondamental d’une surface de Riemann fermée de
genre g ≥ 2, nous définissons l’invariant d’Euler e(⇢) dans Z(SL(p,C))
d’une représentation ⇢ : Γ ! PSL(p,C). En effet, si Γ est engendré par
2g éléments a1, b1, . . . , ag, bg vérifiant l’unique relation [a1, b1] . . . [ag, bg] =
1, l’invariant d’Euler peut être calculé en prenant n’importe quel relevé
⇢̂(γ) 2 SL(p,C) pour chaque ⇢(γ) et en prenant :

e(⇢) := [⇢̂(a1), ⇢̂(b1)] . . . [⇢̂(ag), ⇢̂(bg)] 2 Z(SL(p,C))

L’invariant d’Euler est bien défini (il ne dépend pas du relevé) et est
dans le centre de SL(p,C). On peut remarquer que l’invariant d’Euler est
en fait, l’obstruction au relèvement de ⇢ à un morphisme de groupes vers
SL(p,C). Le corollaire 8 stipule alors :

Résultat 5 (lieu orbifold pour les groupes de surfaces)

Soient g ≥ 2 et Σg une surface de Riemann fermée de genre g. Pour
tout e 2 Z(SL(p,C)) l’ensemble des éléments χi

Sing(⇡1(Σg), PSL(p,C))
dont l’invariant d’Euler est e est connexe. Ainsi le lieu singulier de
χi
Sing(⇡1(Σg), PSL(p,C)) a p composantes connexes, leur dimension est

2(g − 1)(p− 1).

Dans [Li93], l’auteur démontre que la partie irréductible de la variété
des caractères d’un goupe de surface Γ vers un groupe de Lie simple G a
exactement |⇡1(G)| composantes connexes (également données par l’inva-
riant d’Euler). En vertu de ce résultat, chacune des composantes connexes
de χi(⇡1(Σg), PSL(p,C)) contient une unique composante connexe du lieu
orbifold. Nous terminons avec une considération algébrique (dans le cas du
groupe libre) avec la proposition 26 :

Résultat 6 (lieu orbifold pour les groupes libres (2))

Soit Γ un groupe libre de rang l ≥ 2, alors les composantes '(Hρ
i
)

(pour ⇢ 2 Hom(Γ, hMci) non-trivial) sont les composantes irréductibles
du lieu orbifold χi(Γ, PSL(p,C)) pour la topologie de Zariski.

Si l’on sait que χi(Γ, PSL(p,C)) est une orbifolde quand Γ est fuchsien,
il n’est pas évident que ses composantes connexes soient de bonnes orbi-
foldes (i.e. quotient d’une variété par un groupe discret agissant proprement
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discontinuement). La réponse à cette question n’est toujours pas connue.
Dans le corollaire 2.8 de [FL12], les auteurs décrivent une telle variété
dans le cas où Γ est un groupe libre. En effet on peut voir, dans ce cas,
que χi(Γ, SL(n,C)) ! χi(Γ, PSL(n,C)) envoyant une représentation dans
SL(n,C) sur son projeté dans PSL(n,C) est surjective. Étant donné que
χi(Γ, SL(n,C)) est une variété complexe, nous obtenons un recouvrement
par une variété complexe et le groupe qui agit proprement discontinuement
est alors (Z/n)l où l est le rang du groupe libre.

Une conséquence du travail effectué dans la section 2.4 est que la partie
irréductible de la variété des caractères pour Γ un groupe de surface de
Riemann fermée de genre g ≥ 2 a p composantes (classifiées par l’invariant
d’Euler). La variété χi(Γ, SL(p,C)) est une variété qui est un revêtement sur
la composante dont l’invariant d’Euler est trivial. Dans le cas où l’invariant
d’Euler est non-trivial, il reste encore à trouver le revêtement correspondant.

Dès la section 2.2, la condition que p soit premier apparait nécessaire.
L’étude correspondante des sous-groupes exceptionnels de PSL(n,C) et de
leur centralisateur est un travail qui sera abordé dans le chapitre 3. Pour ce
qui est de SO(n,C) et Spin(n,C), on abordera cela dans le chapitre 4.

2.2 Sous-groupes exceptionnels de PSL(p,C)

Ici p désignera un nombre premier. On note la projection :

⇡ : SL(p,C) ! PSL(p,C)

Pour simplifier, pour tout g 2 SL(p,C), on note g := ⇡(g). Il nous sera
également utile dans certains calculs de considérer les matrices de SL(p,C)
comme des applications linéaires de l’espace vectoriel V := CZ/p dont la
base canonique (fixée une fois pour toute) est notée (e0, . . . , ep−1) et indexée
par Z/p. On peut alors construire des matrices de permutations :

M :

∣∣∣∣
SZ/p −! GL(p,C)

σ 7−! (Mσ : ei 7! eσ(i))

À chaque permutation de Z/p , nous associons la transformation linéaire
de V qui permute les vecteurs de base conformément à cette permutation.

L’ensemble D désignera le sous-groupe des matrices diagonales dans
SL(p,C). Si ⇠ est une racine primitive p-ème de l’unité, nous noterons D(⇠)
la matrice diagonale définie par :
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D(⇠) :=

0
B@
⇠0

. . .

⇠p−1

1
CA

Autrement dit, D(⇠) est l’application linéaire envoyant ei sur ⇠
iei.

Si c est la permutation (0, . . . , p− 1) de Z/p (envoyant i sur i+ 1) alors
on voit que det(Mc) = 1 sauf si p = 2. De la même façon, det(D(⇠)) = 1 sauf
si p = 2. Si p = 2 on définit Mc et D(⇠) comme avant mais en multipliant
par

p
−1 pour obtenir des matrices de déterminant 1 :

D(⇠) :=

✓p
−1 0
0 −

p
−1

◆
et Mc :=

✓
0

p
−1p

−1 0

◆

Avec cette convention, nous pourrons énoncer d’une manière uniforme
le théorème pour p = 2 et p > 2.

Les matrices Mc et D(⇠) que nous venons de définir (ou plutôt leurs
images dans le groupe quotient PSL(p,C)) seront importantes pour nous.
Nous verrons dans la proposition 5 que tout sous-groupe exceptionnel de
PSL(p,C) commute (à conjugaison près) avec D(⇠) := ⇡(D(⇠)). De plus,
nous verrons également que tout sous-groupe exceptionnel contient (à conju-
gaison près) Mc := ⇡(Mc).

Notons que dans la suite, une barre au-dessus d’une matrice désigne
toujours sa projection dans PSL(p,C) et pas la conjugaison complexe. Nous
démontrerons, dans cette section le théorème suivant :

Théorème 2.1 (Sous-groupes exceptionnels de PSL(p,C))

Soit H un sous-groupe exceptionnel de PSL(p,C), alors le groupe
H est conjugué à un groupe de la forme H = H0 o hMci où H0  D
est non-trivial et globalement fixe par l’action naturelle de Mc sur D
(rappelons que D est l’ensemble des matrices diagonales de SL(p,C) et
D son projeté dans PSL(p,C)).

De plus, siH0 = hD(⇠)i alors ZPSL(p,C)(H) est isomorphe à Z/p⇥Z/p

engendré par D(⇠) et Mc.

Sinon ZPSL(p,C)(H) est isomorphe à Z/p engendré par D(⇠).
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L’idée est de travailler dans SL(p,C) plutôt que dans PSL(p,C). Ainsi
on définira H := ⇡−1(H) et U := ⇡−1(ZPSL(p,C)(H)). On étudiera alors H
et U . En effet, de par leur définition, pour tout u 2 U et h 2 H, il existe
λ 2 C tel que [u, h] := uhu−1h−1 = λIp. Le prochain lemme utilisera cette
relation. Pour le lemme on donne quelques notations, si n ≥ 1, A 2 GL(n,C)
et µ 2 C :

Eµ(A) := {x 2 Cn | A.x = µx} et Sp(A) := {µ 2 C⇤ | Eµ(A) 6= 0}

qui sont respectivement le sous-espace propre pour A associé à µ et le
spectre de A.

Lemme 6

Soient n ≥ 1, A,B deux matrices dans GL(n,C) et λ 2 C⇤ vérifiant
[A,B] = λIn. Alors pour tout µ 2 C⇤, A(Eµ(B)) = Eλ−1µ(B) and
B(Eµ(A)) = Eλµ(A).

En particulier B agit sur Sp(A) en multipliant par λ et A agit sur
Sp(B) en multipliant par λ−1.

Démonstration : La preuve est élémentaire, si AB = λBA, alors pour x 2
Eµ(B), on a ABx = µAx et λBA.x = λB(Ax) et donc B(Ax) = λ−1µA.

Ainsi, Ax 2 Eλ−1µ(B) et donc :

A(Eµ(B)) ✓ Eλ−1µ(B)

De plus, si x 2 Eµ(A) alors A(Bx) = λµBx et donc :

B(Eµ(A)) ✓ Eλµ(A)

Nous avons également BA−1B−1A = λIn. En appliquant ce que l’on
vient de faire avec µ remplacé par λ−1µ et (A,B) par (B,A−1) dans le
premier cas on a :

A(Eµ(B)) ◆ Eλ−1µ(B)

Nous avons également B−1ABA−1 = λIn. En appliquant ce que l’on
vient de faire à µ remplacé par λµ et (A,B) par (B−1, A) dans le premier
cas on a :
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B(Eµ(A)) ◆ Eλµ(A)

Dans le contexte des centralisateurs de groupes exceptionnels cela im-
plique :

Proposition 5

Soit H un sous-groupe exceptionnel de PSL(p,C). Si l’on définit
U := ⇡−1(ZPSL(p,C)(H)), le groupe U contient un élément conjugué à
D(⇠).

Démonstration : Soit H le groupe ⇡−1(H), puisque H est irréductible, H
l’est également (c.f. [Sik12]).

Le groupe ZSL(p,C)(H) est exactement Z(SL(p,C)) par le lemme de
Schur. Soit z 2 U /2 Z(SL(p,C)) (ceci est possible car ⇡(U) n’est pas
trivial puisque H est exceptionnel) alors z ne commute pas avec H. On
peut donc trouver hz 2 H tel que zhzz

−1h−1
z 6= Ip.

De plus, puisque z 2 U , zhzz
−1h−1

z 2 Z(SL(p,C)). Ainsi, il existe
0 < k < p tel que :

zhzz
−1h−1

z = ⇠kIp

En prenant µ une valeur propre de z, le lemme 6 implique que ⇠−kµ
est une valeur propre. En appliquant le lemme p fois, ⇠−klµ est une valeur
propre pour l allant de 0 à p − 1. Ces valeurs propres sont deux à deux
différentes (car ⇠k est primitif, vu que p est premier). Nous obtenons alors au
moins p valeurs propres pour z, et nous les avons donc toutes. En choisissant
une base de diagonalisation pour z nous obtenons que z est conjugué à :

0
BBB@

⇠0µ
⇠−kµ

. . .

⇠−k(p−1)µ

1
CCCA

Or z est de déterminant 1 donc ⇠−k
p(p−1)

2 µp doit être égal à 1.

Soit p > 2, auquel cas ⇠−k
p(p−1)

2 = 1 (comme p − 1 est pair) et alors
µp = 1 impliquant que µ est une racine p-ème de l’unité et z est alors
conjuguée à D(⇠).
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Soit p = 2, auquel cas ⇠ = −1 et ⇠−k
p(p−1)

2 = −1, cela implique que µ
est égal à ±

p
−1, et l’on voit que z est également conjuguée à D(⇠).

Au vu de cette proposition (et puisque l’on travaille essentiellement à
conjugaison près), nous pourrons toujours supposer que U contient D(⇠).
Une conséquence intéressante :

Proposition 6

Soit F un sous-groupe de SL(p,C) tel que pour tout f 2 F , [f,D(⇠)]
appartient à Z(SL(p,C)), alors F est un sous-groupe de hD,Mci.

Démonstration : Vu que D(⇠) est toujours (que p soit impair ou non) diago-
nale à valeurs propres distinctes, il vient que son centralisateur est exacte-
ment D. Si p = 2, alors :

Mc,0D(⇠)0 · e0 =
p
−1Mc,0 · e0 = −e1, Mc,0D(⇠)0 · e1 = −

p
−1Mc,0 · e1 = e0

D(⇠)0Mc,0 · e0 =
p
−1D(⇠)0 · e1 = e1, D(⇠)0Mc,0 · e1 =

p
−1D(⇠)0 · e0 = −e0

Ainsi Mc,0D(⇠)0M
−1
c,0D(⇠)−1

0 = −I2 et donc

Mk
cD(⇠)M−k

c D(⇠)−1 = (−1)kI2 pour k = 0, 1

Si p > 2, 0 < k < p et i 2 {0, . . . , p− 1} :

Mk
cD(⇠) · ei = ⇠iei+k and D(⇠)Mk

c · ei = ⇠i+kei+k

Ainsi

Mk
cD(⇠)M−k

c D(⇠)−1 = ⇠kIp

Cette relation est donc vraie quelque soit p premier. Autrement dit :

D(⇠)Mk
cD(⇠)−1M−k

c = ⇠−kIp

et en conjugant par M−k
c D(⇠) :

D(⇠)−1M−k
c D(⇠)Mk

c = ⇠−kIp

Soit f dans SL(p,C) tel que fD(⇠)f−1D(⇠)−1 = ⇠kIp alors :
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Ip = fD(⇠)⇠−kf−1D(⇠)−1

= fD(⇠)(D(⇠)−1M−k
c D(⇠)Mk

c )f
−1D(⇠)−1

= (fM−k
c )D(⇠)(fM−k

c )−1D(⇠)−1

= [fM−k
c , D(⇠)]

Ainsi fM−k
c commute avec D(⇠) et donc fM−k

c est diagonale. Par
conséquent f 2 hD,Mci.

On aimerait en conclure que H est de la forme H0 o hMci avec H0

diagonal. En général, tout sous-groupe de X1 o X2 se projetant sur X2

n’est pas nécessairement de la forme Y o X2 (on peut penser aux groupes
dihédraux). Par contre, dans notre cas, c’est vrai (à conjugaison près) :

Proposition 7

SoitH := ⇡−1(H) avecH un sous-groupe exceptionnel de PSL(p,C),
alors H est conjugué à hH0,Mci où H0 est un sous-groupe de D globa-
lement fixe par l’action de Mc.

Démonstration : Les propositions 5 et 6 impliquent que H est conjugué à un
sous-groupe de hD,Mci. Pour simplifier, on identifie H au sous-groupe de
hD,Mci auquel il est conjugué.

Si q désigne la projection (bien définie car Mk
c 2 D implique que Mk

c

est une matrice scalaire) :

q :

∣∣∣∣∣
hD,Mci −! hMci

dMk
c 7−! Mc

k

alors on notera H0 := ker(q)\H, i.e. les matrices de H qui sont diago-
nales.

Le groupe irréductible H n’est pas inclus dans D (il ne serait pas
irréductible). Ainsi, on peut trouver x 2 H tel que :

x =

0
B@
λ0

. . .

λp−1

1
CAMk

c avec 0 < k < p

Puisque 0 < k < p, quitte à considérer xl où lk = 1 mod p, on peut
supposer k = 1. Si p = 2, alors :
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x =

✓
0

p
−1λ0p

−1λ−1
0 0

◆

En conjugant x par

 
λ
− 1

2
0 0

0 λ
1
2
0

!
, il vient :

 
λ
− 1

2
0 0

0 λ
1
2
0

!
x

 
λ
− 1

2
0 0

0 λ
1
2
0

!−1

=

 
λ
− 1

2
0 0

0 λ
1
2
0

!✓
0

p
−1λ0p

−1λ−1
0 0

◆ 
λ

1
2
0 0

0 λ
− 1

2
0

!

=Mc

Puisque la conjugaison de H0 par

 
λ
− 1

2
0 0

0 λ
1
2
0

!
ne change pas H0, on

voit que

 
λ
− 1

2
0 0

0 λ
1
2
0

!
transforme H par conjugaison en le groupe :

hH0,Mci

Si p > 2, on définit s la matrice diagonale envoyant ei sur λ
−1
0 . . .λ−1

i ei.
Un calcul direct montre que :

sxs−1 =Mc

Si s0 := det(s)−
1
p s alors s0 2 SL(p,C) et s0xs

−1
0 = Mc également, (s0

et s diffèrent d’une matrice scalaire). Finalement, s0 fixe H0 (il commute
avec) donc :

s0Hs
−1
0 = hH0,Mci

Une fois de plus, H est conjugué avec hH0,Mci.

De cette dernière proposition, on déduit que tout sous-groupe H de
SL(p,C) se projetant sur un sous-groupe exceptionnel de PSL(p,C) via
⇡ est conjugué à H := hH0,Mci où H0 est un groupe diagonal globale-
ment invariant par l’action de Mc. Réciproquement, on cherche maintenant
à savoir, quels groupes parmi ceux de cette forme sont irréductibles.

Puisque H0 est un groupe diagonal, il est complètement réductible, et
doncH extension finie deH0 l’est aussi. Ainsi ⇡(H) est complètement reduc-
tible. Il est alors facile de caractériser l’irréductibilité : ⇡(H) est irréductible
si et seulement si son centralisateur ZPSL(p,C)(⇡(H)) est fini. On démontre
un lemme pour calculer ce centralisateur :
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Lemme 7

Soit f 2 GL(p,C) vérifiant [f,Mc] = ⇠kIp alors :

f = D(⇠)−kV (a0, . . . , ap−1)

où (V (a0, . . . , ap−1))i,j = aj−i mod p est une matrice circulante. Au-
trement dit chaque diagonal torique est constante :

V (a0, . . . , ap−1) =

0
BBBBBB@

a0 a1 . . . . . . ap−1

ap−1 a0 a1 . . . ap−2

ap−2
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . . a1

a1 . . . . . . ap−1 a0

1
CCCCCCA

Ou encore, si f vérifie [f,Mc] = ⇠kIp alors f = D(⇠)−kP (Mc) où P
est un polynôme quelconque à coefficients complexes.

Démonstration : Si fMcf
−1M−1

c = ⇠kIp, alors fMc = ⇠kMcf . Dans le cas
où p = 2 :

pour 0  i, j  1 : (fMc)i,j =
p
−1fi,j−1 et (⇠kMcf)i,j =

p
−1⇠kfi+1,j

Dans le cas où p > 2 :

pour 0  i, j  p− 1 : (fMc)i,j = fi,j−1 et (⇠kMcf)i,j = ⇠kfi+1,j

Dans les deux cas fi,j−1 = ⇠kfi+1,j . Cela implique :

f =

0
BBBBBB@

a0 a1 . . . . . . ap−1

⇠−kap−1 ⇠−ka0 ⇠−ka1 . . . ⇠−kap−2

⇠−2kap−2
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . . ⇠−(p−2)ka1

⇠−(p−1)ka1 . . . . . . ⇠−(p−1)kap−1 ⇠−(p−1)ka0

1
CCCCCCA

En posant ai := f0,i. Ainsi :

f = D(⇠)−kV (a0, . . . , ap−1)

Un corollaire maintenant évident est que hH0,Mci est irréductible sauf
si H0 est central.
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Proposition 8

Soit H un groupe de la forme hH0,Mci (avec H0  D) alors H est
irréductible si et seulement si H0 n’est pas contenu dans Z(SL(p,C)).

Démonstration : Clairement, si H0 est contenu dans Z(SL(p,C)) alors H ne
peut être irréductible.

D’autre part, H étant complètement réductible, l’irréductibilité de H
équivaut à la finitude de son centralisateur. Supposons que h0 dans H0

n’est pas central et f commute avec H, alors le lemme 7 implique que (f
commute avec Mc i.e. k = 0 dans le lemme) f = V (a0, . . . , ap−1). Soit h0 :

h0 :=

0
B@
x0

. . .

xp−1

1
CA

Pour 0  i, j  p−1 on a (h0V (a0, . . . , ap−1)h
−1
0 )i,j = xix

−1
j aj−i mod p.

Si h0 commute avec V (a0, . . . , ap−1) alors pour tout i, j :

(xix
−1
j − 1)aj−i mod p = 0

Si ak 6= 0 avec k > 0 alors x0 = xk, x1 = xk+1,. . .,xp−1 = xp+k−1. Le
nombre p étant premier, cela aboutit à x0 = x1 = · · · = xp−1 et donc h0
est central. Puisque h0 ne l’était pas par hypothèse, il vient que a1 = · · · =
ap−1 = 0 et donc f = V (a0, 0, . . . , 0) 2 Z(SL(p,C)).

Si H0 n’est pas central, alors tout élément commutant à la fois avec H0

et Mc est central, ceci implique que le centralisateur de H est réduit au
centre SL(p,C) et donc H est irréductible.

Nous avons maintenant une condition nécessaire et suffisante pour que
le groupe H := hH0,Mci soit irréductible. Il ne nous reste plus qu’à calculer
le centralisateur de ⇡(H) dans PSL(p,C).

Proposition 9

Supposons que H0  D ne soit pas inclus dans Z(SL(p,C)). Nous
notons H := hH0,Mci et U := ⇡−1(ZPSL(p,C)(⇡(H))).

Si H0 est inclus dans h⇠Ip, D(⇠)i alors U = h⇠Ip, D(⇠),Mci et sinon :
U = h⇠Ip, D(⇠)i.



50 CHAPITRE 2. LE CAS DE PSL(P,C)

Démonstration : Soit u 2 U , alors le lemme 7 implique que u est de la forme
D(⇠k)V (a0, . . . , ap−1). Si h0 = Diag(x0, . . . , xp−1) n’est pas central alors :

pour 0  i, j  p− 1 : (h0V (a0, . . . , ap−1)h
−1
0 )i,j = xix

−1
j aj−i mod p

De plus, la relation h0u = ⇠luh0 implique :

h0V (a0, . . . , ap−1)h
−1
0 = ⇠lV (a0, . . . , ap−1)

Si l = 0 cela donne :

pour 0  i, j  p− 1 : xix
−1
j aj−i mod p = aj−i mod p

S’il existe r 6= 0, alors ar 6= 0 impliquerait xi = xj pour tout i, j et h0
serait une matrice scalaire. Comme h0 ne l’est pas, ar = 0 pour r 6= 0 et
V (a0, . . . , ap−1) est diagonale et donc une matrice scalaire.

Si l 6= 0.

xix
−1
j aj−i mod p = ⇠laj−i mod p

En particulier a0 = 0 (car ⇠l 6= 1). Supposons qu’il existe deux indices
s et t avec as 6= 0 and at 6= 0, on va montrer que s = t.

Il vient xs = ⇠lx0, . . . , x(p−1)s = ⇠lx(p−2)s et donc :

xvs = ⇠vlx0 pour v = 0, . . . , p− 1

De la même façon xvt = ⇠vlx0 pour v = 0, . . . , p− 1. Ainsi :

xvs = ⇠vlx0 = xvt pour tout v = 0, . . . , p− 1

En appliquant cette égalité à s et v = 1 : xs = ⇠lx0. De plus, on
peut trouver v0 vérifiant v0t = s mod p, donc xs = xv0t = ⇠v

0lx0 et alors
x0⇠

l = x0⇠
v0l. Comme p est premier et l non-nul, v0 = 1. Ainsi t = s mod p

et donc s = t.

Si as 6= 0 alors h0 = x0Diag(⇠
l) et u = Diag(⇠k)asM

s
c , en regardant les

déterminants, h0 doit alors être dans h⇠Ip, D(⇠),Mci et u 2 h⇠Ip, D(⇠),Mci.

Nous avons montré que si U contient un élément non-diagonal alors
H0 est inclus dans h⇠Ip, D(⇠)i et U contenu dans h⇠Ip, D(⇠),Mci. Récipro-
quement, si H0 n’est pas central et contenu dans h⇠Ip, D(⇠)i, puisque :

McD(⇠)M−1
c D(⇠)−1 = ⇠Ip
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il est clair que Mc 2 U .

D’autre part, U contient h⇠Ip, D(⇠)i (ils conjuguent Mc en un multiple
de Mc et commutent avec D). Si H0 contient un élément qui n’est pas
contenu dans h⇠Ip, D(⇠)i, ces calculs montrent que u est nécessairement
diagonal, contenu dans h⇠Ip, D(⇠)i.

Le théorème 2.1 est maintenant une conséquence directe.

Démonstration du théorème 2.1 : Si H est un sous-groupe exceptionnel
de PSL(p,C) alors H := ⇡−1(H) est conjugué à (par la proposition 7)
hH0,Mci avec H0 sous-groupe diagonal globalement fixe par l’action de
Mc. Le groupe H0 contient strictement le centre de SL(p,C) (en vertu de
la proposition 8).

Si H0 = h⇠Ip, D(⇠)i alors H = ⇡(H) est abélien et est son propre
centralisateur (proposition 9).

Sinon H commute avec hD(⇠))i (proposition 6) et seulement avec ces
éléments (proposition 9).

Comme Mk
c est diagonal si et seulement si c’est une matrice scalaire,

on en déduit que H = H0 o hMci.

La principale raison de notre étude des sous-groupes exceptionnels de
PSL(p,C) est l’étude du lieu singulier de la variété des caractères pour des
groupes de type fini (voir section 1.1 pour les définitions). La description
que nous allons effectuer maintenant sera une description topologique avec
quelques éléments de géométrie différentielle (orbifolde) quand cela s’ap-
plique (dans le cas où le groupe représenté est fuchsien).

2.3 Lieu singulier de la variété des caractères

Il nous faut dorénavant étudier les représentations exceptionnelles d’un
groupe de type fini Γ dans PSL(p,C). Si la représentation ⇢ est irréductible,
alors elle est exceptionnelle si et seulement si Im(⇢) l’est, si et seulement si
(en vertu du théorème 2.1) Im(⇢) est conjugué à H0 o hMci où H0 est un
sous-groupe non-trivial de D(= ⇡(D)), on peut alors trouver g 2 PSL(p,C)
vérifiant :

g⇢g−1 2 Hom(Γ, D o hMci)
Notons Homi(Γ, Do hMci) les représentations irréductibles (en tant que

représentations dans PSL(p,C)) de Γ dans D o hMci  PSL(p,C).
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Le diagramme commutatif suivant sera central dans notre raisonnement :

Homi(Γ, D o hMci) !
� ι //

mod DohMci

✏✏✏✏

Homi(Γ, PSL(p,C))

mod PSL(p,C)

✏✏✏✏

χi(Γ, D o hMci)
ϕ

// χi(Γ, PSL(p,C))

Les ensembles sur la ligne du dessus désignent des ensembles de représen-
tations irréductibles, l’inclusion ◆ est simplement donnée par l’inclusion de
D o hMci dans PSL(p,C).

Sur chaque colonne, la projection est la projection de l’action par conju-
gaison du groupe ambient. Finalement, la fonction ' envoie Do hMci ·⇢ sur
PSL(p,C) ·◆(⇢) est clairement bien définie, mais contrairement à ◆, n’est pas
forcément injective.

Une conséquence immédiate du théorème 2.1 est que Im(') est exacte-
ment le lieu singulier de χi(Γ, PSL(p,C)). Par conséquent, pour décrire le
lieu singulier dans χi(Γ, PSL(p,C)), il suffit de comprendre les propriétés
de ' (non-injectivité, lissité,. . .) et de décrire χi(Γ, D o hMci).

Nous avons rappelé quelques notions de cohomologie des groupes dans
la section 1.1. Nous allons les utiliser dans la suite.

2.3.1 La géométrie de χi(Γ, D o hMci)
Ce qui suit est une étude relativement classique. En vertu de la discus-

sion en introduction de la section 2.3, il nous faut commencer par étudier
les représentations de Γ dans Do hMci. Ce groupe est une extension scindée
d’un groupe cyclique par un groupe abélien. Rappelons que hMci agit natu-
rellementD par conjugaison. À partir de maintenant,D est considéré comme
un hMci-module multiplicatif pour cette action. La projection naturelle de
D o hMci sur hMci sera notée q.

L’élément le plus général du groupe D o hMci est un couple (d,Mc
k
).

Si X est un ensemble quelconque et f une fonction de X vers D o hMci se
décompose alors comme un couple de fonctions (f1, f2) :

f1 : X ! D and f2 : X ! hMci
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avec f(x) = (f1(x), f2(x)) pour x 2 X. Cette décomposition va nous
permettre de paramétrer Hom(Γ, D o hMci) puis χ(Γ, D o hMci).

Si ⇢ est un élément de Hom(Γ, hMci), on voit que cela donne naturelle-
ment à D une structure de Γ-module définie par γ 2 Γ et d 2 D :

γ · d := ⇢(γ) · d
L’action dans le membre de droite est l’action naturelle de hMci sur D.

Les deux propositions suivantes décrivent respectivement la variété des
représentations et la variété des caractères.

Proposition 10

Soit ⇢ dans Hom(Γ, hMci), on définit :

Hρ := {⇢ 2 Hom(Γ, D o hMci) | q ◦ ⇢ = ⇢}
La réunion suivante est disjointe :

Hom(Γ, D o hMci) =
[

ρ2Hom(Γ,hMci)

Hρ

De plus, chaque ensemble Hρ s’identifie naturellement à Z1(Γ, Dρ)
via Hρ = {(u, ⇢) | u 2 Z1(Γ, Dρ)}.

Démonstration : Pour tout ⇢ dans Hom(Γ, D o hMci) on définit (u, ⇢) par :

pour γ 2 Γ : ⇢(γ) := (u(γ), ⇢(γ))

où ⇢ := q ◦ ⇢ est un morphisme de groupes de Γ dans hMci et u est, à
priori, une fonction de Γ dans D. Il est alors clair que l’on a une réunion
disjointe :

Hom(Γ, D o hMci) =
[

⇢2Hom(Γ,hMci)

H⇢

De plus, si ⇢ est dans Hom(Γ, hMci), ⇢ = (u, ⇢) 2 H⇢ et γ1, γ2 2 Γ,
alors :

⇢(γ1γ2) = ⇢(γ1)⇢(γ2)

(u(γ1γ2), ⇢(γ1γ2)) = (u(γ1), ⇢(γ1))(u(γ), ⇢(γ2))

(u(γ1γ2), ⇢(γ1γ2)) = (u(γ1)⇢(γ1) · u(γ2), ⇢(γ1)⇢(γ2))
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Ainsi u(γ1γ2) = u(γ1)⇢(γ1) · u(γ2) et ⇢(γ1γ2) = ⇢(γ1)⇢(γ2) pour tout
γ1, γ2 2 Γ. Ceci montre que u 2 Z1(Γ, D⇢) où l’action de Γ sur D est induite
par ⇢ (c.f. sous-section 1.1). Réciproquement, si ⇢ est un morphisme de Γ
vers hMci et u 2 Z1(Γ, D⇢) alors la fonction suivante ⇢ := (u, ⇢) est dans
Hom(Γ, D o hMci) (par les mêmes égalités que ci-dessus). Ainsi

H⇢ = {(u, ⇢) | u 2 Z1(Γ, D⇢)}
On remarque également que l’identification de H⇢ à Z1(Γ, D⇢) est un

homéomorphisme.

On fait un travail similaire pour la variété des caractères :

Proposition 11

Soit ⇢ dans Hom(Γ, hMci) alors si :

Hρ := {D o hMci · ⇢ 2 χ(Γ, D o hMci) | q ◦ ⇢ = ⇢}
Cet ensemble est bien défini (⇢ ne dépend que de la classe de conju-

gaison de ⇢). De plus on a une réunion disjointe :

χ(Γ, D o hMci) =
[

ρ2Hom(Γ,hMci)

Hρ

Chaque Hρ est naturellement identifié à H1(Γ, Dρ)/hMci (l’action
est définie à la fin de la section 1.1). L’identification se fait de la manière
suivante :

H1(Γ, Dρ)/hMci ! Hρ

hMci · [u] 7! la classe de conjugaison de γ 7! (u(γ), ⇢(γ))

Démonstration : Soit g = (a, s) 2 D o hMci et ⇢ = (u, ⇢) dans H⇢ avec
u 2 Z1(Γ, D⇢) (en utilisant la proposition 10), alors :

g⇢(γ)g−1 = (a, s) (u(γ), ⇢(γ))
(
s−1 · (a−1), s−1

)

= (a s · u(γ), s⇢(γ))
(
s−1 · (a−1), s−1

)

=
(
a s · u(γ) (s⇢(γ)s−1) · a−1, s⇢(γ)s−1

)

=
(
s · u(γ) ⇢(γ) · (a−1)a, ⇢(γ)

)
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Ainsi (u, ⇢) et (u0, ⇢0) sont conjugués si et seulement si :

⇢ = ⇢0 et u = s · u0 mod B1(Γ, D⇢) pour un certain s 2 hMci

La première condition assure queH⇢ est bien défini (le morphisme induit
dans hMci ne dépend pas du conjugué choisi).

Puisque hMci stabilise B1(Γ, D⇢), il existe une action de groupe de
hMci sur H1(Γ, D⇢) donnée par s 2 hMci agissant sur [u] 2 H1(Γ, D⇢) par
s · [u] := [s · u] où (s · u)(γ) := s · (u(γ)) pour tout γ 2 Γ.

Ainsi (u, ⇢) et (u0, ⇢0) sont conjugués si et seulement si :

⇢ = ⇢0 et u = u0 dans H1(Γ, D⇢)/hMci
On peut donc bien identifier H1(Γ, D⇢)/hMci à H⇢.

La variété des caractères χ(Γ, D o hMci) a donc été exprimée comme la
réunion finie disjointe d’ensembles (clairement) fermés, ils sont donc ouverts.
Toutefois, il ne sont pas forcément connexes (voir le cas où Γ est un groupe
de surface dans la sous-section 2.4.2, par exemple).

Maintenant nous allons restreindre la description aux représentations
irréductibles. Par le théorème 2.1, (u, ⇢) est irréductible si et seulement si
⇢ est surjectif (i.e. non-trivial, puisque le groupe d’arrivée est de cardinal
premier) et il existe γ 2 ker(⇢) tel que u(γ) 6= Ip. Cette dernière condition
est équivalente au fait que u n’appartienne pas à B1(Γ, Dρ). Ainsi :

χi(Γ, D o hMci) =
[

ρ2Hom(Γ,hMci)
ρ non-trivial

Hρ − {([1], ⇢)}

Pour tout élément non-trivial ⇢ 2 Hom(Γ, hMci), on définit :

Hρ
i
:= Hρ \ χi(Γ, D o hMci) = Hρ − {([1], ⇢)}

L’action de hMci sur H1(Γ, Dρ) − {[1]} étant libre, la correspondance
de la proposition 11 se restreint à un homéomorphisme sur les classes de
conjugaison de représentations irréductibles.

Pour aller plus loin dans la description de cette variété des caractères

il faut donc comprendre Hρ
i
et, en vertu de ce que nous venons d’écrire,
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H1(Γ, Dρ)/hMci quand ⇢ n’est pas le morphisme trivial. Soit K le noyau de
⇢. De la suite exacte :

1 // K // Γ
ρ

// hMci // 1

on déduit une suite exacte longue d’inflation-restriction à coefficients
dans D :

H1(hMci, Dρ)
Inf

// H1(Γ, Dρ)
Res // H1(K,D)hMci T // H2(hMci, Dρ)

Puisque l’action de K sur D est via ⇢, l’action est triviale. Ainsi l’on a
H1(K,D) = Hom(K,D) et la suite exacte devient :

H1(hMci, Dρ)
Inf

// H1(Γ, Dρ)
Res// Hom(K,D)hMci T // H2(hMci, Dρ)

Afin d’expliciter cette suite exacte, nous fixons arbitrairement γ0 2 Γ tel
que ⇢(γ0) =Mc. Les objets que nous allons définir maintenant ne dépendent
pas du γ0 choisi.

L’action de hMci. La suite d’inflation-restriction utilise naturellement

que Hom(K,D) est un hMci-module. Si f 2 Hom(K,D) et Mc
k 2 hMci

alors :

pour tout γ 2 K (Mc
k · f)(γ) :=Mc

k · (f(γ−k
0 γγk0 ))

Bien que hMci n’agisse pas par conjugaison sur K, cela aboutit à une
action de hMci sur Hom(K,D). De plus si γ1 est aussi envoyé sur Mc,
remplacer γ0 par γ1 dans la formule ci-dessus ne change pas l’action.

Le noyau du morphisme de transgression T . Une fois que γ0 est
choisi, on peut écrire explicitement le morphisme de transgression (voir
[DHW12] paragraphe 9). En appliquant leur formule, nous avons que pour

tout f 2 Hom(K,D)hMci, T (f) est la classe de cohomologie de tr(f), un
élément de Z2(hMci, Dρ) défini par :

tr(f)(Mk
c ,M

l
c) =

(
Mk+l

c · f(1Γ) = In si 0  k, l  p− 1 et k + l < p

Mk+l−p
c · (f(γp0)) si 0  k, l  p− 1 et k + l ≥ p

Nous aurons besoin d’une caractérisation simple du noyau de la trans-
gression.
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Proposition 12

Sous les conditions ci-dessus, si f 2 Hom(K,D)hMci alors f 2 Ker(T )
si et seulement si f(γp0) est trivial.

Démonstration : Clairement, si f(γp0 ) est trivial alors tr(f) est constante donc
dans B2(hMci, D⇢).

Réciproquement, si tr(f) est dans B2(hMci, D⇢) alors on peut trouver
g : hMci ! D tel que pour tout k, l dans {0, . . . , p− 1} :

tr(f)(Mk
c ,M

l
c) = g(Mk)Mk · g(M l)g(M l+k)−1

Ainsi, pour k = 1 et l < p− 1 :

g(M l+1) = g(M)M · g(M l)

Par récurrence triviale, g(M l) = g(M)M · g(M) . . .M l−1 · g(M). Pour
k = 1 et l = p− 1 :

f(γp0 ) = g(M)M · g(Mp−1)

= g(M)M · g(M) . . .Mp−1 · g(M)

si x 2 D tel que g(M) = x alors

f(γp0 ) = xM · x . . .Mp−1 · x

or les coefficients diagonaux de xM ·x . . .Mp−1·x sont tous égaux au produit
des éléments diagonaux de x, donc :

f(γp0 ) = det(x)Ip

= Ip

Ainsi f(γp0 ) est trivial.

Cette caractérisation relativement simple sera utilisée dans la section 2.4.

Une autre description pour H1(Γ, Dρ). Le lemme suivant nous permet
d’identifier H1(Γ, Dρ) au noyau de la transgression.

Lemme 8

Si ⇢ 2 Hom(Γ, hMci) n’est pas trivial alors H1(hMci, Dρ) = 1.



58 CHAPITRE 2. LE CAS DE PSL(P,C)

Démonstration : On rappelle un résultat de [Bro82] sur la cohomologie cy-
clique. Soit G un groupe cyclique de cardinal n, g un générateur de G et A
un G-module multiplicatif. Nous définissons la norme :

No :

∣∣∣∣
A −! AG

a 7−! Qn−1
i=0 g

i · a
Et la trace :

Tr :

∣∣∣∣
A −! A
a 7−! g · a a−1

Alors Im(No)  ker(Tr) = AG et Im(Tr) ✓ ker(No). De plus :

H1(G,A) =
ker(No)

Im(Tr)

On applique ce résultat àG := hMci, A = D et g 2 G tel que ⇢(g) =Mc.
Un élément quelconque dans Im(Tr) s’écrit :

0
B@
bc−1(0)b

−1
0

. . .

bc−1(p−1)b
−1
p−1

1
CA =

0
B@
bp−1b

−1
0

. . .

bp−2b
−1
p−1

1
CA

C’est un calcul direct de voir que quand b parcourt les matrices dia-
gonales de déterminant 1, cela donne toutes les matrices de déterminant
1, ainsi Im(Tr) = D, et en particulier Im(Tr) = ker(No). Finalement
H1(hMci, D⇢) = 1 est bien trivial.

L’exactitude de la suite d’inflation-restriction implique que :

Res(H1(Γ, Dρ)) = ker(T ).

De plus ker(Res) = Inf(H1(hMci, Dρ)). Par le lemme ci-dessus, le noyau
de la restriction est trivial, ainsi H1(Γ, Dρ) s’identifie à son image via la
restriction et donc H1(Γ, Dρ) = ker(T ).

Une autre action de hMci. Il existe une autre action de hMci sur

H1(K,D)hMci donnée par hMci agissant sur H1(Γ, Dρ) et le morphisme
de restriction. Cette action est l’action de hMci au but uniquement, i.e.

si Mc
k 2 hMci et [f ] 2 H1(K,D)hMci alors :

8γ 2 K, (Mc
k
#f)(γ) :=Mc

k
#(f(γ)) au niveau des 1-cocycles
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Mc
k
#[f ] := [Mc

k
#f ]

Cette action n’est pas triviale. Au final :

H1(Γ, Dρ)/hMci = ker(T )/hMcibut
L’indice ”but” pour hMcibut est un rappel que cette seconde action

(notée #) de hMci est sur le but uniquement et ne doit pas être confon-
due avec la précédente (notée · qui agissait simultanément au départ et au
but). En résumé :

Proposition 13

Soit ⇢ un élément non-trivial de Hom(Γ, hMci). Si l’on fixe γ0 2 Γ

vérifiant ⇢(γ0) =Mc. L’ensemble Hρ
i
s’identifie à

ker(T )/hMcibut − {[1]}.
De plus, ker(T ) est le sous-groupe des morphismes f 2 Hom(K,D),

fixes par l’action de hMci pour lesquels f(γp0) est trivial.

Démonstration : Nous avons déjà montré que la correspondance (voir propo-
sition 11 et ses conséquences) entre :

H⇢
i
:= H⇢ − {([1], ⇢)} et H1(Γ, D⇢)/hMci − {[1]}

est un homéomorphisme, puisque la correspondance entre

H1(Γ, D⇢)/hMci − {[1]} et ker(T )/hMcibut − {[1]}

est donnée par le morphisme de restriction, c’est également un homéo-
morphisme. D’après la proposition 12, un morphisme de groupes f apparte-

nant à Hom(K,D)hMci est dans ker(T ) si et seulement si f(γp0 ) est trivial.

Remarquons d’abord que le morphisme de transgression T ne dépend
pas du γ0 choisi.

Remarquons aussi qu’il semble difficile d’exploiter cette proposition en
toute généralité (sans un bon choix γ0, cette proposition reste trop abs-
traite). Néanmoins pour certains Γ et ⇢ (dans la section 2.4), il apparâıtra
un choix naturel pour γ0 nous permettant d’avancer dans le calcul du noyau
de la transgression.
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2.3.2 Sur le comportement de ϕ

Nous allons faire deux choses dans cette sous-section, décrire le com-

portement de ' restreinte à l’ensemble Hρ
i
. Cela permettra de décrire ce

que nous avons appelé dans l’introduction les composantes du lieu sin-

gulier : '(Hρ
i
). Ensuite nous décrirons les intersections entre différentes

composantes.

Identification entre certaines composantes via '. Il existe une action
naturelle de (Z/p)⇤ sur Hom(Γ, hMci) donnée par :

pour l 2 (Z/p)⇤ et ⇢ 2 Hom(Γ, hMci), (l · ⇢)(γ) := ⇢(γ)l

Proposition 14

Soient l 2 (Z/p)⇤ et ⇢ 2 Hom(Γ, hMci) alors '(Hρ
i
) = '(Hl·ρ

i
).

Démonstration : Soit c la permutation de Z/p envoyant i sur i + 1. Si l’on
définit pour l 2 Z⇤

p, la permutation σl de Z/p envoyant i sur l ⇥ i. Nous
avons :

σl ◦ c(i) = l ⇥ i+ l = cl ◦ σl(i)

σlcσ
−1
l = cl

Ainsi Mσl
McM

−1
σl

= M l
c. On rappelle que Mσl

désigne la matrice de
permutation associée à σl. En vertu de l’égalité au-dessus, si l’on définit f
par :

f :

∣∣∣∣
H⇢ −! Hl·⇢

⇢ 7−! Mσl
⇢Mσl

−1

Cela identifie les composantes de la variété des représentations modulo
conjugaison dans PSL(p,C). Cela donne donc une égalité au niveau de la
variété des caractères.

Le fait que ⇢ et ⇢0 dans Hom(Γ, hMci) soient dans la même (Z/p)⇤-orbite
est facilement caractérisé par les noyaux respectifs de ces morphismes :

Lemme 9

Soient ⇢ et ⇢0 2 Hom(Γ, hMci), alors ⇢ = l · ⇢0 avec l 2 (Z/p)⇤ si et
seulement si ker(⇢) = ker(⇢0).
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Démonstration : Si ⇢ = l · ⇢0, on aura ker(⇢) = ker(⇢0). Réciproquement :

si ker(⇢) = ker(⇢0)

On remarque :

Hom(Γ, hMci) = Hom(Γab, hMci) ' Hom(Γab/pΓab,Z/p)

Ce dernier groupe est le dual de l’espace vectoriel Γab/pΓab, ainsi, deux
éléments de cet espace vectoriel Hom(Γab/pΓab,Z/p) ayant le même noyau
sont proportionnels. En particulier, ⇢ et ⇢0 sont proportionnels et donc dans
la même orbite modulo (Z/p)⇤.

Le comportement de ' sur une composante. Nous allons montrer que
' restreinte à chaque composante est un homéomorphisme sur son image.
La prochaine proposition justifie que ' est injective sur chaque composante.

Proposition 15

Soient ⇢ un élément non-trivial de Hom(Γ, hMci) et ⇢, ⇢0 deux repré-
sentations irréductibles appartenant à Hρ. S’il existe g 2 PSL(p,C) tel
que g · ⇢ = ⇢0 alors g 2 D o hMci.

En particulier '
|Hρ

i est injective.

Démonstration : Soit γ0 2 Γ tel que ⇢(γ0) = Mc. Vu que ⇢, ⇢0 sont dans H⇢

on peut trouver d0, d
0
0, . . . , dp−1, d

0
p−1 tels que :

⇢(γ0) =

0
B@
d0

. . .

dp−1

1
CAMc et ⇢

0(γ0) =

0
B@
d00

. . .

d0p−1

1
CAMc

En utilisant la même méthode que dans la preuve de la proposition 7,
il existe g1, g2 2 D tels que :

g1⇢(γ0)g
−1
1 =Mc et g2⇢

0(γ0)g
−1
2 =Mc

Vu que g · ⇢ = ⇢0, on a donc :

Mc = (g−1
1 g2g)Mc(g

−1
1 g2g)

−1

Soit h := g−1
1 g2g. nous venons de voir que h commute avec Mc. Par le

lemme 7, cela implique que h est, à une puissance près deD(⇠), un polynôme
en Mc, écrivons donc :
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h = D(⇠)s
p−1X

k=0

akM
k
c avec a0, . . . , ap−1 2 C et s ≥ 0

Vu que g1 ·⇢ est irréductible, il existe un élément g1 ·⇢(γ) dans g1 ·⇢(Γ)
diagonal et non-trivial (par la proposition 8). Soit :

g1 · ⇢(γ) =

0
B@
λ0

. . .

λp−1

1
CA avec λ0, . . . ,λp−1 2 C⇤

Comme g1 ·⇢(γ) est diagonal, on a γ 2 ker(⇢) et donc g2 ·⇢0(γ) est aussi
diagonal.

g2 · ⇢0(γ) =

0
B@
µ0

. . .

µp−1

1
CA avec µ0, . . . , µp−1 2 C⇤

Par définition de h, il existe l ≥ 0 vérifiant :

h

0
B@
λ0

. . .

λp−1

1
CAh−1 = ⇠l

0
B@
µ0

. . .

µp−1

1
CA

Ainsi :

D(⇠)s
p−1X

k=0

akM
k
c

0
B@
λ0

. . .

λp−1

1
CA = ⇠l

p−1X

k=0

ak

0
B@
µ0

. . .

µp−1

1
CAD(⇠)sMk

c

Comme D(⇠s) commute avec

0
B@
µ0

. . .

µp−1

1
CA, nous obtenons :

p−1X

k=0

akM
k
c

0
B@
λ0

. . .

λp−1

1
CA = ⇠l

p−1X

k=0

ak

0
B@
µ0

. . .

µp−1

1
CAMk

c

Ainsi :

pour tout 0  i, j  p− 1 : λjai+j = µiai+j

Et donc si k := i+ j :
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akλk−i = ak⇠
lµi ) ak(λk−i − ⇠lµi) = 0

Supposons qu’il existe 0  k1 < k2  p − 1 avec ak1 6= 0 et ak2 6= 0
alors :

pour tout i : λk1−i = ⇠lµi et λk2−i = ⇠lµi

Ainsi λk1−i = λk2−i pour tout 0  i  p− 1, ce qui se traduit par :

λi+k2−k1 = λi pour tout i

La fonction i 7! λi étant simultanément (k2 − k1)-périodique et p-
périodique avec p premier, nous en déduisons que λ est 1-periodique. Cela
est contradictoire avec le choix de γ (il était choisi de telle sorte que ⇢(γ)
soit non-trivial). Ainsi il existe un unique k tel que ak 6= 0 et :

h = akM
k
c ceci implique h 2 D o hMci

Par définition de h , g = g−1
2 g1h 2 D o hMci, ainsi '|Hρ

i est bien

injective.

Dans le théorème qui suit, on vérifie que '
|Hρ

i respecte également la

topologie :

Théorème 2.2

Soit ⇢ un morphisme non-trivial de Hom(Γ, hMci) alors '|Hρ
i est un

homéomorphisme sur son image.

Démonstration : Rappelons le diagramme commutatif :

Homi(Γ, D o hMci) !
� ◆ //

mod DohMci 1

✏✏✏✏

Homi(Γ, PSL(p,C))

mod PSL(p,C) 2

✏✏✏✏

χi(Γ, D o hMci)
'

// χi(Γ, PSL(p,C))

L’application ◆ étant induite par l’inclusion deDohMci dans PSL(p,C)
qui est un homéomorphisme sur son image fermée, ◆ est un homéomorphisme
sur son image et Im(◆) est un fermé de Homi(Γ, PSL(p,C)).
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Soit  1 la projection de gauche et  2 la projection de droite sur le
diagramme. Il est clair que  1 et  2 sont continues et ouvertes (elles sont
induites par l’action d’un groupe par homéomorphismes).

Si V est un ouvert de χi(Γ, PSL(p,C)) alors U := '−1(V ) vérifie

 1( 
−1
1 (U)) = U

car  1 est surjective. Par commutativité du diagramme,  −1
1 (U) = ◆−1◦

 −1
2 (V ) qui est ouvert par continuité de ◆ et  2. Comme  1 est ouverte,

U =  1( 
−1
1 (U)) est un ouvert. Ainsi ' est continue et, en particulier, '

|Hρ
i

est continue.

Montrons que '
|Hρ

i est ouverte. On restreint le diagramme à Hi
⇢ :

Hi
⇢
!

�

◆|Hi
ρ

//

 
1|Hi

ρ

✏✏✏✏

Homi(Γ, PSL(p,C))

 2

✏✏✏✏

H⇢
i

'|Hρ
i

// χi(Γ, PSL(p,C))

Chaque Hi
⇢ est un ouvert de Homi(Γ, Do hMci). Cela implique que  1

restreinte à Hi
⇢ est toujours continue et ouverte et ◆ restreinte à Hi

⇢ reste
un homéomorphisme sur son image.

L’action de PSL(p,C) sur Homi(Γ, PSL(p,C)) est propre, la fonction
suivante est donc propre :

ζ :

∣∣∣∣
PSL(p,C)⇥Homi(Γ, PSL(p,C)) −! Homi(Γ, PSL(p,C))2

(g, ρ) 7−! (g · ρ, ρ)

Les espaces PSL(p,C) et Homi(Γ, PSL(p,C)) sont Hausdorff, locale-
ment compacts donc la fonction ζ est fermée, i.e. si F est un fermé de
Homi(Γ, PSL(p,C)), ζ(G⇥ F ) est fermé. En particulier, sa projection sur
le premier facteur est fermé :

PSL(p,C) · F :=
[

g2PSL(p,C)

g · F est fermé dans Homi(Γ, PSL(p,C))

Soit U un ouvert de H⇢
i
et U0 := (ψ1|Hi

ρ
)−1(U) inclus dans Hi

⇢. C’est

un ouvert par continuité de ψ1|Hi
ρ
. Comme ι|Hi

ρ
est un homéomorphisme
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sur son image, ◆(U0) est ouvert dans ◆(Hi
⇢), et l’on peut donc trouver un

ouvert V dans Homi(Γ, PSL(p,C)) tel que :

V \ ◆(Hi
⇢) = ◆(U0)

Soit F := V c \ ◆(Hi
⇢) (V

c désigne le complémentaire de V ). Comme V c

est fermé et ◆(Hi
⇢) est fermé, l’ensemble F est fermé. Par suite, PSL(p,C)·F

est fermé. Notons

V0 := V − PSL(p,C) · F
qui est donc un ouvert de Homi(Γ, PSL(p,C)). Clairement :

V0 \ ◆(Hi
⇢) ✓ V \ ◆(Hi

⇢)

De plus, si ⇢ est dans ◆(U0) = V \ ◆(Hi
⇢), nous allons montrer que ⇢

n’est pas conjugué à un élément de F , on le fait par l’absurde.

Supposons ⇢ 2 PSL(p,C) · F alors il existe g 2 PSL(p,C) tel que
g · ⇢ 2 F . Ainsi ⇢ 2 ◆(U0) et un conjugué de ⇢ est dans ◆(U c0 ). Par la
proposition 15, g est en fait un élément de D o hMci et donc U0 n’est pas
stable par l’action de Do hMci, ce qui contredit la définition de U0, ainsi :

◆(U0) = V \ ◆(Hi
⇢) ✓ (PSL(p,C) · F )c ) V0 \ ◆(Hi

⇢) = V \ ◆(Hi
⇢)

Par la commutativité du diagramme :

'(U) =  2(◆(U0)) =  2(V0 \ ◆(Hi
⇢))

Nous allons maintenant montrer, grâce à la définition de V0 que :

 2(V0 \ ◆(Hi
⇢)) =  2(V0) \  2(◆(Hi

⇢))

Clairement, le membre de gauche est contenu dans le membre de droite.
Soit PSL(p,C) · ⇢ dans  2(V0) \  2(◆(Hi

⇢)) alors ⇢ est conjugué à g · ⇢ un

élément de ◆(Hi
⇢), vu que ⇢ est aussi conjugué à un élément de V0, cela

implique que g · ⇢ est dans V \ ◆(Hi
⇢)) = V0 \ ◆(Hi

⇢). Ainsi nous avons bien
l’égalité. Au final :

'(U) =  2(V0)| {z }
ouvert

\ 2(◆(Hi
⇢))| {z }

='(Hρ
i
)

Ainsi '(U) est un ouvert relatif de '(H⇢
i
). La fonction '

Hρ
i est donc

continue et ouverte sur son image, puisqu’elle est également injective par la
proposition 15, c’est un homéomorphisme sur son image.
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En un certain sens, ce premier théorème montre que ' ne déforme pas les
composantes. En particulier, la correspondance de la proposition 13 permet
de décrire les composantes du lieu singulier de la variété des caractères. Le
prochain travail pour nous est l’étude du lien entre les différentes compo-
santes.

L’intersection des composantes. On commence avec un lemme sur l’in-
tersection de deux noyaux de morphismes de groupes de Γ vers hMci.
Lemme 10

Soit ⇢ et ⇢0 deux morphismes non-triviaux de Hom(Γ, hMci) avec la
condition supplémentaire qu’ils ne soient pas proportionnels. Si K (resp.
K 0) est le noyau de ⇢ (resp. ⇢0) alors Γ

K\K0 est isomorphe à Z/p⇥ Z/p.

Démonstration : En utilisant le lemme 9, les groupesK et K 0 sont distincts.
Au niveau des indices, [Γ : K \K 0] = [Γ : K][K : K \K 0] = p[K : K \K 0],
vu que K 6= K 0 et [Γ : K 0] = p, on a [K : K \K 0] = p.

Ainsi K\K 0 est un sous-groupe normal d’indice p2 dans Γ. Finalement,
pour γ 2 Γ, γp appartient à K et K 0 (chacun est d’indice p), i.e. γp est
dans K \K 0 pour tout γ 2 Γ. Ainsi Γ

K\K0 est bien isomorphe à Z/p⇥Z/p.

Nous nous intéressons maintenant à l’intersection de deux composantes
différentes.

Proposition 16

Soient ⇢ et ⇢0 deux éléments non-triviaux de Hom(Γ, hMci) qui ne sont
pas dans la même (Z/p)⇤-orbite, on note K := ker(⇢) et K 0 := ker(⇢0).

Si ⇢ est irréductible dans Homi(Γ, PSL(p,C)) vérifiant :

PSL(p,C) · ⇢ 2 '(Hρ
i
) \ '(Hρ0

i
)

alors ker(⇢) contient K \K 0.

Démonstration : À conjugaison près, on peut supposer que ⇢ appartient à
H⇢, de plus, par la proposition 7, quitte à conjuguer à nouveau ⇢, on peut
supposer que Im(⇢) (sous-groupe exceptionnel de PSL(p,C)), contientMc.

On peut donc trouver γ 2 Γ tel que ⇢(γ) = Mc. Vu que K 6= K 0 (en
utilisant le lemme 9) on peut même supposer que γ 2 K 0 et ⇢(γ) = Mc

(sinon Kc ✓ (K 0)c et alors K 0 ✓ K en contradiction avec K 6= K 0).
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Soit g tel que ⇢0 := g⇢g−1 est dans H⇢0 , on peut trouver un tel g car
PSL(p,C) · ⇢ 2 '(H⇢)\'(H⇢0) par hypothèse. Nous allons montrer qu’il y
a très peu de choix pour un tel g. Ensuite, on en concluera que si g envoie
un élément diagonal sur un autre élément diagonal alors ces deux éléments
sont triviaux.

Comme γ 2 K 0 := ker(⇢0) l’élément g⇢(γ)g−1 est diagonal. Soit U une
matrice diagonale telle que U = g⇢(γ)g−1.

Si p = 2, le polynôme caractéristique de U est égal à celui de g−1Mcg

i.e. X2 + 1. Ainsi U = ±
✓p

−1 0
0 −

p
−1

◆
, il existe alors une permutation

⌧ 2 SZ/2 vérifiant

U =M⌧D(⇠)M−1
⌧

Si p > 2, le polynôme caractéristique de Uest égal à celui de g−1Mcg
i.e. Xp − 1. Ainsi ses valeurs propres sont 1, ⇠, . . . , ⇠p−1. Vu que D(⇠) est
diagonale avec les mêmes p valeurs propres 1, ⇠, . . . , ⇠p−1 , il existe une
permutation ⌧ 2 SZ/p telle que :

U =M⌧D(⇠)M−1
⌧

On définit la matrice de Vandermonde V0 := (⇠ij)0i,jp−1, un calcul
direct montre que :

V0Mc = D(⇠)V0

Comme gMcg
−1 = U =M⌧D(⇠)M−1

⌧ :

gV −1
0 D(⇠)V0g

−1 =M⌧D(⇠)M−1
⌧

AinsiM−1
⌧ gV −1

0 commute avec D(⇠) et est donc diagonale. En résumé :

g =M⌧

0
B@
λ0

. . .

λp−1

1
CAV0

Soit γ0 dans K \K 0. On peut écrire ⇢(γ0) = X. Vu que γ0 est dans le
noyau de ⇢ et ⇢0, les matrices X et g−1Xg sont diagonales.

Soit :



68 CHAPITRE 2. LE CAS DE PSL(P,C)

Y := (M⌧

0
B@
λ0

. . .

λp−1

1
CA)−1X(M⌧

0
B@
λ0

. . .

λp−1

1
CA)

La matrice Y est diagonale car X l’est et M⌧

0
B@
λ0

. . .

λp−1

1
CA fixe

globalement l’ensemble des matrices diagonales. Aussi :

Y = V0g
−1XgV −1

0

On explicite les coefficients diagonaux de g−1Xg et Y :

g−1Xg =:

0
B@
x0

. . .

xp−1

1
CA et Y =:

0
B@
y0

. . .

yp−1

1
CA

alors :

V0g
−1Xg = Y V0

implique que pour tout 0  i, j  p− 1 :

⇠ij(xi − yj) = 0

Ainsi pour tout i, j xi = yj et en particulier, X est central et donc
⇢(γ0) = X est trivial. C’est donc que K \ K 0 est contenu dans le noyau
de ⇢.

Les points dans l’intersection de deux composantes sont alors faciles à
caractériser :

Corollaire 5

Soient ⇢ et ⇢0 deux éléments non-triviaux de Hom(Γ, hMci) qui ne
sont pas dans la même orbite modulo (Z/p)⇤. Soit ⇢ une représentation

irréductible dont la classe de conjugaison est dans '(Hρ
i
)\'(Hρ0

i
), alors,

à conjugaison près Im(⇢) = hD(⇠)io hMci = hD(⇠)i ⇥ hMci.

En particulier ⇢ est très exceptionnelle.
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Démonstration : En vertu de la proposition 16 ⇢ se factorise par K \K 0 (via
les définitions K := ker(⇢) et K 0 := ker(⇢0)) :

Γ

!! !!

⇢
// PSL(p,C)

Γ
K\K0

Ψ

99

Nous avons déjà remarqué que Γ
K\K0 est isomorphe à

Z/p⇥ Z/p

Ainsi Im(⇢) est un groupe abélien. C’est aussi un groupe irréductible.
La classification du théorème 2.1 assure que Im(⇢) est conjugué à hD(⇠)i⇥
hMci.

Remarquons (on aura un résultat plus précis après) que le nombre d’élé-

ments dans '(Hρ
i
)\'(Hρ0

i
) est fini (les points dans cette intersection s’iden-

tifient aux classes de conjugaison de représentations de Z/p⇥ Z/p). Ce qui
suit donne un nombre précis pour cette intersection :

Proposition 17

Soient ⇢ et ⇢0 deux éléments non-triviaux de Hom(Γ, hMci) qui ne sont
pas dans la même (Z/p)⇤-orbite.

Soit K := ker(⇢) et K 0 := ker(⇢0). L’ensemble '(Hρ
i
) \ '(Hρ0

i
) est

fini de cardinal p− 1.

De plus, le normalisateur N du groupe hD(⇠)i⇥hMci dans PSL(p,C)
se projette sur SL(2,Z/p)  GL(2,Z/p) ' Aut(hD(⇠)i ⇥ hMci) par
l’action de conjugaison.

Démonstration : À conjugaison près, toute représentation irréductible ⇢ telle
que sa classe de conjugaison soit dans l’intersection des deux composantes

'(H⇢
i
) \ '(H⇢0

i
) se factorise par Γ/K \K 0 :

Γ

    

⇢
// // hD(⇠)i ⇥ hMci

Γ
K\K0

Ψ

88 88

Notons :
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X := { :
Γ

K \K 0
! hD(⇠)i ⇥ hMci |  est un isomorphisme}

À chaque  dans X, nous pouvons associer un morphisme ⇢ comme
dans le diagramme ci-dessus. De plus :

{PSL(p,C) · ⇢ |  2 X} = '(H⇢
i
) \ '(H⇢0

i
)

L’égalité de ces deux ensembles étant conséquence de la factorisation
décrite ci-dessus.

Ainsi, pour calculer le cardinal de '(H⇢
i
) \ '(H⇢0

i
),il suffit de com-

prendre à quelle condition, si  1, 2 2 X, les représentations ⇢ 1
et ⇢ 2

sont conjuguées.

Tout d’abord si  1, 2 2 X alors  2 
−1
1 est un automorphisme de

hD(⇠)i ⇥ hMci, i.e. un élément de GL(2,Z/p).

On voit alors que X est une orbite GL(2,Z/p) ·  où  2 X. D’autre
part, la condition que  1 et  2 soient conjuguées est alors équivalente au
fait que  1 et  2 soient dans une même orbite sous l’action de :

N := NPSL(p,C)(hD(⇠)i ⇥ hMci)

N est le normalisateur de hD(⇠)i ⇥ hMci dans PSL(p,C)

L’application naturelle allant de N dans Aut(hD(⇠)i ⇥ hMci) s’iden-
tifie (en identifiant hD(⇠)i ⇥ hMci à Z/p ⇥ Z/p) à une application de N
dans GL(2,Z/p). Nous allons montrer que l’image de cette application est
SL(2,Z/p).

Soit V1 := λV0 où V0 := (⇠ij)0i,jp−1 est la matrice de Vandermonde

et λ = det(V0)
− 1

p . On a pour 0  i, j  p− 1 :

(V0D(⇠))i,j = ⇠j⇠ij = ⇠(i+1)j = (V0)i+1,j = (McV0)i,j

Ainsi :

V0D(⇠) =McV0 et V1D(⇠)V −1
1 =Mc et donc V1D(⇠)V1

−1
=Mc
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De la même manière, V1McV1
−1

= Dξ
−1

. Ainsi V1 normalise le groupe

hD(⇠)i ⇥ hMci et de plus :

V1 induit l’automorphisme

✓
0 −1
1 0

◆
sur hD(⇠)i ⇥ hMci

Soit p premier impair (pour p = 2, on fait la même chose mais il faut
multiplier par un scalaire pour obtenir une matrice unimodulaire). Si S

est la matrice diagonale avec le i-ème coefficient diagonal ⇠
i(i+1)

2 pour i =
0, . . . , p− 1 alors :

det(S) = ⇠
Pp−1

i=0
i(i+1)

2 = ⇠
(p−1)p(2p+2)

12 = ⇠
(p−1)p(p+1)

6

Si p = 1 mod 3 alors (p− 1)(p+1) est divisible par 6, si p = −1 mod 3

alors p+1 est divisible par 6, dans tous les cas p divise (p−1)p(p+1)
6 et donc

det(S) = 1.

Comme S est diagonale, S commute avec D(⇠), donc S0D(⇠)S−1
0 =

D(⇠). Ainsi :

(M−1
c SMc)i,i = Si+1,i+1 = ⇠

(i+1)(i+2)
2 = ⇠i⇠

i(i+1)
2 = (D(⇠)S)i,i

Comme M−1
c SMc et D(⇠)S sont diagonales, cela implique :

M−1
c SMc = D(⇠)S et donc SMcS

−1 =McD(⇠)

ainsi SMcS
−1

=McD(⇠)

En premier lieu, S normalise hD(⇠)i ⇥ hMci et :

S induit l’automorphisme

✓
1 1
0 1

◆
sur hD(⇠)i ⇥ hMci

Comme les matrices

✓
1 1
0 1

◆
et

✓
0 −1
1 0

◆
engendrent SL(2,Z/p) nous

voyons que N se projette sur un groupe contenant SL(2,Z/p).

Si M 2 GL(2,Z/p) est induit par conjugaison par N alors, en multi-
pliant M par :

M−1

✓
1 0
0 det(M)

◆
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la matrice

✓
1 0
0 det(M)

◆
est induite par la conjugaison d’un certain

élément M0 2 N . Vu que M0 induit

✓
1 0
0 det(M)

◆
, M0 commute avec

D(⇠), c’est donc dans D o hMci par la proposition 6. On obtient :

M0 = dMc
k
où d 2 D et 0  k  p− 1

Ainsi :

M0D(⇠)M0
−1

= D(⇠) et M0McM0
−1

= dMcd
−1

Il vient donc en particulier que :

M0 induit l’automorphisme

✓
1 s
0 1

◆
sur hD(⇠)i ⇥ hMci

Cela implique s = 0 et det(M) = 1. En particulier, X = GL(2,Z/p) ·  
est divisé en :

|GL(2,Z/p)|
|SL(2,Z/p)| = p− 1 N - orbites

Par ce qui a été dit au début de cette preuve, on obtient exactement

p− 1 représentations irréductibles dans '(H⇢
i
) \ '(H⇢0

i
).

Le corollaire 5, implique que les classes de conjugaison de représen-
tations de Γ dans PSL(p,C) dans l’intersection de composantes sont des
représentations très exceptionnelles (i.e. leur centralisateur est isomorphe à
Z/p⇥ Z/p).

Afin de comprendre entièrement ce problème combinatoire des intersec-
tions entre les composantes, il ne nous reste plus qu’à comprendre le nombre
de composantes contenant une unique représentation très exceptionnelle.

Proposition 18

Soit ⇢ : Γ ! hD(⇠)i ⇥ hMci une représentation très exceptionnelle.

Alors le nombre de composantes '(Hρ
i
) (modulo l’identification conte-

nue dans le lemme 9) contenant la classe de conjugaison de cette représen-
tation est p+ 1.

Démonstration : En vertu du lemme 9, les composantes sont données par K⇢

le noyau de ⇢.
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Soit K0 le noyau de ⇢. On montre d’abord que PSL(p,C) ·⇢ 2 '(H⇢) si
et seulement si K0 ✓ K⇢. Le fait que ce soit nécessaire est clair. Supposons
que K0 ✓ K⇢.

Soit K 0 := ker(q ◦ ⇢) (rappelons que q est la projection de hDi o hMci
sur hMci).

Alors K 0 et K⇢ sont deux sous-groupes d’indice p contenant K0, on a
donc K 0/K0 et K⇢/K0 deux sous-groupes de cardinal p de Γ/K0.

Par la proposition 17, le normalisateur de hD(⇠)i⇥hMci dans PSL(p,C)
agit via SL(2,Z/p) qui agit transitivement sur les sous-groupes de cardinal
p de Γ/K0 = Z/p ⇥ Z/p, quitte à conjuguer par g 2 PSL(p,C) on peut
envoyer K 0/K0 sur K⇢/K0.

Ainsi K⇢ = ker(q ◦ g · ⇢), donc PSL(p,C) · ⇢ = PSL(p,C) · (g · ⇢) est
dans '(H⇢).

Il s’ensuit que le nombre de composantes '(H⇢
i
) contenant PSL(p,C)·⇢

est donné par le nombre de sous-groupes d’indice p dans Γ contenant K0,
i.e. le nombre de sous-groupes de cardinal p dans Γ

K0
= (Z/p)2 qui est p+1.

Les différents résultats obtenus ici peuvent être résumés en un théorème.
Rappelons que le p-rang d’un groupe Γ est la dimension sur Z/p de Γab/pΓab.

Théorème 2.3 (Combinatoire du lieu singulier)

Soit Γ un groupe de type fini de p-rang r.

Le lieu singulier χi(Γ, PSL(p,C)) est la réunion de pr−1
p−1 composantes

différentes '(Hρ
i
) où ⇢ est un morphisme de groupes non-trivial dans

Hom(Γ, hMci).

Deux composantes différentes s’intersectent en p−1 classes de conju-
gaison de représentations, chacune étant la classe de conjugaison d’une
représentation très exceptionnelle.

Réciproquement, chaque classe de conjugaison de représentations très
exceptionnelles appartient à exactement p+ 1 composantes.

Le nombre de classes de conjugaison de représentations très excep-

tionnelles dans χi(Γ, PSL(p,C)) est (pr−1)(pr−1−1)
p2−1

.
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Démonstration : Pour le premier fait, nous avons déjà vu qu’il y a autant
de composantes que d’éléments dans Hom(Γ, hMci)/(Z/p)⇤ privé du mor-
phisme trivial.

Cet ensemble est en bijection avec l’ensemble des sous-groupes normaux
d’indice p dans Γ (en envoyant chaque morphisme de groupes sur son noyau)
qui s’identifie à l’ensemble des sous groupes d’indice p dans Γab/pΓab. Ce

groupe étant isomorphe à (Z/p)r où r est le p-rang de Γ. On a donc pr−1
p−1

éléments dans cet ensemble.

Les deuxième et troisième faits sont respectivement conséquences des
propositions 17 et 18.

Dans Γ, il y a pr−1
p−1 sous-groupes normaux d’indice p, il y a donc :

✓
pr−1
p−1

2

◆
ensembles de deux sous-groupes normaux différents d’indice p

Ainsi (en utilisant le deuxième fait) :

{({K,K 0}, PSL(p,C) · ⇢) | ⇢ se factorise via K \K 0}

est de cardinal

✓
pr−1
p−1

2

◆
(p − 1). D’autre part, en utilisant le troisième

fait, ce cardinal est également :

|{PSL(p,C) · ⇢ | ⇢ est très exceptionnelle}| (p+ 1)p

2

Soit Np := |{PSL(p,C) · ⇢ | ⇢ est très exceptionnelle}|
le nombre recherché, alors :

Np =
2

p(p+ 1)

✓
pr−1
p−1

2

◆
(p− 1)

=
2

p(p+ 1)

1

2

pr − 1

p− 1
(
pr − 1

p− 1
− 1)(p− 1)

=
pr − 1

p(p+ 1)

pr − p

p− 1

Ainsi, il y a exactement Np = (pr−1)(pr−1−1)
p2−1 classes de conjugaison de

représentations très exceptionnelles.

Nous avons étudié en détail le défaut d’injectivité de '. On voit en parti-
culier, que le comportement combinatoire de ' ne dépend que de l’abélianisé
de Γ (ou plus exactement de son p-rang).
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2.3.3 Différentiabilité de ϕ

Le théorème 2.2 montre que ' restreinte à chaque composante est un
homéomorphisme sur son image. On souhaite étudier la différentiabilité de

' en un point PSL(p,C)·⇢ 2 Hρ
i
. Par la proposition 18, les classes de conju-

gaison de représentations très exceptionnelles seront des valeurs singulières
pour ' car elles sont des points d’intersection de différentes composantes.
Nous allons montrer que hors de ces classes très exceptionnelles, la fonction
' est une immersion. Rappelons que pour étudier la différentiabilité de ',
nous avons besoin d’une structure d’orbifolde sur la variété des caractères
(c’est le cas pour les groupes fuchsiens par le corollaire 4). Nous commençons
par décrire les espaces tangents.

Proposition 19

Soit PSL(p,C) ·⇢ 2 Hρ
i
alors TPSL(p,C)·ρHρ s’identifie naturellement

au groupe de cohomologie H1(Γ, (Cp
0)ρ) où (Cp

0)ρ est le Γ-module des
matrices de trace nulle, de taille p dont l’action est donnée par ⇢.

Démonstration : Nous avons déjà vu que H⇢
i
= H1(Γ, D⇢)/hMci − {[1]},

en utilisant l’exponentielle de matrice, il est alors clair qu’en tout point,
l’espace tangent de H1(Γ, D⇢) est H

1(Γ, (Cp0)⇢) car l’action du groupe fini
hMci est libre sur H1(Γ, D⇢)− {[1]}, on en déduit le résultat.

L’espace tangent du côté de Hρ est donc bien compris. Pour ce qui est
de l’espace tangent dans la variété des caractères de PSL(p,C), il faut avoir
une hypothèse supplémentaire pour le définir (il ne suffit pas d’avoir une
bonne topologie). Pourvue que cette hypothèse supplémentaire soit vérifiée
la correspondance sera lisse (cf théorème 2.4).

Proposition 20

Si Γ est fuchsien alors la variété des caractères χi(Γ, PSL(p,C))
admet une structure d’orbifolde (l’isotropie est donnée par les centra-
lisateurs). De plus, si ⇢ est une représentation irréductible de Γ dans
PSL(p,C) alors :

TOrb
PSL(p,C)·ρχ

i(Γ, PSL(p,C)) = H1(Γ, sl(p,C)ρ)/Z(⇢)

Démonstration : Nous avons vu, par le théorème 1.3, la variété des caractères
χi(Γ, PSL(p,C)) = Homi(Γ, PSL(p,C))/PSL(p,C) est une orbifolde. De
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plus l’istropie locale de PSL(p,C) · ⇢ est alors donnée par Z(⇢) vu que le
centre de PSL(p,C) est trivial.

En vertu de la proposition 1, l’espace tangent à Homi(Γ, PSL(p,C))
en ⇢ 2 Homi(Γ, PSL(p,C)) s’identifie à Z1(Γ, sl(p,C)Ad◦⇢).

Dans la construction de l’orbifolde du théorème 1.3, nous avons décom-
posé l’espace tangent à M := Homi(Γ, PSL(p,C)) en ⇢, en un espace tan-
gent vertical correspondant à T⇢PSL(p,C)·⇢ et un espace tangent horizontal
complémentaire à l’espace tangent vertical.

Ici, on sait par la proposition 2 que T⇢PSL(p,C) ·⇢ s’identifie à l’espace
B1(Γ, sl(p,C)Ad◦⇢). Ainsi, on a décomposé :

Z1(Γ, sl(p,C)Ad◦⇢) = B1(Γ, sl(p,C)Ad◦⇢)⊕H⇢

Il est alors clair queH⇢ s’identifie (en tant qu’espace vectoriel) au groupe
de cohomologie H1(Γ, sl(p,C)Ad◦⇢).

De plus la définition de l’espace tangent orbifold permet d’identifier
TOrbPSL(p,C)·⇢χ

i(Γ, PSL(p,C)) au complémentaire du sous-espace tangent ver-

tical quotienté par l’action du groupe d’isotropie locale : H⇢/Z(⇢). Autre-
ment dit :

TOrbPSL(p,C)·⇢χ
i(Γ, PSL(p,C)) = H1(Γ, sl(p,C)Ad◦⇢)/Z(⇢)

Sous les mêmes hypothèses, nous pouvons calculer la différentielle de '
en un point PSL(p,C) · ⇢ où ⇢ est une représentation exceptionnelle mais
pas très exceptionnelle (i.e. son centralisateur est isomorphe à Z/p).

Lemme 11

Soit ⇢ dans Homi(Γ, D o hMci) une représentation exceptionnelle
dans PSL(p,C) dont le centralisateur est isomorphe à Z/p. Alors :

DPSL(p,C)·ρ' : H1(Γ, (Cn
0 )ρ) ! H1(Γ, sl(p,C)ρ)/Z(⇢) est injective

En particulier ' restreinte à l’ensemble des représentations excep-
tionnelles mais pas très exceptionnelles est un difféomorphisme sur son
image.
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Démonstration : Avec la définition de ', il est clair que sa différentielle est
donnée par l’application naturelle suivante :

H1(Γ, (Cn0 )⇢) ! H1(Γ, sl(p,C)⇢)/Z(⇢)

induite par l’inclusion de Cn0 dans sl(p,C)⇢. Nous allons montrer que
cette application a un noyau trivial. Par hypothèse, ⇢ est dans H⇢. En

particulier, son centralisateur Z(⇢) est le groupe hD(⇠)i.

Soient z1, z2 deux fonctions Z1(Γ, (Cn0 )⇢) telles que

z1 = z2 dans H1(Γ, sl(p,C)⇢)/Z(⇢)

Il existe alors k ≥ 0 et u 2 B1(Γ, sl(p,C)⇢) (i.e. a 2 D) tel que pour
tout γ 2 Γ on ait u(γ) = γ · a− a avec :

z1 −D(⇠)
k · z2 = u

On a utilisé ici que Z(⇢) = hD(⇠)i. Comme z2 2 Z1(Γ, (Cn0 )⇢), cela
implique que D(⇠)k · z2 = z2. Ainsi z1 − z2 = u. Nous devons donc montrer
que z1 − z2 2 B1(Γ, (Cn0 )⇢).

Définissons b 2 D avec bi,i = ai,i pour i = 0, . . . , p− 1. On a Tr(a) = 0
donc Tr(b) = 0, on peut donc considérer :

δ0(b) : γ 7! γ · b− b 2 B1(Γ, (Cn0 )⇢)

Pour 0  i  p− 1 et γ 2 Γ :

(δ0(a)(γ))i,i = (γ · a)i,i − ai,i = (γ · a)i,i − bi,i

Écrivons :

⇢(γ) = Diag(λ0, . . . ,λp−1)Mc
j

Alors :

(γ · a)i,i = ai−j,i−j = bi−j,i−j = (γ · b)i,i
Nous avons donc pour 0  i  p− 1 :

(δ0(a)(γ))i,i = (δ0(b)(γ))i,i

De plus, puisque z1 et z2 ont leur image dans les matrices diagonales,
δ0(a) = z1 − z2 a également son image dans les matrices diagonales. Il est
alors évident que les matrices δ0(a)(γ) et δ0(b)(γ) sont égales (toutes deux
étant diagonales et avec les mêmes coefficients diagonaux).
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z1 − z2 = δ(a) = δ(b) 2 B1(Γ, (Cn0 )⇢)

Ainsi l’application :

H1(Γ, (Cn0 )⇢) ! H1(Γ, sl(p,C)⇢)/Z(⇢)

est une inclusion. Par définition ' est une immersion en dehors des
représentations très exceptionnelles.

Puisque les points d’intersections de '(H⇢
i
) sont seulement donnés par

les représentations très exceptionnelles (proposition 17) et ' restreinte à
chaque composante est un homéomorphisme (théorème 2.2), si l’on restreint
' à l’ensemble des représentations qui ne sont pas très exceptionnelles, on
garde un homéomorphisme. Puisque cet homéomorphisme est également
une immersion nous en déduisons que la fonction ' est un difféomorphisme
sur son image par le théorème des fonctions implicites.

Théorème 2.4

Soit Γ un groupe fuchsien, alors la fonction ' induit un difféomor-
phisme de :

[

ρ2Hom(Γ,hMci)
ρ non-trivial

Hρ
i − {PSL(p,C) · ⇢ avec |Z(⇢)| = p2}

sur le lieu singulier des représentations de PSL(p,C) dont le centra-
lisateur est isomorphe à Z/p.

Démonstration : Par le lemme 11, ' est bien un difféomorphisme sur son
image, en dehors des classes de conjugaison de représentations très excep-
tionnelles. Il est alors clair que cela va se surjecter sur le lieu singulier des
représentations de PSL(p,C) dont le centralisateur est isomorphe à Z/p.

En résumé, la correspondance ' se comporte très bien du point de
vue topologique mais aussi du point de vue de la géométrie différentielle,
pourvu que l’on ait une telle structure. Dans la prochaine section, nous
allons déterminer complètement ce lieu orbifold quand Γ est fuchsien.



2.4. QUAND Γ EST UN GROUPE FUCHSIEN 79

2.4 Quand Γ est un groupe fuchsien

Dans la section 1.3, nous avons montré que χi(Γ, PSL(p,C)) a une struc-
ture orbifolde quand Γ est fuchsien. Le lieu orbifold est exactement l’en-
semble des représentations exceptionnelles. Nous nous intéresserons à deux
cas. Le premier, quand Γ est un groupe libre de rang l ≥ 2 sera relative-
ment simple. Le second, quand Γ est le groupe fondamental d’une surface
de Riemann de genre g ≥ 2 sera un peu plus complexe. Rappelons que
la seule chose qui nous manque pour décrire complètement le lieu orbifold

est la géométrie des composantes '(Hρ
i
). On verra rapidement que dans

ces cas particuliers, toutes les composantes sont isomorphes deux à deux.

Dans le cas du groupe libre, les composantes '(Hρ
i
) seront les composantes

irréductibles du lieu singulier.

Par le théorème 2.2, '(Hρ
i
) et Hρ

i
sont homéomorphes. Par la proposi-

tion 13, ce dernier espace est homéomorphe à ker(T )/hMcibut − {[1]} où T
est le morphisme de transgression et K le noyau de ⇢. Les différentes actions
de hMci ont été décrites à la fin de la sous-section 2.3.1. De plus, par le
théorème 2.4, ces correspondances respectent la structure différentielle.

2.4.1 Γ est un groupe libre

Soit Γ := Fl un groupe libre de rang l. Rappelons que nous étudions (cf
sous-section 2.3.1) :

ker(T )/hMcibut − {[1]}
Nous justifions qu’il suffit de décrire l’espace ci-dessus pour un unique

K d’indice p dans Fl.

Proposition 21

Le groupe Aut(Fl) agit transitivement sur les sous-groupes normaux
d’indice p dans Fl.

En particulier, pour tous ⇢ et ⇢0 morphismes de groupes non-triviaux

deHom(Fl, hMci), les composantes '(Hρ
i
) et '(Hρ0

i
) sont difféomorphes

les unes aux autres.

Démonstration : L’ensemble des sous-groupes normaux K d’indice p dans Γ
est en bijection avec l’ensemble des sous-groupes d’indice p dans (Fl)

Ab =
Zl. Clairement Aut((Fl)

Ab) = GL(l,Z) agit transitivement sur ces en-
sembles, puisque l’application canonique de Out(Fl) dans Aut((Fl)

Ab) est
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surjective (c.f. [LS12]), nous obtenons que Out(Fl) agit transitivement sur
les sous-groupes normaux d’indice p dans Fl.

Soient deux composantes '(H⇢
i
) et '(H⇢0

i
), définissons les noyaux res-

pectifs K := ker(⇢) et K 0 := ker(⇢0). Par ce que l’on vient de voir, on peut
trouver φ 2 Aut(Fl) tel que φ(K) = K 0. Ainsi, les compositions par φ et
φ−1 fournissent des difféomorphismes réciproques l’un de l’autre entre les

composantes '(H⇢
i
) et '(H⇢0

i
) du lieu singulier.

Une conséquence immédiate est qu’il suffit de s’intéresser à une com-
posante particulière, autrement dit, un seul sous-groupe normal d’indice p.
Afin d’en construire un qui soit adapté à notre étude, nous utiliserons les
revêtements d’espaces topologiques.

Soit D un disque. On enlève de ce disque un plus petit disque de même
centre. On enlève alors, le long d’un rayon l−1 disques, puis on tourne d’un
angle 2π

p et on enlève à nouveau l− 1 disques le long d’un rayon. En faisant
cela p fois, nous construisons alors une surface Σ2 avec (l − 1)p + 1 trous.
Puisque, par construction, cette surface est invariante par une rotation r
d’ordre p nous pouvons quotienter Σ2 par l’action de hri pour obtenir une
nouvelle surface Σ1 ayant exactement l trous. Voir la figure 2.1.

Définissons  : Σ2 ! Σ1 la projection identifiant les points de Σ2 modulo
hri. C’est un revêtement galoisien de Σ1 d’ordre p. Ainsi ⇡1(Σ2) est un
sous-groupe normal d’indice p dans ⇡1(Σ1). Puisque X est un disque avec l
trous, le groupe ⇡1(Σ1) est librement généré par les boucles simples autour
de chacun des trous. Soit x1 la boucle autour du trou central et x2,. . .,xl
les boucles autour des l − 1 trous restants. Il est alors clair que le groupe
fondamental de Σ1 est librement généré par x1, . . . , xl.

D’autre part, un système libre de générateurs de ⇡1(Σ2) est donné par
les (l − 1)p + 1 boucles simples autour de chacun des trous que l’on peut
identifier à xp1 et xi−1

1 xjx
1−i
1 avec 1  i  p et 2  j  l (voir la figure 2.1).

on définit :

K := ⇡1(Σ2) = hxp1, x2, x1x2x−1
1 , . . . , xp−1

1 x2x
1−p
1 , . . . , xp, . . . , x

p−1
1 xpx

1−p
1 i
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Figure 2.1 – Construction d’un sous-groupe normal d’indice p dans un
groupe libre à l générateurs
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On donne maintenant un nom aux générateurs de K. Soit X := xp1 et
Yi,j := xi1xjx

−i
1 (l’index i parcourt 0  i  p−1 i.e. Z/p). Les deux ensembles

suivants sont clairement égaux car K est librement généré par ces éléments :

Hom(K,D) = D ⇥
lY

j=2

D
Z/p

à f 2 Hom(K,D), on associe (f(X), (f(Y0,j), . . . , f(Yp−1,j))j2l)

Sous cette identification, nous pourrons calculer le noyau de la transgres-
sion ker(T ) (rappelons que la proposition 13 donne des conditions relative-
ment simples pour être dans le noyau de la transgression).

Proposition 22

Soit K défini comme ci-dessus. Soit ⇢ 2 Hom(Γ, hMci) de noyau K.
Alors, si T désigne le morphisme de transgression associé (voir la dis-
cussion précédant la proposition 12), le noyau de la transgression ker(T )

s’identifie à D
l−1

.

La correspondance associe à chaque élément f 2 ker(T ) le (l − 1)-
uplet (f(Y0,2), . . . , f(Y0,l)).

Démonstration : D’après que nous avons vu en section 2.3.1, il nous faut
choisir une section ensembliste pour la suite exacte :

1 ! K ! Γ ! hMci ! 1

Quitte à multiplier ⇢ par l 2 (Z/p)⇤ (l’action de Z/p⇤ be change pas la
composante par la proposition 14), on peut supposer que ⇢(x1) =Mc.

L’action de hMci sur Hom(K,D) est alors décrite par :

Si Mc
l 2 hMci et f 2 Hom(K,D) alors (Mc

l · f)(k) =Mc
l · f(x−l1 kxl1)

Sous l’identification vue plus haut :

(Mk
c · f) = (Mk

c · f(X), (Mk
c · f(Y−k,j), . . . ,Mk

c · f(Yp−1−k,j))j2l)

Si f 2 ker(T ) alors, par la proposition 13, f(xp1) est trivial, donc f(X) =
Ip. De plus, Mc · f = f , ainsi pour tout j :
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f(Y0,j) =Mc · f(Yp−1,j), . . . , f(Yp−2,j) =Mc · f(Yp−1,j)

Ceci implique que f(Yk,j) = Mk
c · f(Y0,j) et donc f est uniquement

déterminé par les valeurs f(Y0,j) pour 2  j  l. On alors :

ker(T ) s’injecte dans D
l−1

en envoyant f sur (f(Y0,2) . . . f(Y0,l))

Cette inclusion est également surjective car si (Z2, . . . , Zl) est dans

D
l−1

, le morphisme de groupes f de K vers D défini par :

f(X) := In, f(Yk,j) :=Mk
c · f(Y0,j) pour 2  j  l et 0  k  p− 1

est clairement fixe par l’action de hMci. D’où la surjectivité puisque
f 2 ker(T ) (car f(γp0 ) = f(X) est trivial).

Au final :

Théorème 2.5

Pour chaque élément non-trivial ⇢ 2 Hom(Fl, hMci), la composante

'(Hρ
i
) est homéomorphe à :

⇣
D

l−1 − {(1, . . . , 1)}
⌘
/hMci

où l’action de hMci est donnée par équiconjugaison, i.e. si s 2 hMci
et (x1, . . . , xl−1) 2 D

l−1
alors :

s · (x1, . . . , xl−1) := (s · x1, . . . , s · xl−1)

Démonstration : Par la proposition 21, toute composante '(H⇢
i
) sera diffé-

omorphe à celle, particulière, que nous avons déterminée à partir de ce
groupe normal K d’indice p. Nous avons vu que la transgression associée T
vérifiait alors :

ker(T ) = D
l−1

L’action de hMcibut sur le membre de gauche, se transforme clairement
en l’action d’équiconjugaison sur le membre de droite via la correspondance
de la proposition 22. Ainsi :
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'(H⇢
i
) est homéomorphe à ker(T )/hMcibut − {[1]}

qui est homéomorphe à
⇣
D
l−1 − {(1, . . . , 1)}

⌘
/hMci

En particulier :

Corollaire 6

Soit l ≥ 2, le lieu orbifold de χi(Fl, PSL(p,C)) est connexe de di-
mension (p− 1)(l − 1).

Démonstration : En utilisant le théorème 2.1 et la proposition 11, le lieu

orbifold est la réunion des composantes '(H⇢
i
). Vu que chacune de ces

composantes est connexe par le théorème 2.5 et que chaque paire de com-
posantes a une intersection non-vide par la proposition 17, leur réunion, i.e.
le lieu orbifold, est connexe.

De plus, la correspondance ' étant un difféomorphisme en les classes de
conjugaison de représentations qui ne sont pas très exceptionnelles et toutes
les composantes étant difféomorphes les unes aux autres par la proposition
21, on obtient finalement que la dimension d’une composante est :

dim(D)(l − 1) = (p− 1)(l − 1)

le théorème 2.3 nous indique qu’il y a un nombre fini de classes de
conjugaison de représentations très exceptionnelles. Par ce qui est écrit au-
dessus, le lieu singulier a pour dimension (p − 1)(l − 1) en chaque point
qui n’est pas très exceptionnel, ainsi, le lieu singulier a pour dimension
(p− 1)(l − 1) en faisant un léger abus de notation.

Le p-rang de Fl est l, en combinant ce corollaire aux résultats contenus
dans le théorème 2.3, nous obtenons une paramétrisation précise du lieu
orbifold pour la variété des caractères χi(Fl, PSL(p,C)).

2.4.2 Γ est un groupe de surface

Soit Γ le groupe fondamental de Σg une surface de Riemann fermée de
genre g ≥ 2. Nous allons effectuer une étude similaire à celle que nous avons
faite pour les groupes libres. Par le théorème de Dehn-Nielsen-Baer (voir
[FM11] théorème 8.1), nous savons que le mapping class group s’identifie à
un sous-groupe d’indice 2 dans Out(Γ). Nous notons Out+(Γ) ce sous-groupe
d’indice 2 dans Γ et Aut+(Γ) les automorphismes correspondants.
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Proposition 23

Soit Γ le groupe fondamental de Σg une surface de Riemann fermée de
genre g ≥ 2. Le groupe Aut+(Γ) agit transitivement sur les sous-groupes
normaux d’indice p de Γ.

Pour tous ⇢ et ⇢0 des morphismes non-triviaux de Hom(Γ, hMci), les
composantes '(Hρ

i
) et '(Hρ0

i
) sont difféomorphes l’une à l’autre.

Démonstration : L’ensemble des sous-groupes normaux K d’indice p dans Γ
est en correspondance bijective avec l’ensemble des sous-groupes d’indice p
dans ΓAb = Z2g. De plus, on sait que Aut+(ΓAb) = Sp(2g,Z) agit transiti-
viement sur ces ensembles, puisque l’application canonique de Out+(Γ) sur
Sp(2g,Z) est surjective (c.f. [FM11], théorème 6.4). Le groupe Aut+(ΓAb)
agit donc transitivement sur les sous-groupe normaux d’indice p dans Γ. Le
reste est identique à la preuve de la proposition 21.

Tout comme dans le cas du groupe libre, le moyen le plus simple de
construire un sous-groupe normal d’indice p dans Γ est la topologie. Soit
T un tore. Sur ce tore, nous creusons g − 1 trous le long d’une ligne, on
effectue une rotation r d’angle 2π

p , puis on creuse à nouveau g − 1 trous le
long d’une ligne, ainsi de suite jusqu’à avoir creusé p(g−1) trous. Notons Σ2

la surface obtenue à partir de cette construction. On définit alors Σ1 l’espace
Σ2 quotienté par l’action du groupe hri. La construction est similaire au cas
du groupe libre (voir la figure 2.2).

La surface Σ1 est alors une surface de genre g et Σ2 est une surface de
genre 1 + (g − 1)p. De plus Σ2 ! Σ2/hri = Σ1 un revêtement galoisien de
Σ1 de telle sorte que ⇡1(Σ2) / ⇡1(Σ1).

La surface Σ1 est une surface dont le groupe fondamental est généré
par 2g éléments a1, b1 autour du trou central, et a2, b2,. . .,ag, bg autour des
autres trous. Le groupe fondamental de Σ1 est facilement décrit par :

⇡1(Σ1) = Γ := ha1, b1, . . . , ag, bg |
gY

i=1

[ai, bi] = 1i

Dans ce cas ⇡1(Σ2) s’identifie à (voir la figure 2.2) :

⇡1(Σ2) = hap1, b1, ai1aja−i
1 , ai1bja

−i
1 | 0  i  p− 1 et 2  j  gi
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De plus, ceci est un ⌧ bon " système de générateurs du groupe fonda-
mental de la surface Y au sens où :

si K := hX,Y,Xi,j , Yi,j | [X,Y ]

gY

j=2

p−1Y

i=0

[Xi,j , Yi,j ] = 1i

alors le morphisme de groupes  défini par :

 :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

K −! ⇡1(Σ2)
X 7−! ap1
Y 7−! b1
Xi,j 7−! ai1aja

−i
1 pour 2  j  g et 0  i  p− 1

Yi,j 7−! ai1bja
−i
1 pour 2  j  g et 0  i  p− 1

est un isomorphisme de groupes.
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Ainsi :

Hom(K,D) = D ⇥D ⇥
gY

j=2

(D ⇥D)Z/p

À f , on associe (f(X), f(Y ), (f(Xk,j), f(Yk,j))0kp−1
2jg

).

Sous cette identification, nous pourrons calculer le noyau de la transgres-
sion ker(T ) (rappelons que la proposition 13 donne des conditions relative-
ment simples pour être dans le noyau de la transgression).

Proposition 24

Soit K défini comme ci-dessus. Soit ⇢ dans Hom(Γ, hMci) avec K =
ker(⇢). Soit T la transgression (voir la discussion précédant la proposition
12).

ker(T ) = hD(⇠)i ⇥ (D
2
)g−1

La correspondance est donnée en associant à chaque morphisme de
groupes f 2 Hom(K,D)hMci le g-uplet (f(Y ), (f(X0,i), f(Y0,i))2ig).

Démonstration : On sait que a1 /2 K. Quitte à multiplier ⇢ par l 2 (Z/p)⇤

(ce qui ne change pas la composante grâce à la proposition 14), on peut
supposer que ⇢(a1) =Mc.

L’action de hMci sur Hom(K,D) peut être décrite par :

Si Mc
l 2 hMci et f 2 Hom(K,D) alors (Mc

l · f)(k) =Mc
l · f(a−l1 kal1)

Si f 2 ker(T ) alors f(ap1) doit être trivial par la proposition 13, et donc
f(X) est trivial.

Il nous reste à comprendre f(a−1
1 Za1) quand Z = Y,Xi,j ou Yi,j et

f 2 Hom(K,D). Clairement :

⇢
f(a−1

1 Xi,ja1) = f(Xi−1,j) pour tout 2  j  g, 0  i  p− 1
f(a−1

1 Yi,ja1) = f(Yi−1,j) pour tout 2  j  g, 0  i  p− 1

Pour ce qui est de Y :
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a−1
1 Y a1 = a−1

1 b1a1 = b1(a1b1)
−1[b1, a1](a1b1) = b1(a1b1)

−1

gY

j=2

[ai, bi]a1b1

Puisque
gQ
j=2

[ai, bi] 2 h[K,K]i et h[K,K]i est caractéristique dans K :

(a1b1)
−1

gY

j=2

[ai, bi]a1b1 2 h[K,K]i

Ainsi, f(a−1
1 Y a1) = f(Y ) si f 2 Hom(K,D). Finalement, si f 2

Hom(K,D)hMci alors f(Y ) commute avec Mc et donc f(Y ) 2 hD(⇠)i .
L’application  définie par :

 :

∣∣∣∣
ker(T ) −! hD(⇠)i ⇥ (D ⇥D)g−1

f 7−! (f(Y ), f(X0,j), f(Y0,j))2jg

est une inclusion. Montrer qu’elle est surjective est (comme dans le cas
du groupe libre) évident.

On obtient alors le théorème :

Théorème 2.6

Soit Γ le groupe fondamental d’une surface de Riemann fermée de genre
g où g ≥ 2.

Pour tout élément non-trivial dans ⇢ 2 Hom(Γ, hMci), la composante

'(Hρ
i
) est homéomorphe à :

hD(⇠)i ⇥
⇣
D

2(g−1)
⌘
/hMci − {(1, . . . , 1)}

L’action de hMci étant donnée par l’équiconjugaison sur :

D
2(g−1) − {(1, . . . , 1)}

Démonstration : Par la proposition 23, toute composante '(H⇢
i
) est difféo-

morphe à celle, particulière que nous avons obtenue avec K. Pour ce K, si
T est le morphisme de transgression associé :

ker(T ) = hD(⇠)i ⇥D
2(g−1)
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La correspondance entre ker(T ) et '(H⇢
i
) est un homéomorphisme par

la proposition 13 et le théorème 2.2.

L’action de hMcibut se traduit, comme dans le cas du groupe libre par
l’équiconjugaison sur le membre de droite. Ainsi, on obtient :

'(H⇢
i
) est homéomorphe à ker(T )/hMcibut − {[1]}

qui est homéomorphe à
⇣
hD(⇠)i ⇥D

2(g−1) − {(1, . . . , 1)}
⌘
/hMci

Contrairement au cas du groupe libre, les composantes ne sont pas
connexes. Afin de calculer exactement le nombre de composantes connexes
du lieu orbifold de la variété des caractères, nous introduisons un invariant.

Rappelons que Γ est le groupe fondamental d’une surface de Riemann
fermée de genre g ≥ 2 qui est engendré par a1, b1, . . . , ag, bg vérifiant une
unique relation :

gY

i=1

[ai, bi] = 1

Si ⇢ est une représentation de Γ dans PSL(p,C), on choisit arbitraire-
ment pour chaque γ 2 Γ, un relevé ⇢̂(γ) 2 SL(p,C) tel que ⇢̂(γ) = ⇢(γ).
Puisque ⇢ est une représentation dans PSL(p,C), nous avons :

e(⇢̂) :=

gY

i=1

[⇢̂(ai), ⇢̂(bi)] 2 Z(SL(n,C))

De plus, si ⇢̂ et ⇢̂0 sont deux relevés différents de ⇢, pour tout γ 2 Γ, on
sait que ⇢̂(γ)(⇢̂0(γ))−1 2 Z(SL(n,C)) , d’où :

gY

i=1

[⇢̂(ai), ⇢̂(bi)] =

gY

i=1

[⇢̂0(ai), ⇢̂
0(bi)]

En particulier e(⇢̂) ne dépend que de ⇢ et pas du relevé ⇢̂ choisi. On
le note e(⇢). Ce sera l’invariant d’Euler associé à ⇢. Remarquons que si
g 2 PSL(p,C) et ĝ est un relevé quelconque de g dans SL(p,C) alors :

e(g · ⇢) = ĝ · e(⇢) = e(⇢) puisque e(⇢) 2 Z(SL(n,C))

L’invariant d’Euler est donc invariant par conjugaison. Dans le prochain
lemme, on montre qu’il est également invariant par l’action de Aut+(Γ).
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Lemme 12

Soit Γ le groupe fondamental d’une surface de Riemann fermée Σg de
genre g ≥ 2. Si φ 2 Aut+(Γ) et ⇢ 2 Hom(Γ, PSL(p,C)) alors e(⇢ ◦ φ) =
e(⇢).

Démonstration : Soit φ un élément de Aut+(Γ) et ⇢ 2 Hom(Γ, PSL(p,C)).
La suite exacte définissant PSL(p,C) est :

1 // Z(SL(p,C)) // SL(p,C) // PSL(p,C) // 1

Soit [z] 2 H2(PSL(p,C), Z(SL(p,C))) représentant cette suite exacte.
L’invariant d’Euler e(⇢) s’identifie alors à :

e(⇢) = [⇢⇤z] 2 H2(Γ, Z(SL(p,C))) = Z(SL(p,C))

Ainsi e(⇢ ◦ φ) = φ⇤e(⇢) = e(⇢), l’action du mapping class group étant
triviale sur H2(Γ,Z) (les éléments de Aut+(Γ) laissent invariant la forme
volume engendrant H2(Γ,Z)), l’action est triviale sur le groupe de cohomo-
logie H2(Γ, Z(SL(p,C))) = H2(Γ,Z/p). En particulier, e(⇢) est invariant
par l’action de Aut+(Γ).

Corollaire 7

Soit ⇢ un morphisme non-trivial de Hom(Γ, hMci). La composante

'(Hρ
i
) contient exactement p composantes connexes, chaque composante

connexe est donnée par une valeur de l’invariant d’Euler. De plus :

e−1(Ip) est homéomorphe à D
2(g−1)

/hMci − {(1, . . . , 1)}

et pour 1  k  p− 1 :

e−1(⇠kIp) est homéomorphe à D
2(g−1)

/hMci

Démonstration : Par la proposition 23 qui stipule que Aut+(Γ) agit tran-
sitivement sur les composantes et le lemme 12 qui stipule que l’invariant
d’Euler est invariant par l’action de Aut+(Γ), il suffit de montrer l’asser-
tion du corollaire pour les K, ⇢ que nous avons défini via la figure 2.2. Pour
0  k  p− 1, on définit un morphisme de groupes :
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⇢k :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Γ −! D o hMci
a1 7−! Mc

b1 7−! D(⇠)
k

ai, bi 7−! D(⇠) pour 2  i  g

Chaque ⇢k est un morphisme de groupes irréductible (parce que ⇢(a1) et
⇢(a2) engendrent un sous-groupe irréductible de PSL(p,C)) et appartient à
H⇢. D’une part, on remarque que c⇢k(a1) :=Mc, c⇢k(b1) := D(⇠)k, c⇢k(ai) :=
D(⇠) et c⇢k(bi) := D(⇠) pour i ≥ 2 fournit un relevé de ⇢k. Le calcul de
l’invariant d’Euler donne alors :

e(⇢k) = ⇠−kIp

Il s’ensuit que e : '(H⇢
i
) ! Z(SL(p,C)) est surjectif. Par conséquent

'(H⇢
i
) est la réunion de p ensembles fermés et ouverts (les p fibres de cette

application).

Par la proposition 24, H⇢
i
a exactement p composantes connexes, par

le théorème 2.2, il en va de même pour '(H⇢
i
).Ainsi, les fibres de '(H⇢

i
)

au-dessus de e sont exactement les p composantes connexes de '(H⇢
i
).

Via l’identification de la proposition 24, la classe de conjugaison de ⇢0
(dont l’invariant d’Euler est Ip) est dans la composante connexe de :

{Ip} ⇥D
2(g−1)

/hMci − {(1, . . . , 1}

qui est homéomorphe à D
2(g−1)

/hMci − {(1, . . . , 1}

Alors que ⇢k pour 1  k  p− 1 est dans la composante connexe :

{D(⇠)
k} ⇥D

2(g−1)
/hMci homéomorphe à D

2(g−1)
/hMci

Comme e(⇢k) = ⇠−kIp, nous avons le résultat.

Au théorème 2.3, nous avons vu que pour ⇢ et ⇢0 deux morphismes de
groupes non multiples l’un de l’autre dansHom(Γ, hMci), l’intersection entre

'(Hρ
i
) et '(Hρ0

i
) est finie de cardinal p− 1. Nous allons voir dans la suite

que, suivant la ”nature” du couple (⇢, ⇢0), soit ces p−1 points d’intersection
ont un invariant d’Euler égal à Ip, soit pour chaque 1  k  p − 1 il existe
un unique point dans l’intersection d’invariant d’Euler ⇠kIp (et aucun point
dans la composante pour l’invariant d’Euler trivial).
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Soit ! la forme symplectique naturelle sur ΓAb = Z2g (voir [FM11] cha-
pitre 5) pour laquelle Aut+(Γ) agit par symplectomorphisme. Nous rappe-
lons que l’image du 2g-uplet (a1, b1, . . . , ag, bg) dans Z2g est une base sym-
plectique pour !.

Notons !p la forme symplectique correspondante sur (Z/p)2g. Sur cet
espace vectoriel symplectique, il existe deux types différents de sous-espaces
E de codimension 2. En effet, soit !p|E est non-dégénérée, soit !p|E est
dégénérée avec un noyau de dimension 2 (clair avec des considérations de
dimension). Notons φ le morphisme de projection de Γ sur (Z/p)2g.

Si l’on se donne deux sous-espaces E et F de codimension 2 pour les-
quels !p est non-dégénérée alors on peut compléter les bases symplectiques
respectives de E et F en des bases symplectiques de l’espace total. Il va
alors exister deux bases symplectiques de l’espace total, l’une respectant E,
l’autre respectant F . Il va donc exister un symplectomorphisme de l’espace
total envoyant E sur F . Ainsi, le groupe Sp(2g,Z/p) va agir transitivement
sur l’ensemble de ces sous-espaces de codimension 2.

Si l’on se donne deux sous-espaces E et F de codimension 2 pour lesquels
!p a un noyau non-trivial. En décomposant :

E = ker(!p|E)
?
⊕ E1 et F = ker(!p|F )

?
⊕ F1

avec E1 et F1 non-dégénérés. Si l’on se donne une base (e1, e2) (resp.
(f1, f2)) de ker(!p|E) (resp. de ker(!p|F )), alors (vu que l’espace total est
symplectique) on peut trouver (e01, e

0
2) (resp. (f

0
1, f

0
2)) tels que (e1, e2, e

0
1, e

0
2)

et (f1, f2, f
0
1, f

0
2) forment une famille symplectique.

En particulier, si l’on complète ces familles symplectiques avec une base
symplectique de E1 (resp. F1), il existe à nouveau une base symplectique de
l’espace total adaptée à E (resp. à F ). On peut donc trouver un symplec-
tomorphisme de l’espace total envoyant E sur F . Pareillement, le groupe
Sp(2g,Z/p) va agir transitivement sur l’ensemble de ces sous-espaces de co-
dimension 2.

Ainsi, nous obtenons exactement deux classes de sous-espaces de co-
dimension 2 modulo Sp(2g,Z) dans (Z/p)2g, les non-dégénérés (ceux pour
lesquels !p est non-dégénérée) et les dégénérés (ceux pour lesquels !p est
non-dégénérée).
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Proposition 25

Soient ⇢ et ⇢0 deux morphismes de Hom(Γ, hMci) non-proportionnels
l’un à l’autre. Soient K := ker(⇢) et K 0 := ker(⇢0). On rappelle que φ
désigne la projection de Γ sur (Z/p)2g.

Si φ(K\K 0) est non-dégénéré, alors pour tout 1  k  p−1, il existe
une unique classe de conjugaison de représentation ⇢k dans l’intersection

'(Hρ
i
) \ '(Hρ0

i
) telle que e(⇢k) = ⇠−kIp.

Si φ(K \K 0) est dégénéré, alors l’intersection '(Hρ
i
) \ '(Hρ0

i
) est

contenue dans e−1(Ip).

Démonstration : En vertu de la discussion précédente où nous avons montré
que Aut+(Γ) a deux orbites pour son action sur les sous-espaces de codi-
mension 2 de (Z/p)2g et le lemme 12 stipulant que l’invariant d’Euler est
invariant par son action, pour montrer la proposition, il suffit de faire un
exemple dans chaque cas.

Le cas non-dégénéré

On peut choisir ces sous-groupes d’indice p dans Γ :

K := hhap1, b1, a2, b2, . . . , ag, bgii

K 0 := hha1, bp1, a2, b2, . . . , ag, bgii

Clairement φ(K \K 0) = V ect(φ(a2),φ(b2), . . . ,φ(ag),φ(bg)), ainsi dans
l’espace vectoriel (Z/p)2g, le sous-espace φ(K \ K 0) est engendré par les
vecteurs φ(a2),φ(b2), . . . ,φ(ag),φ(bg) qui forment une base symplectique
pour !p|φ(K\K0), nous sommes donc dans le cas non-dégénéré.

Pour 1  k  p− 1, on définit :

⇢k :

∣∣∣∣∣∣∣∣

Γ −! D o hMci
a1 7−! Mc

b1 7−! D(⇠)
k

ai, bi 7−! Ip pour 2  i  g

Le noyau de ker(⇢k) est K \ K 0. De plus, l’invariant d’Euler de ⇢k
est ⇠−kIp. Ainsi les ⇢k définissent p − 1 classes de conjugaison différentes,

chacune ayant un invariant d’Euler différent. L’intersection '(H⇢
i
)\'(H⇢0

i
)

contient exactement p−1 éléments, nous avons donc construit tous les points
dans l’intersection.
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Le cas dégénéré

On peut choisir ces sous-groupes normaux d’indice p dans Γ :

L := hhap1, b1, a2, b2, . . . , ag, bgii
L0 := hha1, b1, ap2, b2, a3, b3, . . . , ag, bgii

On a φ(L \ L0) = V ect(φ(b1),φ(b2), . . . ,φ(ag),φ(bg)), il s’ensuit que
dans l’espace vectoriel (Z/p)2g, le sous-espace φ(L \ L0), est engendré par
les vecteurs φ(b1),φ(b2), . . . ,φ(ag),φ(bg), ainsi φ(b1) est dans le noyau de
!p|φ(L\L0),et nous nous trouvons en présence d’un cas dégénéré.

Soit 1  k  p− 1, on définit :

⇢0k :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Γ −! D o hMci
a1 7−! D(⇠)

a2 7−! Mc
k

bi 7−! Ip pour 1  i  g
ai 7−! Ip pour 3  i  g

Le noyau ker(⇢k) est L \ L0. De plus, l’invariant d’Euler de ⇢0k est Ip
pour 1  k  p− 1.

S’il y avait un g 2 PSL(p,C) conjugant ⇢0k et ⇢0k0 avec k 6= k0 alors cette

application induirait nécessairement sur hD(⇠)i ⇥ hMci un automorphisme
de hD(⇠)i ⇥ hMci dont le déterminant n’est pas 1, ceci est impossible (par
la proposition 17, le normalisateur de hD(⇠)i ⇥ hMci induit des automor-
phismes de déterminant 1). On a donc construit p − 1 éléments différents

d’invariant d’Euler trivial dans l’intersection '(H⇢
i
) \ '(H⇢0

i
) qui est de

cardinal p− 1.

Avant d’obtenir notre résultat final, on démontre un lemme.

Lemme 13

Soient K et K 0 deux hyperplans différents de V := (Z/p)2g avec
g ≥ 2. Soit ! une forme symplectique sur V . Il y a deux cas :

– Si K \ K 0 est non-dégénéré, alors il existe K0 tel que K \ K0 et
K 0 \K0 soient dégénérés.

– Si K\K 0 est dégénéré, alors il existe K0 tel que K\K0 et K
0\K0

soient non-dégénérés.
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Démonstration :
Si K \K 0 est non-dégénéré

Soit F := K \K 0. Comme F est non-dégénéré de dimension 2g− 2, on
peut prendre u 2 F? \K et u0 2 F? \K 0, tels que ni u, ni u0 ne sont dans
F , ainsi :

K = V ect(u)
?
⊕ F et K 0 = V ect(u0)

?
⊕ F

Si K0 := V ect(u, u0)
?
⊕ F0 où F0 est un hyperplan quelconque de F

alors :

dim(K0) = dim(V ect(u, u0)) + dim(F0) = dim(V ect(u, u0)) + 2g − 3

Puisque K 6= K 0, V ect(u, u0) doit être de dimension 2 et la dimension
de K0 est 2g − 1. De plus :

K0 \K = V ect(u)
?
⊕ F0 et K0 \K 0 = V ect(u0)

?
⊕ F0

Puisque u (resp. u0) est un vecteur dégénéré de K0\K (resp. K0\K 0),
nous avons que K0 est un hyperplan vérifiant que K \K0 et K 0 \K0 sont
dégénérés.

Si K \K 0 est dégénéré

Soit F := K \ K 0. Puisque F est de dimension 2g − 2, F? est de
dimension 2. L’espace F étant dégénéré, F \ F? est non-trivial. De plus,
tout supplémentaire F0 de F \ F? dans F est non-dégénéré et donc de
dimension paire, ainsi dim(F \ F?) est paire également. Il s’ensuit que
dim(F \ F?) = 2, finalement F? ✓ F . Notons :

F = F?
?
⊕ F0

où F0 est non dégénéré. Soit x dans K tel que x /2 F . Comme F0 est
non-dégénéré, il existe v 2 F0 tel que pour tout f 2 F0 :

w(x, f) = w(v, f)

Définissons y := x − v 2 K. Vu que x /2 F et v 2 F , il s’ensuit que
y /2 F et donc

K := V ect(y)⊕ F

Remarquons que y est orthogonal à F0. De la même manière soit y0 2 K 0

tel que
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K 0 := V ect(y0)⊕ F et y0 2 F?
0

On définit alors deux formes linéaires sur F? :

φ :

∣∣∣∣
F? −! Z/p
f 7−! !(y, f)

φ0 :

∣∣∣∣
F? −! Z/p
f 7−! !(y0, f)

L’orthogonal de F? est F et y, y0 /2 F , nous en déduisons donc que φ
et φ0 ne sont pas triviaux. On fait une dichotomie suivant que ker(φ) soit
égal à ker(φ0) ou pas.

Si ker(φ) = ker(φ0) et f0 2 F? n’est pas dans le noyau de φ alors
φ(f0) 6= 0 et φ0(f0) 6= 0.

Comme K 6= K 0, l’espace V ect(y, y0) est de dimension 2. Supposons
que f0 2 V ect(y, y0) alors f0 = λy + λ0y0, comme f0 /2 V ect(y) et f0 /2
V ect(y0), λ et λ0 ne sont nuls ni l’un ni l’autre. Cela implique donc que
y0 2 V ect(y) ⊕ F = K ce qui est impossible. Ainsi V ect(y, y0, f0) est de
dimension 3. Il s’ensuit :

K0 := V ect(y, y0, f0)
?
⊕ F0

est un hyperplan de V (la somme est orthogonale car y, y0 et f0 sont
orthogonaux à F0). Clairement :

K \K0 = V ect(y, f0)
?
⊕ F0 et K 0 \K0 = V ect(y0, f0)

?
⊕ F0

Comme V ect(y, f0), V ect(y
0, f0) et F0 sont non-dégénérés et les sommes

orthogonales, les deux espaces K \K0 et K 0 \K0 sont non-dégénérés.

Supposons que ker(φ) 6= ker(φ0) alors on peut trouver f 0 2 ker(φ) qui
n’est pas dans ker(φ0) et f 2 ker(φ0) qui n’est pas dans ker(φ). On définit
f0 := f − f 0 6= 0. Comme dans le cas précédent :

K0 := V ect(y, y0, f0)
?
⊕ F0

est un hyperplan de V . Clairement :

K \K0 = V ect(y, f0)
?
⊕ F0 et K 0 \K0 = V ect(y0, f0)

?
⊕ F0
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De plus !(y, f0) = !(y, f) = φ(f) 6= 0 ainsi V ect(y, f0) est non-
dégénéré. Comme !(y0, f0) = −!(y0, f 0) = −φ0(f 0) 6= 0, V ect(y0, f0) est
non-dégénéré. Puisque F0 n’est pas dégénéré et que les sommes sont ortho-
gonales, les deux espaces K \K0 et K 0 \K0 sont non-dégénérés.

On en conclut :

Corollaire 8

Soient g ≥ 2 et Σg une surface de Riemann fermée de genre g. Le
lieu orbifold de χi(⇡1(Σg), PSL(p,C)) a p composantes connexes chacune
étant une fibre au-dessus de l’invariant d’Euler et sa dimension est 2(g−
1)(p− 1).

Démonstration : Montrons que les fibres au-dessus de l’invariant d’Euler du
lieu orbifold de χising(⇡1(Σg), PSL(p,C)) sont connexes.

Soient PSL(p,C) · ⇢ et PSL(p,C) · ⇢0 deux classes de conjugaison dans
la variété des caractères χising(⇡1(Σg), PSL(p,C)) avec un même invariant

d’Euler ⇠kIp. Soient ⇢ et ⇢
0 deux morphismes non-triviaux deHom(Γ, hMci)

tels que PSL(p,C) · ⇢ 2 '(H⇢
i
) et PSL(p,C) · ⇢0 2 '(H⇢0

i
).

Soient K := ker(⇢) et K 0 := ker(⇢0).

Invariant d’Euler trivial : k = 0

– Si K = K 0, alors PSL(p,C) · ⇢ et PSL(p,C) · ⇢0 sont dans une

même composante '(H⇢
i
) au-dessus d’un invariant d’Euler identique.

Il existe donc un chemin reliant ces deux représentations par le corol-
laire 7. Ainsi PSL(p,C)·⇢ et PSL(p,C)·⇢0 appartiennent à une même
composante connexe du lieu orbifold χising(⇡1(Σg), PSL(p,C)).

– Si K\K 0 est dégénéré, la proposition 25 stipule que l’on peut trouver

PSL(p,C) · ⇢0 2 '(H⇢
i
) \ '(H⇢0

i
) \ e−1(Ip).

Vu que '(H⇢
i
) \ e−1(Ip) et '(H⇢0

i
) \ e−1(Ip) sont chacun connexe

par le corollaire 7, il s’ensuit que PSL(p,C) · ⇢ et PSL(p,C) · ⇢0
appartiennent tous les deux à une même composante connexe du lieu
orbifold χising(⇡1(Σg), PSL(p,C)).

– Si K \ K 0 est non-dégénéré alors il existe K0 tels que K \ K0 et
K 0 \K0 soient dégénérés par le lemme 13. Soit ⇢0 un morphisme de
groupes Hom(Γ, hMci) dont le noyau est K0. Soit PSL(p,C) · ⇢0 un

élément de '(H⇢0

i
) \ e−1(Ip).
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En appliquant le cas dégénéré, on sait que PSL(p,C)·⇢ et PSL(p,C)·
⇢0 d’une part, et PSL(p,C) · ⇢0 et PSL(p,C) · ⇢0 d’autre part, ap-
partiennent à une même composante connexe du lieu singulier de
la variété χi(⇡1(Σg), PSL(p,C)). En particulier, PSL(p,C) · ⇢ et
PSL(p,C) · ⇢0 appartiennent à une même composante connexe de
χising(⇡1(Σg), PSL(p,C)).

Dans tous les cas, PSL(p,C) · ⇢ et PSL(p,C) · ⇢0 sont dans une même
composante connexe du lieu orbifold χising(⇡1(Σg), PSL(p,C)) tant qu’ils

vérifient e(⇢) = Ip = e(⇢0). La fibre de χising(⇡1(Σg), PSL(p,C)) au-dessus
de Ip est donc connexe.

Invariant d’Euler non-trivial : k 6= 0

– Si K = K 0, alors PSL(p,C) · ⇢ et PSL(p,C) · ⇢0 sont dans une

même composante '(H⇢
i
) au-dessus d’un invariant d’Euler identique.

Il existe donc un chemin reliant ces deux représentations par le corol-
laire 7. Ainsi PSL(p,C)·⇢ et PSL(p,C)·⇢0 appartiennent à une même
composante connexe du lieu orbifold χising(⇡1(Σg), PSL(p,C)).

– Si K \K 0 est non-dégénéré, la proposition 25 stipule que l’on peut

trouver PSL(p,C) · ⇢0 2 '(H⇢
i
) \ '(H⇢0

i
) \ e−1(⇠kIp).

Vu que '(H⇢
i
)\e−1(⇠kIp) et '(H⇢0

i
)\e−1(⇠kIp) sont chacun connexe

par le corollaire 7, il s’ensuit que PSL(p,C) · ⇢ et PSL(p,C) · ⇢0
appartiennent tous les deux à une même composante connexe du lieu
orbifold χising(⇡1(Σg), PSL(p,C)).

– Si K \ K 0 est dégénéré alors il existe K0 tels que K \ K0 et K 0 \
K0 soient non-dégénérés par le lemme 13. Soit ⇢0 un morphisme de
groupes Hom(Γ, hMci) dont le noyau est K0. Soit PSL(p,C) · ⇢0 un

élément de '(H⇢0

i
) \ e−1(⇠kIp).

En appliquant le cas non-dégénéré, on sait que PSL(p,C) · ⇢ et
PSL(p,C) · ⇢0 d’une part, et PSL(p,C) · ⇢0 et PSL(p,C) · ⇢0 d’autre
part, appartiennent à une même composante connexe du lieu orbi-
fold χising(⇡1(Σg), PSL(p,C)). En particulier, les classes de conjugai-
son PSL(p,C) · ⇢ et PSL(p,C) · ⇢0 sont dans une même composante
connexe de χising(⇡1(Σg), PSL(p,C)).

Dans tous les cas, PSL(p,C) · ⇢ et PSL(p,C) · ⇢0 sont dans une même
composante connexe du lieu orbifold χising(⇡1(Σg), PSL(p,C)) tant qu’ils

vérifient e(⇢) = ⇠kIp = e(⇢0). La fibre de χising(⇡1(Σg), PSL(p,C)) au-

dessus de ⇠kIp est donc connexe.
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L’affirmation sur la dimension se déduit (comme dans le cas du groupe

libre) du théorème 2.4 et du fait que la dimension de D
2(g−1)

est 2(g −
1)(p− 1).

Le p-rang de Γ = ⇡1(Σg) est 2g, en combinant ce corollaire au théorème
2.3, nous obtenons une description précise du lieu orbifold de la variété des
caractères χi(⇡1(Σg), PSL(p,C)).

2.4.3 Le point de vue algébrique pour les groupes libres

Ici Γ est un groupe libre de rang l ≥ 2. Dans ce que nous avons fait
jusqu’ici nous avons étudié le lieu orbifold sous le point de vue de la topologie
transcendante. Nous choisissons maintenant de voir cela avec la topologie de
Zariski.

Remarquons que les correspondances obtenues jusqu’ici sont algébriques
puisqu’elles viennent de l’inclusion de D o hMci dans PSL(p,C) et d’un
morphisme de restriction. En particulier, pour tout morphisme non-trivial
⇢ de Hom(Γ, hMci), en définissant K := ker(⇢), la correspondance entre :

Hρ
i
et Hom(K,D)hMci/hMcibut − {[1]}

est un isomorphisme de variétés algébriques.

Lemme 14

Soit s ≥ 1 un entier. Si hMci agit par équiconjugaison sur D
s
alors :

(
D

s − {(1, . . . , 1)}
)
/hMci

est une variété algébrique irréductible.

Démonstration : L’ensemble D est irréductible car c’est un groupe algébrique
sur les complexes qui est connexe pour la topologie transcendante. Ainsi :

D
s
est irréductible

On remarque queD
s−{(1, . . . , 1)} est un ouvert deD

s
pour la topologie

de Zariski, il est donc irréductible également.

Finalement, puisque hMci est fini,
⇣
D
s − {(1, . . . , 1)}

⌘
/hMci est une

variété algébrique bien définie. La projection :

D
s − {(1, . . . , 1)} !

⇣
D
s − {(1, . . . , 1)}

⌘
/hMci
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est algébrique. Puisqu’elle est surjective et que D
s − {(1, . . . , 1)} est

irréductible, le quotient est irréductible.

La décomposition donnée précédément de χi
sing(Γ, PSL(p,C)) comme

réunion de composantes a un sens algébrique :

Proposition 26

Soit Γ un groupe libre de rang l ≥ 2. Soit ⇢ un morphisme de groupes

non-trivial de Hom(Γ, hMci) alors '(Hρ
i
) est irréductible. De plus, les

composantes irréductibles du lieu orbifold sont exactement les compo-

santes '(Hρ
i
).

Démonstration : Le premier point est purement topologique. Soit F1 et F2

deux fermés de Zariski de '(H⇢
i
) tels que :

'(H⇢
i
) = F1 [ F2

Alors :

H⇢
i
= '−1

|Hρ
i(F1 [ F2)

Comme '
|Hρ

i est injectif par la proposition 15 et surjective sur '(H⇢
i
)

par définition :

H⇢
i
= '−1

|Hρ
i(F1) [ '−1

|Hρ
i(F2)

Comme ' est algébrique, elle est continue pour la topologie de Zariski,

ainsi, nous avons décomposé H⇢
i
comme une union de fermés de Zariski.

Puisque H⇢
i
est algébriquement isomorphe à :

⇣
D
s − {(1, . . . , 1)}

⌘
/hMci

où s ≥ 1 et que ce dernier espace est irréductible grâce au lemme 12,
la décomposition est nécessairement triviale, i.e. un des fermés est vide et

l’autre H⇢
i
. Quitte à échanger les rôles de F1 et F2, on peut supposer que :

'−1

|Hρ
i(F1) = ; et '−1

|Hρ
i(F2) = H⇢

i

L’application '
|Hρ

i étant surjective sur H⇢
i
, pour tout X contenu dans

H⇢
i
:

'
|Hρ

i

⇣
'−1

|Hρ
i(X)

⌘
= X
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ainsi :

F1 = '
|Hρ

i(;) = ; et F2 = '
|Hρ

i(H⇢
i
)

Toute décomposition de '
|Hρ

i(H⇢
i
) comme réunion de fermés de Zariski

doit être triviale, ainsi '
|Hρ

i(H⇢
i
) est irréductible par définition.

Finalement le lieu orbifold est réunion de pl−1
p−1 composantes (théorème

2.3), chacune est irréductible et aucune n’est contenue l’une dans l’autre.
Par unicité de la décomposition d’un espace topologique en une réunion de
composante irréductible, les composantes sont les composantes irréductibles
du lieu orbifold.

Pour généraliser un peu, si l’on restreint le groupe de Lie PSL(p,C) à
un de ses sous-groupes maximaux (e.g. K := PSU(p,C)), on peut constater
que les résultats énoncés ci-dessus restent vrais. En particulier, la variété
des caractères Homi(Γ,K)/K admet une décomposition similaire pour son
lieu singulier (essentiellement car K contient des sous-groupes exceptionnels
de centralisateurs isomorphes à Z/p⇥ Z/p et Z/p).



Chapitre 3

Centralisateurs des
irréductibles dans PSL(n,C)

3.1 Résultats

Dans ce chapitre on se propose de généraliser l’approche développée
dans la section 2.2. Il s’agit de classifier les centralisateurs des sous-groupes
irréductibles de PSL(n,C).

Dans la section 3.2, on montre la chose suivante (voir théorème 3.1 et
corollaire 9) :

Résultat 7 (commutativité, exposant et ordre)

Soient n ≥ 1 et H un sous-groupe irréductible de PSL(n,C) alors
le centralisateur de H est abélien, d’exposant divisant n et d’ordre divi-
sant n2.

Des généralisations sont données en ce qui concerne les centralisateurs
de sous-groupes irréductibles de quotients partiels de SL(n,C).

Dans la section 3.3, on remarque que les conditions nécessaires ci-dessus
ne sont pas suffisantes pour être centralisateur d’un sous-groupe irréductible
de PSL(n,C), autrement dit, on met en évidence un groupe abélien d’expo-
sant divisant n et d’ordre divisant n2 qui n’est isomorphe à aucun centrali-
sateur de sous-groupe irréductible de PSL(n,C).

Après avoir défini la notion de groupe n-compatible dans la sous-section
3.3.1, nous montrons qu’un groupe A est n-compatible si et seulement s’il
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existe un groupe abélien B d’ordre n tel que A soit isomorphe à un sous-
groupe de B ⇥B (cf proposition 35). On montre ensuite le théorème 3.3 :

Résultat 8 (Théorème de caractérisation)

Soient n un entier ≥ 1 et A un groupe abélien fini. Il existe un sous-
groupe irréductible H  PSL(n,C) tel que A soit isomorphe au centra-
lisateur de H dans PSL(n,C) si et seulement si A est n-compatible.

Autrement dit ce théorème classifie les classes d’isomorphismes de centra-
lisateurs de groupe irréductible de PSL(n,C). Une fois de plus, on généralise
quelque peu le résultat aux centralisateurs de sous-groupes irréductibles de
quotients partiels de SL(n,C). On donne notamment une caractérisation
des groupes d’isotropies de la variété des caractères dans la proposition 40.

Dans la section 3.4, on cherche à déterminer les classes de conjugaisons
de centralisateurs de groupes irréductibles de PSL(n,C). On commence par
définir la notion de n-module alterné dans la sous-section 3.4.1. On montre
ensuite comment associer de manière univoque un n-module alterné à un
centralisateur de sous-groupe irréductible (cf proposition 46). La correspon-
dance est alors injective (proposition 47).

Il est pour l’instant difficile de caractériser les n-modules alternés issus
d’un centralisateur de sous-groupe irréductible (cf questions 1, 2 et 3).

On montre toutefois que si n est sans facteur carré alors on peut classifier
les classes de conjugaisons des centralisateurs des sous-groupes irréductibles
de PSL(n,C) (cf corollaire 16) :

Résultat 9 (Le cas sans facteur carré)

Soit n un entier ≥ 1. L’ensemble des centralisateurs de sous-groupes
irréductibles de PSL(n,C)modulo conjugaison est en bijection avec l’en-
semble des classes d’isomorphisme de groupes n-compatibles.

En particulier, on conjecture (cf question 4) qu’il est possible d’obtenir,
quand n est sans facteur carré, des résultats analogues à ceux obtenus au
chapitre 2 dans le cas n premier en ce qui concerne le lieu singulier de la
variété des caractères.

Dans le cas général, on ne sait pas donner une caractérisation intrinsèque
des n-modules alternés issus d’un centralisateur de sous-groupe irréductible.
Toutefois si l’on s’intéresse uniquement aux groupes n-compatibles saturés
(i.e. de cardinal n2) on obtient le résultat suivant (cf proposition 48) :
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Résultat 10 (Sur les groupes n-compatibles saturés)

Soient n ≥ 1 et H un sous-groupe irréductible de PSL(n,C) alors
les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le groupe H est abélien.

2. Le sous-groupe H de PSL(n,C) est son propre centralisateur.

3. Le groupe ZPSL(n,C)(H) est saturé.

4. Le sous-groupe ZPSL(n,C)(H) de PSL(n,C) est irréductible.

Si l’une de ces assertions est vérifiée alors à conjugaison près, le sous-
groupe ZPSL(n,C)(H) est l’unique sous-groupe irréductible de PSL(n,C)

dont le centralisateur est isomorphe à ZPSL(n,C)(H).

On conjecture que les groupes n-compatibles saturés jouent un rôle ana-
logue à celui de Z/p ⇥ Z/p dans le théorème 2.1 du chapitre 2 (voir la
question 3).

3.2 Quelques propriétés sur les centralisateurs

Dans cette section, on se propose de démontrer quelques résultats sur
les centralisateurs des sous-groupes irréductibles des quotients de SL(n,C)
(et pas seulement de PSL(n,C)). On rappelle que, en utilisant le lemme
de Schur, le centralisateur d’un sous-groupe irréductible de SL(n,C) est le
centre de SL(n,C).

Parmi les propriétés que nous allons voir, nous démontrerons que les
centralisateurs des sous-groupes irréductibles de SL(n,C) sont abéliens. De
plus, on peut borner leur exposant et leur cardinal. Tout comme au chapitre
2, il sera parfois plus commode, pour les calculs, de considérer SL(n,C)
comme un sous-groupe des automorphismes linéaires du C-espace vectoriel
CZ/n dont la base canonique (e0, . . . , en−1) sera indexée par Z/n.

Le lemme suivant sera central dans la suite. En quelques mots, si G est
un groupe quelconque et N est un sous-groupe central de G, il permet de
faire un lien entre le centralisateur d’un sous-groupe de G et le centralisateur
de son projeté dans G/N .
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Lemme 15

Soient G un groupe et N un sous-groupe du centre Z(G) de G. On
note ⇡ : G! G/N l’application quotient.

Si H est un sous-groupe de G/N , on lui associe :

H := ⇡−1(H), ZN (H) := ZG/N (H) et UN (H) := ⇡−1(ZN (H))

Alors l’application :

φN,H :

∣∣∣∣
UN (H) −! Mor(H,N)

u 7−! (h 7! [u, h])

est bien définie, c’est, de plus, un morphisme de groupes dont le
noyau est ZG(H) le centralisateur de H dans G.

Démonstration : Pour montrer que φN,H est bien définie, il suffit de montrer
que pour tout u 2 UN (H), l’application de H dans G définie par h 7! [u, h]
est un morphisme de groupes à valeurs dans N .

Comme ⇡ est un morphisme de groupes, ⇡([u, h]) = [⇡(u),⇡(h)]. De
plus ⇡(u) commute avec ⇡(h). On en déduit donc que [u, h] 2 ker(⇡) = N .
Soient h1, h2 2 H alors :

[u, h1h2] = uh1h2u
−1h−1

2 h−1
1

= uh1(u
−1u)h2u

−1h−1
2 h−1

1

= uh1u
−1[u, h2]h

−1
1

= uh1u
−1h−1

1 [u, h2] car [u, h2] 2 N  Z(G)

= [u, h1][u, h2]

Ainsi φN,H est bien à valeurs dansMor(H,N). Si maintenant l’on choi-
sit u1, u2 2 UN (H) et h 2 H alors :

φN,H(u1u2) · h := [u1u2, h]

= u1u2hu
−1
2 u−1

1 h−1

= u1u2hu
−1
2 (h−1h)u−1

1 h−1

= u1 [u2, h]| {z }
2NZ(G)

hu−1
1 h−1
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On peut alors déplacer [u2, h] qui est central pour obtenir :

φN,H(u1u2) · h = u1hu
−1
1 h−1[u2, h]

= [u1, h][u2, h]

= φN,H(u1) · hφN,H(u2) · h

On obtient donc que l’application φN,H est un morphisme de groupes.
Finalement u 2 ker(φN,H) si et seulement si φN,H(u) est trivial, si et seule-
ment si pour tout h 2 H on a [u, h] trivial si et seulement si u 2 ZG(H).

Nous allons maintenant définir quelques objets nécessaires pour com-
prendre les centralisateurs de groupes irréductibles de quotients de SL(n,C).
Soient n ≥ 1 et d divisant n. Une fois que n est donné, nous noterons tou-

jours ⇠ le nombre complexe e
2
p

−1π
n qui est une racine primitive n-ème de

l’unité. Nous définissons alors la projection :

⇡d : SL(n,C) ! SL(n,C)/h⇠ n
d Ini

Remarquons que tout quotient fini de SL(n,C) est un ⇡d(SL(n,C)) pour
d divisant n. En particulier, PSL(n,C) = ⇡n(SL(n,C)). Comme dans le
chapitre 2, nous préférerons toujours travailler dans SL(n,C) plutôt que
dans ses quotients afin de pouvoir exploiter des propriétés d’algèbre linéaire.

Si H est un sous-groupe de SL(n,C) nous définissons son d-centrali-
sateur Zd(H) par Zd(H) := Zπd(SL(n,C))(⇡d(H))  ⇡d(SL(n,C)).

Si H est un sous-groupe irréductible de ⇡d(SL(n,C)) et H := ⇡−1
d (H)

alors H est un sous-groupe irréductible de SL(n,C). De plus, le projeté via
⇡d de ⇡−1

d (H) est H. De telle sorte que Zπd(SL(n,C))(H) = Zd(H).

Ainsi, on voit qu’étudier les d-centralisateurs des groupes irréductibles de
SL(n,C) ou les centralisateurs des groupes irréductibles de ⇡d(SL(n,C)) est
rigoureusement équivalent. Comme nous l’avons rappelé, nous travaillerons
plutôt dans SL(n,C). On définit donc également, si H est un sous-groupe
irréductible de SL(n,C), le d-centralisateur étendu Ud(H) de H par :

Ud(H) := ⇡−1
d (Zd(H))

Par la définition directe de Ud(H) :

Ud(H) = {g 2 SL(n,C) | 8h 2 H, 9k 2 Z/d tel que [g, h] = ⇠
n
d
kIn}
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De plus, si l’on prend n ≥ 1, d divisant n et H un sous-groupe de
SL(n,C). En appliquant le lemme 15 on peut définir un morphisme de
groupes :

φd :

∣∣∣∣
Ud(H) −! Mor(H, h⇠ n

d Ini)
u 7−! (h 7! [u, h])

dont le noyau est le centralisateur de H dans SL(n,C). On vérifiera que
si d divise d0 divisant n alors :

Ud(H) / Ud0(H) et pour tout u 2 Ud(H), on a φd(u) = φd0(u)

Dans la suite, nous utiliserons les centralisateurs étendus et les φd as-
sociés pour comprendre les centralisateurs.

3.2.1 Commutativité et exposant

La proposition qui suit va permettre de comprendre immédiatement le
cas des n-centralisateurs de sous-groupes irréductibles.

Proposition 27

Soient n ≥ 1 et H un sous-groupe irréductible de SL(n,C). Alors le
n-centralisateur Zn(H) de H est abélien d’exposant divisant n.

Démonstration : Suivant le lemme 15, on définit :

φn :

∣∣∣∣
Un(H) −! Mor(H, h⇠Ini)

u 7−! (h 7! [u, h])

Le noyau de ce morphisme de groupes est alors ZSL(n,C)(H) le centra-
lisateur de H dans SL(n,C). Le groupe H étant irréductible, le lemme de
Schur implique que ZSL(n,C)(H) = Z(SL(n,C)) = h⇠Ini.

Il s’ensuit :

Un(H)/ ker(φn) = Un(H)/h⇠Ini = ⇡−1
n (Zn(H))/h⇠Ini ' Zn(H)

D’autre part, par passage au quotient :

Un(H)/ ker(φn) s’identifie à un sous-groupe de Mor(H, h⇠Ini)
Ainsi, Zn(H) est isomorphe à un sous-groupe deMor(H, h⇠Ini). Comme

ce groupe est abélien d’exposant divisant n, cela implique que Zn(H) est
également abélien d’exposant divisant n.



3.2. QUELQUES PROPRIÉTÉS SUR LES CENTRALISATEURS 109

Nous verrons, à la fin de cette sous-section que ce résultat se généralise
aux d-centralisateurs pour d divisant n. Avant de faire cela, nous devons
diagonaliser les éléments de Un(H). Cette proposition est une généralisation
de la proposition 5.

Proposition 28

Soient n ≥ 1 et H un sous-groupe irréductible de SL(n,C). Si u 2
Un(H) et ⇡n(u) est d’ordre d dans Zn(H) alors il existe λ 2 C⇤ tel que :

u soit conjuguée à λ

0
BBBB@

In
d

⇠
n
d In

d

. . .

⇠
n
d
(d−1)In

d

1
CCCCA

De plus :

λ 2

8
><
>:

h⇠Ini si d est impair
h⇠Ini si d est pair et n/d pairq
⇠−

n(d−1)
d h⇠Ini si d est pair et n/d impair

Démonstration : Commençons par remarquer que ⇡n(H) est irréductible (car
H l’est) donc Zn(H) est fini et donc Un(H) est fini également. Ainsi, u est
nécessairement d’ordre fini. En particulier, il est diagonalisable.

Pour tout h 2 H, il existe sh 2 Z/n tel que :

[h, u] = ⇠shIn

Vu que pour h1, h2 2 H, nous avons :

⇠sh1h2 In = [h1h2, u]

= h1h2uh
−1
2 h−1

1 u−1

= h1[h2, u]uh
−1
1 u−1

= [h1, u][h2, u]

= ⇠sh1 ⇠sh2 In

On en déduit que l’application :

s :

∣∣∣∣
H −! Z/n
h 7−! sh

est un morphisme de groupes.
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Notons alors ⇠t un générateur du groupe cyclique s(H).

Le lemme 6 implique queH agit sur le spectre Sp(u) de u (i.e. l’ensemble
de ses valeurs propres) de la façon suivante :

si h 2 H et µ 2 Sp(u) alors h.µ := ⇠shµ

Soit X une orbite dans Sp(u) pour l’action de H. Il est alors évident
que l’espace vectoriel de CZ/n suivant est stable par H :

M

µ2X

Eµ(u)

Comme H est irréductible, cet espace (non-trivial) est l’espace tout
entier CZ/n. En particulier, l’action de H sur Sp(u) est transitive et tous
les espaces propres associés ont une même dimension v > 0. Remarquant
que H agit via le morphisme s dont l’image est engendrée par ⇠t, on peut
affirmer (en prenant λ une valeur propre quelconque de u) que :

Sp(u) = {(⇠t)kλ | k ≥ 0}
= λh⇠ti

Le spectre de u est donc bien compris et puisque u est diagonalisable :

u est conjuguée à λ

0
BBB@

Iv
⇠tIv

. . .

⇠t(
n
t
−1)Iv

1
CCCA

En utilisant les dimensions, n = |Sp(u)| ⇥ v = n
t v, ainsi t = v. En

rajoutant la condition que ⇡n(u) est d’ordre d, cela implique que t = n
d k

avec 0 < k < d premier avec d. Ainsi :

u est conjuguée à λ

0
BBB@

In
d

⇠
n
d In

d

. . .

⇠
n
d
(d−1)In

d

1
CCCA

La condition sur λ est alors simplement donnée par le fait que u doit
être unimodulaire.

1 = det(u)

= λn⇠(
n
d
)2

d(d−1)
2

= λn⇠
n
d

n(d−1)
2
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Si d est impair alors 2 divise d− 1 et on obtient alors λn = 1.

Si d est pair et 2 divise n
d alors λn = ⇠−

n
d

n(d−1)
2 = (⇠n)

n
2d (d−1) = 1.

Si d est pair et 2 ne divise pas n
d alors λn = ⇠−

n
d

n(d−1)
2 . Il vient donc

λ ⌘ ⇠−
n(d−1)

2d ⌘
q
⇠−

n(d−1)
d mod h⇠Ini.

On remarquera, comme dans le chapitre 2 qu’il faut avoir une certaine
précaution avec les matrices que l’on manipule car elles ne sont pas forcément
de déterminant 1. On pourrait choisir de travailler dans PGL(n,C) mais
cette approche ne permettant pas de récupérer tous les quotients de SL(n,C)
nous resterons dans SL(n,C).

Contrairement à ce que l’on obtient dans la proposition 5, les matrices ne
sont pas nécessairement diagonalisables à valeurs propres simples. Mainte-
nant, on calcule le centralisateur des matrices obtenues dans la proposition
28.

Proposition 29

Soient n ≥ 1, d divisant n et

u := λ

0
BBBB@

In
d

⇠
n
d In

d

. . .

⇠
n
d
(d−1)In

d

1
CCCCA

avec λ défini comme dans la proposition 28 tel que det(u) = 1. Soit :

M := λ

0
BBB@

In
d

In
d

. . .

In
d

1
CCCA

Alors Un(hui) = Ud(hui). De plus :

Un(hui) =
*0
B@
GL(n/d,C)

. . .

GL(n/d,C)

1
CA ,M

+
\ SL(n,C)
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Démonstration : Commençons par démontrer que Un(hui) = Ud(hui). Par les
définitions, on a clairement :

Ud(hui)  Un(hui)

D’autre part si f 2 Un(hui) alors :

[f, u] = ⇠lIn avec l 2 Z/n

En vertu du lemme 15, on a :

[f, ud] = [f, u]d = ⇠ldIn

Comme ud est une matrice scalaire, [f, ud] = In. Ainsi ld est congru à
0 modulo n et l = n

d k avec k un entier. Ainsi :

[f, u] = ⇠
n
d
kIn ) f 2 Ud(hui)

Montrons maintenant la seconde partie de la proposition. Soit f 2
Un(hui) = Ud(hui) et k un entier tel que [f, u] = ⇠

n
d
k. Commençons par

décomposer l’espace CZ/n via la base canonique (e0, . . . , en−1). Vu la forme
de la matrice u, pour 0  i  d− 1, on voit que :

Fi := V ect(en
d
i, en

d
i+1, . . . , en

d
(i+1)−1) = E

λξ
n
d

i(u)

La matrice f agit sur ces sous-espaces propres en multipliant la valeur
propre associée par ⇠

n
d
k. Il vient donc :

f(Fi) = Fi+k

Comme Mk envoie également Fi sur Fi+k, nous avons que fM−k fixe
globalement chaque Fi :

fM−k 2

0
B@
GL(n/d,C)

. . .

GL(n/d,C)

1
CA

Réciproquement, il est clair que toute matrice se décomposant en d
blocs de taille n/d commute avec u. Un calcul direct montre que :

[Mk, u] = ⇠
n
d
k

Ainsi toute matrice
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f 2
*0
B@
GL(n/d,C)

. . .

GL(n/d,C)

1
CA ,M

+

vérifie que [f, u] = ⇠
n
d
k pour un certain k.

On peut donc trouver une généralisation à la proposition 27 pour les
d-centralisateurs.

Théorème 3.1

Soient n ≥ 1, d divisant n et H un sous-groupe irréductible de
SL(n,C). Le d-centralisateur Zd(H) de H est alors abélien d’exposant
divisant ppcm(nd , d).

Démonstration : Soient u et v deux éléments de Ud(H). Notons du l’ordre de
⇡n(u). On a :

H  Ud(hui)  Un(hui) = Udu(hui)| {z }
proposition 29

Comme ⇡n(u) = φn(u) est d’ordre du, on peut trouver h 2 H tel que :

[u, h] = ⇠
n
du In

D’autre part u 2 Ud(H) donc :

⇠
n
du In = [u, h] 2 h⇠ n

d Ini (3.1)

Remarquons que u, v 2 Ud(H)  Un(H) et que Zn(H) est abélien par
la proposition 27. Ainsi [u, v] 2 ker(⇡n) = h⇠Ini. En particulier, la matrice
v est dans Un(hui) = Udu(hui) et en particulier, [u, v] 2 h⇠ n

du Ini.

Par l’équation 3.1, nous obtenons également h⇠ n
du Ini  h⇠ n

d Ini. Ainsi :

[u, v] 2 h⇠ n
d i donc [⇡d(u),⇡d(v)] est trivial.

Il s’ensuit que Zd(H) = ⇡d(Ud(H)) est abélien.

Démontrons maintenant l’assertion sur l’exposant. Si u 2 Ud(H) 
Un(H) est d’ordre du dans Zn(H) alors, en utilisant la proposition 28 :
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u est conjuguée à λ

0
BBBB@

I n
du

⇠
n
du I n

du

. . .

⇠
n
du

(du−1)I n
du

1
CCCCA

Si du est impair ou du pair et 2 divise n
du

alors λ 2 h⇠Ini et (à conju-
gaison près), ⇡d(u) est le produit de ⇡d(λIn) d’ordre divisant n

d et :

⇡d

0
BBBB@

I n
du

⇠
n
du I n

du

. . .

⇠
n
du

(du−1)I n
du

1
CCCCA

d’ordre du divisant d

Comme ⇡d(λIn) est central, l’ordre du produit divise le plus petit com-
mun multiple des deux et l’ordre de ⇡d(u) divise ppcm(nd , d).

Si du est pair et 2 ne divise pas n
du

alors λ 2
q
⇠−

n(du−1)
du h⇠Ini. On écrit

λ = ⇠l
q
⇠−

n(du−1)
du

À conjugaison près, ⇡d(u)
2 est le produit de ⇡d(⇠

2lIn) (d’ordre divisant
n
d ) de ⇡d(⇠

−n(du−1)
du In) qui est trivial car du divise d et de

⇡d

0
BBBB@

I n
du

⇠
2n
du I n

du

. . .

⇠
2n
du

(du−1)I n
du

1
CCCCA

d’ordre
du
2

divisant
d

2

Tous les éléments commutent donc l’ordre de ⇡d(u)
2 divise ppcm(nd ,

d
2 ).

L’ordre de ⇡d(u) va alors diviser 2ppcm(nd ,
d
2 ). Par hypothèse, 2 ne divise

pas n
du

donc 2 ne divise pas n
d , ainsi :

2ppcm(
n

d
,
d

2
) = ppcm(

n

d
, 2
d

2
) = ppcm(

n

d
, d)

Dans tous les cas, on obtient la borne voulue pour l’exposant.
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On remarquera qu’il faut quand même faire attention au scalaire λ. Nous
avions besoin d’en avoir une définition précise pour pouvoir calculer l’expo-
sant. On pourra remarquer que les centralisateurs obtenus au théorème 2.1
du chapitre 2 vérifient cette condition.

Dans la suite, nous allons nous intéresser à une représentation parti-
culière qui se révèlera particulièrement utile dans la suite.

3.2.2 Représentation standard, cardinal des centralisateurs

Soient n ≥ 1 et H un sous-groupe irréductible de SL(n,C) on définit
la représentation standard de Un(H) comme l’inclusion naturelle ◆H de
Un(H) dans SL(n,C). On notera également χH := tr ◦ ◆H son caractère.
L’intérêt de cette représentation est que son caractère va s’avérer être par-
ticulièrement simple à calculer.

Proposition 30

Soient n ≥ 1, H un sous-groupe irréductible de SL(n,C) et u 2 Un(H),
alors :

χH(u) =

⇢
0 si u /2 h⇠Ini
n⇠k si u = ⇠kIn où k 2 Z/n

Démonstration : Soit u 2 Un(H), si u = ⇠kIn 2 h⇠Ini alors il est clair que
χH(u) = tr(◆H(u)) = tr(⇠kIn) = n⇠k.

Supposons que u ne soit pas central, alors u est non-trivial dans le
groupe Un(H)/h⇠Ini qui est isomorphe à Zn(H). Soit d > 1 l’ordre de u
dans Zn(H). Par la proposition 28, il existe λ 2 C⇤ tel que

u soit conjuguée à λ

0
BBB@

In
d

⇠
n
d In

d

. . .

⇠
n
d
(d−1)In

d

1
CCCA

Ainsi :

χH(u) = λ
n

d
(1 + ⇠

n
d + · · ·+ ⇠

n
d
(d−1))

Comme ⇠
n
d est une racine primitive d-ème de l’unité pour d > 1, la

somme 1 + ⇠
n
d + · · ·+ ⇠

n
d
(d−1) = 0 et donc χH(u) = 0.
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Cette proposition simple sera utilisée à plusieurs reprises. Remarquons
que l’on pourra utiliser les résultats de la représentation des groupes finis
appliqués au groupe Un(H).

Corollaire 9

Soient n ≥ 1 et H un sous-groupe irréductible de SL(n,C) alors
|Zn(H)| divise n2. De plus :

Zn(H) est irréductible si et seulement si |Zn(H)| = n2

Démonstration : Par la théorie de la représentation des groupes finis (cf
[Ser77]), si l’on a une représentation ⇢ : G ! GL(n,C) d’un groupe fini
G et que l’on note χ := tr ◦ ⇢ alors on peut définir la norme de χ par :

kχk2 :=
1

|G|
X

g2G

χ(g)χ(g−1)

On sait alors que kχk2 est un entier naturel et que kχk2 = 1 si et
seulement si la représentation ⇢ est irréductible.

Appliquons cela à la représentation standard ◆H de Un(H). On a :

kχHk2 =
1

|Un(H)|
X

u2Un(H)

χ(u)χ(u−1)

En vertu de la proposition 30 cela donne :

kχHk2 =
1

|Un(H)|

n−1X

k=0

χ(⇠kIn)χ(⇠
−kIn)

=
1

|Un(H)|

n−1X

k=0

n⇠kn⇠−k

=
1

|Un(H)|

n−1X

k=0

n2

=
n3

|Un(H)|

D’après ce que l’on a dit sur la représentation des groupes finis, |Un(H)|
divise n3. Comme |Un(H)| = n|Zn(H)|, on en conclut que le cardinal de
Zn(H) divise n2.
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De plus Zn(H) est irréductible si et seulement si ⇡−1
n (Zn(H)) = Un(H)

l’est si et seulement si |Un(H)| = n3 si et seulement si |Zn(H)| = n2.

Avant de généraliser cela à tous les quotients de SL(n,C) on remarque
que la borne est toujours atteinte :

Exemple 4

Soit n ≥ 1. Rappelons que ⇠ = e
2
p

−1π
n . On définit :

u := λ

0
B@
1

. . .

⇠n−1

1
CA et M := λMc

où Mc est défini (cf chapitre 2) comme la matrice de permutation
associée au cycle (0, . . . , n− 1) et λ = 1 si n impair et

p
⇠ si n est pair.

Le groupe H := hu,Mi est un sous-groupe fini irréductible d’ordre
n3 de SL(n,C). Son n-centralisateur Zn(H) est fini de cardinal n2.

Démonstration : En appliquant la proposition 29, tout élément de Un(hui)
s’écrit comme le produit d’une matrice diagonale et d’une certaine puissance
de M . Avec un peu de calcul, on en déduit que Un(hMi) \ Un(hui) =
hu,Mi = H. Ainsi, Un(H) = H. En particulier, le centralisateur de H est
fini et donc (le groupe H étant complètement réductible) H est irréductible.

On remarque alors que Zn(H) est engendré par ⇡n(u) et ⇡n(M) qui
commutent. Il est alors clair que Zn(H) est isomorphe à Z/n⇥ Z/n.

Si H est le sous-groupe irréductible de SL(n,C) construit dans cet
exemple, on voit facilement que pour tout d divisant n, Zd(H) contient
⇡d(u)

n
d qui n’est pas dans le centre de ⇡d(SL(n,C)). Par conséquent, ⇡d(H)

est un sous-groupe exceptionnel de ⇡d(SL(n,C)) (il est irréductible car H
l’est et son centre n’est pas réduit au centre de ⇡d(SL(n,C))). En particu-
lier :

Corollaire 10

Si n ≥ 2, tout quotient non-trivial de SL(n,C) contient un sous-groupe
exceptionnel i.e., aucun quotient non-trivial de SL(n,C) n’est CI au sens
de [Sik12].

On peut facilement généraliser le corollaire 9 aux quotients de SL(n,C) :
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Corollaire 11

Soient n ≥ 1, d divisant n et H un sous-groupe irréductible de
SL(n,C), alors le cardinal de Zd(H) divise n3

d .

Démonstration : On sait que Ud(H)  Un(H). De plus, on a ⇡d(Ud(H)) =
Zd(H). Ainsi :

|Zd(H)| = |⇡d(Ud(H))|

=
|Ud(H)|

d

divise
|Un(H)|

d
car Ud(H)  Un(H)

divise
n|Zn(H)|

d
car ⇡n(Un(H)) = Zn(H)

divise
n3

d
par le corollaire 9

Dans cette démonstration, nous avons utilisé une inclusion, à priori, as-
sez faible : Ud(H)  Un(H). Nous allons voir, avec l’exemple suivant que
l’inégalité sur le cardinal ne peut pas être améliorée en général.

Exemple 5

On se propose d’étudier le cas n := 4 et d := 2. On sait qu’il existe
un isomorphisme exceptionnel entre SL(4,C) et Spin(6,C). Ceci fait de
SL(4,C) le revêtement universel de SO(6,C). En particulier, on voit que
⇡2(SL(4,C)) s’identifie à SO(6,C). Notons ⇡2 : SL(4,C) ! SO(6,C) la
projection induite.

Notons H  SO(6,C), le sous-groupe des matrices diagonales (dans
une base orthonormale) de SO(6,C). Alors H est un sous-groupe fini,
qui est son propre centralisateur dans SO(6,C) et il est de cardinal 32.

Si l’on note H := ⇡−1
2 (H) alors |Z2(H)| = 32 = 43

2 = n3

d .

Démonstration : Voir la proposition 51 du chapitre 4 où le sous-groupe des
matrices diagonales de SO(6,C) est noté SDO(6,C).

Bien que la borne obtenue au corollaire 11 soit généralement atteinte,
nous verrons que l’on peut l’améliorer dans certains cas. Rappelons que si
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d est un entier et A un groupe abélien, on note A(d) la d-torsion de A, i.e.
l’ensemble des éléments d’ordre divisant d.

Lemme 16

Soient n ≥ 1, d divisant n et H un sous-groupe irréductible de
SL(n,C), on rappelle que l’on a définit :

φn :

∣∣∣∣
Un(H) −! Mor(H, h⇠Ini)

u 7−! (h 7! [u, h])

alors Ud(H) = φ−1
n (φn(Un(H))(d)). Via l’identification de la proposi-

tion 27, Ud(H) = φ−1
n (Zn(H)(d))

Démonstration : Soit u 2 Ud(H) alors pour tout h 2 H on a φn(u)(h) =
[u, h] 2 h⇠ n

d Ini donc φn(u)(h) est d’ordre divisant d. Ainsi φn(u) l’est aussi
et donc Ud(H)  φ−1

n (φn(Un(H))(d)).

Réciproquement, si u 2 φ−1
n (φn(Un(H))(d)) alors pour tout h 2 H,

[u, h] = φn(u)(h) 2 h⇠ n
d i et donc u 2 Ud(H).

Ainsi on a bien Ud(H) = φ−1
n (φn(Un(H))(d)).

Cela aboutit à la proposition suivante qui résume ce que nous avons
obtenu pour les d-centralisateurs en général :

Proposition 31

Soient n ≥ 1, d divisant n et H un sous-groupe irréductible de
SL(n,C). Alors le cardinal de Zd(H) divise n3

d . Si, de plus, les entiers d
et n/d sont premiers entre eux, alors le cardinal de Zd(H) divise nd.

Démonstration : Le fait que le cardinal de Zd(H) divise n3

d est l’objet du
corollaire 11.

Supposons de plus que pgcd(d, n/d) = 1. On sait que le cardinal de
Zn(H) divise n2 par le corollaire 9. Notons n = pa11 . . . parr comme produit
de nombres premiers. Quitte à échanger les pi et puisque pgcd(d, n/d) = 1,
on peut supposer que :

d = pa11 . . . pass et n/d = p
as+1

s+1 . . . p
ar
r

Vu que Zn(H) est abélien par la proposition 27 d’ordre divisant n2, il
existe, pour tout 1  i  r un unique groupe Si  Zn(H) d’ordre une
puissance de pi tel que Zn(H) = S1 ⇥ · · · ⇥ Sr. On voit alors clairement
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que (Zn(H))(d) = S1 ⇥ · · · ⇥ Ss. De plus, vu que |Zn(H)| divise n2, on
en conclut que |(Zn(H))(d)| divise d2. Le lemme 16 stipule que Ud(H) =
φ−1
n ((Zn(H))(d)). Ainsi :

|Zd(H)| = |⇡d(Ud(H))|

=
|Ud(H)|

d

=
|φ−1
n ((Zn(H))(d))|

d

=
n|(Zn(H))(d)|

d

divise
nd2

d
= nd

Une autre conséquence du résultat sur le caractère de la représentation
standard :

Théorème 3.2

Soient n ≥ 1 et H un sous-groupe irréductible de SL(n,C).

Pour tout sous-groupe A de Zn(H), ZPSL(n,C)(ZPSL(n,C)(A)) = A.
En particulier tout sous-groupe de Zn(H) est centralisateur d’un sous-
groupe irréductible de PSL(n,C).

Démonstration : Notons B := ZPSL(n,C)(ZPSL(n,C)(A)). L’inclusion A  B
est évidente.

Comme ⇡n(H)  ZPSL(n,C)(A) on en déduit que B  Zn(H). Ainsi

A  B  Zn(H)

Montrons que ZPSL(n,C)(B) = ZPSL(n,C)(A). Comme A  B, il est
clair que ZPSL(n,C)(B)  ZPSL(n,C)(A). De plus, si z commute avec A alors
tout élément de b 2 B := ZPSL(n,C)(ZPSL(n,C)(A)) commute avec z par
définition. Ainsi z 2 ZPSL(n,C)(B). Donc on a bien :

ZPSL(n,C)(B) = ZPSL(n,C)(A) (3.2)

Si A0 (resp. B0) désigne ⇡−1
n (A) (resp. ⇡−1

n (B)) alors on a A0  B0,
on note alors Z1(A0) (resp. Z1(B0)) le centralisateur de A0 (resp. B0) dans
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SL(n,C), il vient donc Z1(B0)  Z1(A0). De plus, en appliquant le lemme
15, [Un(A0) : Z1(A0)] et [Un(B0) : Z1(B0)] sont finis. De plus :

Un(A0) = ⇡−1
n (ZPSL(n,C)(A)) par définition

= ⇡−1
n (ZPSL(n,C)(B)) par l’équation 3.2

= Un(B0) par définition

Vu que Z1(B0)  Z1(A0) :

[Un(B0) : Z1(B0)] = [Un(A0) : Z1(B0)]

= [Un(A0) : Z1(A0)][Z1(A0) : Z1(B0)]

En particulier :

[Z1(A0) : Z1(B0)] <1 (3.3)

On raisonne par l’absurde, supposons que A 6= B alors l’inclusion de
A0 dans B0 est stricte. Notons ⇢A0

(resp. ⇢B0
) l’inclusion de A0 (resp. B0)

dans SL(n,C) de caractère χA0
(resp. χB0

).

Comme A0 < B0  ⇡−1
n (Zn(H)) = Un(H) ces représentations sont

des représentations restreintes de la représentation standard ◆H dont le
caractère a été calculé dans la proposition 30. En particulier, on constate
que :

k⇠A0
k2 =

n3

|A0|
et k⇠B0k2 =

n3

|B0|

Or |A0| < |B0| donc k⇠A0k > k⇠B0k. En terme de représentations de
groupes finis (cf. [Ser77]), cela signifie qu’il existe un B0-module irréductible
de V := CZ/n qui se décompose en somme non-triviale de sous-modules
sous l’action de A0. En particulier, cela implique que le centralisateur de
la représentation ⇢B0

est d’indice infini dans le centralisateur de la repré-
sentation ⇢A0 . Cela contredit clairement l’assertion 3.3. Par conséquent,
nous avions A = B et donc :

A = ZPSL(n,C)(ZPSL(n,C)(A))

Or ZPSL(n,C)(A) contient ⇡n(H) car A est inclus dans Zn(H). Comme
⇡n(H) est irréductible, ZPSL(n,C)(A) l’est aussi et on a donc montré que A
est centralisateur d’un sous-groupe irréductible de PSL(n,C).
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Dans cette section préliminaire, nous avons pu donner des conditions
nécessaires pour être centralisateur d’un sous-groupe irréductible d’un quo-
tient de SL(n,C). Le but de la prochaine section est de donner une condi-
tion nécessaire et suffisante pour cela, autrement dit nous allons classifier les
centralisateurs des sous-groupes irréductibles de PSL(n,C) à isomorphisme
près.

3.3 Le théorème de caractérisation

Nous venons de voir quelques conditions nécessaires pour être centrali-
sateur d’un sous-groupe irréductible de PSL(n,C). Nous souhaitons donner
une condition nécessaire et suffisante sur un groupe abstrait pour qu’il appa-
raisse comme le centralisateur d’un sous-groupe irréductible de PSL(n,C).

Soit n ≥ 1 et A un groupe abélien. On dit que A est n-compatible
s’il existe un entier f et un 2f -uplet d’entiers (ef , df , . . . , e1, d1) tels que les
quatre conditions suivantes soient réunies :

– Le groupe A est isomorphe à Z/ef ⇥ Z/df ⇥ · · · ⇥ Z/e1 ⇥ Z/d1.
– pour tout 1  i  f − 1, l’entier di+1 divise di.
– pour tout 1  i  f , l’entier ei divise di.
– le produit des di : df . . . d1 divise n.

Ni f , ni le 2f -uplet (ef , df , . . . , e1, d1) n’a de raison d’être unique. Un
2f -uplet (ef , df , . . . , e1, d1) vérifiant ces conditions ci-dessus est appelé suite
de n-compatibilité pour A.

Dans la première sous-section, nous démontrerons quelques propositions
sur les groupes n-compatibles. En particulier, on montrera qu’un groupe A
est n-compatible si et seulement s’il existe un groupe B d’ordre n tel que
A  B ⇥ B. Le but de cette sous-section est, plus généralement, de mon-
trer quelques propositions nécessaires à l’établissement du théorème de ca-
ractérisation. L’énoncé du théorème de caractérisation est alors assez simple :

Théorème 3.3 (Théorème de caractérisation)

Soient n un entier ≥ 1 et A un groupe abélien fini. Il existe un sous-
groupe irréductible H  PSL(n,C) tel que A soit isomorphe au centra-
lisateur de H dans PSL(n,C) si et seulement si A est n-compatible.
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Notons en particulier qu’il ne suffit pas à un groupe A d’être abélien
d’exposant divisant n et d’ordre divisant n2 pour être centralisateur d’un
sous-groupe irréductible de PSL(n,C) :

Contre-exemple 1

Définissons le groupe abélien A := Z/2 ⇥ Z/2 ⇥ Z/4. Alors A est
abélien d’ordre 42, d’exposant 4, pourtant, A n’est pas 4-compatible. En
vertu du théorème de caractérisation ci-dessus, le groupe A n’est pas
centralisateur d’un sous-groupe irréductible de PSL(4,C).

Démonstration : On raisonne par l’absurde, si A est 4-compatible alors on
peut trouver (ef , df , . . . , e1, d1) une suite de 4-compatibilité pour A.

Comme df . . . d1 divise 4, on voit que (quitte à enlever les di = 1 qui ne
changent rien) l’on peut supposer f = 1 ou 2. Si f = 1 alors A = Z/e1⇥Z/d1
et alors le rang de A est plus petit que 2, ce qui contredit le fait que le rang
de A soit clairement 3.

Ainsi, f = 2 et A = Z/e2 ⇥ Z/d2 ⇥ Z/e1 ⇥ Z/d1 avec 1 < d2  d1.
Vu que d2d1 = 4 on a donc d2 = d1 = 2. Ainsi (comme ei divise di pour
i = 1, 2) l’exposant de A est égal à 2, ce qui contredit le fait que l’exposant
de A soit clairement 4.

La dernière sous-section sera consacrée à ce que l’on peut en déduire
sur les centralisateurs des sous-groupes irréductibles de ⇡d(SL(n,C)) pour
d divisant n et pas seulement PSL(n,C). On donnera en particulier une
conséquence sur la variété des caractères à valeurs dans ⇡d(SL(n,C)).

3.3.1 Sur la notion de groupe n-compatible

Dans cette sous-section nous utiliserons la notion de type d’un groupe
abélien fini. Rappelons que si A est un groupe abélien fini, la classification
de ces groupes stipule qu’il existe un unique entier r et un r-uplet d’entiers
(dr, . . . , d1) tels que A soit isomorphe à Z/dr⇥· · ·⇥Z/d1 et pour 1  i  r−1,
l’entier di+1 divise di. Un tel r-uplet est alors appelé le type de A et r est,
par définition, son rang.

On rappelle sans démonstration que le rang d’un groupe abélien A peut
également se caractériser de la manière suivante, c’est le cardinal minimal
d’une partie génératrice pour A.
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Finalement si p est un nombre premier et A un groupe abélien, on appelle
p-composante de A le sous-groupe de A constitué des éléments dont l’ordre
est une puissance de p. Si Sp(A) désigne la p-composante de A pour tout
nombre premier p, on pourra vérifier que A se décompose comme somme
directe de ses p-composantes. On commence avec une proposition tout à fait
élémentaire :

Proposition 32

Soit A un groupe abélien fini et n un entier. Alors :
– Le groupe A est |A|-compatible.
– Si A est n-compatible alors A est abélien, l’exposant de A divise n

et son ordre n2.
– Si A est n-compatible alors A est nk-compatible pour tout entier
k > 0.

Démonstration : – Soit (dr, . . . , d1) le type de A alors A est isomorphe à
Z/dr ⇥ · · · ⇥ Z/d1 avec di+1 divisant di pour tout 1  i  r − 1. On
constate que (1, dr, 1, dr−1, . . . , 1, d1) est une suite de |A|-compati-
bilité pour A. En effet :

A est isomorphe à

rY

i=1

Z/1⇥ Z/di| {z }
=Z/di

De plus, pour tout 1  i  r− 1, di+1 divise di. Pour tout 1  i  r,
1 divise di et dr . . . d1 = |A| divise |A|.

Par définition, A est donc |A|-compatible.

– Soient A un groupe n-compatible et (ef , df , . . . , e1, d1) une suite de
n-compatibilité pour A. Alors, clairement A est abélien. De plus, pour
tout i, ei divise di qui divise d1 qui divise dr . . . d1 divisant n. Ainsi :

A isomorphe à Z/ef⇥Z/df⇥· · ·⇥Z/e1⇥Z/d1 d’exposant divisant n

De plus |A| = ef . . . e1df . . . d1 divisant (df . . . d1)
2 divisant n2. Donc

le cardinal de A divise n2.

– Soient A un groupe n-compatible, (ef , df , . . . , e1, d1) une suite de n-
compatibilité pour A et k ≥ 1. Alors df . . . d1 divise n qui divise nk,
on vérifie alors que (ef , df , . . . , e1, d1) est une suite de nk compatibi-
lité pour A.
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Cette proposition permet d’affirmer que tout groupe fini abélien est n-
compatible pour un certain n (en l’occurence n = |A|). De plus, tout groupe
n-compatible vérifie les conditions nécessaires pour être centralisateur d’un
sous-groupe irréductible de PSL(n,C) données dans la section 3.2.

Tout ce qui suit dans cette sous-section a pour but de reformuler la
définition d’un groupe n-compatible. Énonçons d’abord un lemme tiré de
l’article de Garrett Birkhoff [Bir35].

Lemme 17

Soient A un groupe abélien de type (dr, . . . , d1) et B un sous-groupe
de A. Alors il existe (hr, . . . , h1) tels que pour tout 1  i  r− 1, on ait
hi divisant hi−1, pour tout 1  i  r, on ait hi divisant di et :

H isomorphe à Z/hr ⇥ · · · ⇥ Z/h1

Démonstration : Voir la preuve du théorème de [Bir35]. Le théorème est
seulement énoncé pour les p-groupes abéliens mais il se généralise facile-
ment aux groupes abéliens finis quelconques car ils sont le produit de leurs
p-composantes.

Remarquons que la condition de ce lemme est clairement suffisante. C’est
donc une équivalence (nous n’utiliserons que le fait que ce soit une condition
nécessaire dans la suite).

Nous pouvons maintenant montrer une proposition qui stipule qu’être
un groupe n-compatible est stable par passage aux sous-groupes.

Proposition 33

Soient n ≥ 1 et A un groupe n-compatible, alors tout sous-groupe de
A est n-compatible.

Démonstration : Notons B un sous-groupe de A. Puisque A est n-compatible,
on peut choisir (ef , df , . . . , e1, d1) une suite de n-compatibilité pour A.
Quitte à enlever les di triviaux (i.e. égaux à 1), on peut supposer que di > 1
pour tout i. Notons :

A0 :=

fY

i=1

Z/di ⇥ Z/di

Alors A est clairement un sous-groupe de A0. Ainsi B est un sous-groupe
de A0. Si l’on note pour 1  i  2f :
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ti :=

⇢
dj si i = 2j − 1
dj si i = 2j

Alors on remarque que (t2f , . . . , t1) est le type de A0. En appliquant le
lemme 17, il existe des entiers (k2f , . . . , k1) tels que pour tout 1  i  2f−1,
ki+1 divise ki, pour tout 1  i  2f , ki divise ti et :

B est isomorphe à

2fY

i=1

Z/ki =

fY

i=1

Z/k2i ⇥ Z/k2i−1

Notons pour 1  i  f , vi := k2i−1 et wi := k2i. Alors wi divise ki pour
tout 1  i  f . De plus pour tout 1  i  f − 1, vi+1 divise wi qui divise
vi. Il est clair que :

B est isomorphe à

fY

i=1

Z/wi ⇥ Z/vi

Finalement, vf . . . v1 divise t2f−1 . . . t1 = df . . . d1 qui divise n car A
est n-compatible via (ef , df , . . . , e1, d1). Ainsi, on vient de montrer que
(wf , vf , . . . , w1, v1) est une suite de n-compatibilité pour B, le groupe B
est donc, par définition, n-compatible.

Dans ce qui suit, nous allons voir qu’être n-compatible est particulière-
ment restrictif dans certains cas :

Proposition 34

Soient n ≥ 1 et A un groupe abélien d’ordre n2. Le groupe A est
n-compatible si et seulement s’il existe un groupe abélien B d’ordre n
tel que A soit isomorphe à B ⇥B.

Démonstration : Supposons d’abord que A soit isomorphe à B ⇥B où B est
d’ordre n. On pose (dr, . . . , d1) le type de B. Le groupe B étant de cardinal
n, le produit dr . . . d1 est égal à n. Par hypothèse :

A est isomorphe à B ⇥B =
rY

i=1

Z/di ⇥ Z/di

Il est alors clair que (df , df , . . . , d1, d1) est une suite de n-compatibilité
pour A qui est donc n-compatible.

Réciproquement, supposons que A soit n-compatible d’ordre n2. Pre-
nons (ef , df , . . . , e1, d1) une suite de n-compatibilité pour A. Alors on a :
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fY

i=1

eidi = |A| = n2

fY

i=1

ei
di

= (
n

df . . . d1
)2 en divisant par d2f . . . d

2
1

fX

i=1

log(
ei
di
)

| {z }
0

= 2 log(
n

df . . . d1
)

| {z }
≥0

en passant au logarithme

Ainsi on obtient :
fP
i=1

log( eidi ) = 0 = 2log( n
df ...d1

). Vu que pour tout i,

log( eidi )  0 on a ei = di et, de plus d1 . . . df = n. Maintenant :

A est isomorphe à

fY

i=1

Z/ei ⇥ Z/di| {z }
=Z/di⇥Z/di

.

Donc A est isomorphe à B ⇥ B avec B = Z/df ⇥ · · · ⇥ Z/d1 qui est
d’ordre n.

On peut alors retrouver le contre-exemple 1 avec une preuve plus simple :

Contre-exemple 2

Le groupe A = Z/2⇥Z/2⇥Z/4 est abélien d’exposant divisant 4 et
d’ordre divisant 42 mais n’est pas 4-compatible.

Démonstration : Supposons que le groupe A soit 4-compatible alors A, qui
est d’ordre 42 serait isomorphe à B⇥B par la proposition 34. Mais ceci est
impossible car le rang de B ⇥B est pair alors que le rang de A est 3.

On finit cette sous-section en donnant une caractérisation plus simple
pour les groupes n-compatibles.

Proposition 35

Soient n ≥ 1 et A un groupe abélien fini. Alors A est n-compatible
si et seulement s’il existe un groupe abélien B d’ordre n tel que A soit
isomorphe à un sous-groupe de B ⇥B.



128 CHAPITRE 3. LE CAS DE PSL(N,C)

Démonstration : Supposons que A soit n-compatible. Soit (ef , df , . . . , e1, d1)
une suite de n-compatibilité pour A alors :

A est isomorphe à

fY

i=1

Z/ei ⇥ Z/di 
fY

i=1

Z/di ⇥ Z/di

Ainsi A est isomorphe à un sous-groupe de B0 ⇥B0 où le groupe B0 =
Z/df ⇥ · · · ⇥ Z/d1. Le cardinal de B0 est égal à d := df . . . d1 qui divise n
par hypothèse. Notons B := B0 ⇥ Z/(n/d) alors B est de cardinal n et de
plus :

A  B0 ⇥B0  B ⇥B

Ainsi, on a pu construire B abélien d’ordre n tel que A  B ⇥B.

Réciproquement si A  B ⇥ B avec B de cardinal n. En appliquant
la proposition 34, le groupe B ⇥ B est n-compatible. En appliquant la
proposition 33, A est n-compatible.

Au travers de cette sous-section, nous avons pu donner deux définitions
équivalentes pour la n-compatibilité. La définition initiale par les suites de
n-compatibilité et la proposition 35 en incluant A dans B ⇥ B. Chacune
de ces définitions nous permettra de donner un sens pour l’équivalence du
théorème de caractérisation de la page 122.

3.3.2 Preuve du théorème de caractérisation

L’objectif de cette sous-section est de montrer le théorème de caractéri-
sation. Étant donnés n ≥ 1 et A un groupe abélien fini, A est centralisa-
teur d’un sous-groupe irréductible de PSL(n,C) si et seulement si A est
n-compatible.

Nous commencerons par montrer que la n-compatibilité de A est une
condition suffisante. Nous utiliserons la définition de la n-compatibilité par
les suites de compatibilité. Nous montrerons ensuite que la n-compatibilité
de A est une condition nécessaire. Nous utiliserons alors l’équivalence donnée
dans la proposition 35.

La n-compatibilité est suffisante. L’idée est que si A est n-compatible
et (ef , df , . . . , e1, d1) est une suite de n-compatibilité pour A alors le 2(f−1)-
uplet (ef , df , . . . , e2, d2) est une suite de n/d1-compatibilité pour le groupe
B := Z/ef ⇥ Z/df ⇥ · · ·Z/e2 ⇥ Z/d2 sous-groupe de A.
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Autrement dit si, pour tout K0  SL(n/d,C) on peut construire un
sous-groupe H  SL(n,C) tel que le n-centralisateur de H soit isomorphe
à Zn/d(K0) ⇥ Z/e ⇥ Z/d pour tout e divisant d divisant n alors on peut
construire un sous-groupe irréductible de SL(n,C) dont le n-centralisateur
est isomorphe à A pour tout A n-compatible par récurrence.

Si l’idée reste relativement simple, la construction effective est un peu
plus compliquée. Nous la divisons donc en plusieurs parties pour en faciliter
la compréhension. Le premier lemme construit un sous-groupe H0 dont le
n-centralisateur sera isomorphe au groupe Zn/d(K0)⇥ Z/d⇥ Z/d. Ensuite,
dans une nouvelle proposition, on montrera comment l’on peut réduire un
des facteurs égal à Z/d. La conclusion sera une récurrence.

Lemme 18

Soient n ≥ 1 et d un diviseur non-trivial de n. Rappelons que ⇠ :=

e
2
p

−1π
n racine primitive n-ème de l’unité. On définit des matrices de

tailles n par blocs de taille n/d :

u := λ

0
B@
In

d

. . .

⇠
n
d
(d−1)In

d

1
CA et M := λ

0
BBB@

In
d

In
d

. . .

In
d

1
CCCA

où λ est choisi tel que det(u) = 1 (remarquons que u et M sont
conjugués). Soit K0 un sous-groupe irréductible de SL(n/d,C) tel que
l’exposant de Zn

d
(K0) divise d et :

K :=

8
><
>:

0
B@
g

. . .

g

1
CA | g 2 K0

9
>=
>;

Alors si H0 := hK,M, ui, le groupe H0 est irréductible et son n-
centralisateur étendu Un(H0) est égal à :

8
><
>:
µus

0
B@
y0

. . .

y0

1
CAMk | µ 2 h⇠Ini, y0 2 Un

k
(K0) et s, k 2 Z

9
>=
>;
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Démonstration : Le groupe hu,Mi est fini et normalise le groupe K qui est
complètement réductible (essentiellement car K0 est complètement réduc-
tible en tant que sous-groupe de SL(n/d,C) et car l’isomorphisme deK0 sur
K se fait via l’injection diagonale de SL(n/d,C) dans SL(n,C)). Ainsi, H0,
engendré par u,M et K est une extension finie de K et est complètement
réductible. Par [Sik12], pour montrer que H0 est irréductible, il suffit de
montrer que son centralisateur est fini, ou encore que Un(H0) est fini. Soit
v dans Un(H0). Comme u 2 H0, on en déduit que v 2 Un(u) et par la
proposition 29, on obtient :

v =

0
B@
v0

. . .

vd−1

1
CAM l où s, k ≥ 0 et v0, . . . , vd−1 2 GL(n/d,C)

De plus,M 2 H0 donc v 2 Un(M) et il existe un entier l tel que [v,M ] =
⇠lIn. En remarquant que M est d’ordre d modulo le centre de SL(n,C),
l’ordre de ⇠l doit diviser d (vu que l’application [v, ·] est un morphisme).
Ainsi l = n

d s où s est un entier. D’autre part :

[v,M ] =

0
B@
v0

. . .

vd−1

1
CAM lMM−l

0
B@
v0

. . .

vd−1

1
CA

−1

M−1

=

0
B@
v0

. . .

vd−1

1
CAM

0
B@
v0

. . .

vd−1

1
CA

−1

M−1

=

0
B@
v0v

−1
−1

. . .

vd−1v
−1
d−2

1
CA

Ainsi, pour tout 0  i  d− 1, on obtient :

vi = ⇠lvi−1

Par récurrence immédiate, pour tout 0  i  d− 1 :

vi = ⇠
n
d
siv0

Cela implique donc :

v = us

0
@
x0

x0

1
AM l
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avec x0 := λ−sv0 2 GL(n/d,C). Comme det(v) = 1 et det(u) =
det(M) = 1, on obtient det(x0)

d = 1. Si µ est une racine n
d -ème de

det(x0)
−1, alors µn = (det(x0)

d)−1 = 1 et det(µx0) = 1 donc :

v = µus

0
@
y0

y0

1
AM l avec y0 2 SL(

n

d
,C).

Prenons maintenant k =

0
B@
k0

. . .

k0

1
CA dans K (autrement dit k0 2 K0),

comme K  H0 et v 2 Un(H0), on en déduit que v 2 Un(K) et il existe
donc un entier r tel que :

[v, k] = ⇠rIn (3.4)

On voit facilement que µusM l commute avec k et y :=

0
@
y0

y0

1
A.

L’équation 3.4 revient donc à écrire :

[y, k] = ⇠rIn i.e.

0
B@
[y0, k0]

. . .

[y0, k0]

1
CA = ⇠rIn

Nous venons donc de voir que pour tout k0 2 K0, [y0, k0] doit être
central. Ceci implique que y0 2 Un

d
(K0), vu que l’on s’était ramené au cas

où y0 était de déterminant 1. En particulier, Un(H0) est nécessairement fini.
Cela implique que H0 est irréductible. Nous avons montré que la forme la
plus générale d’un élément v de Un(H0) est

µus

0
B@
y0

. . .

y0

1
CAMk

avec k et s des entiers, µ une racine n-ème de l’unité est y0 dans
Un/d(K0). Réciproquement il est trivial de voir que tout élément de cette
forme là sera dans Un(H0) (ce sont rigoureusement les mêmes calculs que
ceux que l’on vient de faire). Ainsi le groupe Un(H0) est égal à

8
><
>:
µus

0
B@
y0

. . .

y0

1
CAMk | µ 2 h⇠Ini, y0 2 Un

k
(K0) et s, k 2 Z

9
>=
>;
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Nous allons utiliser cette construction explicite dans la prochaine propo-
sition qui est essentiellement l’hérédité de notre récurrence.

Proposition 36

Soient n ≥ 2 , d un diviseur non-trivial de n et e un diviseur n.
Si K0 est un sous-groupe irréductible de SL(n/d,C) tel que Zn(K0) est
d’exposant divisant d, il existe un sous-groupe irréductibleH de SL(n,C)
tel que :

Zn(H) soit isomorphe à Zn(K0)⇥ Z/e⇥ Z/d

Démonstration : Rappelons que ⇠ désigne e
2
p

−1π
n une racine primitive n-ème

de l’unité. Par hypothèse, Zn
d
(K0) est d’exposant divisant d, on peut donc

définir u,M,K,H0 comme dans le lemme 18, on obtient alors que :

H0 := hK,M, ui

est un sous-groupe irréductible et si v 2 SL(n,C) alors

v 2 Un(H0) , v = µus

0
B@
y0

. . .

y0

1
CAMk

où s, k 2 Z, µ 2 h⇠Ini et y0 2 Un
k
(K0). Définissons :

V :=

*
⇠In, u,

0
B@
y0

. . .

y0

1
CA
∣∣ y0 2 Un

k
(K0)

+

Comme V \ hMi est inclus dans le centre dans de SL(n,C) et que
[V,M ]  Z(SL(n,C)) :

Zn(H0) = ⇡n(Un(H0)) est isomorphe à ⇡n(V )⇥ h⇡n(M)i

De plus si :

W :=

*
⇠In,

0
B@
y0

. . .

y0

1
CA
∣∣ y0 2 Un

k
(K0)

+

en remarquant que W \hui est inclus dans le centre de SL(n,C) et que
u commute avec tous les éléments de W , nous obtenons :
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⇡n(V ) est isomorphe à ⇡n(W )⇥ h⇡n(u)i

Au final :

Zn(H0) est isomorphe à (⇡n(W )⇥ h⇡n(u)i)⇥ h⇡n(M)i

En remarquant que l’application :

 :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Zn/d(K0) −! ⇡n(W )

⇡n/d(y0) 7−! ⇡n

0
B@
y0

. . .

y0

1
CA

est un morphisme de groupes bien défini et bijectif, on obtient que :

Zn(H0) est isomorphe à (Zn/d(K0)⇥ h⇡n(u)i)⇥ h⇡n(M)i

Si e = 1 on définit :

X :=

8
<
:

0
@
λ0In

d

λd−1In
d

1
A | λ0, . . . ,λd−1 2 C⇤ et λ0 . . .λd−1 = 1

9
=
;

Soit H := hH0, Xi. Comme H0 est irréductible et contenu dans H, H
est également irréductible. De plus, tout élément de X étant diagonal par
blocs scalaires de taille n

d , on obtient que X commute avec tous les éléments
de W et hui. Ainsi :

Un(H) ≥ V et donc Zn(H) ≥ ⇡n(W )⇥ h⇡n(u)i

Montrons que c’est une égalité. Si v est dans Un(H) alors v 2 Un(H0)
et donc v = wusM l où s, l sont entiers et w 2W . Prenons :

x :=

0
BBB@

2In
d

. . .

dIn
d

(2 . . . d)−1In
d

1
CCCA 2 X

Si v 2 Un(H) alors il doit exister un entier r tel que :

[v, x] = ⇠rIn

Comme w et us commutent avec x et v = wusM l, cela implique que :
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[M l, x] = [v, x] = ⇠rIn

Or [M l, x] est une matrice diagonale à coefficients réels strictement
positif donc ⇠r = 1 et r = 0. On en conclut que M l commute avec x, par
suite, M l est scalaire. Ainsi :

Zn(H) \ h⇡n(M)i est trivial
et donc Zn(H) = ⇡n(W ) ⇥ h⇡n(u)i qui est isomorphe à ⇡n(W ) ⇥ Z/d.

Cela couvre le cas où (e, d) = (1, d).

Supposons maintenant que e divisant d soit non-trivial. On définit la
matrice x de taille n par blocs de taille n

e :

x :=

0
B@
In

e

. . .

⇠
n
e
(e−1)In

e

1
CA

On définit H := hx,H0i. Comme x est diagonale par blocs scalaires de
taille n

e et e divise d, x est également diagonale par blocs scalaires de taille
n
d , ainsi elle commute avec V = hW,ui. Nous avons donc :

Un(H) ≥ V

On voit facilement que [M
n
e , x] = ⇠

n
e In de telle sorte que M

n
e 2 Un(H)

et donc :

Un(H) contient hV,M n
e i et donc Zn(H) ≥ ⇡n(V )⇥ h⇡n(M)

n
e i

Nous allons montrer que c’est une égalité. Soit 1  s < n
e . Nous identi-

fierons ici les matrices à des endomorphismes linéaires de CZ/n en utilisant
sa base canonique (e0, . . . , en−1) indexée par Z/n. Nous avons :

Msx · e0 =Ms · e0 = es

xMs · e0 = x · es = es car s <
n

e

Ainsi, [Ms, x] · e0 = e0. D’autre part :

Msx · en
e
−1 =Ms · en

e
−1 = en

e
−1+s

xMs · en
e
−1 = x · en

e
−1+s = ⇠

n
e en

e
−1+s
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Ainsi [Ms, x] · en
e
−1 = ⇠

n
e en

e
−1+s. Il s’ensuit que [Ms, x] ne peut être

une matrice scalaire. En particulier Ms /2 Un(H). On en conclut que Ms 2
Un(H) si et seulement si Ms 2 hM n

e i et donc :

Zn(H) \ h⇡n(M)i = h⇡n(M)
n
e i

Finalement, on a bien :

Zn(H) = ⇡n(V )⇥ h⇡n(M)
n
e i = ⇡n(W )⇥ h⇡n(u)i ⇥ h⇡n(M)

n
e i

Autrement dit :

Zn(H) est isomorphe à Zn
d
(K0)⇥ Z/e⇥ Z/d.

Nous pouvons maintenant conclure :

Corollaire 12

Soient n ≥ 1 et A un groupe n-compatible, alors il existe un sous-
groupe irréductible H de SL(n,C) tel que Zn(H) soit isomorphe à A.

Démonstration : Il s’agit maintenant d’une récurrence faible. Supposons que
le résultat soit vrai pour tout entier < n, montrons-le pour n. Soit A un
groupe n-compatible. Si le cardinal de A est égal à 1 alors le groupe A est
trivial est dans ce cas H := SL(n,C) convient.

Si le cardinal de A n’est pas égal à 1 alors on note d > 1 son exposant.
Prenons (ef , df , . . . , e1, d1, e, d) une suite de n-compatibilité pour A. Soit :

B := Z/ef ⇥ Z/df ⇥ · · · ⇥ Z/e1 ⇥ Z/d1

Il est clair que (ef , df , . . . , e1, d1) est une suite de n/d-compatibilité
pour B, comme n/d < n, on peut appliquer l’hypothèse de récurrence et
trouver un sous-groupe irréductible K0 de SL(n/d,C) dont le centralisateur
est isomorphe à B. De plus, par construction, l’exposant d1 de B divise d.
On est donc dans les conditions d’application de la proposition 36 appliquée
à K0, e et d. On peut trouver H un sous-groupe irréductible de SL(n,C)
tel que :

Zn(H) soit isomorphe à Zn/d(K0)⇥ Z/e⇥ Z/d = B ⇥ Z/e⇥ Z/d

On voit alors que Zn(H) est isomorphe à A et on peut conclure par
récurrence.
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Ceci montre qu’être un groupe n-compatible est suffisant pour être le cen-
tralisateur d’un sous-groupe irréductible de PSL(n,C) (il suffit de prendre
le sous-groupe H := ⇡n(H) de PSL(n,C)).

La n-compatibilité est nécessaire. Contrairement à ce qu’il se passait
au chapitre 2, il semble difficile de décomposer un sous-groupe exceptionnel
de PSL(n,C). Nous verrons toutefois (modulo un lemme abstrait) que la
n-compatibilité des centralisateurs de sous-groupes irréductibles se transmet
par récurrence.

La première étape (la plus importante) est de décomposer le centrali-
sateur d’un sous-groupe irréductible de PSL(n,C). La remarque sur e sera
utilisée dans la section 3.4.2.

Lemme 19

Soient n ≥ 1 et H un sous-groupe irréductible de SL(n,C) alors
Zn(H) est abélien par la proposition 27. Si d est l’exposant de Zn(H), il
existe un sous-groupe irréductible L de SL(n/d,C) et e divisant d tel que
Zn(H) soit isomorphe à V ⇥Z/d où V est un groupe abélien d’exposant
divisant d qui se décompose selon une suite exacte :

1 ! Zn
d
(L) ! V ! Z/e! 1

De plus, il existe u 2 Un(H) tel que ⇡n(u) soit d’ordre d et tel que e
soit l’indice du centralisateur de u dans Un(H).

Démonstration : En utilisant la proposition 27 :

Zn(H) est abélien d’exposant divisant n

Soit d l’exposant de Zn(H) et u 2 Un(H) dont l’image dans Zn(H) est
d’ordre d. Par la proposition 28, on peut supposer (quitte à conjuguer) que :

u = λ

0
BBB@

In
d

⇠
n
d In

d

. . .

⇠
n
d
(d−1)In

d

1
CCCA

avec λ donné dans la proposition 28. Comme H  Un(hui), la proposi-
tion 29 implique que :

H  hGL(n/d,C)Z/d,Mi
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avec M défini par blocs de taille n
d :

M := λ

0
BBB@

In
d

In
d

. . .

In
d

1
CCCA

Soit K := H \ GL(n/d,C)Z/d i.e. le sous-groupe des matrices de H
qui sont diagonales par blocs. Si k 2 K est défini par les blocs diagonaux
k0, . . . , kd−1, on définit pi : K ! GL(n/d,C) l’application envoyant k sur
ki. On définit finalement Ki := pi(K).

Soit q la projection (bien définie car Mk est diagonale par blocs si et
seulement si elle est scalaire) :

H  hGL(n/d,C)Z/d,Mii ! h⇡n(M)i

Si q(H) 6= h⇡n(M)i alors H n’agit pas transitivement sur les espaces
propres de u, en particulier H ne peut être irréductible. Cela implique que
q(H) = hMi (on ne peut toutefois pas affirmer, même à conjugaison près,
que la matrice M est dans H, on peut le comparer à la proposition 7).

Soit γ =

0
B@
h0

. . .

hd−1

1
CAM dans H. Si l’on conjugue H par :

x :=

0
BBB@

h−1
0

(h0h1)
−1

. . .

(h0 . . . hd−1)
−1

1
CCCA

Par calcul direct :

xγx−1 =

0
BBB@

γ0
In

d

. . .

In
d

1
CCCAM où γ0 := (h0 . . . hd−1)

−1

Comme x commute avec u, quitte à conjuguer par x, on peut supposer
que u 2 Un(H) et que H contient la matrice suivante :
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γ =

0
BBB@

γ0
In

d

. . .

In
d

1
CCCAM

Le groupe K étant normal dans H (c’est le noyau de q|H), nous avons :

γKγ−1 = K

Cela implique :

γ0K0γ
−1
0 = K−1 et pour 1  i  d− 1, Ki = Ki−1

En particulier :

K0 = · · · = Kd−1 et γ0 normalise K0

Montrons que K0 est un sous-groupe irréductible de GL(n/d,C). Soit
E un sous-espace invariant de K0 (écrit comme un sous-espace vectoriel de
V ect(e0, . . . , en

d
−1)) définissons :

F :=
d−1M

j=0

γj · E

La somme est directe car si Vi := V ect(en
d
i, en

d
i+1, . . . , en

d
(i+1)−1) alors :

γj .E ✓ Vj

De plus V0, . . . , Vd−1 sont clairement en somme directe. Montrons que
F est stable par H. Tout d’abord, γ · F = F car :

γ · F =

d−1M

j=0

γj+1 · E

=
d−1M

j=1

γj · E ⊕ γd · E| {z }
=E car γd2K

=
d−1M

j=0

γj · E

= F

Montrons que F est également stable par K :
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si

0
B@
k0

. . .

kd−1

1
CA 2 K

vu que γ normalise K, on a :

0
B@
k0

. . .

kd−1

1
CA γj = γj

0
B@
k00

. . .

k0d−1

1
CA

où k00, . . . , k
0
d−1 2 K0, on obtient :

0
B@
k0

. . .

kd−1

1
CA (γj .E) = γj(

0
B@
k00

. . .

k0d−1

1
CA .E) = γj .(k0.E) = γj .E

L’espace F ainsi construit est donc stable par H qui est irréductible par
hypothèse. On en déduit que F est soit trivial soit tout l’espace. Si F est
trivial alors en particulier E l’est. Si F est tout l’espace alors F \ V0 = V0
or F \ V0 = E donc E = V0. Autrement dit tout sous-espace propre de V0
stable par K0 est trivial, ceci justifie que K0 soit irréductible.

Comme u 2 Un(H), on en déduit que Un(H)  Un(u). On définit un
morphisme de groupes (comme dans le lemme 15) :

f1 :

∣∣∣∣
Un(H) −! Mor(hγi, Z(SL(n,C)))

v 7−! (γl 7! [v, γl])

Remarquons que f1 se factorise en une application (toujours notée f1)
partant de Zn(H). Son image est nécessairement d’exposant divisant d car
Zn(H) l’est. Ainsi :

f1 :

∣∣∣∣
Zn(H) −! Mor(hγi, h⇠ n

d Ini)
⇡n(v) 7−! (γl 7! [v, γl])

Soit V := ker(f1). Comme u 2 Un(H) vérifie [u, γ] = ⇠
n
d In et u d’ordre

d, le morphisme f1 admet une section :

Zn(H) = V ⇥ h⇡n(u)i

Notons V1 := ⇡−1
n (V ). Soit v dans V1. Comme v 2 Un(H), on sait que :
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v =

0
B@
v0

. . .

vd−1

1
CAM l où v0, . . . , vd−1 2 GL(n/d,C) et l ≥ 0.

On définit un nouveau morphisme de groupes :

f2 :

∣∣∣∣
V1 −! Mor(hui, h⇠ n

d Ini)
v 7−! (ul 7! [v, ul])

Soit V2 := ker(f2). Comme Mor(hui, h⇠ n
d Ini) est cyclique d’ordre d, il

est clair que Im(f2) est engendré par un élément d’ordre e divisant d, ainsi
on obtient une suite exacte :

1 ! V2 ! V1 ! Z/e! 1 (3.5)

On remarque que le centralisateur de u dans Un(H) est le groupe en-
gendré par V2 et u, ainsi :

e =
|V1|
|V2|

=
|V1|d
|V2|d

=
|Un(H)|

|ZUn(H)(u)|
= [Un(H) : ZUn(H)(u)]

La suite exacte (3.5) (même quand on la regarde dans PSL(n,C)) n’a
aucune raison d’être scindée. Cependant, en utilisant les inclusions suivantes
h⇠Ini  V2  V1, on a :

⇢
Zn(H) = Un(H)/h⇠Ini = (V1/h⇠Ini)⇥ h⇡n(u)i = V ⇥ h⇡n(u)i
1 ! V2/h⇠Ini ! V ! Z/e! 1

Soit W := V2/h⇠Ini = ⇡n(V2). Si v 2 V1 alors :

v =

0
B@
v0

. . .

vd−1

1
CAM l où v0 2 GL(n/d,C) et l ≥ 0

On voit alors que v 2 V2 implique :

v =

0
B@
v0

. . .

vd−1

1
CA où v0, . . . , vd−1 2 GL(n/d,C) (i.e. l = 0)

Comme [γ, v] = In (car v 2 V2  V1) nous avons en plus que v0 = · · · =
vd−1 et v0 commute avec γ0. En particulier :
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v =

0
B@
v0

. . .

v0

1
CA où v0 2 GL(n/d,C)

De plus, si v 2 V2 alors pour tout k 2 K, il existe ⇠l 2 h⇠Ini tel que :

[v, k] = ⇠lIn ) ⇡n
d
(v) 2 Zn

d
(K0)

Remarquons que ⇡n(v) étant d’ordre divisant d, on a ⇠l 2 h⇠ n
d Ini. On

définit maintenant une application :

f3 :

∣∣∣∣
V2 −! Zn

d
(K0)

v 7−! [v0]

Cette application est bien définie. C’est clairement un morphisme de
groupes de noyau h⇠Ini. Ainsi W = V2/h⇠Ini est isomorphe à un sous-
groupe de Zn

d
(K0).

Remarquons que nous avons fait ici un leger abus de notation. En effet
K0 n’est, à priori, pas un sous-groupe de SL(n/d,C) mais de GL(n/d,C).
Dans ce cas Zn

d
(K0) désigne le centralisateur de l’image de K0 dans le

groupe quotient PGL(n/d,C).

Nous avons vu que W est isomorphe à un sous-groupe du centralisa-
teur de l’image de K0 dans PGL(n/d,C). Si l’on définit L0 comme l’image
réciproque dans SL(n/d,C) de l’image de K0 dans PGL(n/d,C) qui est
égal à PSL(n/d,C), alors par définition W est isomorphe à un sous-groupe
de Zn/d(L0) et de plus L0 est irréductible car ⇡n/d(L0) l’est carK0 l’est. Par
le théorème 3.2, il existe L irréductible de SL(n/d,C) tel queW = Zn/d(L).

Nous allons maintenant démontrer un lemme sur la décomposition de
certains groupes abéliens (il faut le mettre en lien avec la décomposition vue
dans le lemme 19).

Lemme 20

Soient d un entier et A un groupe abélien d’exposant divisant d.
Supposons que l’on ait une suite exacte :

1 ! B ! A! Z/e! 1

alors A est isomorphe à un sous-groupe de B ⇥ Z/d.
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Démonstration : Comme A se décompose comme le produit de ses compo-
santes p-primaires et que la suite exacte se décompose sur chaque compo-
sante p-primaire, il suffit de démontrer le lemme quand d est une puissance
de p est A un p-groupe d’exposant divisant d pour tout p premier.

Notons d = p↵, A un p-groupe d’exposant divisant d et e = pk avec
k  ↵. Dans la suite exacte :

1 ! B ! A! Z/pk ! 1

on note ⇡ : A! Z/pk la projection.

Soient (p↵s , . . . , p↵1) le type de A et (pβr , . . . , pβ1) le type de B. En
appliquant le lemme 17, on a s ≥ r. De plus A est clairement engendré par
les r générateurs de B et un élément x envoyé sur le générateur de Z/pk

via ⇡. Ainsi A est engendré par r + 1 éléments et donc s  r + 1.

Si s = r, on définit ↵r+1 := 0. Dans tous les cas :

A est isomorphe à Z/pαr+1 ⇥ · · · ⇥ Z/pα1

Le groupe A est d’exposant divisant pα par hypothèse, le groupe B
est donc également d’exposant divisant pα, ainsi le type de B ⇥ Z/d est
(pβr , . . . , pβ1 , pα). En utilisant à nouveau le lemme 17, le groupe A est iso-
morphe à un sous-groupe de B⇥Z/pα si et seulement si ↵r+1  βr . . .↵2 
β1,↵1  ↵.

Par hypothèse, la condition ↵1  ↵ est toujours vérifiée car A est d’ex-
posant divisant pα. Par conséquent, le groupe A est isomorphe à un sous-
groupe de B ⇥ Z/pα si et seulement si ↵r+1  βr . . .↵2  β1.

On raisonne par l’absurde et on suppose que A n’est pas isomorphe à
un sous-groupe de B⇥Z/pα alors il existe un entier j tel que 2  j  r+1
et ↵j > βj−1.

On rappelle que si C est un groupe abélien, C(d) désigne sa d-torsion.
D’une part :

A/A(pαj−1) contient p
αj−1Z/pαj ⇥ · · · ⇥ pαj−1Z/pα1comme facteur direct

Ainsi :

rg(A/A(pαj−1)) ≥ j (3.6)
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D’autre part, comme B(pαj−1)  A(pαj−1), l’application de projection

f : A! A/A(pαj−1) se factorise par A/B(pαj−1) :

A

p

''

f
// // A/A(pαj−1)

A/B(pαj−1)

g
55 55

Comme f est surjective, g est nécessairement surjective. Puisque βj−1 
↵j − 1, nous avons :

B/B(pαj−1) = p↵j−1Z/pβj−2 ⇥ · · · ⇥ pαj−1Z/pβ1

Par conséquent, B/B(pαj−1) est engendré par j − 2 éléments. De plus,

A/B(pαj−1) est engendré par les j − 2 éléments générant B/B(pαj−1) et

l’élément x mod B(pαj−1) (rappelons que x est défini comme étant un

élément de A tel que ⇡(x) engendre Z/pk).

Le groupe A/B(pαj−1) est donc engendré par j − 1 éléments, et donc

l’image de A/B(pαj−1) par g est également engendrée par j − 1 éléments.

Il s’ensuit que le rang de g(A/B(pαj−1)) = A/A(pαj−1) est strictement plus
petit que j ce qui contredit l’inégalité 3.6.

Par conséquent A est isomorphe à un sous-groupe de B ⇥ Z/d. Nous
l’avons démontré dans le cas des p-groupes. Rappelons que cela se généralise
à tout groupe abélien fini en décomposant un groupe abélien fini comme
produit de ses composantes p-primaires.

Même si le lemme va nous permettre de conclure (cf proposition sui-
vante), il est nécessaire de remarquer que l’inclusion n’est absolument pas
canonique et, en particulier, donne assez peu de conditions sur le type de A.
On verra que pour aborder le problème (plus difficile) de la classification
des classes de conjugaison, il faudra préciser les choses. Pour l’instant nous
allons pouvoir montrer que la condition de n-compatibilité est nécessaire.

Proposition 37

Soient n ≥ 1 et H un sous-groupe irréductible de SL(n,C) alors
Zn(H) est n-compatible.

Démonstration : On démontre ce résultat par récurrence forte. Soit n ≥ 1 tel
que pour toutm < n le résultat soit vrai. SoitH un sous-groupe irréductible
de SL(n,C) et Zn(H) son n-centralisateur.
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Si l’exposant de Zn(H) est 1 alors Zn(H) est le groupe trivial et Zn(H)
est clairement n-compatible.

Sinon, l’exposant d de Zn(H) est strictement plus grand que 1. En ap-
pliquant le lemme 19, il existe un sous-groupe irréductible L de SL(n/d,C)
et e divisant d tel que Zn(H) soit isomorphe à V ⇥Z/d où V est un groupe
abélien d’exposant d qui se décompose selon une suite exacte :

1 ! Zn
d
(L) ! V ! Z/e! 1 (3.7)

En appliquant le lemme 20 à la suite exacte 3.7 (on peut le faire car V
est d’exposant divisant d), on en conclut que V est isomorphe à un sous-
groupe de Zn

d
(L)⇥ Z/d.

Par hypothèse de récurrence, Zn
d
(L) est n/d-compatible, par conséquent

(cf proposition 35), il existe C un groupe abélien d’ordre n/d tel que Zn
d
(L)

soit isomorphe à un sous-groupe de C ⇥ C.

Ainsi V est isomorphe à un sous-groupe de C ⇥ C ⇥ Z/d.

Vu que Zn(H) est isomorphe à V ⇥Z/d, le groupe Zn(H) est isomorphe
à un sous-groupe de C⇥C⇥Z/d⇥Z/d. En posant B := C⇥Z/d qui est un
groupe abélien d’ordre n, on a montré que Zn(H) est isomorphe à un sous-
groupe de B ⇥B où B est abélien d’ordre n. En appliquant, à nouveau, la
proposition 35, le groupe Zn(H) est n-compatible. Ceci permet de conclure
la récurrence.

Conclusion sur le théorème de caractérisation. On commence par
démontrer le théorème de caractérisation (ce qui est une formalité vu le
travail que nous avons effectué) :

Démonstration du théorème 3.3 : Si A est n-compatible, alors il existe un
sous-groupe irréductible H de SL(n,C) tel que Zn(H) soit isomorphe à A
par le corollaire 12. Ainsi A est isomorphe, par définition, au centralisateur
de H := ⇡n(H) dans PSL(n,C). Comme H irréductible, H l’est également
et A est donc isomorphe au centralisateur d’un sous-groupe irréductible de
PSL(n,C).

Réciproquement si H  PSL(n,C) est un sous-groupe irréductible,
alors son centralisateur dans PSL(n,C) est clairement égal au n-centra-
lisateur de H := ⇡−1

n (H). Comme H est irréductible (car H l’est), on peut
appliquer la proposition 37 pour avoir que ZPSL(n,C)(H) = Zn(H) est n-
compatible.
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S’il est relativement satisfaisant de pouvoir caractériser les classes d’iso-
morphisme des centralisateurs des sous-groupes irréductibles de PSL(n,C),
le théorème de caractérisation ne donne pas vraiment de renseignement sur
les classes de conjugaison sur ces centralisateurs. Cette étude sera entreprise
dans la section 3.4.

Avant de faire ce travail, nous allons dire quelques mots sur l’étude ana-
logue dans les quotients arbitraires de SL(n,C) i.e. les ⇡d(SL(n,C)) pour d
divisant n.

3.3.3 Conséquences pour les quotients arbitraires de SL(n,C)

Tout comme dans la section 3.2, nous allons voir que les résultats ob-
tenus sur les centralisateurs des sous-groupes irréductibles de PSL(n,C) se
généralisent partiellement aux centralisateurs partiels. La proposition sui-
vante va permettre de relier les d-centralisateurs aux n-centralisateurs :

Proposition 38

Soient n ≥ 1 et H un sous-groupe irréductible de SL(n,C). Si l’on
décompose n en produit de facteurs premiers n = pα1

1 . . . pαr
r , alors pour

tout 1  i  r, il existe un unique pi-sous-groupe Spi de Zn(H) tel que :

Zn(H) = Sp1 ⇥ · · · ⇥ Spr

et pour tout 1  i  r, en notant ni :=
n
p
αi
i

, nous avons :

Zp
αi
i
(H) = Spi ⇥ Z/ni

Démonstration : Par la proposition 27, le groupe Zn(H) est abélien. Il est
donc produit de ses composantes p-primaires. Vu que Zn(H) est d’exposant
n, seules les composantes pi-primaires de Zn(H) sont potentiellement non-
triviales. Si l’on note Spi la composante pi-primaire de Zn(H) pour 1  i 
r, on a :

Zn(H) = Sp1 ⇥ · · · ⇥ Spr

Fixons maintenant 1  i  r. On sait que :

φpαi
i

: Upαi
i
(H) ! (Zn(H))(pαi

i ) = Spi

est surjective sur Spi par le lemme 16. Cette application se factorise clai-

rement via Upαi
i
(H)/h⇠n/pαi

i Ini = Zpαi
i
(H). Ainsi, il existe un morphisme

de groupes surjectif :
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f : Zpαi
i
(H) ! Spi

dont le noyau est ker(φpαi
i
)/h⇠n/pαi

i Ini = h⇠Ini/h⇠n/p
αi
i Ini qui est iso-

morphe au groupe cyclique Z/ni.

Le groupe Zpαi
i
(H) étant également abélien d’exposant divisant n par

le théorème 3.1, on peut l’écrire comme produit de ses composantes pj-
primaires Tpj pour 1  j  r :

Zpαi
i
(H) = Tpi ⇥

rY

j=1
j 6=i

Tpj (3.8)

Nous avons vu que | ker(f)| = n
p
αi
i

est premier avec pi donc ker(f)\Tpi
est trivial.

D’autre part, puisque pour j 6= i, |Tpj | est premier avec pi, Tpj est
contenu dans ker(f).

Le noyau de f est un sous-groupe de Zpαi
i
(H) contenant chaque Tpj

pour j 6= i et d’intersection triviale avec Tpi . Vu la décomposition donnée
à l’équation 3.8, on en déduit que :

ker(f) =

rY

j=1,j 6=i

Tpj

Par conséquent, au vu de la décomposition donnée à l’équation 3.8,
Zpαi

i
(H)/ ker(f) est isomorphe à Tpi . D’autre part, vu que f est surjectif

sur Spi , on en déduit que Zpαi
i
(H)/ ker(f) est isomorphe à Spi . Finalement :

Zpαi
i
(H) = Tpi ⇥ ker(f) = Tpi ⇥ Z/ni

Et on en déduit donc que Zpαi
i
(H) est isomorphe à Spi ⇥ Z/ni.

Il aurait été plus simple d’obtenir Zn(H) = Zp
α1
1
(H) ⇥ · · · ⇥ Zpαr

r
(H)

mais cette décomposition est fausse. Ce que nous dit la proposition est que,
à l’image du centre de SL(n,C) près, cette décomposition est vraie.

En particulier, nous voyons que si p divise n alors Zpvalp(n)H est iso-

morphe au produit d’un groupe cyclique d’ordre n/pvalp(n) et de l’unique
p-Sylow de Zn(H). En particulier, on obtient :
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Proposition 39

Soit n ≥ 1, on note n = pα1
1 . . . pαr

r sa décomposition en produit de
facteurs premiers. Fixons 1  i  r.

Un groupe abélien A est isomorphe à Zp
αi
i
(H) où H est un sous-

groupe irréductible de SL(n,C) si et seulement si A est isomorphe au
produit de S, un groupe pαi

i -compatible, avec un groupe cyclique d’ordre
n/pαi

i .

Démonstration : Supposons que A soit isomorphe à Zpαi
i
(H) où H est un

sous-groupe irréductible de SL(n,C). D’après la proposition 38, le groupe
A se décompose comme le produit de Spi , la pi-composante de Zn(H), avec
un groupe cyclique d’ordre n/p↵i

i .

Il nous suffit donc de justifier que Spi est p↵i

i -compatible. Le groupe
Zn(H) est n-compatible par le théorème 3.3. La proposition 35 implique
alors qu’il existe B un groupe abélien de cardinal n tel que :

Spi  Zn(H)  B ⇥B

Comme Spi est un pi-groupe par définition, il est inclus dans la compo-
sante pi-primaire de B ⇥ B. Si l’on note Bi la composante pi-primaire de
B, il est clair que la composante primaire de B ⇥B est Bi ⇥Bi. Ainsi :

Spi  Bi ⇥Bi

Or le cardinal de B est n donc le cardinal de Bi est égal à la plus haute
puissance de pi divisant n : i.e. p↵i

i . Ainsi, par la proposition 35, le groupe
Bi est p

↵i

i -compatible.

Réciproquement soit S un groupe p↵i

i -compatible, par la proposition 32,
le groupe S est n-compatible. Le théorème 3.3 implique alors qu’il existe
H  SL(n,C) tel que Zn(H) soit isomorphe à S.

En appliquant la proposition 38, le groupe Zpαi
i
(H) est isomorphe au

produit de la composante pi-primaire de Zn(H) avec un groupe cyclique
d’ordre n/p↵i

i . Or S étant p↵i

i -compatible, il est d’exposant une puissance
de pi par la proposition 32, donc Zn(H) = S est égal à sa composante
pi-primaire. En particulier, Zpαi

i
(H) est isomorphe à S ⇥ Z/(n/p↵i

i ).

Pour finir cette sous-section, nous parlons de la variété des caractères,
plus précisément, dans le cas fuchsien, on donne une condition nécessaire
sur les groupes d’isotropie :
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Proposition 40

Soient Γ un groupe fuchsien, n ≥ 1 et d divisant n. Si l’on note
G := ⇡d(SL(n,C)) et ⇢ une représentation irréductible de Γ dans G.

Alors le groupe d’isotropie de G · ⇢ dans l’orbifolde χi(Γ, G) est n-
compatible d’exposant divisant d.

Démonstration : En vertu du corollaire 4, le groupe d’isotropie en G·⇢ s’iden-
tifie à Z(⇢)/Z(G) (on rappelle que Z(⇢) est le centralisateur dans G du
sous-groupe ⇢(Γ)).

Notons H := ⇡−1
d (⇢(Γ)). Comme ⇢ est irréductible, son image l’est

et donc H l’est aussi. Avec cette notation Z(⇢) s’identifie à Zd(H), le d-
centralisateur de H. On définit le morphisme de groupes suivant (comme
au lemme 15) :

φn :

∣∣∣∣
Un(H) −! Mor(H, h⇠Ini)

u 7−! (h 7! [u, h])

Le lemme 16 implique que Ud(H) = φ−1
n (Zn(H)(d)). Or, par définition :

Zd(H) = Ud(H)/h⇠ n
d Ini

Finalement φd(Ud(H)) = φn(Ud(H)) = Zn(H)(d) par ce qui est écrit
mais aussi Ud(H)/h⇠Ini. Or ce quotient est :

Ud(H)/h⇠Ini = (Ud(H)/h⇠ n
d Ini)/h⇠dIni = Zd(H)/Z(G)

Autrement dit, on a montré que Zn(H)(d) est isomorphe à Zd(H)/Z(G)
qui s’identifie au groupe d’isotropie de G · ⇢.

Par définition, le groupe Zn(H)(d) est d’exposant divisant d, de plus
Zn(H) étant n-compatible par le théorème 3.3, le groupe (Zn(H))(d) l’est
aussi en appliquant la proposition 33.

Ceci conclut cette section sur le théorème de caractérisation qui avait
pour but de caractériser les classes d’isomorphismes apparaissant comme
centralisateur des sous-groupes irréductibles de PSL(n,C). Dans la suite,
nous allons nous intéresser aux classes de conjugaisons de ces centralisateurs.

3.4 Classes de conjugaison des centralisateurs

Dans le théorème 2.1 du chapitre 2 nous n’avons pas seulement donné
les classes d’isomorphisme potentielles de centralisateurs des sous-groupes
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irréductibles de PSL(p,C) mais aussi montré que pour chaque classe d’iso-
morphisme, il n’existait qu’une seule classe de conjugaison de centralisateurs.
Commençons par donner un contre-exemple à cette assertion quand p n’est
pas premier. Autrement dit, pour un certain n, on va trouver deux sous-
groupes irréductibles H1 et H2 de SL(n,C) tels que Zn(H1) soit isomorphe
à Zn(H2) mais Zn(H1) ne soit pas conjugué à Zn(H2).

Contre-exemple 3

Soient n = 4 et A = Z/2⇥ Z/2. Définissons :

H1 := {
✓
x 0
0 x

◆
| x 2 SL(2,C)}o h

✓
0 I2
I2 0

◆
i

Soit K := Do h
✓

0
p
−1p

−1 0

◆
i dans SL(2,C) où D désigne le sous-

groupe des matrices diagonales de SL(2,C) et :

H2 := {
✓
k 0
0 k

◆✓
λI2 0
0 λ−1I2

◆
| k 2 K et λ 2 C⇤}o h

✓
0 I2
I2 0

◆
i

Alors Z4(H1) et Z4(H2) sont isomorphes à A mais Z4(H1) et Z4(H2)
ne sont pas des groupes conjugués dans PSL(4,C).

Démonstration : On peut remarquer que H1 est un groupe construit comme
dans la construction de la proposition 36, avec le groupe abélien A = Z/2⇥
Z/2 muni de la suite de 4-compatibilité (2, 2) alors que H2 est un groupe
construit comme dans la construction de la proposition 36, avec le groupe
abélien A = Z/2⇥ Z/2 muni de la suite de 4-compatibilité (1, 2, 1, 2).

Par un calcul direct, U4(H1) est engendré par ces trois éléments :

p
−1I4,

✓
I2 0
0 −I2

◆
et

✓
0 I2
I2 0

◆

et U4(H2) est engendré par ces trois éléments :

p
−1I4,

✓
I2 0
0 −I2

◆
et

0
BB@

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

1
CCA

Il est clair que pour i = 1, 2 le groupe Z4(Hi) = U4(Hi)/h
p
−1I4i est

engendré par deux éléments qui commutent et qui sont d’ordre 2. Ainsi
Z4(Hi) est isomorphe à Z/2⇥ Z/2.
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Si Z4(H1) et Z4(H2) étaient conjugués, il est clair que U4(H1) et U4(H2)
seraient alors conjugués. Mais ceci est impossible car U4(H1) n’est pas com-
mutatif alors que U4(H2) l’est.

Outre le fait de motiver l’étude qui va suivre, à savoir que la classification
des classes de conjugaison des centralisateurs est strictement plus complexe
que celle de leurs classes d’isomorphisme, ce contre-exemple a la vertu de
nous donner une indication sur l’outil que l’on doit utiliser pour le faire.

En effet, ce qui interdit la conjugaison entre deux centralisateurs iso-
morphes est la différence entre leurs relevés respectifs par rapport à la com-
mutation. On verra que l’on peut définir le crochet de deux éléments de
Zn(H) en prenant le relevé de chacun de ces deux éléments et en le calcu-
lant dans Un(H). Par le même genre de technique élémentaire que dans le
lemme 15, cela définit un morphisme de groupes de Zn(H)⇥Zn(H) vers Z/n
(si le groupe abélien Zn(H) est vu comme un Z/n-module alors l’application
est bilinéaire).

Autrement dit, pour distinguer les différentes classes de conjugaisons,
nous allons rajouter une structure supplémentaire sur le groupe abélien (n-
compatible) Zn(H), celle de module alterné. Dans une première sous-section,
nous allons démontrer quelques propriétés sur les modules alternés, avec
quelques exemples. Le sujet ayant été assez peu traité (celui des modules
symplectiques l’a été beaucoup plus), nous allons montrer les propositions
spécifiques aux modules alternés dont nous aurons besoin par la suite (es-
sentiellement sur la notion de lagrangien).

Dans une seconde sous-section, nous ferons correspondre à chaque classe
de conjugaison de centralisateurs de sous-groupes irréductibles de PSL(n,C)
une unique classe de modules alternés. Nous montrerons alors que la corres-
pondance est injective. Cela nous permettra d’en déduire un certain nombre
de conséquences sur des cas particuliers.

Dans la dernière sous-section, nous donnerons quelques pistes sur la ca-
ractérisation des modules alternés apparaissant de cette manière. En effet
la correspondance injective évoquée ci-dessus n’a pas encore d’image bien
définie (on ne sait pas exactement quelles propriétés nécessaires et suffi-
santes doivent vérifier les modules alternés pour être issus d’un centralisa-
teur d’irréductible de PSL(n,C)).
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3.4.1 Sur les modules alternés

Dans cette sous-section, nous définissons la notion de module alterné.
Le concept est défini par Wall dans [Wal64] et par Tignol et Amitsur dans
[AT86]. Parmi les résultats que nous allons établir, un certain nombre pour-
ront être retrouvés dans ces références. Nous rappelons ici les définitions
(classiques) ainsi que quelques propriétés immédiates.

Soient n ≥ 1 et A un groupe abélien d’exposant divisant n (i.e. un Z/n-
module). Si l’on se donne une application φ : A⇥A! Z/n, alors on dit que
(A,φ) est un n-module bilinéaire si φ est une application Z/n-bilinéaire.
Par définition, le groupe sous-jacent au module bilinéaire (A,φ) est A et
la forme bilinéaire associée à (A,φ) est l’application φ.

Dans toute la suite, on fixe n un entier supérieur ou égal à 1. De plus,
les modules bilinéaires que nous allons considérer dans la suite seront tous
supposés finis.

Soit (A,φ) un n-module bilinéaire, on dit que (A,φ) est un n-module
alterné si φ(a, a) = 0 pour tout a 2 A. Si (A,φ) est un n-module alterné
alors pour tout a, b 2 A, on a :

0 = φ(a+ b, a+ b) car (A,φ) est alterné

= φ(a, a) + φ(a, b) + φ(b, a) + φ(b, b) par ”bilinéarité”

= φ(a, b) + φ(b, a) car (A,φ) est alterné

Ainsi, pour tout a, b 2 A, on a φ(a, b) = −φ(b, a). On résumera cela
en disant que si (A,φ) est un n-module alterné alors, en particulier φ est
antisymétrique (la réciproque est vraie si 2 est inversible modulo n).

Soient (A,φ) un n-module alterné et a, b 2 A, on dit que a est orthogo-
nal à b si φ(a, b) = 0. Comme A est alterné, tout élément de A est orthogonal
à lui-même et la relation d’orthogonalité est symétrique par antisymétrie de
la forme bilinéaire φ.

Soient (A,φ) un n-module alterné et S un sous-ensemble de A. On définit
S? l’orthogonal de S comme l’ensemble des éléments de A orthogonaux à
S. On peut directement vérifier que S? est un sous-groupe de A.

Soient (A,φ) un n-module alterné et B un sous-groupe de A alors le
n-module bilinéaire (B,φ|B⇥B) est également un n-module alterné appelé le
n-sous-module induit sur B par A.
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Soient (A1,φ1) et (A2,φ2) deux n-modules alternés, on définit la somme
orthogonale de ces modules par :

(A1,φ1)
?
⊕ (A2,φ2) := (A,φ)

AvecA := A1⊕A2 et φ((a1, a2), (b1, b2)) := φ1(a1, b1)+φ2(a2, b2). Il s’agit
d’une vérification immédiate de voir que (A,φ) est un n-module alterné, que
A1  A?

2 ainsi que A2  A?
1 et que le n-sous-module induit par A sur Ai

est (Ai,φi).

Réciproquement si (A,φ) est un n-module alterné et B,C sont deux
sous-groupes de A tels que A = B⊕C avec B  C?, on peut vérifier que le
module (A,φ) est somme des deux sous-modules induits sur B et C par A.

Soit A un Z/n-module fini, on définit A⇤, le dual de A comme le groupe
A⇤ :=Mor(A,Z/n). Un résultat pas tout à fait trivial (cela utilise la classi-
fication des groupes abéliens finis) montre que A est isomorphe à A⇤ en tant
que groupe. Remarquons que l’isomorphisme entre ces deux groupes n’est
pas canonique.

Soit (A,φ) un n-module alterné, nous définissons l’application duale
associée à (A,φ) comme étant l’application :

φ† :

∣∣∣∣
A −! A⇤

a 7−! b 7! φ(a, b)

Le noyau Kφ de (A,φ) est, par définition, le noyau ker(φ†) de l’applica-
tion φ†. Autrement dit Kφ = A? i.e. l’ensemble des éléments de A qui sont
orthogonaux à tout élément de A.

Soit (A,φ) un n-module alterné, on dit que (A,φ) est un n-module sym-
plectique si son noyauKφ est trivial (i.e. l’application φ est non-dégénérée).

On remarque que l’on peut associer à tout n-module alterné (A,φ) un
n-module symplectique (B,φB) en posant B := A/Kφ et :

φB(a1 mod Kφ, a2 mod Kφ) := φ(a1, a2)

Le fait que (B,φB) soit bien défini et constitue un n-module symplectique
est clair. Ce module symplectique sera toujours noté (A/Kφ,φ) et appelé le
n-module symplectique associé à (A,φ).
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Un exemple particulièrement important de n-module symplectique (et
classique) est construit de la manière suivante :

Exemple 6

Soit B be un groupe abélien d’exposant divisant n, on le considère
donc comme un Z/n-module. On définit A := B ⇥B⇤ et :

φ :

∣∣∣∣
A⇥A −! Z/n

((a1, 1), (a2, 2)) 7−!  2(a1)−  1(a2)

Alors (A,φ) est n-module symplectique. Dans la suite on notera un tel
module symplectique B⇥B⇤ (la forme bilinéaire alternée sous-entendue
est la forme φ ci-dessus).

Soient (A,φ) un n-module alterné et S un sous-ensemble de A. On dit
que S est isotrope si S ✓ S?. Si de plus S = S? alors S est un sous-groupe
de A appelé lagrangien de (A,φ).

Dans l’exemple 6 ci-dessus, les sous-groupes B et B⇤ de A sont tous les
deux des lagrangiens de (A,φ).

Soient (A,φ) un n-module alterné et (A0,φ0) un n0-module alterné, on
dit que (A,φ) et (A0,φ0) sont isométriques s’il existe un isomorphisme
de groupes g : A ! A0 vérifiant φ = g⇤φ0 où l’on voit φ et φ0 comme
deux applications à valeurs dans Q/Z (ce groupe contient un unique sous-
groupe cyclique de cardinal donné). La relation d’isométrie entre les modules
alternés est clairement une relation d’équivalence.

La nécessité d’avoir une liberté sur le n vient de la remarque suivante, si
l’on donne à Z/2⇥Z/2 deux structures de module alterné donnée respective-
ment par l’application nulle dans Z/2 et dans Z/4, on veut pouvoir identifier
ces deux modules. Cette définition est d’ailleurs cohérente avec [Wal64], où
les modules bilinéaires finis sont définis avec une forme bilinéaire allant dans
Q/Z. Dans le cadre où cela va s’appliquer pour nous, on préfère conserver
la donnée de n.

Par abus de notations, à chaque fois que cela ne posera pas d’ambiguité,
nous désignerons un module (A,φ) par son groupe sous-jacent A.

Avant de passer aux propositions qui vont nous servir dans la suite, on
définit une notation qui nous servira essentiellement dans les exemples. Si A
est un groupe abélien fini de type (dr, . . . , d1) muni d’une n-forme bilinéaire
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alternée φ, cela signifie que A est isomorphe au produit de Z/di pour i allant
de 1 à r. Si l’on fixe, pour tout 1  i  r, un générateur ei de Z/di alors il
est clair que pour donner φ, il suffit de donner les valeurs de φ en les (ei, ej).
On associe donc à tout φ, n-forme bilinéaire alternée la matrice :

Mφ 2Mr(Z/n) définie par (Mφ)i,j := φ(ei, ej) pour 1  i, j  r

Il est évident que Mφ est alors antisymétrique. Réciproquement, tout
matrice antisymétrique M de Mr(Z/n) vérifiant que l’ordre de Mi,j divise
celui de ei et ej définit une n-forme bilinéaire alternée sur A.

Dans les exemples, on prendra généralement un groupe abélien sous sa
forme donnée par la classification des groupes abéliens finis, avec sa base
évidente et l’on écrira une matrice antisymétrique pour décrire la forme
alternée associée. On commence avec une proposition élémentaire :

Proposition 41

Soient n ≥ 1, (A,φ) un n-module symplectique et B un sous-groupe
de A alors :

1. |B||B?| = |A| et B?? = B.

2. Si le sous-module induit sur B par (A,φ) est un n-module symplec-
tique alors le sous module induit sur B? par (A,φ) est un n-module

symplectique, de plus A = B
?
⊕B?.

Démonstration : Voir la proposition 2.2 de [AT86] ou le lemme 1 de [Wal64].

Alors que les modules alternés, en général, sont assez différents les uns
des autres, la proposition suivante implique que tout module symplectique
est isométrique à un construit comme dans l’exemple 6. En particulier l’en-
semble des modules symplectiques est assez rigide.

Corollaire 13

Soient n ≥ 1 et (A,φ) un n-module symplectique. Il existe B  A tel
que (A,φ) soit isométrique à B ⇥B⇤.

Démonstration : Voir le lemme 7 de [Wal64] ou le théorème 4.1 dans [AT86].
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Cette construction peut être vue comme l’analogue d’une base symplec-
tique pour (A,φ) (i.e. une ”base” de B en tant que groupe abélien fini et la
”base duale” dans B⇤). Une conséquence directe de ce corollaire est que deux
modules symplectiques (A,φ) et (A0,φ0) sont isométriques si et seulement si
A et A0 sont isomorphes en tant que groupe.

Il est remarquable qu’une telle base symplectique existe pour ces modules
finis (comme pour le cas des formes bilinéaires sur les K-espaces vectoriels).
Alors que lesK-espaces vectoriels munis d’une forme alternée (pas forcément
symplectique) sont toujours somme du noyau et d’un complémentaire non-
dégénéré, ce n’est pas le cas pour les modules alternés généraux tels que nous
les avons définis. En effet, on peut considérer le contre-exemple suivant :

Contre-exemple 4

Soit A := Z/2⇥ Z/4⇥ Z/8 vu comme un Z/8-module. Notons e1 :=
(1, 0, 0), e2 := (0, 1, 0) et e3 := (0, 0, 1). Alors dans la base e1, e2, e3, on
définit la forme alternée φ sur A par sa matrice :

Mφ :=

0
@
0 4 4
4 0 −2
4 2 0

1
A

Alors le noyau Kφ de (A,φ) n’est pas facteur direct de A, en parti-
culier, A n’est pas somme de son noyau et d’un module non-dégénéré.

Démonstration : Par un calcul direct, on peut vérifier que Kφ = he1 + 2e2 +
2e3i isomorphe à Z/4. On remarque que 2(e1 + 2e2 + 2e3) = 4e3 2 Kφ. De
plus si (x, y, z) 2 A alors 4(x, y, z) = (0, 0, 4z) donc tout élément a 2 A
d’ordre 8 vérifie que 4a = 4e3 2 Kφ. En particulier, Kφ n’est pas facteur
direct de A.

Cet exemple simple permet de justifier qu’il n’existe pas caractérisation
simple des modules alternés indécomposables (en effet s’il l’était alors le
noyau serait facteur direct). Notons un autre corollaire de la proposition 41 :

Corollaire 14

Soient n ≥ 1 et (A,φ) un n-module symplectique, alors tout lagran-
gien L de A est de cardinal

p
|A|.

Démonstration : Par définition d’un lagrangien, L = L?, en appliquant le
point (1) de la proposition 41, on a |L|2 = |A|.
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Dans leur papier [AT86], J.-P. Tignol et S.A. Amitsur se sont intéressés
aux lagrangiens des modules symplectiques, ils appliquent cela aux algèbres
à divisions (cf [AT85]). En ce qui nous concerne, nous allons plutôt nous
intéresser aux lagrangiens des modules alternés. On rappelle donc quelques
résultats sur les lagrangiens :

Proposition 42

Soient n ≥ 1 et (A,φ) un n-module alterné. Les lagrangiens de A sont
exactement les éléments maximaux pour l’inclusion parmi les groupes
isotropes. Autrement dit, un sous-groupe isotrope L de A est un lagran-
gien de A si et seulement si pour tout K 0 isotrope contenant L on ait
K 0 = L.

Démonstration : Soit L un sous-groupe isotrope de A. Supposons que L soit
un lagrangien, alors si K 0 est un isotrope de A contenant L, L? ◆ K 0 car
K 0 est orthogonal à K 0 donc à L. Or L est lagrangien donc L = L? ainsi
K 0 ✓ L, or K 0 ◆ L par hypothèse donc L = K 0 et L est donc maximal
parmi les isotropes de A.

Supposons que L ne soit pas lagrangien. Comme L est isotrope, nous
avons que L  L? et il existe a 2 L? qui n’est pas dans L. Définissons
K 0 := hL, ai, clairement L  K 0 et K 0 6= L, de plus L étant isotrope et
orthogonal à a par hypothèse, K 0 est un groupe isotrope. Ainsi L n’est pas
maximal parmi les sous-groupes isotropes de A.

Soit (A,φ) un n-module alterné alors l’ensemble des sous-groupes iso-
tropes de A est non-vide (il contient le groupe trivial) et fini (car A est fini).
Il existe donc un élément maximal pour l’inclusion. En vertu de cette propo-
sition tout module alterné admet l’existence d’un lagrangien. De plus si K
est un sous-groupe isotrope, il va toujours exister un sous-groupe isotrope
maximal contenant K, ainsi tout sous-groupe isotrope est contenu dans un
lagrangien. En particulier, pour tout a 2 A, il existe un lagrangien contenant
a (en appliquant ce que l’on vient de faire à K = hai).

La proposition qui suit est une généralisation simple du corollaire 14 :

Proposition 43

Soient n ≥ 1 et (A,φ) un n-module alterné. Pour tout lagrangien L de
A le cardinal de L est égal à

p
|A||Kφ|.

Démonstration : Notons :

⇡ :

∣∣∣∣
A −! A/Kφ

a 7−! a mod Kφ
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Par la proposition 42 les lagrangiens de A sont les isotropes maximaux
de A et les lagrangiens de A/Kφ sont les isotropes maximaux de A/Kφ.

L’application ⇡ envoie un isotrope de A sur un isotrope de A/Kφ (par
définition de la forme symplectique sur A/Kφ) et l’image réciproque par
⇡ d’un isotrope de A/Kφ est un isotrope de A. De plus, les applications
définies sur les ensembles isotropes ⇡ et ⇡−1 sont croissantes pour l’inclu-
sion. On en déduit qu’un isotrope de A est maximal si et seulement si son
image via ⇡ l’est. En particulier, par la proposition 42, un isotrope de A est
un lagrangien si et seulement si sa projection dans A/Kφ l’est.

Prenons L un lagrangien de A alors ⇡(L) est un lagrangien de A/Kφ.
Par le corollaire 14 :

|⇡(L)| =
q

|A|/|Kφ| (3.9)

Comme L est un lagrangien, L contient le noyau Kφ de A, par suite :

|L| = |Kφ||⇡(L)|

= |Kφ|
q
|A|/|Kφ| par l’équation (3.9)

=
q

|A||Kφ|.

On retiendra donc que le cardinal des lagrangiens des modules alternés
est constant. Ce n’est pas le cas de la classe d’isomorphisme des lagrangiens.

Exemple 7

Soit (A,φ) le module alterné défini dans le contre-exemple 4. Alors
A = Z/2 ⇥ Z/4 ⇥ Z/8, si l’on note e1 := (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) et e3 =
(0, 0, 1) dans A alors les sous-groupes L1 := he3, e1 + 2e2i et L2 :=
he1, 2e2, 2e3i sont des lagrangiens de A et :

L1 est isomorphe à Z/2⇥ Z/8

L2 est isomorphe à Z/2⇥ Z/2⇥ Z/4

En particulier, L1 n’est pas isomorphe à L2.

Démonstration : D’après le contre-exemple 4, |Kφ| = 4 donc le cardinal d’un
lagrangien de (A,φ) est

p
2 · 4 · 8 · 4 = 16 par la proposition 43.
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On vérifie directement que L1 et L2 sont isotropes.

De plus e1 + 2e2 est d’ordre 2 et n’est pas dans he3i ainsi L1 est iso-
morphe à he1 + 2e2i ⇥ he3i. Donc L1 est isomorphe à Z/2⇥ Z/8. En parti-
culier, L1 est isotrope et a le cardinal d’un lagrangien donc il est lagrangien
(par maximalité des lagrangiens).

Finalement, il est clair que L2 est isomorphe à Z/2 ⇥ Z/2 ⇥ Z/4. Le
groupe L2 est donc isotrope de cardinal, le cardinal d’un lagrangien, il est
donc lagrangien par maximalité des lagrangiens.

Parmi les n-modules alternés, nous distinguons une classe particulière.
On dit qu’un n-module alterné (A,φ) est n-sous-symplectique s’il existe
un groupe abélienB d’ordre n tel que, en tant que n-module alterné, (A,φ) 
B ⇥B⇤ (où B ⇥B⇤ est muni de sa structure symplectique canonique).

La façon dont vont apparâıtre ces modules alternés sera toujours de la
manière suivante :

Proposition 44

Soit n ≥ 1 et G un groupe fini tel que G se décompose comme
une extension centrale d’un groupe abélien A par un groupe cyclique C
engendré par c0 isomorphe à Z/n :

1 ! C ! G
π! A! 1

Alors l’application :

φG :

∣∣∣∣∣∣

A⇥A −! Z/n

(a, b) 7−! φG(a, b) où [ba,bb] = c
φG(a,b)
0

⇢ ba 2 G | ⇡(ba) = a
bb 2 G | ⇡(bb) = b

est bien définie (ne dépend pas des relevés ba et bb choisis). De plus,
(A,φG) est un module alterné.

Démonstration : Si a, b 2 A, ba,ba0 sont deux relevés de a dans G et bb,bb0 sont
deux relevés de b dans G alors, ba et ba0 diffèrent par un élément de C qui
est central, par suite :

[ba0,bb0] = [ba,bb0]

De la même façon :
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[ba,bb0] = [ba,bb]

Ainsi on a [ba0,bb0] = [ba,bb]. De plus ⇡([ba,bb]) = [a, b] = 0 car A est abélien.
Ainsi φG est bien défini à valeurs dans C = Z/n.

En appliquant le lemme 15 (par définition C est inclus dans le centre
de G), l’application φG est bilinéaire. Cela implique, en particulier, que
(A,φG) est un module bilinéaire. Comme il est clair que ba commute avec ba
pour tout a 2 A, on a φG(a, a) = 0. Ainsi (A,φG) est un module alterné.

En général, les extensions de A par Z/n ne sont pas uniquement détermi-
nées par φG. Toutefois, dans le lemme suivant, nous allons constater que,
en rajoutant quelques conditions (sur l’ordre des relevés des éléments d’une
partie génératrice bien choisie de A), on obtient unicité. Ce lemme sera
utilisé dans la sous-section suivante et dans le chapitre 4.

Lemme 21

Soit n ≥ 1, C un groupe cyclique d’ordre n (noté multiplicativement,
généré par c0) et A un groupe abélien fini. Notons (dr, . . . , d1) le type
de A, alors A est isomorphe à Z/dr ⇥ · · ·Z/d1, on note ei l’élément de A
envoyé sur (0, . . . , 0, 1|{z}

place i

, 0 . . . , 0).

Prenons G et H deux extensions centrales de A par C, on note ⇡G
(resp. ⇡H) la projection de G (resp. H) sur A. Si φG = φH et pour tout
1  i  r, il existe gi 2 G (resp. hi 2 H) tel que ⇡G(gi) = ei (resp.
⇡H(hi) = ei) et l’ordre de gi est égal à l’ordre de hi qui est di ou 2di
alors il existe un isomorphisme f entre G et H tel que f envoie c0 2 G
sur c0 2 H.

Démonstration : On définit une section ensembliste u pour ⇡G et v pour ⇡H .
Pour tout élément a 2 A, par définition des (ei), il existe un unique r-uplet
(↵r, . . . ,↵1) d’entiers vérifiant :

a =
rX

i=1

↵iei et 0  ↵i < di

On définit alors u(a) := g↵r
r . . . g↵1

1 et v(a) := h↵r
r . . . h↵1

1 . Il est clair
que u et v sont respectivement des sections ensemblistes des morphismes
⇡G et ⇡H . Tout élément de G s’écrit de manière unique comme le produit
d’un élément c de C et d’un élément de la forme u(a) où a 2 A. On définit
l’application f de la manière suivante :
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f :

∣∣∣∣
G −! H

cu(a) 7−! cv(a)

Ensemblistement, on voit que f est une application bijective. De plus,
f fixe point par point les éléments de C. Il ne reste donc plus qu’à montrer
que f est un morphisme de groupes.

Soit k1, k2 2 G, on écrit k1 = c1u(a1), k2 = c2u(a2) alors :

f(k1k2) = f(k1)f(k2)

,f(c1c2u(a1)u(a2)) = c1c2u(a1)u(a2)

,f(c1c2u(a1)u(a2)u(a1a2)
−1

| {z }
2C

u(a1a2)) = c1c2v(a1)v(a2)

,c1c2u(a1)u(a2)u(a1a2)
−1v(a1a2) = c1c2v(a1)v(a2)

,u(a1)u(a2)u(a1a2)
−1 = v(a1)v(a2)v(a1a2)

−1

Autrement dit, il nous faut vérifier que pour tout a1, a2 2 A :

u(a1)u(a2)u(a1a2)
−1 = v(a1)v(a2)v(a1a2)

−1 (3.10)

Pour i = 1, 2, on note :

ai :=
rX

j=1

γijej avec 0  γij < dj

On écrit également pour 1  j  r :

δj :=

⇢
γ1j + γ2j si γ1j + γ2j < dj
γ1j + γ2j − dj sinon

Clairement :

a1 + a2 =

rX

j=1

δjej avec 0  δj < dj

Par définition de u et les expressions données plus haut :

u(a1)u(a2) = g
γ1
r
r . . . g

γ1
1

1 g
γ2
r
r . . . g

γ2
1

1

= g
γ1
r
r . . . g

γ1
2

2 g
γ2
r
r g

γ1
1

1 c
γ1
1γ

2
rφG(e1,er)

0 g
γ2
r−1

r−1 . . . g
γ2
1

1

On a utilisé l’égalité grg1 = c
φG(er,e1)
0 g1gr et le fait que c0 est dans le

centre de G. Par récurrence immédiate :
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u(a1)u(a2) = g
γ1
r+γ

2
r

r g
γ1
r−1

r−1 . . . g
γ1
1

1 g
γ2
r−1

r−1 . . . g
γ2
1

1

r−1Y

i=2

c
φG(ei,er)γ

1
i γ

2
r

0

On peut répéter le processus de g
γ2
r−1

r−1 à g
γ2
1

1 :

u(a1)u(a2) = g
γ1
r+γ

2
r

r . . . g
γ1
1+γ

2
1

1

rY

j=1

j−1Y

i=1

c
φG(ei,ej)γ

1
i γ

2
j

0

On remarque maintenant que pour 1  i  r :

g
γ1
i +γ

2
i −δi

i est dans C donc central

Aussi :

g
γ1
r+γ2

r
r . . . g

γ1
1+γ2

1
1 = g

γ1
r+γ2

r−δr
r gδrr . . . g

γ1
1+γ2

1−δ1
1 gδ11

= g
γ1
r+γ2

r−δr
r . . . g

γ1
1+γ2

1−δ1
1 gδrr . . . gδ11

=
rY

i=1

g
γ1
i +γ2

i −δi
i u(a1 + a2)

Au final, on vient de montrer :

u(a1)u(a2)u(a1 + a2)
−1 =

rY

i=1

g
γ1
i +γ2

i −δi
i

rY

j=1

j−1Y

i=1

c
φG(ei,ej)γ

1
i γ

2
j

0 (3.11)

Par les mêmes arguments appliqués à H :

v(a1)v(a2)v(a1 + a2)
−1 =

rY

i=1

h
γ1
i +γ2

i −δi
i

rY

j=1

j−1Y

i=1

c
φH(ai,aj)γ

1
i γ

2
j

0 (3.12)

Par hypothèse, φG et φH sont égaux, ainsi :

j−1Y

i=1

c
φG(ei,ej)γ

1
i γ

2
j

0 =

j−1Y

i=1

c
φH(ei,ej)γ

1
i γ

2
j

0 (3.13)

Soit 1  i  r, par hypothèse gi et hi sont du même ordre qui est soit
di soit 2di. Si l’ordre de gi est di alors, comme γ1i + γ2i − δi = 0 ou di, on

en déduit que h
γ1
i +γ2

i −δi
i = 1G = g

γ1
i +γ2

i −δi
i .



162 CHAPITRE 3. LE CAS DE PSL(N,C)

Si gi et hi sont d’ordre 2di alors si γ1i + γ2i − δi = 0, il est clair que

h
γ1
i +γ

2
i −δi

i = 1G = g
γ1
i +γ2

i −δi
i , sinon γ1i + γ2i − δi = di, auquel cas h

γ1
i +γ2

i −δi
i

et g
γ1
i +γ2

i −δi
i sont deux éléments d’ordre 2 dans C, comme C est cyclique il

en admet au plus un donc h
γ1
i +γ2

i −δi
i = g

γ1
i +γ2

i −δi
i .

Dans tous les cas h
γ1
i +γ2

i −δi
i = g

γ1
i +γ2

i −δi
i pour tout 1  i  r donc :

rY

i=1

u(ai)
γ1
i +γ2

i −δi =
rY

i=1

v(bi)
γ1
i +γ2

i −δi

En combinant cette égalité avec les équations 3.11,3.12 et 3.13 nous
obtenons :

u(a1)u(a2)u(a1 + a2)
−1 = v(a1)v(a2)v(a1 + a2)

−1

Nous avons vu au début de la preuve (voir page 160) qu’il suffisait de
vérifier cela pour tout a1, a2 2 A pour en déduire que f est un morphisme
de groupes. D’après ce que l’on avait dit, le fait que f soit bijectif est
automatique.

Dans la suite, nous utilisons ces résultats pour aller vers une classification
des classes de conjugaison des centralisateurs de sous-groupes irréductibles
de PSL(n,C). En particulier, nous verrons que les n-modules alternés sous-
symplectiques auront un rôle particulier.

3.4.2 Classe de conjugaison des centralisateurs comme mo-
dule alterné

Pour faire apparâıtre les modules alternés, nous allons reformuler le
problème. Soit n ≥ 1, on note Zn l’ensemble formé par les centralisateurs
d’irréductibles dans PSL(n,C) et Un l’ensemble de leurs tirés en arrière dans
SL(n,C). De plus, si A est un groupe n-compatible, alors on note Zn(A)
l’ensemble des éléments de Zn qui sont isomorphes à A et Un(A) l’ensemble
de leurs tirés en arrière dans SL(n,C). Le théorème de caractérisation assure
que :

Zn =
[

A n-compatible

Zn(A) et si A est n-compatible alors Zn(A) 6= ;

Il est clair que PSL(n,C) agit par conjugaison sur Zn et Zn(A). Ce
que nous souhaitons déterminer est Zn/PSL(n,C). Pour cela nous allons
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plutôt chercher à classifier Un. Si U est un élément de Un, on remarque
que Z(SL(n,C)) est inclus dans U . Nous dirons que U1 et U2 dans Un sont
équivalents s’il existe un isomorphisme  : U1 ! U2 fixant Z(SL(n,C))
point par point. Autrement dit s’il existe  faisant commuter le diagramme
suivant :

1 // Z(SL(n,C)) // U1

ψ

✏✏

πn // ⇡n(U1) // 1

1 // Z(SL(n,C)) // U2
πn // ⇡n(U2) // 1

Si U1 et U2 sont équivalents alors on écrira U1 ⇡ U2. Cette relation
est bien sûr une relation d’équivalence. Vu le diagramme commutatif plus
haut, si U1 et U2 sont équivalents alors  descend en un isomorphisme de
groupes entre ⇡n(U1) et ⇡n(U2), ainsi si U1 et U2 sont équivalents alors ils
appartiennent au même Un(A).

Le premier résultat, stipule que la classification des n-centralisateurs
(Zn) modulo conjugaison ou la classification des n-centralisateurs étendus
(Un) modulo équivalence est la même chose.

Proposition 45

Soient n ≥ 1, H1 et H2 deux sous-groupes irréductibles de SL(n,C).
Alors Zn(H1) et Zn(H2) sont conjugués si et seulement si Un(H1) et
Un(H2) sont équivalents.

En particulier, nous obtenons une bijection entre Zn/PSL(n,C) et
Un/ ⇡ via l’application ⇡n.

Démonstration : Supposons que Zn(H1) et Zn(H2) soient conjugués. Prenons
g 2 PSL(n,C) tel que gZn(H1)g

−1 = Zn(H2). Soit ĝ un relevé de g dans
SL(n,C), on a ĝUn(H1)ĝ

−1 = Un(H2). La conjugaison par ĝ restreinte à
Un(H1) induit alors un isomorphisme entre Un(H1) et Un(H2) fixant point
par point Z(SL(n,C)).

Réciproquement s’il existe un isomorphisme  faisant commuter le dia-
gramme suivant :

1 // Z(SL(n,C)) // Un(H1)

 

✏✏

⇡n // Zn(H1) // 1

1 // Z(SL(n,C)) // Un(H2)
⇡n // Zn(H2) // 1
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Pour i = 1, 2, notons ◆Hi
la représentation standard de Un(Hi) dans

SL(n,C) et χHi
son caractère (cf début de la sous-section 3.2.2). Notons

de plus ⇢ := ◆H2
◦  et χ := tr ◦ ⇢ le caractère de ⇢.

Alors ◆H1
et ⇢ sont deux représentations de Un(H1) dans SL(n,C). Par

la proposition 30, pour u 2 Un(H1) :

χH1(u) =

⇢
0 si u /2 h⇠Ini
n⇠k si u = ⇠kIn où k 2 Z/n

De plus, si u 2 Un(H1) et u n’est pas central alors  (u) 2 Un(H2) n’est
pas central et si u = ⇠kIn alors  (u) = ⇠kIn, en appliquant la proposition
30 à Un(H2), on obtient que pour tout u 2 Un(H1) :

χ(u) =

⇢
0 si u /2 h⇠Ini
n⇠k si u = ⇠kIn où k 2 Z/n

Les deux représentations de Un(H1), ◆H1 et ⇢ ont même caractère, elles
sont donc conjuguées par la théorie de la représentation des groupes finis (cf
[Ser77]). En particulier, il existe ĝ 2 SL(n,C) tel que ĝ conjugue Un(H1)
(l’image de ◆H1

) en Un(H2) (l’image de ⇢). Il est alors clair que g := ⇡n(ĝ)
conjugue Zn(H1) en Zn(H2).

Cette proposition reformule le problème de la classification des éléments
de Zn/PSL(n,C) en un problème sur la classification des éléments de Un/ ⇡.
Nous allons faire correspondre à ces objets des modules alternés.

Proposition 46

Soient n ≥ 1 et H un sous-groupe irréductible de SL(n,C). Pour
tout x 2 Zn(H) on choisit un relevé x̂ de x dans Un(H). On définit une
forme alternée (comme dans la proposition 44) :

φH :

∣∣∣∣
Zn(H)⇥ Zn(H) −! Z/n

(a, b) 7−! φH(a, b) vérifiant [ba,bb] = ⇠φH(a,b)In

Le noyau KφH
du module alterné (Zn(H),φH) est l’image du centre

de Un(H) par ⇡n.

Si Un(H1) et Un(H2) sont deux éléments équivalents de Un alors
(Zn(H1),φH1) et (Zn(H2),φH2) sont isométriques.

Démonstration : L’existence de cette forme alternée est l’objet de la propo-
sition 44.
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Soit a 2 Zn(H) alors a 2 KφH
si et seulement si [ba,bb] = In pour tout

b 2 Zn(H), si et seulement si ba 2 Z(Un(H)). Ainsi le noyau de (Zn(H),φH)
correspond bien au centre de Un(H).

Si  est un isomorphisme entre Un(H1) et Un(H2) fixant point par point
le centre de SL(n,C) alors  passe au quotient par Z(SL(n,C)) et induit
un isomorphisme  entre Zn(H1) et Zn(H2). Si a, b 2 Zn(H1) :

φH2
( (a), (b)) = [d (a), d (b)]

=  ([ba,bb]) par définition de  

=  (φH1
(a, b)) par définition de φH1

= φH1
(a, b) car  fixe le centre de SL(n,C)

En particulier, on voit que le module (Zn(H1),φH1) est isométrique au
module (Zn(H2),φH2

) avec le fait que  soit un isomorphisme de groupes.

La proposition suivante stipule que deux éléments de Un dont les n-
modules alternés sont isométriques sont équivalents.

Proposition 47

Soient n ≥ 1, H1 et H2 deux sous-groupes irréductibles de SL(n,C)
tels que (Zn(H1),φH1) et (Zn(H2),φH2) soient isométriques, alors les
éléments Un(H1) et Un(H2) de Un sont équivalents.

Démonstration : Prenons H1 et H2 deux sous-groupes irréductibles contenus
dans SL(n,C) tels que Zn(Hi) soient isomorphes au même groupe abélien
A pour i = 1, 2. On suppose de plus que (Zn(H1),φH1) et (Zn(H2),φH2)
sont isométriques. Notons g : Zn(H1) ! Zn(H2) l’isomorphisme de groupes
tel que φH2

= g⇤φH1
. Soit ⇡i : Un(Hi) ! Zn(Hi) la projection canonique.

Quitte à remplacer ⇡2 par g ◦ ⇡2, on peut supposer que les groupes
Un(H1) et Un(H2) sont deux extensions centrales d’un même groupe abélien
A (égal à Zn(H1)) par un groupe cyclique d’ordre n (Z(SL(n,C))) et in-
duisent la même forme alternée φ via la construction de la proposition 44.

Si (dr, . . . , d1) désigne le type de A alors A est isomorphe à Z/dr ⇥
· · · ⇥ Z/d1 et l’on fixe pour 1  i  r, ei 2 A tel que ei est envoyé sur
(0, . . . , 0, 1|{z}

place i

, 0 . . . , 0) via l’isomorphisme.

Comme ei 2 Zn(H1) est d’ordre di, on sait qu’il va exister (par la
proposition 28) gi 2 Un(H1) et λi 2 C tels que ⇡n(gi) = ei :
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gi soit conjuguée à λi

0
BBBB@

I n
di

⇠
n
di I n

di

. . .

⇠
n

id
(di−1)

I n
di

1
CCCCA

De plus :

λi 2

8
><
>:

h⇠Ini si di est impair
h⇠Ini si di est pair et n/di pairq
⇠
−

n(di−1)

di h⇠Ini si di est pair et n/di impair

Ainsi, on en déduit que, quitte à multiplier gi par un élément de h⇠Ini :

gi est d’ordre

⇢
2di si di est pair et n/di impair
di sinon.

Pour les mêmes raisons, pour tout 1  i  r, il existe hi 2 Un(H2) tel
que ⇡n(hi) = ei et :

hi est d’ordre

⇢
2di si di est pair et n/di impair
di sinon.

En particulier, on peut toujours choisir les relevés de ei dans Un(H1)
et Un(H2) de telle sorte qu’ils soient de même ordre di ou 2di. On est
donc dans les conditions d’application du lemme 21. Par suite, il existe un
isomorphisme entre Un(H1) et Un(H2) fixant point par point le centre de
SL(n,C), ceci montre que Un(H1) et Un(H2) sont équivalents.

La proposition 47 a deux corollaires intéressants. Le premier concerne
les centralisateurs d’irréductibles de PSL(n,C) dont le cardinal est n2.

Corollaire 15

Soient n ≥ 1 et A un groupe n-compatible d’ordre n2. Alors l’en-
semble Zn(A)/PSL(n,C) est réduit à un élément qui est la classe d’iso-
métrie d’un n-module symplectique.

Démonstration : Le théorème de caractérisation (théorème 3.3) assure que
Zn(A)/PSL(n,C) contient au moins un élément car A est n-compatible.

Supposons maintenant que A soit isomorphe à Zn(H), le corollaire 9
implique alors que Zn(H) est irréductible (vu que |ZN (H)| = |A| = n2 par
hypothèse). Par suite, Un(H) est irréductible et son centralisateur (par le
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lemme de Schur) est réduit au centre de SL(n,C). En particulier le centre
de Un(H) est réduit au groupe Z(SL(n,C)).

La proposition 46 stipule que le radical KφH
de (Zn(H),φH) est l’image

du centre de Un(H) dans Zn(H) or, on vient de justifier que ce centre est
réduit au groupe Z(SL(n,C)). Par conséquent, Kφ est trivial et le module
(Zn(H),φH) est un n-module symplectique.

Si l’on choisit maintenant Zn(H1) et Zn(H2) dans Zn(A) alors les
n-modules alternés associés (Zn(H1),φH1

) et (Zn(H2),φH2
) sont deux n-

modules symplectiques (par ce que l’on vient de faire) vérifiant que Zn(H1)
est isomorphe à Zn(H2) (par définition ils sont tous les deux isomorphes
à A), nous avons vu dans la sous-section 3.4.1 que l’on pouvait alors en
déduire que (Zn(H1),φH1) et (Zn(H2),φH2) étaient isométriques.

En appliquant la proposition 47, Un(H1) ⇡ Un(H2) et en appliquant la
proposition 45 Zn(H1) et Zn(H2) sont conjugués l’un à l’autre. En parti-
culier Zn(A)/PSL(n,C) a au plus un élément.

Le second corollaire va concerner le cas où n est sans facteur carré.

Corollaire 16

Soient n ≥ 1 sans facteur carré et A un groupe n-compatible. Alors
l’ensemble Zn(A)/PSL(n,C) est réduit à un élément.

Démonstration : Le théorème de caractérisation (théorème 3.3) assure que
Zn(A)/PSL(n,C) contient au moins un élément car A est n-compatible.

Soit Zn(H) 2 Zn(A), notons d l’exposant de Zn(H). Le lemme 19
implique que l’on peut trouver un sous-groupe irréductible L de SL(n/d,C)
et e divisant d tel que Zn(H) soit isomorphe à V ⇥Z/d où V est un groupe
abélien d’exposant divisant d qui se décompose selon une suite exacte :

1 ! Zn
d
(L) ! V ! Z/e! 1 (3.14)

Dans Zn(H) = V ⇥ Z/d on choisit a un élément d’ordre d. Raisonnons
par l’absurde. Supposons que Zn

d
(L) n’est pas trivial.

On peut alors choisir b 2 Zn
d
(L) d’ordre d0 > 1 divisant n

d . L’ordre de
a + b est alors dd0 car pgcd(d, d0) divise pgcd(d, n/d) = 1 car n est sans
facteur carré. Cela contredit le fait que Zn(H) soit d’exposant d.

Par suite Zn
d
(L) est trivial et donc Zn(H) est isomorphe à Z/e⇥ Z/d.
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Par le lemme 19, il existe u 2 Un(H) tel que x := ⇡n(u) 2 Zn(H) soit
d’ordre d et tel que :

e = [Un(H) : ZUn(H)(u)] (3.15)

Si l’on écrit Zn(H) = hyi⇥hxi avec y d’ordre e alors le n-module alterné
(Zn(H),φH) est uniquement déterminé par la valeur de φH(x, y). Supposons
que l’ordre de φH(x, y) divise strictement e alors le groupe B := hy e

e0 i⇥hxi
d’ordre de

e0 est exactement l’orthogonal de x dans Zn(H).

Par suite ⇡−1
n (A)  Un(H) est exactement le centralisateur de u dans

Un(H) (cf proposition 46) et donc :

[Un(H) : ZUn(H)(u)] = [Zn(H) : A] =
de

de
e0 = e0 < e

Ce qui contredit l’égalité 3.15 et donc φH(x, y) est d’ordre exactement
e. Quitte à remplacer y par yk, on peut supposer φH(x, y) = n

e . On a
donc montré que le module (Zn(H),φH) est nécessairement isométrique au
module :

⇣
Z/e⇥ Z/d,φ : ((a1, b1), (a2, b2)) 7!

n

e
(a1b2 − b1a2)

⌘

En particulier, si Zn(H1) et Zn(H2) sont deux éléments de Zn(A) alors
les n-modules alternés associés sont isométriques. Par la proposition 47,
Un(H1) ⇡ Un(H2) et en appliquant la proposition 45 Zn(H1) et Zn(H2)
sont conjugués l’un à l’autre. En particulier Zn(A)/PSL(n,C) a au plus un
élément.

Ce dernier corollaire implique en particulier que dans le cas sans facteur
carré, deux centralisateurs de sous-groupes irréductibles dans PSL(n,C)
sont isomorphes si et seulement s’ils sont conjugués. Remarquons que si n
admet un facteur carré alors cela devient automatiquement faux (on peut
toujours construire un contre-exemple comme le contre-exemple 3).

En particulier, quand n est sans facteur carré, on a une généralisation
du théorème 2.1. Cela semble suggérer que l’approche du chapitre 2 pour
étudier la variété des caractères se généralise au cas sans facteur carré.

Les groupes n-compatibles d’ordre n2 auront un rôle particulier dans la
dernière sous-section.
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3.4.3 Sur une classification possible des classes de conjugai-
son des centralisateurs

On explique ici comment ce qui a été démontré dans la sous-section
3.4.2 permet d’envisager une classification des classes de conjugaison des
centralisateurs.

Soient n ≥ 1 et A un groupe n-compatible. On définit An(A) l’ensemble
des n-modules alternés de groupe sous-jacent A et An(A) l’ensemble An(A)
quotienté par la relation d’isométrie. Si (A,φ) 2 An(A), on notera (A,φ) sa
classe dans An(A).

Soit Un(H) 2 Un(A) et f : Zn(H) ! A un isomorphisme de groupes
abstrait entre Zn(H) et A alors on peut associer à Un(H) un n-module
alterné (A, f⇤φH) par la proposition 46. De plus, il est clair que si f, g :
Zn(H) ! A sont deux isomorphismes, alors (A, f⇤φH) = (A, g⇤φH). On
note alors la classe associée (indépendante de l’isomorphisme choisi) (A,φH).
Autrement dit, il existe une application :

ΛA :

∣∣∣∣
Un(A)/ ⇡ −! An(A)

Un(H) 7−! (A,φH)

La proposition 47 assure alors que ΛA est une application injective. Dans
de nombreux cas (e.g. si A est n-compatible d’ordre n2 ou n sans facteur
carré) nous avons vu que l’application ΛA ne sera pas surjective, autrement
dit, il existe certaines contraintes sur les n-modules alternés construits à par-
tir d’un centralisateur de sous-groupe irréductible de PSL(n,C). Toutefois,
nous n’avons pas pu mettre en évidence de telles contraintes :

Question 1

Soient n ≥ 1 et A un groupe n-compatible, à quoi est égale l’image
de ΛA ?

On peut répondre partiellement à cette question en considérant certains
groupes n-compatibles. Soient n ≥ 1 et A un groupe n-compatible, on dit
que A est saturé si |A| = n2. Si les groupes n-compatibles saturés nous
intéressent, c’est parce que nous allons voir dans la proposition suivante
qu’ils vérifient des propriétés intéressantes relativement à la classification
des centralisateurs d’irréductibles.
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Proposition 48

Soient n ≥ 1 et H un sous-groupe irréductible de SL(n,C) alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le groupe ⇡n(H) est abélien.

2. Le sous-groupe ⇡n(H) de PSL(n,C) est son propre centralisateur.

3. Le groupe Zn(H) est saturé.

4. Le sous-groupe Zn(H) de PSL(n,C) est irréductible.

Si l’une de ces assertions est vérifiée alors à conjugaison près, Zn(H)
est l’unique sous-groupe irréductible de PSL(n,C) dont le centralisateur
est isomorphe à Zn(H).

Démonstration : 3 , 4. Nous avons vu dans le corollaire 9 que Zn(H) était
irréductible si et seulement si Zn(H) était de cardinal n2 (on utilisait la
représentation standard de Un(H)) vu que Zn(H) est toujours n-compatible
par le théorème de caractérisation, on a l’équivalence.

1 ) 4. Si ⇡n(H) est abélien alors ⇡n(H) est contenu dans Zn(H) or
⇡n(H) est irréductible donc Zn(H) l’est aussi.

4 ) 2. Si Zn(H) est irréductible alors Zn(H) est abélien (par la pro-
position 27), de plus on (4 ) 3) Zn(H) est de cardinal n2. De cela on en
déduit que Zn(H) est contenu dans son centralisateur. Or le centralisateur
de Zn(H) est d’ordre divisant n2 (par le corollaire 9) donc Zn(H) est son
propre centralisateur. Vu que ⇡n(H) commute avec Zn(H), on en déduit
que ⇡n(H) est inclus dans le centralisateur de Zn(H) qui est Zn(H).

Si l’on avait ⇡n(H) < Zn(H) alors H serait un sous-groupe de Un(H)
de cardinal < n3, en utilisant le caractère de la représentation standard
(proposition 30), le caractère de l’inclusion de H dans SL(n,C) serait de
norme > 1, ce qui contredirait l’irréductibilité de H. Ainsi ⇡n(H) = Zn(H)
et, par définition ⇡n(H) est son propre centralisateur dans PSL(n,C).

2 ) 1. Si ⇡n(H) est son propre centralisateur alors, en particulier,
⇡n(H) est abélien.

Pour finir si K est un sous-groupe irréductible de SL(n,C) tel que
Zn(K) est isomorphe à Zn(H) saturé alors Zn(H) est saturé implique que
Zn(K) est conjugué à Zn(H) (par le corollaire 15). De plus on vient de
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voir que dans ce cas ⇡n(K) = Zn(K) et ⇡n(H) = Zn(H) donc les groupes
⇡n(H) et ⇡n(K) sont conjugués eux aussi.

Ces groupes n-compatibles sont intéressants car ils permettent de ré-
pondre partiellement à la question 1 :

Proposition 49

Soient n ≥ 1 et (A,φ) un n-module alterné n-sous-symplectique alors
A est n-compatible et (A,φ) est dans l’image de ΛA.

Démonstration : Rappelons que nous avons défini (à la fin de la section
3.4.1) la notion de n-module alterné n-sous-symplectique en disant qu’un n-
module alterné (A,φ) est n-sous-symplectique s’il existe un groupe abélien
B d’ordre n tel que (A,φ) soit un sous-module de B⇥B⇤ (muni de la forme
symplectique canonique).

Si (A,φ) est un n-module alterné sous-symplectique alors on choisit B
un groupe abélien d’ordre n tel que (A,φ) soit un sous-module de B ⇥ B⇤

qui est isomorphe (en tant que groupe) à B ⇥ B. En particulier A est n-
compatible.

Soit H le sous-groupe de PSL(n,C) dont le centralisateur est iso-
morphe à B⇥B, il est unique à conjugaison près en vertu de la proposition
48. De plus la structure de module sur son centralisateur (qui est H) est
nécessairement une structure symplectique par le corollaire 15.

Soit A le sous-groupe de H via l’inclusion de A dans B ⇥ B⇤. Alors
le théorème 3.2 implique que A est le n-centralisateur d’un sous-groupe
irréductible K de SL(n,C). De plus, la structure de n-module alternée
(A,φK) associée (via la proposition 46) est clairement isométrique à celle
induite par (A,φ) dans B ⇥B⇤. Ainsi, on vient de montrer que l’image de
Un(K) par ΛA est (A,φ).

Jusqu’ici, nous n’avons pas trouvé d’éléments dans l’image de ΛA qui
ne soit pas sous-symplectique. Nous conjecturons en réponse à la question
1 que l’image de ΛA est exactement l’ensemble des classes d’isométries de
n-module alternés (A,φ) sous-symplectiques.

Indépendamment du fait que cette conjecture puisse être vraie ou fausse,
il se pose la question de reconnâıtre les n-modules sous-symplectiques. En
effet, si l’on se donne un n-module alterné quelconque, il semble difficile (sans
faire un grand nombre de calculs) de déterminer si ce n-module est sous-
symplectique ou non. Dans cette question, nous proposons une équivalence :
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Question 2

Soit n ≥ 1. Est-ce qu’un n-module alterné est sous-symplectique si
et seulement si le cardinal d’un de ses lagrangiens divise n ?

S’il est évident que pour tout lagrangien L d’un n-module alterné sous-
symplectique, le cardinal de L divise n, la réciproque est loin d’être évidente.

L’intérêt de cette équivalence (si elle est vraie) est qu’il est très simple
de calculer le cardinal d’un lagrangien d’un n-module alterné quelconque (cf
proposition 43), ainsi il serait facile de reconnâıtre si un n-module alterné
est sous-symplectique ou non.

On aimerait que les groupes n-compatibles saturés aient un rôle analogue
à celui joué par Z/p ⇥ Z/p dans le théorème 2.1. En effet, les groupes n-
compatibles saturés sont maximaux pour l’inclusion dans Zn (cela est une
conséquence immédiate du fait que leur cardinal est exactement n2). On
aimerait alors savoir si ce sont les seuls éléments maximaux de Zn.

Question 3

Soit n ≥ 1, est-ce que l’on peut trouver, parmi les éléments de Zn un
élément maximal pour l’inclusion qui ne soit pas irréductible ?

En effet, on sait qu’un élément de Zn est irréductible si et seulement
s’il est de cardinal n2 (cf proposition 48) auquel cas il est nécessairement
maximal. Si, réciproquement, tout élément maximal de Zn pour l’inclusion
est irréductible (i.e. la réponse à la question 3 est non) alors on en déduit
que le n-module alterné associé à tout élément de Zn est sous-symplectique.

Un des arguments les plus en faveur du fait que les n-modules alternés
associés aux éléments de Zn soient sous-symplectiques est que le théorème de
caractérisation (théorème 3.3) nous dit que tout centralisateur d’irréductible
de PSL(n,C) est isomorphe à un groupe n-compatible et donc (proposition
35) isomorphe à un sous-groupe de B ⇥ B = B ⇥ B⇤ en tant que groupe.
Bien sûr, cette inclusion ne dit absolument rien sur la structure de module
alterné sous-jacente.

Par le corollaire 16, si n est sans facteur carré, il est immédiat que tout
élément de Zn est inclus dans le module Z/n⇥ (Z/n)⇤. Cette conjecture se
révèle donc exacte dans le cas où n est sans facteur carré.

Nous allons maintenant expliquer en quoi la connaissance des n-modules
alternés construits comme centralisateurs d’irréductibles de PSL(n,C) per-
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met de paramétriser le lieu singulier de χi(Γ, PSL(n,C)) où Γ est un groupe
de type fini. En effet, si l’on note X l’ensemble de ces n-modules alternés,
alors on peut associer à tout x 2 X construit à partir d’un centralisateur
Zx une sous-variété de χ(Γ, PSL(n,C)) contenant l’ensemble des classes de
conjugaisons de représentations irréductibles dont le centralisateur contient
Zx. Il suffit en effet de prendre χ(Γ, ZPSL(n,C)(Zx)) plongé dans la variété
des caractères χ(Γ, PSL(n,C)).

S’il est possible de caractériser les éléments de χ(Γ, ZPSL(n,C)(Zx)) irré-
ductibles dans PSL(n,C) alors on dispose de l’analogue des composantes
du chapitre 2. On conjecture alors qu’il est possible de comprendre la combi-
natoire du lieu singulier de la variété des caractères en utilisant la structure
d’espace ordonné de X (dans une sorte de généralisation du théorème 2.3).

En particulier, si X est réduit aux classes d’isométrie de n-modules al-
ternés sous-symplectiques, les composantes associées aux maximaux de X
sont des réunions finies de points dans χi(Γ, PSL(n,C)) qui apparaissent
alors comme les sommets d’une structure simpliciale gouvernée par X (les
faces de ce simplexe étant données, en général par les composantes) sur le
lieu singulier de χi(Γ, PSL(n,C)).

On finit en donnant une question qui semble être intermédiaire entre le
cas où n est premier du chapitre 2 et le cas général :

Question 4

Soient n ≥ 1 sans facteur carré et Γ un groupe de type fini. Est-
il possible de paramétrer le lieu singulier de la variété des caractères
χ(Γ, PSL(n,C)) ?

Ce qui suggère que cette analyse est possible est, bien sûr, le corollaire 16
classifiant Zn/PSL(n,C) via une bijection avec l’ensemble des sous-groupes
de Z/n⇥ Z/n.
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Chapitre 4

Centralisateurs des
irréductibles dans Spin(n,C)
et ses quotients

4.1 Résultats

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux centralisateurs des groupes
irréductibles de Spin(n,C) et de ses quotients (SO(n,C) et PSO(n,C) si
n est pair). On rappelle qu’il existe des isomorphismes exceptionnels entre
le groupe Spin(n,C) pour 3  n  6 et d’autres groupes de Lie (on peut
voir cela en utilisant, par exemple, le fait que les diagrammes de Dynkin
coincident pour les deux groupes de Lie considérés, cf [Kna02]) :

Groupe de Spin Groupe de Lie

Spin(3,C) SL(2,C)

Spin(4,C) SL(2,C)⇥ SL(2,C)

Spin(5,C) Sp(4,C)

Spin(6,C) SL(4,C)

Table 4.1.1 – Isomorphismes exceptionnels entre certains groupes de Spin
et certains groupes de Lie

Dans la section 4.2, on étudie le cas de SO(n,C) et nous montrons (voir
propositions 50, 51 et 53) la chose suivante :

175
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Résultat 11 (Le cas de SO(n,C))

Soient n ≥ 3 et H un sous-groupe irréductible de SO(n,C) alors
le centralisateur de H dans SO(n,C) est 2-abélien élémentaire et est
conjugué à un sous-groupe du groupe des matrices diagonales (dans une
base orthonormale) contenues dans SO(n,C) (que l’on note SDO(n,C)).

De plus, le sous-groupe SDO(n,C) est abélien irréductible et est son
propre centralisateur dans SO(n,C).

La proposition 54 donne, en particulier, une description précise des cen-
tralisateurs d’irréductibles que l’on obtient à conjugaison près.

Dans la section 4.3, nous cherchons à déterminer pour quels n ≥ 3, le
groupe Spin(n,C) contient un sous-groupe exceptionnel (i.e. irréductible à
centralisateur non-trivial).

Pour cela, on fait quelques rappels sur l’algèbre de Clifford associée
à un espace complexe muni d’une forme quadratique non-dégénérée dans
la sous-section 4.3.1. Cela permet de donner une construction explicite de
Spin(n,C) comme revêtement connexe, simplement connexe à deux feuillets
de SO(n,C). On introduit, en particulier le groupe Gn  Spin(n,C) des spin
fondamentaux (voir page 195) qui, à conjugaison près, contient le centrali-
sateur de tout sous-groupe irréductible de Spin(n,C).

Dans la sous-section 4.3.2, après avoir donné (cf lemmes 23 et 24) deux
critères d’irréductibilité, on montre le théorème 4.1 :

Résultat 12 (Sous-groupes exceptionnels dans Spin(n,C))

Si n ≥ 7 alors Spin(n,C) contient un sous-groupe irréductible à
centralisateur non-trivial.

De plus, au vu de la table 4.1 et en utilisant le lemme de Schur, les
groupes Spin(3,C) = SL(2,C) et Spin(6,C) = SL(4,C) ne peuvent conte-
nir de sous-groupes exceptionnels. Pour le cas n = 5, l’exemple 8 montre que
Spin(5,C) contient un sous-groupe exceptionnel. Mais pour le cas n = 4
(voir proposition 58), on justifie que ce groupe ne contient pas de sous-
groupe exceptionnel. On remarque toutefois, via la table 4.1 que le groupe
Spin(4,C) = SL(2,C) ⇥ SL(2,C) n’est pas simple (sous cette forme il est
d’ailleurs clair qu’il ne contient aucun sous-groupe exceptionnel).

Dans [Sik12], Sikora définit un groupe de Lie complexe G CI, comme un
groupe de Lie complexe ne contenant aucun sous-groupe exceptionnel. Il pose
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alors une question (la question 19) : est-ce que SL(n,C) et GL(n,C) sont les
seuls groupes de Lie complexes CI ? Clairement si G n’est pas simple alors la
réponse est non (n’importe quel produit non-trivial de SL(n,C) convient).
Toutefois, si l’on impose que G est simple, la réponse n’est pas connue.

Dans la proposition 61, nous montrons que si G est un groupe de Lie
complexe simple et CI alors G est isomorphe à SL(n,C) ou G est isomorphe
à un groupe de Lie de type G2, F4, E6, E7 ou E8. Relativement à la question
19 de [Sik12], on pose alors une nouvelle question (cf question 5) : existe-t-il,
parmi les groupes de Lie de type G2, F4, E6, E7 ou E8, un groupe CI ?

Dans la section 4.4, on s’intéresse à la classification des centralisateurs
dans Spin(n,C). Pour ce faire, nous introduisons dans la sous-section 4.4.1,
les Z/2-modules quadratiques. Le théorème 4.2 classifie ces Z/2-modules
quadratiques.

D’un côté, on voit avec l’exemple 9 que tout sous-groupe de Gn admet
une structure naturelle de Z/2-module quadratique.

D’autre part, si G est un 2-groupe quasiment élémentaire (on dit qu’un
2-groupe G est quasiment élémentaire s’il existe un élément z central d’ordre
2 dans G tel que G/hzi soit 2-abélien élémentaire) alors on peut lui associer,
naturellement, un Z/2-module quadratique.

Le théorème 4.3 stipule que l’application induite entre les classes d’iso-
morphismes de 2-groupes quasiment élémentaires et les classes d’isométrie
de Z/2-modules quadratiques est une bijection.

On montre alors dans la sous-section 4.4.2, le théorème 4.4 :

Résultat 13 (Centralisateurs de Spin(n,C))

Soit G un groupe fini.

Alors il existe n ≥ 3 et H un sous-groupe irréductible de Spin(n,C)
tel que G soit isomorphe au centralisateur de H dans Spin(n,C) si et
seulement si G est un 2-groupe quasiment élémentaire.

Ce théorème est plus faible que le théorème de caractérisation du chapitre
3. En effet, il n’y a pas d’indication ici sur le n pour lequel le 2-groupe quasi-
ment élémentaire est isomorphe à centralisateur de sous-groupe irréductible
de Spin(n,C).
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À la fin de la sous-section 4.4.2, nous complétons ce théorème avec
quelques pistes pour classifier (à n fixé) les centralisateurs d’irréductibles
de Spin(n,C) (voir e.g. la question 6).

La section 4.5 contient quelques indications sur les centralisateurs des
irréductibles de PSO(2n,C). On montre, dans cette section, qu’il n’existe
pas dans PSO(4,C) et PSO(6,C) (voir respectivement proposition 69 et
exemple 13) de sous-groupes irréductibles à centralisateur non-abélien.

On constate toutefois (contre-exemple 6) que PSO(8,C) contient un
sous-groupe irréductible dont le centralisateur est non-abélien. Ceci permet
alors de justifier que la variété des caractères χi(Γ, G) n’est pas nécessaire-
ment une orbifolde abélienne quand Γ est fuchsien et G un groupe de Lie
réductif complexe (voir contre-exemple 7).

4.2 Centralisateurs des irréductibles dans SO(n,C)

Par définition, ici, SO(n,C) est l’ensemble des matrices carrées A de
déterminant 1, de taille n, vérifiant AAt = In.

Dans la suite, il sera parfois utile de considérer SO(n,C) comme les
transformations linéaires de V := CZ/n conservant la forme quadratique
canonique q (celle pour laquelle (e0, . . . , en−1), la base canonique de V est
orthonormée). Rappelons qu’il n’existe (à conjugaison près) qu’une seule
forme quadratique non dégénérée sur V car V est un C-espace vectoriel de
dimension finie. On notera Bq la forme polaire associée :

Bq(u, v) :=
1

2
(q(u+ v)− q(u)− q(v))

Par définition d’une forme quadratique q, Bq est bilinéaire. On peut
montrer que SO(n,C) stabilise également Bq.

On rappelle qu’un sous-espace vectorielW de V est dit isotrope si pour
tout w 2 W , q(w) = 0. On peut montrer que tout pour tout sous-groupe
P de SO(n,C), P est inclus dans un sous-groupe parabolique de SO(n,C)
si et seulement si P stabilise un sous-espace isotrope non-trivial de V . En
particulier, un sous-groupe H de SO(n,C) est irréductible si et seulement
s’il ne stabilise aucun sous-espace isotrope non-trivial.

Nous allons voir que l’irréductibilité d’un sous-groupe de SO(n,C) im-
pose des conditions assez fortes sur son centralisateur.
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Proposition 50

Soient n ≥ 1 et H un sous-groupe irréductible de SO(n,C) alors
tout élément de ZSO(n,C)(H) est diagonalisable. De plus son spectre est
contenu dans {±1}.

Tous les éléments de ZSO(n,C)(H) sont d’ordre divisant 2 et le groupe
ZSO(n,C)(H) est donc abélien.

Démonstration : Dans cette preuve on utilisera l’interprétation de SO(n,C)
comme les transformations de l’espace (V, q).

Comme H est irréductible, le centre de SO(n,C) est d’indice fini dans
ZSO(n,C)(H). Ainsi, le centre de SO(n,C) étant de cardinal fini (c’est soit 1
soit 2 suivant la parité de n), le groupe ZSO(n,C)(H) est fini. En particulier,
tous ses éléments sont diagonalisables.

Soit λ 2 Sp(u) l’ensemble des valeurs propres de u et x 2 Eλ(u), l’espace
propre associé à la valeur propre λ pour u.

λ2q(x) = q(λx)

= q(u(x)) car x 2 Eλ(u)

= q(x) car u 2 SO(n,C)

Ainsi q(x)(λ2 − 1) = 0. Autrement dit si λ2 6= 1 (i.e. λ 6= ±1) alors
q(x) = 0 pour tout x 2 Eλ(u). On vient de voir que si λ 6= ±1 alors Eλ(u)
est un sous-espace isotrope de V non-trivial par définition.

Comme H commute avec u, le groupe H stabilise chaque sous-espace
propre de u (conséquence du lemme 6). Si le spectre de u n’était pas contenu
dans {±1} alors l’espace propre pour u associé à une valeur propre différente
de ±1 fournirait un sous-espace isotrope non-trivial et stable par l’action
de H et contredirait l’irréductibilité de H. Par conséquent, le spectre de u
est contenu dans ±1.

La matrice u est diagonalisable, vu que Sp(u) ✓ {±1}, u est diagonali-
sable avec des éléments ±1 sur la diagonale, en particulier u2 = In.

Le groupe ZSO(n,C)(H) est un groupe dont tous les éléments sont d’ordre
divisant 2, c’est donc un groupe abélien.
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Nous allons vérifier que l’on peut diagonaliser simultanément les éléments
de ZSO(n,C)(H) dans SO(n,C). Il apparâıtra alors un sous-groupe particulier
de SO(n,C) auquel nous donnons maintenant un nom.

On notera SDO(n,C) le sous-groupe des matrices de SO(n,C) qui sont
diagonales. Ce groupe vérifie les propriétés élémentaires suivantes :

Proposition 51

Soit n ≥ 3. Ensemblistement, le groupe SDO(n,C) est l’ensemble
des matrices diagonales avec des ±1 sur la diagonale.

Le groupe SDO(n,C) est isomorphe à (Z/2)n−1.

Le groupe SDO(n,C) est son propre centralisateur dans SO(n,C),
on en déduit que SDO(n,C) est un sous-groupe irréductible de SO(n,C).

Démonstration : Soit d 2 SDO(n,C) alors il existe des nombres complexes
d0, . . . , dn−1 2 Cn tels que :

d =

0
B@
d0

. . .

dn−1

1
CA

Comme d est orthogonale, l’inverse de d est sa transposée dt. Vu que
d est diagonale, dt = d. Ainsi d2 = In. Cela revient à imposer pour tout
0  i  n− 1 d2i = 1, i.e. di = ±1.

De plus, l’application suivante :

φ :

∣∣∣∣
SDO(n,C) −! {±1}n

d 7−! (di)0in−1

est clairement un morphisme de groupes injectif. De plus (x0, . . . , xn−1)
est dans l’image de φ si et seulement si x0 . . . xn−1 = 1.

L’image de φ est donc un sous-groupe d’indice 2 dans {±1}n. Ce der-
nier groupe étant abélien 2-élémentaire de dimension n, tout sous-groupe
d’indice 2 est abélien 2-élémentaire de dimension n − 1. Autrement dit
SDO(n,C) est isomorphe à (Z/2)n−1.

Soit Z le centralisateur de SDO(n,C) dans SO(n,C). Étant donné que
SDO(n,C) est abélien, le groupe Z contient SDO(n,C). Réciproquement,
si l’on identifie SO(n,C) aux transformations de (V, q) muni de sa base
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canonique (e0, . . . , en−1) alors on note pour tout 0  i 6= j  n − 1, di,j
l’élément de SDO(n,C) vérifiant pour tout 0  k  n− 1 :

di,j(ek) =

⇢
−ek si k = i ou j
ek sinon

Prenons maintenant z 2 Z et 0  k0  n − 1. Comme n ≥ 3, il existe
k1, k2 tel que k0, k1 et k2 soit deux à deux différents.

Pour i = 1, 2, z commute avec dk0,ki donc z stabilise l’espace propre
E−1(dk0,ki) = V ect(ek0 , eki). En particulier :

z(ek0) 2 V ect(ek0 , ek1) \ V ect(ek0 , ek2) = V ect(ek0)

Ainsi z(ek0) = λk0ek0 . Ceci étant vrai pour tout k0, z est diagonale est
donc z 2 SDO(n,C).

Nous avons donc montré que SDO(n,C) est son propre centralisa-
teur. Le sous-groupe SDO(n,C) de SO(n,C) est fini donc complètement
réductible, puisque son centralisateur est également fini, il est irréductible
(cf corollaire 17 [Sik12]).

Si A est un ensemble, on notera P(A) l’ensemble des parties de A. L’en-
semble P(A) est muni d’une loi de groupe ∆, la différence symétrique
définie par :

B∆C := (B [ C) \ (B \ C)c = (B \ Cc) [ (Bc \ C)

Le fait que (P(A),∆) soit un groupe peut-être directement vérifié.

Dans le groupe (P(A),∆), l’élément neutre est l’ensemble vide ; et l’in-
verse de B est B (tous les éléments sont d’ordre divisant 2).

On notera également P0(A) le sous-ensemble de P(A) dont les ensembles
sont de cardinal (fini) pair. On pourra vérifier que P0(A) est un sous-groupe
de P(A) (cela vient de la formule |A∆B| = |A|+ |B| − 2|A \B|).
Proposition 52

Si n ≥ 3 alors l’application f de SDO(n,C) dans P0(Z/n) envoyant
d sur {0  i  n− 1 | d(ei) = −ei} est un isomorphisme de groupes.
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Démonstration : Soient d1 et d2 dans SDO(n,C). Soit 0  k  n− 1 alors il
existe ✏1, ✏2 2 {±1} tels que

dj(ek) = ✏jek pour j = 1, 2

C’est une conséquence de la proposition 51. On en déduit que :

(d1d2)(ek) = ✏1✏2ek

Ainsi, k 2 f(d1d2) := {0  i  n − 1 | d1d2(ei) = −ei} si et seulement
si ✏1✏2 = −1, si et seulement si :

k 2 f(d1) \ f(d2)c ou f(d2) \ f(d1)c

si et seulement si k 2 f(d1)∆f(d2). Comme il est clair que f(In) = ;,
l’application f est un morphisme de groupes.

Un élément d 2 SDO(n,C) est dans le noyau de f si et seulement si
d(ei) 6= −ei pour tout 0  i  n− 1, comme d(ei) = ±ei, on en conclut que
d(ei) = ei pour tout 0  i  n − 1 et donc d = In. Ainsi l’application est
injective.

Finalement SDO(n,C) et P0(Z/n) étant tous les deux de cardinal 2n−1

l’application f est aussi surjective.

L’identification de SDO(n,C) à P0(Z/n) est une identification relati-
vement naturelle dont l’intérêt va devenir clair quand nous étudierons les
centralisateurs du groupe Spin(n,C). Dans la suite le groupe P0(Z/n) sera
noté Pn.

La prochaine proposition stipule que SDO(n,C) est, à conjugaison près,
le plus grand élément parmi les centralisateurs des groupes irréductibles de
SO(n,C).

Proposition 53

Soient n ≥ 3 et H un sous-groupe irréductible de SO(n,C) alors
ZSO(n,C)(H) est simultanément diagonalisable dans SO(n,C). En parti-
culier, ZSO(n,C)(H) est conjugué à un sous-groupe de SDO(n,C).

Démonstration : Nous allons montrer la chose suivante par récurrence forte
sur n ≥ 1. Tout sous-groupe A de SO(n,C) tel que A est abélien et dont
tous les éléments sont diagonalisables à valeurs propres dans ±1 admet une
base orthonormale de diagonalisation dans (V, q).
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Supposons que le résultat soit vrai pour tout k < n. Soit A un sous-
groupe A de SO(n,C) tel que A soit abélien et dont tous les éléments sont
diagonalisables à valeurs propres dans ±1. Si tous les éléments de A sont
scalaires alors A  {±In} et il n’y a rien à démontrer.

Sinon, il existe a0 2 A tel que E1(a0) et E−1(a0) sont non-triviaux.
Comme a0 est diagonalisable :

V = E1(a0)⊕ E−1(a0) (4.1)

De plus, si (x, y) 2 E1(a0)⇥ E−1(a0) alors :

−B(x, y) =| {z }
car (x,y)2E1(a0)⇥E−1(a0)

Bq(a0(x), a0(y))

car a02SO(n,C)z }| {
= Bq(x, y)

Ainsi Bq(x, y) = 0 et donc la décomposition 4.1 est orthogonale. De
cela, on déduit que l’orthogonal de E1(a0) dans V est exactement E−1(a0)
(car Bq est non dégénérée) et donc (E1(a0), q) et (E−1(a0), q) sont tous les
deux non-dégénérés.

D’autre part, comme A est abélien tout élément a de A stabilise E1(a0)
d’une part et E−1(a0) d’autre part. Par hypothèse de récurrence appliqué à
(E1(a0), q) et (E−1(a0), q) il existe une base orthonormale de diagonalisa-
tion pour A : βi dans (Ei(a0), q) pour i = ±1. On en déduit que (β1,β−1)
est également une base orthonormale de diagonalisation pour A.

Prenons maintenant H un sous-groupe irréductible de SO(n,C). La
proposition 50 implique que Zn(H) est un groupe abélien dont tous les
éléments sont diagonalisables à valeurs propres dans ±1. Il existe donc une
base orthonormale de diagonalisation β pour Zn(H). Si C désigne la base
canonique de V alors la matrice de passage Pβ,C est dans O(n,C) car les
bases β et C sont orthonormées. De plus :

P−1
β,CZn(H)Pβ,C  SDO(n,C)

Quitte à multiplier Pβ,C à droite par la matrice diagonale d− avec des 1
sur la diagonale sauf sur la première ligne où il y a un −1, on peut supposer
Pβ,C 2 SO(n,C).

Le groupe SDO(n,C) prend donc le rôle de Z/p⇥ Z/p au théorème 2.1
du chapitre 2. C’est à dire c’est le plus grand élément (à conjugaison près)
parmi les centralisateurs de SO(n,C).

Dans la suite, nous aurons besoin du lemme suivant :
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Lemme 22

Soit n ≥ 1, le groupe SZ/n agit sur SDO(n,C) en permutant les
éléments diagonaux. Alors pour tout σ 2 SZ/n, il existe gσ 2 SO(n,C)
tel que pour tout d 2 SDO(n,C) :

σ · d = gσdg
−1
σ

Démonstration : On définit :

M :

∣∣∣∣
SZ/n −! O(n,C)

σ 7−! (Mσ : ei 7! eσ(i))

Par définition, l’action de SZ/n sur SDO(n,C) est donnée par σ · d =
MσdMσ−1 . De plus, on sait que det(Mσ) = ✏(σ) où ✏ est la signature de
SZ/n.

Notons gσ :=

✓
✏(σ) 0
0 In−1

◆
Mσ alors d’une part det(gσ) = ✏(σ)2 = 1

donc gσ est dans SO(n,C). De plus

✓
✏(σ) 0
0 In−1

◆
est dans le commutateur

du groupe SDO(n,C) ainsi gσdg
−1
σ =MσdMσ−1 = σ · d.

Avec ce lemme, on pourra permuter les vecteurs de base e0, . . . , en−1

quitte à conjuguer.

Proposition 54

Soient n ≥ 3, H un sous-groupe irréductible de SO(n,C) et A son
centralisateur. Alors, il existe r (peut-être 0), d1, . . . , dr > 0 et k ≥ 0 tels
que le groupe A soit conjugué au groupe :

8
>>><
>>>:

0
BBB@

a1Id1
. . .

arIdr
Ik

1
CCCA

∣∣∣∣∣a1, ..., ar 2 {±1} et

rY

i=1

adii = 1

9
>>>=
>>>;

Si n pair, ou un des di est impair alors k = 0. Sinon, k = 0 ou k est im-
pair. Les d1, . . . , dr, k sont uniques à l’ordre des di prés. Réciproquement,
tout groupe de la forme ci-dessus est le centralisateur d’un sous-groupe
irréductible de SO(n,C).
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Démonstration : Quitte à conjuguer (proposition 53), on peut supposer que
A est un sous-groupe de SDO(n,C). Pour tout i 2 Z/n, on définit :

A−
i := {a 2 A | a(ei) = −ei}

Pour tout i, j 2 Z/n, on note i ⇡ j si A−
i = A−

j . La relation ⇡ est
clairement une relation d’équivalence.

Notons L1, . . . , Ls ses classes d’équivalence avec s ≥ 1. On voit que,
parmi ces classes, au plus une vérifie que pour i 2 Lv A

−
i = ;. Quitte à

renuméroter les partitions (et éventuellement rajouter l’ensemble vide à la
partition), on peut supposer que les classes d’équivalences pour ⇡ sont :

L1, . . . , Lr, L avec pour i 2 L, A−
i = ;

Notons pour 1  i  r, di := |Li| et k := |L|. Quitte à faire agir
une permutation sur SDO(n,C) (qui correspond à une conjugaison dans
SO(n,C) par le lemme 22) on peut supposer :

L1 = {0, . . . , d1 − 1}
L2 = {d1, . . . , d1 + d2 − 1}
...

Lr = {d1 + · · ·+ dr−1, . . . , d1 + · · ·+ dr − 1}
L = {n− k, . . . , n− 1}

Par définition de ⇡, si i, j 2 Lv alors pour tout a 2 A, a(ei) = −ei si et
seulement si a 2 A−

i = A−
j si et seulement si a(ej) = −ej . De plus si i 2 L

alors a(ei) = ei pour tout a 2 A. Par conséquent, après permutation des
vecteurs de base, le groupe A est inclus dans le groupe :

8
>>><
>>>:

0
BBB@

a1Id1
. . .

arIdr
Ik

1
CCCA | a1, ..., ar 2 {±1} et

rY

i=1

adii = 1

9
>>>=
>>>;

(4.2)

Le groupe (4.2) sera noté Zn,d1,...,dr,k dans la suite.
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On pose maintenant Fv := V ect(ei | i 2 Lv) et F := V ect(ei | i 2 L).
Nous allons montrer que chacun de ces sous-espaces est l’intersection d’un
certain nombre de sous-espaces propres associés à des éléments de A. Par
définition :

V = F1 ⊕ · · · ⊕ Fr ⊕ F (4.3)

Pour 1  v  r, on note :

Ev :=
\

a2(A−
d1+...+dv−1)

c

E1(a) \
\

a2A−
d1+...+dv−1

E−1(a)

et :

E :=
\

a2A

E1(a)

Nous allons montrer que Fv = Ev pour tout 1  v  r et F = E.
Pour cela, on commence par montrer que Fv est contenu dans Ev et F est
contenu dans E. On montre ensuite que Fv \ Fw est trivial si v 6= w ainsi
que Fv \ F est trivial.

Soit i 2 Lv alors pour tout a 2 A−
i = A−

d1+...+dv−1, a(ei) = −ei et pour
tout a 2 (A−

d1+...+dv−1)
c, a(ei) 6= ei donc a(ei) = ei. Ainsi, ei 2 Ev et donc

Fv  Ev.

De même, si i 2 L, alors pour tout a 2 A, a(ei) = ei. Ainsi F  E. Soit
x 2 E, vue la décomposition 4.3, on peut écrire :

x :=
rX

v=1

fv|{z}
2Fv

+ f|{z}
2F

Soit 1  v  r, on choisit a 2 A−
d1+...+dv−1, vu que Fv  Ev, on a

a(fv) = −fv, de plus pour tout 1  w  r, a(fw) 2 Fw, ainsi :

x− a(x) = f − a(f)| {z }
=f−f=0 car f2F

+
X

w=1,w 6=v

fw − a(fw)| {z }
2Fw

+2fv

Ainsi fv = 0. Ceci étant vrai pour tout v 2 V , on en déduit que x 2 F
et donc E = F .

De la même façon si x 2 Ev et :
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x =
rX

w=1

fw|{z}
2Fw

+ f|{z}
2F

Alors on peut montrer que x appartient à Fv (vu que A−
d1+...+dv−1 6=

A−
d1+...+dw−1 si v 6= w, en calculant x − a(x) pour a un élément dans la

différence symétrique de ces deux ensembles, on voit que fw = 0 si w 6= v,
de même en calculant x+ a(x) pour a 2 A−

d1+...+dv−1 , on voit que f = 0).
Par suite, x 2 Fv et donc Ev = Fv.

En conclusion, chaque Fv et F est une intersection de sous-espaces
propres d’éléments de A.

Soit H le groupe dont A est le centralisateur dans SO(n,C). Vu que
H commute avec tout élément de A, il stabilise tous les espaces propres de
chaque élément de A. Ainsi H stabilise Fv et F . On en déduit que :

H 

0
BBB@

O(d1,C)
. . .

O(dr,C)
O(k,C)

1
CCCA \ SO(n,C) (4.4)

Maintenant il est clair que chaque élément du groupe Zn,d1,...,dr,k du
type (4.2) commute avec les éléments dans le groupe (4.4). Ainsi :

ZSO(n,C)(H)  Zn,d1,...,dr,k  ZSO(n,C)(H)

donc le centralisateur de H dans SO(n,C) est exactement Zn,d1,...,dr,k.

Remarquons que si n pair alors −In 2 ZSO(n,C)(H) et donc L défini
plus haut est vide (et donc son cardinal k est nul).

Si k > 0 est impair et s’il existe di impair alors l’élément :

0
BBB@

a1Id1
. . .

arIdr
−Ik

1
CCCA 2 ZSO(n,C)(H) avec ai =

⇢
1 si i 6= k
−1 si i = k

ce qui contredit la définition de L.

Finalement, si k > 0 est pair alors :
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0
BBB@

Id1
. . .

Idr
−Ik

1
CCCA 2 ZSO(n,C)(H)

ce qui contredit à nouveau la définition de L.

On a donc bien les conditions nécessaires données dans la proposition.
Remarquons que d1, . . . , dr, k sont invariants par conjugaison à l’ordre des
entiers prés.

Réciproquement, si l’on associe à tout (n, d1, . . . , dr, k) vérifiant les
conditions données ci-dessus le groupe :

Hn,d1,...,dr,k :=

0
BBB@

O(d1)
. . .

O(dr)
O(k)

1
CCCA \ SO(n,C)

Alors, le groupe Zn,d1,...,dr,k est clairement contenu dans le centralisa-
teur du groupe Hn,d1,...,dr,k. On peut alors vérifier que le centralisateur de
Hn,d1,...,dr,k doit fixer chaque Fv et F . On en conclut que :

ZSO(n,C)(Hn,d1,...,dr,k) = Zn,d1,...,dr,k

De par sa définition, Hn,d1,...,dr,k est complètement réductible, comme
son centralisateur est fini, il est irréductible. Ainsi, tout groupe de la forme
Zn,d1,...,dr,k est centralisateur d’un sous-groupe irréductible de SO(n,C).

Tout sous-groupe de SDO(n,C) contenant le centre de SO(n,C) n’est
pas nécessairement centralisateur d’un groupe irréductible :

Contre-exemple 5

On se place dans le cas où n = 7. À tout sous-ensemble de cardinal
pair P de Z/7, on associe la matrice diagonale dP dont le i-ème élément
diagonal est 1 si i /2 P et −1 sinon.

Considérons le sous-groupe A de SDO(7,C) engendré par d{1,2,3,4}
et d{3,4,5,6} alors A n’est pas centralisateur d’un sous-groupe irréductible
de SO(7,C).
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Démonstration : La preuve est assez simple, elle provient de la remarque
suivante, si dans un groupe G on prend un sous-groupe G1 de G et que l’on
applique trois fois le centralisateur alors on retrouve ZG(G1) i.e. :

ZG(ZG(ZG(G1))) = ZG(G1)

Si l’on suppose maintenant que A = ZSO(7,C)(H) pour H un groupe
alors ZSO(7,C)(ZSO(7,C)(A)) = A. Or, en calculant les classes d’équivalence
de ⇡ (cf la preuve précédente) pour A, d1,2 2 ZSO(7,C)(H) mais d1,2 n’est
pas dans A donc A n’est pas centralisateur d’un groupe irréductible.

Cette décomposition n’a donc rien d’évident et nous l’utiliserons dans
l’étude du cas de Spin(n,C). Avant d’expliquer ce qu’il se passe dans le
groupe Spin(n,C), nous évoquons une conséquence intéressante sur la varié-
té des caractères.

Corollaire 17

Soient n ≥ 3, Γ un groupe fuchsien et G := SO(n,C) ou Spin(n,C).
Le groupe d’isotropie locale en chaque point de l’orbifolde χi(Γ, G) est
2-abélien élémentaire.

Démonstration : Soit ⇢ une représentation irréductible de Γ dans G.

Si G = SO(n,C) alors la proposition 50 implique que le centralisateur
Z(⇢) de ⇢ est 2-abélien élémentaire. Le groupe d’isotropie étant le quotient
de Z(⇢) par le centre de G, il est également 2-abélien élémentaire.

Si G = Spin(n,C) alors on note ⇡ : Spin(n,C) ! SO(n,C) la projec-
tion naturelle. Si K := ker(⇡) alors K  Z(G) ainsi :

Z(⇢)/Z(G) = (Z(⇢)/K)/⇡(Z(G))

Autrement dit le groupe d’isotropie locale de G · ⇢ est un quotient de
Z(⇢)/K. D’une part Z(⇢)/K est contenu dans Z(⇡ ◦ ⇢).

D’autre part ⇡ ◦⇢ étant une représentation irréductible (car ⇢ l’est) son
centralisateur est 2-abélien élémentaire. Le groupe d’isotropie locale de G ·⇢
étant quotient d’un groupe 2-abélien élémentaire, il est également 2-abélien
élémentaire.

Les groupes d’isotropie locale sur la variété des caractères dans SO(n,C)
et Spin(n,C) sont donc très bien compris. Si l’on veut toutefois classifier les
centralisateurs à conjugaison près dans Spin(n,C), nous devons étudier plus
en avant le groupe Spin(n,C).
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4.3 Sous-groupes exceptionnels de Spin(n,C)

L’objectif de cette section est de déterminer pour quels n on peut trouver
un sous-groupe exceptionnel (irréductible à centralisateur non-trivial) dans
Spin(n,C). Pour faire cela, nous allons commencer par rappeler la constru-
ction de l’algèbre de Clifford associée à un espace quadratique (V, q) où q
est non-dégénérée dans la sous-section 4.3.1. Dans la sous-section 4.3.2, nous
donnons quelques critères d’irréductibilité en rapport avec le groupe Gn des
spin fondamentaux. On en tire quelques conséquences sur les centralisateurs
d’irréductibles. En particulier nous obtenons le tableau 4.3.2.

On rappelle la définition suivante de Sikora (cf [Sik12]), un groupe de Lie
complexe G est dit CI si le centralisateur de chaque sous-groupe irréductible
de G est réduit au centre de G. En substance, la question 19 de [Sik12],
demande si SL(n,C) et GL(n,C) sont les seuls groupes de Lie réductifs
complexes et CI.

Une des conséquences (voir aussi la discussion à la fin de la section 4.3.2)
de ce que l’on a fait est que parmi tous les groupes de Lie connexes classiques
(i.e. quotients de SL(n,C), Spin(n,C) ou Sp(2n,C)) seul Spin(4,C) est CI
sans être égal à SL(n,C) pour un certain n. En particulier la réponse à la
question de Sikora est ”non”. Nous posons une nouvelle question relative-
ment à ce problème (cf question 5) .

On introduit, dans cette section des notations et résultats que l’on uti-
lisera également dans la section 4.4.

4.3.1 Rappels sur l’algèbre de Clifford

Dans toute la suite, on considère un C-espace vectoriel V := CZ/n muni
de sa base canonique (e0, . . . , en−1). Sur cette espace vectoriel on définit une
forme quadratique q :

q :

∣∣∣∣
V −! Cn

P
xiei 7−! P

x2i

Cette forme quadratique est non-dégénérée. De plus (e0, . . . , en−1) est
une base orthonormale pour cet espace. On définit tout d’abord l’algèbre
tensorielle T (V ) par :

T (V ) = C⊕ V ⊕ (V ⌦ V )⊕ · · · ⊕ V ⌦k ⊕ · · ·
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L’algèbre de Clifford C(V, q) associée à (V, q) est alors définie par :

C(V, q) := T (V )

hu⌦ u− q(u) | u 2 V i
On remarquera que C(V, q) est une C-algèbre (le produit de deux élé-

ments venant du produit tensoriel dans l’algèbre tensorielle). Si s, t 2 C(V, q)
alors on notera st := s⌦ t.

La proposition suivante est une proposition classique sur les algèbres de
Clifford, on peut par exemple la retrouver dans [M-T86] :

Proposition 55

Soient n ≥ 1 et (V, q) un C-espace vectoriel quadratique non-dégénéré
muni d’une base orthonormale (e0, . . . , en−1). On noteBq la forme polaire
associée à q. Alors :

– L’algèbre de Clifford C(V, q) contient C et V .

– En tant qu’algèbre, C(V, q) est engendrée par e0, . . . , en−1.

– En tant que C-espace vectoriel, C(V, q) est de dimension finie 2n et
admet pour base :

{ei1 . . . eik | k ≥ 0 et 0  i1 < · · · ik  n− 1}
– Si u, v 2 V alors Bq(u, v) = uv 2 C(V, q).

Les éléments de la base donnée dans cette proposition auront une certaine
importance dans les calculs qui suivent. Nous allons leur donner une notation
spécifique. Pour tout A ✓ {0, . . . , n− 1} :

eA :=

⇢
ea1 . . . eak si A = {a1 < · · · < ak} avec k := |A| > 0
1 si A = ;

On voit alors qu’une base de C(V, q) est indexée par P(Z/n), on retrouve
le fait que sa dimension est 2n.

Pour calculer le produit de deux éléments C(V, q), on remarque :

pour 0  i, j  n− 1 eiej + ejei = 2Bq(ei, ej)

Vu que (e0, . . . , en−1) est une base orthonormale pour q, on en déduit :
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eiej =

⇢
−ejei si i 6= j
1 si i = j

Par conséquent, si A et B sont contenus dans {0, . . . , n− 1} alors :

eAeB = (−1)r(A,B)eA∆B où r(A,B) :=
X

j2B

|{k 2 A | k > j} (4.5)

Le nombre entier r(A,B) est congru modulo 2 au nombre d’échanges
entre ei et ej nécessaire pour ranger les éléments de la base (e0, . . . , en−1)
dans eAeB d’une façon croissante.

Il existe une graduation naturelle par N de l’algèbre tensorielle T (V )
qui descend naturellement (vu la forme de l’idéal par lequel on quotiente
l’algèbre tensorielle) en une graduation par Z/2 dans l’algèbre de Clifford
C(V, q). On peut alors expliciter :

le sous-espace de degré 0 : C(V, q)+ := V ect(eA | |A| pair)
le sous-espace de degré 1 : C(V, q)− := V ect(eA | |A| impair)

Un élément contenu dans C(V, q)+ (resp. C(V, q)−) sera dit pair (resp.
impair). La proposition suivante est alors conséquence des règles de calcul
données plus haut (cf [M-T86]).

Proposition 56

Soient n ≥ 1 et (V, q) un C-espace vectoriel de dimension quadratique
de base orthonormale (e0, . . . , en−1).

Si n est impair alors le centre de C(V, q)+ est réduit à C et le centre
de C(V, q) est C⊕ Ce{0,...,n−1}.

Si n est pair alors le centre de C(V, q)+ est C⊕Ce{0,...,n−1} et le centre
de C(V, q) est réduit à C.

Nous allons maintenant construire le groupe Spin(V, q). Tout d’abord, si
u 2 V est un vecteur non-isotrope alors la reflexion orthogonale su de V par
rapport à u? (fixant point par point u? et envoyant u sur −u) est donnée
par :
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su(x) = x− 2
Bq(x, u)

q(u)
u

Dans l’algèbre de Clifford :

x− 2
Bq(x, u)

q(u)
u = x− (xu+ ux)u−2u = −uxu−1

Ainsi, tout reflexion orthogonale su est induite, dans l’algèbre de Clifford
par Su : x 7! −uxu−1 où x 2 V ✓ C(V, q). Comme tout élément de SO(V, q)
s’écrit comme un produit d’un nombre pair de telles reflexions, pour tout
g 2 SO(V, q), il existe un élément u 2 C(V, q)+ inversible tel que Su = g.
Réciproquement si u 2 C(V, q)+ est inversible et vérifie uV u−1 ✓ V alors
l’application Su : x 7! uxu−1 induit un élément de SO(V, q) sur V .

Notons Γ+ le groupe de Clifford pair défini par :

Γ+ := {u 2 C(V, q)+ | u inversible et uV u−1 ✓ V }
On en déduit une application surjective :

 :

∣∣∣∣
Γ+ −! SO(V, q)
u 7−! Su

Le groupe Γ+ n’est pas tout à fait le groupe de Spin. Notons que l’anti-
automorphisme J de T (V ) défini sur les tenseurs purs par (v1⌦· · ·⌦vk)J :=
vk⌦· · ·⌦v1 descend en un anti-automorphisme (toujours noté J) de C(V, q).

On définit alors la norme spinorielle sur Γ+ par Q(x) := xxJ . On peut
vérifier que Q(x) est un scalaire. Or Γ+ est constitué d’éléments inversibles
donc Q(x) 2 C⇤. L’application Q est alors un morphisme de groupes de Γ+

vers C⇤. Son noyau est, par définition, le groupe Spin(V, q). On note :

⇡ :

∣∣∣∣
Spin(V, q) −! SO(V, q)

u 7−! Su

On peut vérifier que cette application est toujours surjective car pour

u 2 Γ+,  (
p
Q(u)

−1
u) =  (u) et  est surjective.

Le noyau de ⇡ est contenu dans le centre de C(V, q) (car les éléments
dans ce noyau commutent avec tous les éléments de V ) et dans C(V, q)+, ils
sont donc scalaires (cf proposition 56). Or il n’y a que deux scalaires dont
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la norme spinorielle est 1 : ±1. Nous avons donc construit un revêtement
d’ordre 2 de SO(V, q).

Dans la suite, nous noterons (comme avant) SO(n,C) le groupe SO(V, q)
et Spin(n,C) le groupe Spin(V, q) en fixant sur (V, q) une base orthonormale
(e0, . . . , en−1). Le morphisme de projection de Spin(n,C) sur SO(n,C) sera
toujours noté ⇡. Nous donnons maintenant quelques éléments de calcul dans
Spin(n,C) pour ensuite les utiliser dans la sous-section 4.3.2.

Proposition 57

Soient n ≥ 1 et A,B deux sous-ensembles de {0, . . . , n− 1} :

e2A = (−1)
|A|(|A|−1)

2

[eA, eB] = (−1)|A||B|+|A\B|

Explicitement [eA, eB] =

⇢
(−1)|A\B| si |A| ou |B| est pair
−(−1)|A\B| si |A| et |B| sont impairs

Démonstration : D’après l’équation 4.5 :

e2A = (−1)r(A,A)eA∆A

= (−1)r(A,A)e;

= (−1)r(A,A)

Si A = ; alors r(A,A) = 0 = |A|(|A|−1)
2 sinon, |A| = k > 0 et on note

A = {a1 < · · · < ak}. Dans ce cas :

r(A,A) =
kX

i=1

|{b 2 A | b > ai}|

=
kX

i=1

|{ai+1 < · · · < ak}|

=
kX

i=1

k − i

=
k(k − 1)

2

=
|A|(|A| − 1)

2
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On vient donc de montrer que e2A = (−1)
|A|(|A|−1)

2 . En particulier e−1
A =

(−1)
|A|(|A|−1)

2 eA.

Si A,B sont deux parties de {0, . . . , n− 1} alors :

[eA, eB ] = eAeBe
−1
A e−1

B

= (eAeB)eA(−1)
|A|(|A|−1)

2 eB(−1)
|B|(|B|−1)

2

= (eAeB)
2(−1)

|A|(|A|−1)
2 (−1)

|B|(|B|−1)
2

= (−1)2r(A,B)(eA∆B)
2(−1)

|A|(|A|−1)
2 (−1)

|B|(|B|−1)
2

= (−1)
|A∆B|(|A∆B|−1)

2 (−1)
|A|(|A|−1)

2 (−1)
|B|(|B|−1)

2

Maintenant, on utilise la formule sur le cardinal de A∆B (vu que l’on
va diviser le nombre par 2 et regarder la congruence modulo 2, il nous suffit
de regarder la congruence modulo 4) :

|A∆B|(|A∆B| − 1) = (|A|+ |B| − 2|A \B|)(|A|+ |B| − 2|A \B| − 1)

= |A|(|A| − 1) + |B|(|B| − 1) + 2(|A||B| − |A \B|) mod 4

Ainsi [eA, eB ] = (−1)|A||B|−|A\B| = (−1)|A||B|+|A\B|. En particulier si
|A| ou |B| est pair alors |A||B| = 0 mod 2 et [eA, eB ] = (−1)|A\B|. Si |A|
et |B| sont impairs alors |A||B| = 1 mod 2 et [eA, eB ] = −(−1)|A\B|.

Dans la prochaine sous-section nous allons essentiellement nous intéresser
au groupe Gn := h±eiej | 0  i < j  n − 1i. Ce groupe sera appelé le
groupe des spin fondamentaux à l’ordre n. En remarquant que le groupe
SDO(n,C) est engendré par les seisej avec 0  i < j  n− 1, nous voyons

que Gn = ⇡−1(SDO(n,C)). À conjugaison près, tous les centralisateurs de
groupes irréductibles de Spin(n,C) se trouvent dans Gn. C’est pourquoi,
dans la prochaine sous-section, nous allons travailler sur les sous-groupes de
Gn.

4.3.2 Groupe des spin fondamentaux et irréductibilité

Dans cette sous-section nous cherchons à donner des critères d’irré-
ductibilité en lien avec Gn. Comme nous l’avons déjà remarqué, tout sous-
groupe irréductible de Spin(n,C) peut-être conjugué de telle sorte que son
centralisateur dans Spin(n,C) soit contenu dans le groupe des spin fonda-
mentaux Gn.
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Irréductibilité. Le premier lemme que l’on démontre est une condition
nécessaire et suffisante d’irréductibilité pour un sous-groupe de Gn.

Lemme 23

Soient n ≥ 3 et H un sous-groupe de Gn, alors H est irréductible si
et seulement si pour tout 0  i < j  n− 1, e{i,j} /2 ZSpin(n,C)(H).

De plus, si H  Gn est irréductible alors ZSpin(n,C)(H)  Gn.

Démonstration : On remarquera que H est irréductible si et seulement si son
projeté ⇡(H) dans SO(n,C) l’est.

Supposons qu’il existe 0  i < j  n − 1 tel que H commute avec
e{i,j}. Pour tout h 2 H, il existe A un sous-ensemble de cardinal pair de
{0, . . . , n− 1} tel que h = ±eA. Par hypothèse, [h, e{i,j}] = 1, on en déduit,
en vertu de la proposition 57, que :

|A \ {i, j}| = 0 mod 2

Comme il est clair que cette intersection est de cardinal 0, 1 ou 2 on en
déduit qu’il existe B sous-ensemble de cardinal pair de {0, . . . , n−1}−{i, j}
tel que :

A = B ou A = B [ {i, j}

Ainsi, si l’on regarde l’image de ei et ej par la matrice ⇡(h) :

(⇡(h)(ei),⇡(h)(ej)) =

⇢
(ei, ej) si A = B
(−ei,−ej) si A = B [ {i, j}

Dans les deux cas, on remarque que pour tout h 2 H, ⇡(h)(ei +p
−1ej) = ±(ei+

p
−1ej). Autrement dit ⇡(H) stabilise la droite engendrée

par ei+
p
−1ej qui est un vecteur isotrope non-trivial, cela montre que ⇡(H)

n’est pas irréductible et donc H n’est pas irréductible.

Réciproquement, supposons qu’aucun e{i,j} ne centralise H. Pour mon-
trer que H est irréductible, nous allons montrer que le centralisateur de
⇡(H) dans SO(n,C) est contenu dans SDO(n,C).

Pour tout 0  i < j  n− 1, il existe hi,j 2 H tel que hi,j ne commute
pas avec e{i,j} (i.e. [h, e{i,j}] = −1). Comme chaque élément de h de H
s’écrit h = ±eA avec A de cardinal pair dans {0, . . . , n−1}, on peut trouver
(par la proposition 57) B de cardinal impair dans A, ne contenant ni i ni j
tel que :
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hi,j = ±eieB ou hi,j ± ejeB

Par conséquent, pour tout 0  i < j  n − 1, le groupe ⇡(H) contient
un élément ⇡(hi,j) tel que ei et ej appartiennent à des sous-espaces propres
différents pour ⇡(hi,j).

Fixons 0  i  n−1. Soit z commutant avec ⇡(H) alors pour tout j 6= i,
z stabilise les deux sous-espaces propres (orthogonaux l’un à l’autre) de
⇡(hi,j). En particulier z(ei) appartient au sous-espace propre pour ⇡(hi,j)
contenant ei. Vu que ej est dans un sous-espace propre différent, ej est
orthogonal à z(ei).

Par suite, z(ei) 2 V ect(ej | j 6= i)? = V ect(ei). On en déduit que
z(ei) = λei. On vient de montrer que pour tout z commutant avec ⇡(H) et
0  i  n − 1, z(ei) 2 V ect(ei) on en déduit que z est diagonale et donc
z 2 SDO(n,C). Ceci justifie que ZSO(n,C)(⇡(H))  SDO(n,C) est fini et
donc ⇡(H) est irréductible. Finalement, cela implique que H l’est.

Finalement, si H  Gn est irréductible alors ⇡(H)  SDO(n,C) l’est.
Dans ce cas ZSO(n,C)(⇡(H)) contient SDO(n,C). Or ce groupe est maximal
à conjugaison près parmi les centralisateurs d’irréductibles (par la proposi-
tion 53). Ainsi on a ZSO(n,C)(⇡(H)) = SDO(n,C). Comme il est clair que
⇡(ZSpin(n,C)(H))  ZSO(n,C)(⇡(H)) on en déduit que ZSpin(n,C)(H)  Gn.

On fait une remarque d’ordre algorithmique. Il est assez simple (pour des
valeurs raisonnables de n) de faire la liste de tous les éléments de Gn. Si l’on
se donne g1, . . . , gk 2 Gn, la proposition 57 permet de déterminer facilement
si un élément de Gn commute ou non avec tous les g1, . . . , gk. En vertu du
lemme 23, nous avons un critère d’irréductibilité pour les sous-groupes de
Gn exprimé uniquement en terme de centralisateur dans Gn.

Autrement dit on peut programmer une fonction (nous l’avons fait sur
GAP : [GAP]) prenant en entrée n ≥ 3 et une liste d’éléments {g1, . . . , gk}
de Gn et renvoyant le centralisateur de {g1, . . . , gk} dans Gn. En parcourant
les éléments de cette liste, on peut rapidement dire si le groupe engendré
par g1, . . . , gk est irréductible ou non. S’il est irréductible, le centralisateur
calculé est en fait le centralisateur dans Spin(n,C). Nous utiliserons de tels
calculs plus tard.

Le lemme qui suit donne un critère suffisant de réductibilité pour les
sous-groupes généraux de Spin(n,C) :
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Lemme 24

Soient n ≥ 1 et H un sous-groupe de Spin(n,C), s’il existe 0  i <
j  n− 1 tels que e{i,j} centralise H alors H n’est pas irréductible.

Démonstration : Quitte à remplacer H par ⇡−1(⇡(H)) (ce qui ne change ni
son irréductibilité, ni son centralisateur) on peut supposer que H contient
le centre de Spin(n,C).

On choisit donc 0  i < j  n − 1 tels que e{i,j} centralise H. Quitte
à conjuguer (cf lemme 22 qui stipule que le normalisateur de SDO(n,C)
contient les permutations de Z/n), on peut supposer i = 0, j = 1.

Ainsi e{0,1} est contenu dans le centralisateur de H. Par suite :

⇡(e{0,1}) =

✓
−I2 0
0 In−2

◆

est contenu dans le centralisateur de ⇡(H). On en déduit que :

⇡(H) 
✓
O(2,C) 0

0 O(n− 2,C)

◆

Dans C(V, q), l’algèbre de Clifford dans laquelle on a construit le groupe
Spin(n,C), on construit deux sous-algèbres :

S := la sous-algèbre engendrée par e0, e1

T := la sous-algèbre engendrée par e2, . . . , en−1

Par la décomposition de ⇡(H), on en déduit que tout élément de h 2 H
s’écrit h = s(h)t(h) avec s(h) 2 S, t(h) 2 T et s(h) et t(h) sont uniques à
multiplication par un scalaire près.

Soit 2  k  n − 1 alors [e{0,1}, ek] = 1 par la proposition 57. Donc
e{0,1} commute avec tout élément de T . Ainsi, comme e{0,1} commute avec
tout élément de h (par hypothèse) et tout élément de T (on vient de le
montrer), on en déduit que pour tout h 2 H, [e{0,1}, s(h)] = 1.

Calculons le centralisateur de e{0,1} dans S. On sait que :

S = C⊕ Ce0 ⊕ Ce1 ⊕ Ce{0,1}

Soit s = λ + λ0e0 + λ1e1 + λ{0,1}e{0,1} l’élément le plus général de S
alors :
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e{0,1}se
−1
{0,1} = λ+ λ0e{0,1}e0e

−1
{0,1} + λ1e{0,1}e1e

−1
{0,1} + λ{0,1}e{0,1}e{0,1}e

−1
{0,1}

= λ− λ0e0 − λ1e1 + λ{0,1}e{0,1}

Ainsi [e{0,1}, s] = 1 si et seulement si e{0,1}se
−1
{0,1} = s si et seulement

si :

8
>><
>>:

λ = λ
−λ0 = λ0
−λ1 = λ1
λ{0,1} = λ{0,1}

,
⇢
λ0 = 0
λ1 = 0

Par conséquent [e{0,1}, s] = 1 si et seulement si s 2 V ect(1, e{0,1}) =
S+ l’ensemble des éléments pairs de S. Il s’ensuit que pour tout h 2 H,
h = s(h)t(h) avec s(h) 2 S+ et t(h) 2 T+ donc pour tout h 2 H :

⇡(h) =

✓
⇡(s(h)) 0

0 In−2

◆✓
I2 0
0 ⇡(t(h))

◆

avec ⇡(s(h)) 2 SO(2,C) or SO(2,C) est un groupe abélien infini. On
en déduit que si :

g(A) :=

✓
A 0
0 In−2

◆
avec A 2 SO(2,C)

alors g(A) commute avec ⇡(H). Le centralisateur de ⇡(H) dans le
groupe SO(n,C) contient donc un sous-groupe infini. On en déduit que
⇡(H) n’est pas irréductible et donc H ne l’est pas non-plus.

Quelques conséquences pour n  6. Pour le cas n = 2, on sait que
SO(2,C) est abélien, on laisse donc ce cas de côté.

n = 3. Le groupe Spin(3,C) est isomorphe à SL(2,C). On en déduit (par
le lemme de Schur) que tout centralisateur d’irréductible dans Spin(3,C) est
réduit au centre de Spin(3,C).

n = 4. Le groupe Spin(4,C) est isomorphe (cf table 4.1) au groupe
semi-simple SL(2,C)⇥ SL(2,C). La proposition est la suivante :

Proposition 58

Soit H un sous-groupe irréductible de Spin(4,C) alors le centralisa-
teur de H est réduit au centre de Spin(4,C).
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Démonstration : Quitte à conjuguerH, on peut supposer ZSpin(4,C)(H)  G4

(vient de la proposition 53). Prenons ±eA 2 ZSpin(4,C)(H)  G4 avec A un
sous-ensemble de cardinal pair contenu dans {0, 1, 2, 3}.

Si A est de cardinal 2 alors on contredit l’irréductibilité de H par
le lemme 24. Donc |A| 6= 2, vu que |A| est pair et inférieur à 4, on en
conclut que |A| = 0 ou |A| = 4 auquel cas ±eA est un élément dans le
centre de Spin(4,C). On en déduit que ZSpin(4,C)(H) est réduit au centre
de Spin(4,C).

n = 5. Le groupe Spin(5,C) est isomorphe à Sp(4,C) (cf table 4.1). La
proposition est la suivante :

Proposition 59

Soit H un sous-groupe irréductible de Spin(5,C) alors le centralisa-
teur de H dans Spin(5,C) est d’exposant 2 et donc abélien. De plus, le
centralisateur de H est soit isomorphe à Z/2 (dans ce cas c’est le centre
de Spin(5,C)), soit isomorphe à Z/2⇥ Z/2.

Démonstration : Quitte à conjuguerH, on peut supposer ZSpin(5,C)(H)  G5

(vient de la proposition 53). Prenons ±eA 2 ZSpin(5,C)(H)  G5 avec A un
sous-ensemble de cardinal pair contenu dans {0, . . . , 4}.

Le cardinal de A est 0, 2 ou 4. Si |A| = 2 alors ±eA commute avec H
et cela contredit l’irréductibilité de H par le lemme 24. Ainsi |A| = 0 ou
|A| = 4 or (proposition 57) :

(±eA)2 = e2A

= (−1)
|A|(|A|−1)

2

= 1 car |A| = 0 mod 4

On vient donc de montrer que tout élément de ZSpin(5,C)(H) est d’ordre
divisant 2, comme il contient −1, il est d’exposant 2 et en particulier (on
l’a déjà vu), il est abélien.

Supposons qu’il existe deux sous-ensembles de cardinal 4, A et B, de
{0, . . . , 4} tels que A 6= B et ±eA,±eB centralisent H. Alors :

|A∆B| = |A|+ |B|| {z }
=8

−2|A \B|

Ainsi 2|A \B| = 8− |A∆B|.
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Or |A[B| = |A|+ |B|− |A\B|, vu que A et B sont de cardinal 4 dans
un ensemble de cardinal 5 et que A 6= B, on a |A [B| = 5 et donc :

|A \B| = 3 ) |A∆B| = 2

Or eA∆B = ±eAeB qui commute avec H car eA, eB et ±1 commutent
avec H. Ceci contredit l’irréductiblité de H par le lemme 24. Par suite,
le centralisateur de H ne peut contenir plus de 4 éléments. Comme il est
d’exposant 2, on a la conclusion.

Remarquons que l’on peut effectivement trouver un sous-groupe excep-
tionnel de Spin(5,C) (irréductible et à centralisateur non-trivial) :

Exemple 8

Le sous-groupe H de G5 engendré par {e{0,1}, e{1,2}, e{2,3}} est un
sous-groupe exceptionnel de Spin(5,C). Le centralisateur de H dans le
groupe Spin(5,C) est isomorphe à Z/2⇥ Z/2.

Démonstration : En utilisant un logiciel de calcul, le centralisateur de H
dans G5 est {±1,±e{0,1,2,3}}. Par le lemme 23, H est irréductible, de plus
ce centralisateur est d’ordre 4 et d’exposant 2, donc isomorphe à Z/2⇥Z/2.

n = 6. Dans ce cas le groupe Spin(6,C) est isomorphe à SL(4,C) et
donc tout centralisateur d’irréductible dans Spin(6,C) est réduit au centre
de Spin(6,C).

Conséquences pour n ≥ 7. Dans le cas où n ≥ 7, nous allons voir que les
centralisateurs d’irréductibles peuvent avoir une structure plus compliquée.

Théorème 4.1

Soit n ≥ 7. Alors il existe H un sous-groupe irréductible du groupe
Spin(n,C) tel que le centralisateur de Spin(n,C) ne soit pas réduit au
centre de Spin(n,C). De plus, si n 6= 8 on peut même choisir H de telle
sorte que ZSpin(n,C)(H) ne soit pas abélien.

Démonstration : Pour n = 7, on considère le groupe suivant :

H7 := h±1, e{3,4,5,6}, e{1,2,4,5}, e{1,2,3,5}, e{2,3,4,6}i  G7

En calculant le centralisateur de H7 dans G7 avec GAP, on obtient :

ZG7(H7) = {±1,±e{0,2,5,6},±e{1,2,3,4,5,6},±e{0,1,3,4}}
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En particulier, par le lemme 23, H7 est un sous-groupe irréductible de
Spin(7,C), de plus, dans ce cas :

ZSpin(7,C)(H7) = ZG7
(H7) = {±1,±e{0,2,5,6},±e{1,2,3,4,5,6},±e{0,1,3,4}}

Remarquons finalement que le centralisateur de H7 dans Spin(7,C) est
engendré par e{1,2,3,4,5,6} d’ordre 4 et e{0,2,5,6} d’ordre 2, on en déduit que :

ZSpin(7,C)(H7) = he{1,2,3,4,5,6}io he{0,2,5,6}i (4.6)

En utilisant la proposition 57, comme {1, 2, 3, 4, 5, 6} \ {0, 2, 5, 6} =
{2, 5, 6} de cardinal 3 impair :

[e{1,2,3,4,5,6}, e{0,2,5,6}] = −1

Ainsi, vu la décomposition (4.6) de ZSpin(7,C)(H7) on en déduit que
ZSpin(7,C)(H7) est isomorphe au groupe dihédral D4 d’ordre 8, en particu-
lier, il n’est pas commutatif.

Pour n = 8, on considère le groupe suivant :

H8 := h±1, e{4,5,6,7}, e{2,3,6,7}, e{1,3,5,7}i  G8

En calculant le centralisateur de H8 dans G8 avec GAP, on obtient :

ZG8
(H8) =

8
>><
>>:

±1, ±e{4,5,6,7}, ±e{2,3,6,7}, ±e{1,3,5,7}
±e{2,3,4,5}, ±e{1,3,4,6}, ±e{1,2,5,6}, ±e{1,2,4,7}
±e{0,3,5,6}, ±e{0,3,4,7}, ±e{0,2,5,7}, ±e{0,2,4,6}
±e{0,1,6,7}, ±e{0,1,4,5}, ±e{0,1,2,3}, ±e{0,1,2,3,4,5,6,7}

9
>>=
>>;

En particulier, par le lemme 23, H8 est un sous-groupe irréductible de
Spin(8,C), de plus, dans ce cas :

ZSpin(8,C)(H8) = ZG8
(H8)

Le centralisateur de ZSpin(8,C)(H8) est constitué d’éléments d’ordre di-
visant 2 (ils sont de la forme ±eA avec |A| = 0 mod 4). Ainsi ZSpin(8,C)(H8)
est isomorphe à (Z/2)5.

Pour n = 9, on considère le groupe suivant :

H9 := h±1, e{5,6,7,8}, e{1,3,5,7}, e{2,3,6,7}, e{0,1}i  G9

En calculant le centralisateur de H9 dans G9 avec GAP, on obtient :
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ZG9(H9) =

8
>>>>>><
>>>>>>:

±1, ±e{5,6,7,8}, ±e{3,4,7,8}
±e{3,4,5,6}, ±e{2,4,6,8}, ±e{2,4,5,7}
±e{2,3,6,7}, ±e{2,3,5,8}, ±e{0,1,6,7}
±e{0,1,5,8}, ±e{0,1,3,4,6,8}, ±e{0,1,3,4,5,7}
±e{0,1,2,4,7,8}, ±e{0,1,2,4,5,6}, ±e{0,1,2,3}
±e{0,1,2,3,5,6,7,8}

9
>>>>>>=
>>>>>>;

En particulier, par le lemme 23, H9 est un sous-groupe irréductible de
Spin(9,C), de plus, dans ce cas :

ZSpin(9,C)(H9) = ZG9
(H9)

Le groupe ZSpin(9,C)(H9) est de cardinal 32, si x := e{0,1,3,4,6,8} alors :

[e{0,1,3,4,6,8}, e{3,4,7,8}] = (−1)|{0,1,3,4,6,8}\{3,4,7,8}|

= −1

En particulier, on constate que ZSpin(9,C)(H9) n’est pas abélien.

On suppose maintenant n ≥ 10. On considère le sous-groupe Kn−7 de
Gn engendré par e{i,j} avec 7  i < j  n− 1. Notons alors :

H := hH7,Kn−7i  Gn

Calculons le centralisateur deH dans Gn. Soit eA 2 Gn, si A\{7, . . . , n}
n’est ni vide ni égal à {7, . . . , n} alors on peut trouver 7  i < j  n vérifiant
i 2 A et j /2 A. On en déduit |A \ {i, j}| = 1 et donc eA ne commute pas
avec e{i,j} 2 Kn−7. En particulier :

±eA 2 ZGn
(H) ) A ✓ {0, . . . , 6} ou A ◆ {7, . . . , n}

Si A ✓ {0, . . . , 6} alors il est clair (vu que eA commute avec Kn−7 dans
ce cas) que ±eA 2 ZGn

(H) si et seulement si ±eA 2 ZG7(H7).

Si A contient {7, . . . , n} alors ±eA 2 ZGn
(H) si et seulement si l’élément

eA−{7,...,n} est dans ZG7(H7).

En particulier, ZGn
(H) ne contient jamais d’éléments ±eA avec |A| = 2

donc par le lemme 23, H est irréductible dans Spin(n,C) et :

ZSpin(n,C)(H) = ZGn
(H)

De plus ZSpin(n,C)(H) contient le sous-groupe ZG7
(H7) qui est non

abélien donc ZGn
(H) n’est pas abélien.
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Une conséquence immédiate de ce théorème est que Spin(n,C) n’est
jamais CI (au sens de Sikora, cf question 19 dans [Sik12]) pour n ≥ 7. De
plus, nous avons construit (pour n 6= 8) des centralisateurs d’irréductibles
non-abéliens. Une question naturelle est alors, est-ce que l’on peut faire cela
pour n = 8 :

Proposition 60

Soit H un sous-groupe irréductible de Spin(8,C), alors le groupe
ZSpin(8,C)(H) est d’exposant 2, en particulier il est abélien.

Démonstration : Soit H un sous-groupe irréductible de Spin(8,C). Quitte
à conjuguer, on peut supposer que ZSpin(8,C)(H) est contenu dans G8 en
vertu de la la proposition 53.

Soit ±eA 2 ZSpin(8,C)(H)  G8 avec A un sous-ensemble de cardinal
pair de {0, . . . , 7}. Si |A| = 0, 4 ou 8 alors ±eA est d’ordre 2.

Supposons que |A| = 2 alors H est centralisé par eA avec |A| d’ordre 2,
cela contredit l’irréductibilité de H par le lemme 24.

Supposons que |A| = 6 alors ±eAe{0,...,7} = ±eAc donc H étant centra-
lisé par −1, eA et e{0,...,7} est centralisé par eAc avec |Ac| = 8 − |A| = 2.
Cela contredit l’irréductibilité de H par le lemme 24.

D’après ce que nous avons vu, si ±eA 2 ZSpin(8,C)(H) alors |A| = 0, 4
ou 8 et donc tout élément de ZSpin(8,C)(H) est d’ordre divisant 2, comme
−1 centralise H est d’ordre 2, le groupe ZSpin(8,C)(H) est d’exposant 2 et
donc (on l’a déjà vu) abélien.

Nous résumons maintenant ce que nous avons montré pour n ≥ 3 dans
un tableau. La première colonne donne le groupe de spin considéré. Dans la
deuxième colonne on répond à la question ”peut-on trouver un centralisa-
teur d’irréductible non-trivial ?”. Dans la troisième colonne, on répond à la
question ”peut-on trouver un centralisateur d’irréductible non-abélien ?”.

Remarque sur les groupes CI. On rappelle (cf [Sik12]) qu’un groupe
de Lie complexe G est dit CI s’il n’existe aucun sous-groupe exceptionnel
dans G, autrement dit, si le centralisateur de tout sous-groupe irréductible
dans G est réduit au centre de G.
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Groupe de Spin non-trivial non-abélien

Spin(3,C) = SL(3,C) non non

Spin(4,C) = SL(2,C)⇥ SL(2,C) non non

Spin(5,C) = Sp(4,C) oui non

Spin(6,C) = SL(4,C) non non

Spin(7,C) oui oui

Spin(8,C) oui non

Spin(n,C) avec n ≥ 9 oui oui

Table 4.3.1 – Centralisateurs d’irréductibles pour les groupes de Spin

On remarquera que la réponse à la question 19 (⌧ est-ce que SL(n,C)
et GL(n,C) sont les seuls groupes CI ? ") de [Sik12] posée par Sikora est
⌧ non " puisque Spin(4,C) = SL(2,C) ⇥ SL(2,C) est un contre-exemple.
Si toutefois on impose que G soit simple (ce qui est sous-entendu dans le
papier de Sikora) alors la réponse n’est pas connue (puisque Spin(4,C) n’est
pas simple). Toutefois, on peut commencer à y répondre :

Proposition 61

Soit G un groupe de Lie connexe sur C, simple et CI alors il existe
n ≥ 2 tel que G soit isomorphe à SL(n,C) ou G est isomorphe à un
groupe de Lie de type G2, F4, E6, E7 ou E8.

Démonstration : Par la classification des algèbres de Lie simple, que l’on
peut, par exemple, retrouver dans [Kna02], il y a quatre types d’algèbres de
Lie simple classiques et 5 types exceptionnels (ici les adjectifs ”classiques”
et ”exceptionnels” qualifient des groupes de Lie et pas des sous-groupes
irréductibles de groupes de Lie). On donne dans ce tableau les types clas-
siques ainsi que l’unique groupe de Lie simple, connexe, simplement connexe
qui leur est associé.

Type valeur de n Groupe de Lie associé

An n ≥ 1 SL(n+ 1,C)

Bn n ≥ 2 Spin(2n+ 1,C)

Cn n ≥ 3 Sp(2n,C)

Dn n ≥ 4 Spin(2n,C)

Table 4.3.2 – Classification des groupes de Lie simples, connexes et simple-
ment connexes classiques
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Dans la table 4.3.2, nous avons enlevé les doublons issus d’isomor-
phismes exceptionnels.

Pour ce qui est du type An, nous avons vu au chapitre 3 qu’aucun
quotient non-trivial de SL(n+ 1,C) n’est CI.

Pour le type Bn, nous avons vu au théorème 4.1 que si n ≥ 3, alors
le groupe Spin(2n + 1,C) n’est jamais CI. En utilisant la proposition 23
de [Sik12] aucun quotient de Spin(2n+ 1,C) n’est CI. Si n = 2, le groupe
Spin(2n + 1,C) = Spin(5,C) et nous avons vu, dans l’exemple 8, qu’il
existait un sous-groupe irréductible exceptionnel dans Spin(5,C). Par suite,
Spin(5,C) n’est pas CI et donc ses quotients non-plus.

Pour le type Cn, la proposition 3.32 de [FL12] montre qu’il existe tou-
jours un sous-groupe exceptionnel de Sp(2n,C) pour n ≥ 3. Ainsi Sp(2n,C)
n’est pas CI et aucun de ses quotients ne peut l’être non-plus.

Pour le type Dn, nous avons vu au théorème 4.1 que si n ≥ 4, le groupe
Spin(2n,C) n’est jamais CI. En utilisant la proposition 23 de [Sik12] aucun
quotient de Spin(2n,C) n’est CI non-plus.

Nous posons donc une nouvelle question :

Question 5

Parmi les groupes de Lie complexes de type G2, F4, E6, E7 ou E8,
est-ce que l’un d’entre eux est CI ?

Dans cette sous-section, nous avons vu apparâıtre des centralisateurs
plus compliqués que ceux du chapitre 3 (certains ne sont pas commutatifs).

Le but de la prochaine section est de donner les classes d’isomorphismes
de groupes qui apparaissent comme un centralisateur d’irréductibles dans
Spin(n,C).

4.4 Les centralisateurs dans Spin(n,C)

Dans la sous-section 4.4.1, on définit les Z/2-modules quadratiques et on
les classifie. Ensuite, on montre que ces Z/2-modules quadratiques sont na-
turellement reliés à une classe de 2-groupes, les 2-groupes quasi-élémentaires.
Par définition, un tel groupe G (voir aussi la sous-section 4.4.1) contient un
élément central z d’ordre 2 tel que le groupe quotient G/hzi soit 2-abélien
élémentaire.



4.4. LES CENTRALISATEURS DANS SPIN(N,C) 207

Dans la seconde sous-section, on utilise ce que l’on a fait avant pour
montrer qu’un groupe G est isomorphe au centralisateur d’un sous-groupe
irréductible de Spin(n,C) (pour un certain n) si et seulement si G est un
2-groupe quasiment élémentaire. On propose aussi quelques remarques et
prolongements sur la classification de ces centralisateurs.

4.4.1 Modules quadratiques sur les Z/2-espaces vectoriels

Définitions et premières propriétés. Un Z/2-module quadratique
(de dimension finie) est la donnée (E, q) d’un Z/2-espace vectoriel E de
dimension finie d et d’une application q : E ! Z/2 vérifiant que la forme
polaire Bq associée est bilinéaire où :

Bq :

∣∣∣∣
E ⇥ E −! Z/2
(x, y) 7−! q(x+ y)− q(x)− q(y)

On remarquera que dans le cadre restreint dans lequel on travaille (les
Z/2-modules quadratiques), la notion de forme polaire est différente de celle
que l’on donne quand l’on travaille sur les corps de caractéristique différente
de 2.

Si (E, q) est un Z/2-module quadratique, le radical R(E, q) de (E, q) est,
par définition, le noyau du module (nécessairement) alterné (E,Bq) (cf sous-
section 3.4.1 pour les définitions sur les modules alternés). Autrement dit,
il s’agit de l’ensemble des éléments orthogonaux (pour Bq) à tout élément
de E.

On dit qu’un Z/2-module quadratique (E, q) est non-singulier si son
radical R(E, q) est trivial (autrement dit si (E,Bq) est un 2-module symplec-
tique). Deux Z/2-modules quadratiques (E, q) et (E0, q0) sont isométriques
s’il existe un isomorphisme de groupes  : E ! F tel que q = q0 ◦  .

Contrairement au cas de la caractéristique 6= 2, il ne suffit pas de classifier
les modules symétriques pour classifier les modules quadratiques (ceci vient
du fait que la forme quadratique associée à Bq est nécessairement triviale).

Ce genre de structure apparait naturellement dans notre étude. En effet,
l’exemple suivant montre que le groupe Pn (voir la section 4.2) des sous-
ensembles pairs de {0, . . . , n− 1} est muni d’une structure quadratique.
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Exemple 9

Soit n ≥ 3, rappelons que Pn désigne le groupe des sous-ensembles
de {0, . . . , n− 1} dont le cardinal est pair, muni de la loi ∆ de différence
symétrique. On définit :

q :

∣∣∣∣
Pn −! Z/2

A 7−! A
2 mod 2

Alors Bq(A,B) ⌘ |A \ B| mod 2 pour A,B 2 Pn. En particulier Bq

est bilinéaire. Donc (Pn, q) est un Z/2-module quadratique de dimension
n−1. De plus, le radical R(Pn, q) est trivial si n est impair et de cardinal
2 sinon.

Démonstration : Soient A,B deux parties de {0, . . . , n− 1} alors :

Bq(A,B) =
|A∆B|

2
− |A|

2
− |B|

2
mod 2

=
|A|+ |B| − 2|A \B|

2
− |A|

2
− |B|

2
mod 2

=
−2|A \B|

2
mod 2

= |A \B| mod 2

Si A,B,C sont trois parties de {0, . . . , n− 1} alors :

Bq(A∆B,C) = |(A∆B) \ C| mod 2

= |(A \ C)∆(B \ C)| mod 2

= |A \ C|| {z }
Bq(A,C)

+ |B \ C|| {z }
Bq(B,C)

− 2|A \B \ C|| {z }
=0 mod 2

mod 2

= Bq(A,C) +Bq(B,C)

Vu queBq est symétrique par définition, on obtient que Bq est bilinéaire.
Comme l’on a vu que |Pn| = 2n−1, on obtient que (Pn, q) est un Z/2-module
quadratique de dimension n− 1.

Soit B un sous-ensemble de {0, . . . , n−1} de cardinal pair tel que B 6= ;
et B 6= {0, . . . , n−1} alors il existe 0  i < j  n−1 tel que i 2 B et j /2 B
donc Bq(B, {i, j}) = 1 et B n’est pas dans la radical de (Pn, q).

Par contre-apposition, le radical de (Pn, q) est contenu dans l’ensemble :
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{;, {0, . . . , n− 1}}

Si n est impair alors {0, . . . , n − 1} n’est pas dans Pn donc le radical
est trivial, sinon {0, . . . , n − 1} est dans Pn et est clairement orthogonal à
tout le monde car Bq(A, {0, . . . , n − 1}) = |A| = 0 mod 2. Ainsi le radical
est d’ordre 2 dans ce cas.

Bien sûr, c’est cet exemple qui justifie l’intérêt de notre étude des mo-
dules quadratiques (rappelons que tout centralisateur d’irréductible dans
Spin(n,C) se projette, à conjugaison près, sur SDO(n,C) qui est canoni-
quement isomorphe à (Pn,∆)). En particulier, vue l’expression simple de q
et de Bq dans ce cas, il nous sera assez facile de trouver des bases dans des
sous-modules de Pn (voir la sous-section 4.4.2).

Avant de passer à la classification des modules quadratiques, on classifie
les modules alternés associés.

Proposition 62

Soit (E, q) un module quadratique de dimension n avec un radical
de dimension r. Alors il existe une base (x1, y1, . . . , xk, yk, z1, . . . , zr) de
E telle que (z1, . . . , zr) soit une base de Rad(q) et telle que la famille
(x1, y1, . . . , xk, yk) soit symplectique, i.e. :

Bq(xi, xj) = 0 pour 1  i, j  k

Bq(yi, yj) = 0 pour 1  i, j  k

Bq(xi, yj) = 0 pour 1  i 6= j  k

Bq(xi, yi) = 1 pour 1  i  k

Démonstration : Si (E, q) est non-singulier alors (par définition) (E,Bq) est
un 2-module symplectique donc, par le lemme 13, il existe une base sym-
plectique pour (E,Bq).

Sinon on choisit un supplémentaire vectoriel F à R(E, q) dans E :

E := F ⊕R(E, q)

Prenons f 2 R(F, q|F ) alors f est orthogonal à tout F , comme f est
aussi orthogonal à R(E, q), on en déduit que f est orthogonal à tout E donc
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f 2 R(E, q). Autrement dit R(F, q|F )  F\R(E, q) or ces deux espaces sont
supplémentaires donc R(F, q|F ) est trivial. Ainsi (F, q|F ) est non-singulier,
par ce qui précède on peut y choisir une base symplectique. La conjonction
de cette base symplectique avec n’importe quelle base vectorielle de R(E, q)
vérifie alors les conditions demandées dans la proposition.

Dans la suite, si (E, q) est un module quadratique, une base comme dans
la proposition ci-dessus pour (E, q) sera appelée base adaptée de (E, q).

En particulier, les Z/2-modules alternés sont classifiés par leur dimension
et la dimension de leur radical. Dans ce qui suit, nous verrons qu’il n’en va
pas de même pour les Z/2-modules quadratiques.

Classification des Z/2-modules quadratiques. Rappelons que les Z/2-
modules quadratiques non-singuliers sont complètement classifiés par leur
invariant de Arf. Nous choisissons de revoir la classification complète des
Z/2-modules quadratiques (pas nécessairement singulier) car nous en aurons
besoin par la suite.

On commence avec les Z/2-modules quadratiques dont la forme bilinéaire
associée est triviale.

Proposition 63

Soit (E, q) un Z/2-module quadratique de dimension d dont le radical
est E. Alors soit q = 0 soit il existe une base e1, . . . , ed de E telle que
q(e1) = 1 et q(ei) = 0 pour i ≥ 2.

En particulier, il y a, à isométrie près, exactement deux Z/2-modules
quadratiques de dimension d dont le radical est tout l’espace.

Démonstration : On remarque que comme Rad(E, q) = E, pour tout u, v 2
E, q(u + v) = q(u) + q(v). Ainsi, donner une forme quadratique sur E
pour laquelle Rad(E, q) = E est équivalent à donner une forme linéaire
q : E ! Z/2. Comme GL(E) agit sur le dual de E⇤ avec deux orbites :

{0} et E⇤ − {0}
on en déduit qu’il y a exactement deux Z/2-modules quadratiques de

dimension d dont le radical est l’espace entier à isométrie près, celui pour
lequel q = 0 et celui pour lequel q 6= 0. Dans le cas où q 6= 0 on choisit
e1 /2 ker(q) et (e2, . . . , ed) une base de ker(q), cela fournit alors une base de
E satisfaisant les conditions ci-dessus.
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Dans la suite, on notera [[d]]0 un Z/2-module quadratique de dimension
d dont le radical est l’espace entier et la forme quadratique triviale et [[d]]1
un Z/2-module quadratique de dimension d dont le radical est l’espace entier
et la forme quadratique non-triviale.

Ensuite, on classifie les Z/2-modules quadratiques non-singuliers de di-
mension 2.

Proposition 64

Soit (E, q) un Z/2-module quadratique non-singulier de dimension 2
alors (E, q) est isométrique à l’un de ces deux modules :

(Z/2⊕ Z/2, (a, b) 7! ab)

(Z/2⊕ Z/2, (a, b) 7! a+ ab+ b)

De plus ces deux modules ne sont pas isométriques l’un à l’autre.

Démonstration : D’après la proposition 62, on peut choisir une base adaptée
(x, y) pour (E, q). Dans la base (x, y) on a alors :

q(ax+ by) = a2q(x) + b2q(y) + abBq(x, y) = aq(x) + bq(y) + ab

Si q(x) = q(y) = 0 alors on a trouvé une base de E dans laquelle q est
donnée par (a, b) 7! ab.

Si q(x) = 0 et q(y) = 1 alors x0 := x et y0 := x + y est une base
symplectique de E, en effet Bq(x

0, y0) = Bq(x, x) + Bq(x, y) = 0 + 1 = 1.
De plus q(x0) = q(x) = 0 et q(y0) = q(x) + q(y) + Bq(x, y) = 0 + 1 + 1 = 0
mod 2.

Ainsi (E, q) admet une base dans laquelle q est donnée par (a, b) 7! ab.

Si q(x) = 1 et q(y) = 0 alors, quitte à prendre la base x0 := y et y0 := x
on est dans le deuxième cas et (E, q) admet une base dans laquelle q est
donnée par (a, b) 7! ab.

Dans le dernier cas q(x) = q(y) = 1, la forme quadratique est donnée
par (a, b) 7! a+ b+ ab.

Remarquons de plus que si la forme quadratique sur E est donnée par
(a, b) 7! ab alors (1, 0) est un vecteur isotrope non-trivial, alors que si la
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forme quadratique sur E est donnée par (a, b) 7! a+ b+ ab, il n’y a qu’un
seul vecteur isotrope à savoir (0, 0).

Par cette remarque, les deux Z/2-modules quadratiques de la proposi-
tion n’ont pas le même nombre de vecteurs isotropes, ils ne peuvent donc
pas être isométriques.

Un Z/2-module quadratique isométrique à

(Z/2⊕ Z/2, (a, b) 7! ab)

est appelé plan hyperbolique et on le notera H. Un Z/2-module qua-
dratique isométrique à

(Z/2⊕ Z/2, (a, b) 7! a+ ab+ b)

est appelé plan métaplectique et on le notera M.

Au vu de la proposition 62, il est clair que tout Z/2-module quadratique
se décompose une somme orthogonale de Z/2-modules quadratiques de di-
mension 2 non-singuliers et de son radical. Comme nous venons de classifier
tous ces objets, nous pourrions en conclure que nous avons classifier les Z/2-
modules quadratiques. Si l’on obtient bien tous les modules quadratiques de
cette manière là, la description n’est pas optimale. Nous allons maintenant
montrer deux lemmes qui vont permettre d’optimiser cette description.

Lemme 25

À isométrie près, H
?
⊕H = M

?
⊕M.

Démonstration : Définissons une base adaptée x1, y1, x2, y2 de

(E, q) := H
?
⊕H

avec q(x1) = q(y1) = q(x2) = q(y2) = 0. Alors on construit :

x01 :=x1 + x2 + y2

y01 :=y1 + x2 + y2

x02 :=x2 + x1 + y1

y02 :=y2 + x1 + y1

La famille (x01, y
0
1, x

0
2, y

0
2) est une base de E car l’application envoyant

ei sur e
0
i et fi sur f

0
i a pour matrice :
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0
BB@

1 0 1 1
0 1 1 1
1 1 1 0
1 1 0 1

1
CCA qui est de déterminant 1

Ainsi la famille (x01, y
0
1, x

0
2, y

0
2) est une base de E.

Remarquons de plus que c’est une base symplectique :

Bq(x
0
1, y

0
1) = Bq(x1, y1) = 1

Bq(x
0
1, x

0
2) = Bq(x1, y1) +Bq(x2, y2) = 1 + 1 = 0

Bq(x
0
1, y

0
2) = Bq(x2, y2) +Bq(x2, y2) = 1 + 1 = 0

Bq(y
0
1, x

0
2) = Bq(y1, x1) +Bq(y2, x2) = 1 + 1 = 0

Bq(y
0
1, y

0
2) = Bq(y1, x1) +Bq(x2, y2) = 1 + 1 = 0

Bq(x
0
2, y

0
2) = Bq(x2, y2) = 1

Ainsi E = V ect(x01, y
0
1)

?
⊕ V ect(x02, y

0
2). Finalement :

q(x01) = q(x1) + q(x2 + y2) = 0 + 1 = 1

q(y01) = q(y1) + q(x2 + y2) = 0 + 1 = 1

q(x02) = q(x2) + q(x1 + y1) = 0 + 1 = 1

q(y02) = q(y2) + q(x1 + y1) = 0 + 1 = 1

On en déduit donc que V ect(x01, y
0
1) et V ect(x02, y

0
2) sont tous les deux

métaplectiques. Par suite, on a bien montré que H
?
⊕H = M

?
⊕M à isométrie

près.

Le second lemme stipule qu’un phénomène identique se produit quand
l’on associe un radical avec un métaplectique :

Lemme 26

Soit d ≥ 1, à isométrie près, on a M
?
⊕ [[d]]1 = H

?
⊕ [[d]]1.

Démonstration : Soit (E, q) = M
?
⊕ [[d]]1. Prenons une base (z1, . . . , zd) de

[[d]]1 telle que q(z1) = 1 et q(zi) = 0 pour i ≥ 2 et (x, y) une base canonique
pour M. Définissons x0 := x+ z1 et y0 := y + z1 alors :

(x0, y0, z1, . . . , zd) est une base de E
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De plus Bq(x
0, y0) = B0

q(x, y) = 1, donc c’est une base symplectique de
E. Finalement :

q(x0) = q(x) + q(z1) = 1 + 1 = 0

q(y0) = q(y) + q(z1) = 1 + 1 = 0

Ainsi (E, q) = V ect(x0, y0)
?
⊕ [[d]]1 = H

?
⊕ [[d]]1.

Dans la suite nous noterons la somme orthogonale de k plans hyperbo-
liques (resp. métaboliques) kH (resp. kM). Pour distinguer, certains types
de modules quadratiques, nous allons devoir compter des vecteurs isotropes,
pour faire cela nous aurons besoin d’un lemme de dénombrement :

Lemme 27

Soit l ≥ 1, on note

ul := |{(a1, b1, . . . , al, bl) 2 (Z/2)l |
lX

j=1

ajbj = 0}|

On a u1 = 3 et la suite (ul) vérifie la relation de récurrence suivante :

si l ≥ 2, ul = 2ul−1 + 22l−2

En particulier, pour tout l ≥ 1, ul > 22l−1.

Démonstration : Clairement, pour l = 1 l’équation ab = 0 a trois solutions
dans Z/2⇥ Z/2 qui sont (0, 0), (1, 0) et (0, 1) d’où u1 = 3.

Pour l’équation de récurrence, on remarque que :

lX

j=1

ajbj = 0 ,
⇢ Pl−1

j=1 ajbj = 0

albl = 0
ou

⇢ Pl−1
j=1 ajbj = 1

albl = 1

L’équation
Pl−1
j=1 ajbj = 0 a ul−1 solutions et l’équation albl = 0 a 3

solutions donc le système

⇢ Pl−1
j=1 ajbj = 0

albl = 0
a 3ul−1 solutions.

L’équation
Pl−1
j=1 ajbj = 1 a 22l−2−ul−1 solutions et l’équation albl = 1

a 1 solution donc le système

⇢ Pl−1
j=1 ajbj = 1

albl = 1
a 22l−2 − ul−1 solutions.
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Au final :

ul−1 = 3ul−1 + 22l−2 − ul−1

= 2ul−1 + 22l−2

Montrons que ul ≥ 22l−1 par récurrence sur l ≥ 1. Le résultat est vrai
pour l = 1 car u1 = 3 > 2. Si ul−1 > 22l−3 alors :

ul−1 = 2ul−1 + 22l−2

> 22l−2 + 22l−2 par hypothèse de récurrence

> 22l−1

Ainsi on a l’inégalité souhaitée par récurrence.

Le théorème de classification est le suivant :

Théorème 4.2

Soit (E, q) un Z/2-module quadratique alors, si la dimension de
Rad(E, q) est d et dim(E) − d = 2k, le Z/2-module quadratique est
isométrique à l’un de ces trois Z/2-modules quadratiques :

kH
?
⊕ [[d]]0

(k − 1)H
?
⊕M

?
⊕ [[d]]0

kH
?
⊕ [[d]]1

De plus, aucun de ces trois modules ci-dessus n’est isométrique à
l’autre.

Démonstration : D’après la proposition 62, il existe k-sous-espaces de dimen-
sion 2 E1, . . . , Ek de E non-singuliers tels que :

E = E1

?
⊕ · · ·

?
⊕ Ek

?
⊕Rad(E, q)

En utilisant la proposition 63, il existe ✏ 2 {0, 1} tel que Rad(E, q) =
[[d]]✏, de plus, chaque Ei est isomorphe à H ou à M par la proposition 64.
Ainsi :
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E = aH
?
⊕ (k − a)M

?
⊕ [[d]]✏

avec a le nombre de plans hyperboliques parmi les Ei. En utilisant le
lemme 25 :

(k − a)M =

(
(k − a)H si k − a est pair

(k − a− 1)H
?
⊕M si k − a est impair

Au final, si k − a est pair alors :

E = kH
?
⊕ [[d]]✏

ce qui donne les cas 1 et 3 (pour ✏ = 0 ou 1). Si k− a est impair alors :

E = (k − 1)H
?
⊕M

?
⊕ [[d]]✏

Si ✏ = 1 alors le lemme 26 implique que

E = (k − 1)H
?
⊕M

?
⊕ [[d]]1 = kH

?
⊕ [[d]]1

On est donc dans le cas 3 à nouveau. Si k − a est impair et ✏ = 0 alors
on est dans le deuxième cas.

Remarquons que la classe du radical est un invariant par isométrie donc

kH
?
⊕ [[d]]1 est différent de (k − 1)H

?
⊕M

?
⊕ [[d]]0 et kH

?
⊕ [[d]]0.

Il ne reste plus qu’à justifier que (k − 1)H
?
⊕ M

?
⊕ [[d]]0 et kH

?
⊕ [[d]]0

sont différents.

Tout d’abord, on remarque que q|Rad(E,q) est trivial dans chacun de ces
cas, ainsi on peut considérer le module quotient E/Rad(E, q) non-singulier

dans chacun des cas. Ainsi les deux modules (k−1)H
?
⊕M

?
⊕[[d]]0 et kH

?
⊕[[d]]0

sont isométriques si et seulement si (k − 1)H
?
⊕M et kH sont isométriques.

Si (E1, q1) = (k − 1)H
?
⊕M et (E2, q2) = kH. Comptons le nombre de

vecteurs isotropes dans (E1, q1) et (E2, q2). On choisit (xi1, y
i
1, . . . , x

i
k, y

i
k)

une base symplectique de (Ei, qi). Alors pour a 2 E1 on écrit :

a =

kX

j=1

ajx
1
j + bjy

1
j ) q1(a) =

kX

j=1

ajbj + ak + bk

De la même façon, si a 2 E2 alors :
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a =

kX

j=1

ajx
2
j + bjy

2
j ) q2(a) =

kX

j=1

ajbj

Pour l ≥ 1, on a noté dans le lemme 27 :

ul := |{(a1, b1, . . . , al, bl) 2 (Z/2)2l |
lX

j=1

ajbj = 0}|

En écrivant :

q1(a) =

k−1X

j=1

ajbj + (ak + bk + akbk) et q2(a) =

k−1X

j=1

ajbj + (akbk)

On obtient (comme dans le lemme 27 pour l’équation de récurrence) :

|q−1
1 ({0})| = uk−1 + 3(22k−2 − uk−1)

|q−1
2 ({0})| = 3uk−1 + (22k−2 − uk−1)

Ainsi :

|q−1
2 ({0})| − |q−1

1 ({0})| = 2(uk−1 − (22k−2 − uk−1))

= 2(2uk−1 − 22k−2)

> 0 par l’inégalité stricte du lemme 27

On voit que (E1, q1) = (k − 1)H
?
⊕M et (E2, q2) = kH n’ont jamais le

même nombre de vecteurs isotropes, ils sont donc différents.

Dans cette preuve, nous aurions pu utiliser l’invariant de Arf pour justi-

fier que (E1, q1) = (k−1)H
?
⊕M et (E2, q2) = kH sont différents. Dans la suite,

nous n’utiliserons, dans la sous-section 4.4.2, que le fait que chaque Z/2-
module quadratique est isométrique à l’un de ceux que nous avons donnés
plus haut, nous n’utiliserons pas que chacun de ces modules est différent de
l’autre.

Les 2-groupes quasiment élémentaires. On se propose ici de mon-
trer que les Z/2-modules quadratiques classifient un ensemble particulier de
2-groupes à isomorphisme près. On dit qu’un 2-groupe G est quasiment
élémentaire s’il existe un élément z 2 G central d’ordre 2 tel que G/hzi
soit 2-abélien élémentaire (i.e. isomorphe à un produit de groupes cycliques
d’ordre 2). On peut facilement faire le cas des groupes d’ordre 8 :
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Exemple 10

Parmi les 5 classes de groupes d’ordre 8, Z/8, Z/4 ⇥ Z/2, (Z/2)3,
D4 le groupe diédral d’ordre 8 et Q8 le groupe quaternionique d’ordre 8,
seuls les quatre derniers sont des 2-groupes quasiment élémentaires.

Peut-être plus intéressant pour nous, il est possible de construire de
nombreux exemples via :

Exemple 11

Soient n ≥ 1 et H un sous-groupe irréductible de Spin(n,C) alors
le centralisateur de H dans Spin(n,C) est un 2-groupe quasiment élé-
mentaire.

Démonstration : Il est clair que ⇡(ZSpin(n,C)(H))  ZSO(n,C)(⇡(H)). D’une
part, ⇡(ZSpin(n,C)(H)) est isomorphe à ZSpin(n,C)(H)/h−1i. D’autre part,
on sait (proposition 50) que ZSO(n,C)(⇡(H)) est 2-abélien élémentaire donc,
par définition, ZSpin(n,C)(H) est un 2-groupe quasiment élémentaire.

Dans la définition d’un 2-groupe quasiment élémentaire, il n’y a pas, à
priori, d’unicité imposée à l’élément z d’ordre 2 par lequel on quotiente,
toutefois, nous allons voir que, excepté dans un cas, il est unique :

Lemme 28

Soit G un 2-groupe quasi-élémentaire tel que G ne soit pas 2-abélien
élémentaire.

Alors il existe un unique z 2 G d’ordre 2, tel que G/hzi soit 2-
abélien élémentaire. L’élément z est défini comme le carré de n’importe
quel élément d’ordre 4 de G. En particulier, hzi est un sous-groupe ca-
ractéristique de G.

Démonstration : Par définition, il existe z 2 G d’ordre 2 tel que G/hzi soit
2-abélien élémentaire. Comme G est un 2-groupe qui n’est pas 2-abélien
élémentaire, il existe un élément d’ordre 4. Prenons x un élément d’ordre
4. Alors x2 2 hzi car G/hzi est d’exposant 2.

Ainsi x2 = z ou x2 = 1G or ce dernier n’est pas possible car l’on a choisi
x d’ordre 4. Ainsi x2 = z. Il s’ensuit que pour tout x 2 G d’ordre 4, x2 = z.
Cela montre que si z 2 G d’ordre 2 tel que G/hzi soit 2-abélien élémentaire
alors z est le carré de tout élément d’ordre 4 dans G. En particulier, s’il
existe un élément d’ordre 4 alors z est unique.
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Clairement hzi est le groupe engendré par l’ensemble des carrés des
éléments de G, ce groupe est caractéristique dans G.

En vertu de ce lemme, on peut associer, à tout 2-groupe, une classe
d’isométrie de Z/2-modules quadratiques. En effet, si G est un 2-groupe
quasi-élémentaire qui n’est pas 2-abélien élémentaire, on peut lui associer (cf
lemme 28) un unique élément z d’ordre 2 tel que le quotient EG := G/hzi
soit 2-abélien élémentaire (remarquons que cela définit alors un Z/2-espace
vectoriel).

Si pour x 2 EG, on choisit un relevé x̂ 2 G, on définit alors une applica-

tion qG :

∣∣∣∣
EG −! Z/2

x 7−! qG(x) où x̂
2 = zqG(x) . Clairement, qG ne dépend pas

du relevé choisi. De plus :

Lemme 29

Soit G un 2-groupe quasi-élémentaire qui n’est pas 2-abélien élé-
mentaire, alors (EG, qG) est un Z/2-module quadratique et BqG la forme
polaire associée vérifie pour tout x, y 2 EG avec des relevés x̂ et ŷ dans
G vérifie : [x̂, ŷ] = zBq(x,y).

Démonstration : Soit x, y 2 EG avec des relevés x̂ et ŷ dans G :

[x̂, ŷ] = x̂ŷx̂−1ŷ−1

= x̂ŷx̂x̂−2ŷ−1

= x̂ŷx̂ŷ−1x̂−2 car x̂−2 2 hzi
= x̂ŷx̂ŷŷ−2x̂−2

= zqG(x+y)z−qG(x)z−qG(y) car x̂ŷ est un relevé de x+ y

= zBqG
(x,y) par définition de BqG

On a donc l’expression voulue pour BqG(·, ·). Le fait que BqG soit bi-
linéaire est alors une simple application du lemme 15 au vu de cette expres-
sion.

Dans le cas où G est 2-abélien élémentaire, on définit le module (EG, qG)
de la manière suivante, EG = G/hzi où z est n’importe quel élément d’ordre
2 et qG := 0. Charge au lecteur de réaliser que le lemme ci-dessus s’accorde
avec ce cas-là.
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Il existe une analogie entre la méthode utilisée au chapitre 3 pour clas-
sifier les centralisateurs d’irréductibles par les n-modules alternés et ce que
l’on fait ici pour les Z/2-modules quadratiques. En effet, la forme bilinéaire
associée est toujours un commutateur des relevés. Toutefois, il y a quelques
différences. Alors que dans le chapitre 3, on contrôlait complètement l’ordre
d’un relevé, ici ce n’est pas le cas. C’est la raison pour laquelle, on doit
conserver la forme quadratique associée.

Dans la suite, il est bien évident que nous aurons besoin de comparer les
modules (EG, qG), pour cela il faut associer à G non pas (EG, qG) mais plutôt
sa classe d’isométrie. On fera cet abus de notation qui consiste à toujours
parler du module (EG, qG) bien que ce que l’on ait en tête soit plutôt sa
classe d’isométrie.

Reprenons quelques exemples de groupes d’ordre 8 qui sont quasiment
élémentaire :
Exemple 12

Les module associés à (Z/2)3, Z/4 ⇥ Z/2, D4 et Q8 sont respective-
ment [[2]]0, [[2]]1, H et M.

Démonstration : Clairement si G abélien (avec le lemme 29) alors la forme
polaire associée à qG est triviale. De plus, qG = 0 si et seulement si tous les
éléments sont d’ordre 2. Vu qu’il n’y a que deux Z/2-modules quadratiques
dont la forme polaire associée est triviale de dimension 2 : [[2]]1 et [[2]]0 par
la proposition 63, on en déduit que le module associé à (Z/2)3 est [[2]]0 et
le module associé à Z/4⇥ Z/2 est [[2]]1.

Le groupe Q8 contient 6 éléments d’ordre 4, 1 élément d’ordre 2 et 1
élément d’ordre 1. On en déduit que le module qui lui est associé contient
3 vecteurs non-isotropes ainsi ce module est un Z/2-module quadratique,
dont le radical est trivial, contenant 3 vecteurs non-isotropes donc c’est le
module M.

Le groupe D4 contient 2 éléments d’ordre 4, 5 éléments d’ordre 2 et
1 élément d’ordre 1. On en déduit que le module qui lui est associé est
de dimension 2, dont le radical est trivial, contenant au moins 2 vecteurs
isotropes donc c’est le module H.

Nous constatons donc qu’il y a une bijection entre les classes d’isomor-
phismes de 2-groupes quasiment élémentaires de cardinal 23 et les classes
d’isométrie de Z/2-modules quadratiques de dimension 3 − 1 = 2. Nous
allons montrer que cette bijection se généralise en remplaçant 3 par d ≥ 1.
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Notons QEd l’ensemble des classes d’isomorphismes de 2-groupes quasi-
ment élémentaires de cardinal 2d. Supposons que G soit un 2-groupe qua-
siment élémentaire de cardinal 2d, on lui associe la classe d’isométrie de
Z/2-modules quadratiques de (EG, qG). En tant que groupe, il est clair que
EG est isomorphe à (Z/2)d−1. Cela permet donc de définir une structure
quadratique sur (Z/2)d−1. Cette structure est unique à isométrie près.

Dans la suite on note Ed := (Z/2)d. On vient de voir que l’on peut
associer à G, de manière univoque, la classe d’isométrie de (Ed−1, qG) (pour
calculer qG, on aura besoin de fixer un isomorphisme abstrait quelconque f
de EG vers Ed−1).

Lemme 30

Soit d ≥ 1. L’application qui, à un 2-groupe quasiment élémentaire
G de cardinal 2d associe la classe de (Ed−1, qG) est invariant modulo
isomorphisme sur G. De plus, si G1 et G2 sont deux 2-groupes quasiment
élémentaires tels que (Ed−1, qG1) soit isométrique à (Ed−1, qG2) alors G1

et G2 sont isomorphes.

Démonstration : Soient G1 et G2 deux 2-groupes quasiment élémentaires et
 un isomorphisme de G1 vers G2. Si G1 et G2 sont tous les deux 2-
élémentaires alors clairement (Ed−1, qG1) = 0 = (Ed−1, qG2).

Sinon, aucun des deux n’est abélien élémentaire, auquel cas on note zi
(cf lemme 28) l’unique élément de Gi qui est le carré d’un élément d’ordre
4 dans Gi. Vu que  (z1) est clairement le carré d’un élément d’ordre 4,
on a, par unicité, z2 =  (z1). Ainsi l’isomorphisme  : G1 ! G2 des-
cend en un isomorphisme  : G1/hz1i ! G2/hz2i. Il est alors clair, vue la
définition de qGi

que qG1
= qG2

◦ et donc (G1/hz1i, qG1
) et (G2/hz2i, qG2

)
sont isométriques via  . On en déduit que (Ed−1, qG1

) est isométrique à
(Ed−1, qG2).

Supposons maintenant (Ed−1, qG1) soit isométrique à (Ed−1, qG2) via
 (comme avant, le cas où le module est [[d − 1]]0 est relié de manière
univoque au cas où G est 2-abélien élémentaire). On écrit les suites exactes
correspondantes :

1 // hz1i // G1
⇡1 // Ed−1

//

 

✏✏

1

1 // hz2i // G2
⇡2 // Ed−1

// 1

Quitte à remplacer ⇡1 par ⇡1 ◦  , on peut supposer :
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1 // hz1i // G1
⇡1 // Ed−1

// 1

1 // hz2i // G2
⇡2 // Ed−1

// 1

Au niveau des formes quadratiques, cela aboutit à qG1
= qG2

.

Prenons e1, . . . , ed−1 une base de Ed−1 et g1, . . . , gd−1 (resp. h1, . . . ,
hd−1) des relevés dans G1 (resp. G2). On voit que l’ordre de gi est égal à
2 si qG1

(ei) = 0 et 4 sinon (resp. l’ordre de hi est égal à 2 si qG2
(ei) = 0

et 4 sinon). Comme qG1
= qG2

par hypothèse, on voit que l’on est dans les
conditions d’application du lemme 21 (remarquons que d1 = · · · = dd−1 = 2
dans ce cas) et il existe donc un isomorphisme entre G1 et G2.

Ce lemme implique que l’on peut associer, à tout élément de QEd (l’en-
semble des classes d’isomorphismes de 2-groupes quasiment élémentaires de
cardinal 2d), une unique classe de Z/2-module quadratique de dimension
d−1. Notons Qd−1 l’ensemble des classe d’isométrie de Z/2-module quadra-
tique de dimension d− 1.

On reformule le lemme en disant que l’application :

Λ :

∣∣∣∣
QEd −! Qd−1

[G] 7−! [Ed−1, qG]

est bien définie et injective. Il ne nous reste plus à montrer qu’elle est
surjective.

Lemme 31

Soit d ≥ 1 et (Ed−1, q) un Z/2-module quadratique de dimension
d− 1, il existe un 2-groupe G quasiment élémentaire de cardinal 2d dont
le Z/2-module quadratique est isométrique à (Ed−1, q).

Démonstration : Si (Ed−1, q) = (Ed−1, 0) alors G = (Z/2)d convient. Sinon,
on peut supposer q 6= 0. Nous allons définir le groupe G par générateurs et
relations.

G :=

*
z, g1, . . . , gd−1

∣∣∣∣∣∣∣∣

[z, gi] = 1 pour 1  i  d− 1
z2 = 1
g2i = zq(gi) pour 1  i  d− 1
[gi, gj ] = zBq(gi,gj) pour 1  i, j  d− 1

+
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Il est clair que z est central dans G car il commute avec tous les
générateurs de G. Ainsi, on peut considérer le groupe G/hzi. On voit alors :

G/hzi =
⌧
e1, . . . , ed−1

∣∣∣∣
e2i = 1 pour 1  i  d− 1
[ei, ej ] = 1 pour 1  i, j  d− 1

〉

Autrement dit, G/hzi est clairement 2-abélien élémentaire de dimension
d − 1. Comme z est central d’ordre 2 dans G, on en déduit que G est un
2-groupe quasi-élémentaire. Il nous reste à justifier que (Ed−1, qG) est bien
isométrique à (Ed−1, q).

Prenons donc a 2 G/hzi avec :

a =
d−1X

j=1

ajej

Alors un relevé de a est â := ga11 . . . g
ad−1

d−1 . Pour calculer qG(a), nous
allons donc calculer â2 :

â2 = ga11 . . . g
ad−1

d−1 g
a1
1 . . . g

ad−1

d−1 (4.7)

Soit 1  j  d− 1, on sait que :

g
aj
j g

a1
1 = [gj , g1]

aja1ga11 g
aj
j

= zaja1Bq(ej ,e1)ga11 g
aj
j

Ainsi, si l’on applique cela à j = d− 1, . . . , 2, on obtient :

â2 = g2a11 ga22 . . . g
ad−1

d−1 g
a2
2 . . . g

ad−1

d−1 z
a1

Pd−1
j=2 ajBq(ej ,e1)

En appliquant cela de nouveau pour i = 2 jusqu’à d− 1, on obtient :

â2 = g2a11 . . . g
2ad−1

d−1 z
Pd−1

i=1 ai
Pd−1

j=i+1 ajBq(ej ,ei)

=
d−1Y

i=1

zaiq(ei)z
Pd−1

i=1 ai
Pd−1

j=i ajBq(ej ,ei)

= zq(a)
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Ainsi, qG(a) qui est, par définition l’unique entier k modulo 2 tel que
a2 = zk, est égal à q(a). On en conclut que le module associé à G est bien
(Ed−1, q) et on peut conclure.

Au final nous avons montré le théorème suivant :

Théorème 4.3

L’application Λ associant à toute classe d’isomorphisme [G] dansQEd

la classe d’isométrie de Z/2-modules quadratiques [Ed−1, qG] dans Qd−1

est une bijection.

Dans la suite, nous allons utiliser ce théorème et le théorème de classifi-
cation des Z/2-modules quadratiques (théorème 4.2).

4.4.2 Caractérisation des centralisateurs dans Spin(n,C)

Dans cette sous-section, nous voulons donner la liste des groupes finis qui
peuvent apparâıtre comme un centralisateur d’irréductible dans Spin(n,C)
pour un certain n. Précisément, nous allons démontrer le théorème suivant :

Théorème 4.4

Soit G un groupe fini. Alors il existe n ≥ 3 et H un sous-groupe
irréductible de Spin(n,C) tel que G soit isomorphe au centralisateur
dans Spin(n,C) de H si et seulement si G est un 2-groupe quasiment
élémentaire.

Démonstration du théorème 4.4. L’exemple 11, justifie que tout cen-
tralisateur d’irréductible dans un certain Spin(n,C) est un 2-groupe qua-
siment élémentaire. Nous allons montrer la réciproque de cette affirmation
(ce qui démontrera le théorème) :

Proposition 65

Soit G un 2-groupe quasiment élémentaire alors il existe n ≥ 3 et
H un sous-groupe irréductible de Spin(n,C) tel que ZSpin(n,C)(H) soit
isomorphe à G.

Démonstration : Par le théorème 4.3, G est uniquement déterminé par le
Z/2-module quadratique qu’il induit. Par le théorème 4.2, le Z/2-module
quadratique associé à G est isométrique à l’un des trois modules suivants
pour k ≥ 0 et d ≥ 0 :
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type 1 : kH
?
⊕ [[d]]0

type 2 : (k − 1)H
?
⊕M

?
⊕ [[d]]0

type 3 : kH
?
⊕ [[d]]1

Il suffit donc, pour montrer la proposition, de trouver pour tout choix
de k et d et pour chaque type un groupe H dont le centralisateur aura pour
Z/2-module quadratique induit le module correspondant. Dans la suite,
nous allons complètement décrire la construction pour le type 1. Pour les
types 2 et 3, nous décrirons seulement le groupe H (laissant au lecteur le
soin de se convaincre que les calculs pour le type 1, légèrement modifiés,
permettent de conclure pour les type 2 et 3).

Pour le type 1, on choisit k ≥ 0 et d ≥ 0. Définissons :

K :=

✓
SO(5,C)

SO(3,C)

◆

et H :=

0
BBBBBBBBBB@

K
. . .

K
SO(5,C)

SO(4,C)
. . .

SO(4,C)

1
CCCCCCCCCCA

Il y a k copies de K et d copies de SO(4,C). Le groupe H est alors un
sous-groupe de SO(n,C) avec n = 8k + 5 + 4d. On note

(e0, . . . , e8k+4, a0, . . . , a4d−1)

la base canonique de l’espace vectoriel sous-jacent (i.e. la base dans
laquelle H a la forme ci-dessus). On définit :

Li := {8i− 8, . . . , 8i− 4}, gi := eLi
2 Spin(n,C) pour 1  i  k + 1

Ri := {8i− 3, 8i− 2, 8i− 1}, hi := eRi
2 Spin(n,C) pour 1  i  k

Uj := {4j − 4, . . . , 4j − 1}, uj := aUj
2 Spin(n,C) pour 1  j  d
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Clairement, le centralisateur de H dans O(n,C) est le groupe :

⌧
⇡(gi),⇡(hi),⇡(gk+1),⇡(uj)

∣∣∣∣
1  i  k
1  j  d

〉

Le groupe A suivant est alors inclus dans SO(n,C) et est d’indice 2
dans le groupe ci-dessus :

A :=

⌧
⇡(gihi),⇡(higi+1),⇡(uj)

∣∣∣∣
1  i  k
1  j  d

〉

On en déduit que ce groupe A est exactement le centralisateur de H
dans SO(n,C). Nous en déduisons que H a un centralisateur fini, comme
H est complètement réductible, H est irréductible.

Notons H := ⇡−1(H), c’est un sous-groupe irréductible de Spin(n,C)
car H l’est. De plus :

ZSpin(n,C)(H)  ⇡−1(A) =

⌧
−1, gihi, higi+1, uj

∣∣∣∣
1  i  k
1  j  d

〉
(4.8)

Nous allons voir que l’inclusion (4.8) est une égalité. En rappelant que
le groupe Spin(n,C) est construit comme un sous-groupe multiplicatif dans
l’algèbre de Clifford engendrée par les ei et les aj on définit :

la sous-algèbre S+
i engendrée par e8i−8, . . . , e8i−4 pour 1  i  k + 1

la sous-algèbre T+
i engendrée par e8i−3, e8i−2, e8i−1 pour 1  i  k

la sous-algèbre V +
j engendrée par a4j−4, . . . , e4j−1 pour 1  j  d

De par la décomposition de H, il est clair que tout élément h de H
s’écrit :

h = s1t1 . . . sktksk+1v1 . . . , vd avec

8
<
:

si 2 S+
i pour 1  i  k + 1

ti 2 T+
i pour 1  i  k

vi 2 V +
j pour 1  j  d

Pour tout 1  i  k, gihi, commute avec S+
i et T+

i , de plus si l 6= i
gihi commute avec S+

l et T+
l car gihi est un élément pair dans l’algèbre de

Clifford. De même gihi commute avec U+
j . Ainsi gihi commute avec H.

On montre de même que higi+1 pour 1  i  k et uj pour 1  j  d
sont dans le centralisateur de H. Au vu de l’inclusion 4.8, on en déduit que :
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ZSpin(n,C)(H) =

⌧
−1, gihi, higi+1, uj

∣∣∣∣
1  i  k
1  j  d

〉

Pour déterminer le module quadratique associé à ZSpin(n,C)(H), nous al-
lons maintenant construire une nouvelle base pour A = ZSpin(n,C)(H)/h−1i.
On note q la forme quadratique associée au 2-groupe quasiment élémentaire
ZSpin(n,C)(H). On définit dans A :

Xi := ⇡(g1h1 . . . gihi) pour 1  i  k

Yi := ⇡(higi+1) pour 1  i  k

Aj := ⇡(uj) pour 1  j  d

Il est clair que (X1, Y1, . . . , Xk, Yk, A1, . . . , Ad) est une base de A (essen-
tiellement car (⇡(g1h1),⇡(h1g2), . . . ,⇡(gkhk),⇡(hkgk+1),⇡(u1), . . . ,⇡(ud))
en est une). Nous allons montrer que c’est une base symplectique au sens
de la proposition 62.

Auparavant, on remarque (cf exemple 9) que si E1, E2 sont deux sous-
ensembles de {0, . . . , n− 1} alors :

q(⇡(eE1)) =
|E1|
2

et Bq(⇡(eE1
),⇡(eE2

)) = |E1 \ E2|

On en déduit :

pour 1  i1 < i2  k Bq(Xi1 , Xi2) = |Si1i=1 Li [Ri| = 8i1 = 0 mod 2
pour 1  i1 < i2  k Bq(Yi1 , Yi2) = |;| = 0 mod 2
pour 1  i1 < i2  k Bq(Xi1 , Yi2) = |;| = 0 mod 2
pour 1  i1 < i2  k Bq(Yi1 , Xi2) = |Ri1 [ Li1+1| = 8 = 0 mod 2
pour 1  j1 < j2  d Bq(Aj1 , Aj2) = |;| = 0 mod 2
pour 1  i  k et 1  j  d Bq(Xi, Aj) = |;| = 0 mod 2
pour 1  i  k et 1  j  d Bq(Yi, Aj) = |;| = 0 mod 2
pour 1  i  k Bq(Xi, Yi) = |Li| = 5 = 1 mod 2

Ceci permet d’affirmer que (X1, Y1, . . . , Xk, Yk, A1, . . . , Ad) est une base
symplectique. En particulier, si pour i = 1, . . . , k, on note Pi := V ect(Xi, Yi)
le plan dans A engendré par Xi et Yi alors :

A = P1

?
⊕ · · ·

?
⊕ Pk

?
⊕ V ect(A1, . . . , Ad)

On en déduit que le radical de (A, q) est exactement V ect(A1, . . . , Ad).
Il s’agit maintenant de déterminer quels sont les types des Pi (hyperbolique
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ou métaplectique) et quel est le type de V ect(A1, . . . , Ad) ([[d]]0 ou [[d]]1).
Pour cela on remarque :

pour 1  i  k q(Xi) =
|
Si1

i=1 Li[Ri|
2 = 4i1 = 0 mod 2

pour 1  i  k q(Yi) =
|Ri1[Li1+1|

2 = 4 = 0 mod 2

On en déduit que Pi est hyperbolique pour 1  i  k. De plus :

pour 1  j  k q(Aj) =
|Uj |
2 = 2 = 0 mod 2

On en déduit que V ect(A1, . . . , Ad) est isométrique à [[d]]0. Au final, le

module (A, q) est de la forme : kH
?
⊕ [[d]]0. On vient donc de montrer que

tout module du type 1 est associé à un centralisateur d’irréductible pour
un certain Spin(n,C).

Pour le type 3, il suffit de modifier légèrement H pour construire le
module voulu. Il devrait sembler clair que (prenant le même K) on doit
définir :

H :=

0
BBBBBBBBBBBB@

K
. . .

K
SO(5,C)

SO(6,C)
SO(4,C)

. . .

SO(4,C)

1
CCCCCCCCCCCCA

Avec k copies deK et d−1 copies de SO(4,C). Clairement, le centralisa-
teur obtenu va coincider avec celui que l’on a construit pour le premier type
sur la partie K, . . . ,K, SO(5,C). Il aura le même nombre de générateurs et
l’on pourra construire, sur le module quadratique associé, une base symplec-
tique de manière similaire. La seule chose qui va changer est que le premier
générateur A1 de la partie radicale de A : V ect(A1, . . . , Ad) va vérifier :

q(A1) =
|U1|
2

=
6

2
= 3 = 1 mod 2

Ainsi on aura kH
?
⊕ [[d]]1 au lieu de kH

?
⊕ [[d]]0. On notera que ce cen-

tralisateur est alors construit dans Spin(n,C) avec n = 8k + 7 + 4d.
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Pour le type 2, c’est un tout petit peu plus compliqué. Prenons le même
groupe K  SO(8,C), définissons :

K 0 =

0
@
SO(5,C)

SO(5,C)
SO(5,C)

1
A

Alors le groupe H qui va convenir est :

H :=

0
BBBBBBBBBB@

K
. . .

K
K 0

SO(4,C)
. . .

SO(4,C)

1
CCCCCCCCCCA

Avec k− 1 copies de K et d copies de SO(4,C). Par rapport au type 1,
le centralisateur de H aura le même nombre de générateurs et l’on pourra
construire, sur le module quadratique associé, une base symplectique de
manière similaire. Il est clair que la partie radicale va rester identique. Les
k − 1 copies de K vont aboutir (comme dans le cas du type 1) à (k − 1)H.
Finalement le remplacement de :

✓
K

SO(5,C)

◆
par

0
@
SO(5,C)

SO(5,C)
SO(5,C)

1
A

aboutit à un plan métaplectique. En effet, l’analogue de Lk, Lk+1 et Rk
dans ce cas sont trois sous-ensembles de cardinal 5 (alors que dans le cas
de type 1, seul Lk+1 et Lk sont de cardinal 5). On a alors :

q(Xk) =
|L1[R1[···[Lk[Rk|

2 = 4(k − 1) + 5 = 1 mod 2

q(Yk) =
|Rk[Lk+1|

2 = 5 = 1 mod 2

Autrement dit Pk := V ect(Xk, Yk) est métaplectique. On obtient fina-

lement (k − 1)H
?
⊕M

?
⊕ [[d]]0 au lieu de kH

?
⊕ [[d]]0.

Le théorème 4.4 a une (relative) faiblesse par rapport au théorème de
caractérisation donné au chapitre 3. En effet, ce dernier théorème donnait
une condition nécessaire et suffisante à n fixé alors que le théorème de ca-
ractérisation de ce chapitre ne donne pas de condition sur n.
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En regardant de plus près pour D4, nous avons vu dans le théorème 4.1
que D4 apparaissait comme le centralisateur d’un irréductible de Spin(7,C)
alors que dans la preuve de la proposition 65, pour D4 (qui est associé à H,
voir exemple 12) de type 1 avec k = 1, d = 0, nous le réalisons comme le
centralisateur d’un irréductible dans Spin(13,C).

On voit donc que la proposition 65 ne donne aucun renseignement sur
ce qui se passe à n fixé.

Perspectives d’amélioration. Nous allons ici donner quelques pistes
pour classifier les centralisateurs d’irréductibles dans Spin(n,C) à n donné.

Rappelons que Gn est le groupe des spin fondamentaux et qu’il se pro-
jette naturellement sur Pn l’ensemble des parties paires de {0, . . . , n−1}. De
plus Pn est naturellement muni d’une structure de Z/2-module quadratique
(cf exemple 9). Explicitement, la projection (toujours notée ⇡ par abus de
notation) est définie par :

⇡ :

∣∣∣∣
Gn −! Pn

±eA 7−! A

Tout comme pour le chapitre 3, la notion d’orthogonalité dans Pn ca-
ractérise une commutation dans Gn (ceci vient de la forme polaire associée).
Ainsi, on obtient facilement :

Proposition 66

Soient n ≥ 1 et H un sous-groupe de Gn alors

ZGn(H) = ⇡−1((⇡(H))?)

Démonstration : En effet, soit ±eB 2 Gn. Alors ±eB 2 ZGn
(H) si et seule-

ment si [eA, eB ] = 1 pour tout eA 2 H si et seulement si Bq(A,B) = 0 pour
tout A 2 ⇡(H) si et seulement si B 2 (⇡(H))?.

Il est maintenant simple de caractériser géométriquement les groupes
H  Gn irréductibles dans Spin(n,C), au vu du lemme 23 et de cette
proposition, c’est équivalent au fait que (⇡(H))? ne contienne aucun élément
de la forme ⇡(eiej).

Dans ce qui suit, on utilisera un lemme géométrique dans le module
quadratique Pn :
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Lemme 32

Soient n ≥ 3 et A un sous-espace de Pn contenant le radical de Pn

alors (A?)? = A.

Démonstration : Notons R(Pn) le radical de Pn et p : Pn ! Pn := Pn/R(Pn).
Alors Pn/R(Pn) muni de la projection de la forme polaire de Pn sur Pn est
un espace symplectique. Par la proposition 41 :

|((p(A))?)?| = |p(A)| (4.9)

Comme, ensemblistement, on a p((A?)?) = ((p(A))?)? on en conclut,
avec l’égalité 4.9 que :

|p((A?)?)| = |p(A)| (4.10)

Vu que (A?)? et A contiennent tous les deux le radical de Pn = ker(p)
(le premier car c’est un orthogonal, le second par hypothèse) on en déduit :

|(A?)?| = |p((A?)?)|
|R(Pn)|

et |A| = |p(A)|
|R(Pn)|

En utilisant l’égalité 4.10, A et (A?)? ont même cardinal, comme A est
contenu dans (A?)? on en déduit l’égalité de ces deux sous-espaces.

Le corollaire que l’on en tire est le suivant :

Corollaire 18

Soit n ≥ 1. Tout sous-groupe de Gn contenant le centre de Spin(n,C)
et aucun élément de la forme e{i,j} est centralisateur d’un sous-groupe
irréductible dans Spin(n,C) inclus dans Gn.

Démonstration : Soit Z un tel sous-groupe, notons H0 := ZGn
(Z). Montrons

tout d’abord que ZGn
(H0) = Z. En effet :

⇡(ZGn
(H0)) = ⇡(H0)

? par la proposition 66

= (⇡(ZGn
(Z)))?

= (⇡(Z)?)? par la proposition 66

= ⇡(Z)

⇢
car H contient le centre de Gn
et à cause du lemme 32
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On vient de montrer que ⇡(ZGn
(H0)) = ⇡(Z), comme ZGn

(H0) et Z
contiennent le noyau de ⇡, on en déduit ZGn

(H0) = Z.

Le centralisateur du groupe H0  Gn dans Gn est Z qui ne contient
aucun élément de la forme e{i,j}, par conséquent (lemme 23), le sous-groupe
H0 de Spin(n,C) est irréductible et son centralisateur dans Spin(n,C) est
égal à son centralisateur dans Gn qui est Z.

À conjugaison près, tout centralisateur d’irréductible de Spin(n,C) est
inclus dans Gn, contient le centre de Spin(n,C) et ne peut contenir aucun
élément de la forme e{i,j} (lemme 24). On en conclut (par ce corollaire) que
le centralisateur de ce groupe irréductible quelconque est en fait le centrali-
sateur d’un groupe irréductible inclus dans Gn. Le problème de classification
des centralisateurs de sous-groupes irréductibles de Spin(n,C) devient donc
un problème beaucoup plus combinatoire de classification des centralisateurs
d’irréductibles dans Gn. En particulier on en arrive à la question suivante :

Question 6

Soit n ≥ 3, peut-on caractériser les classes d’isomorphismes de sous-
groupes de Gn contenant le centre de Spin(n,C) et aucun élément de la
forme e{i,j} ?

On remarquera que ce problème peut être aussi vu dans Pn via la projec-
tion ⇡. Il est évident que cette question peut se reformuler en une question
plus fine sur les classes de conjugaisons dans Spin(n,C).

4.5 Remarques sur le cas de PSO(2n,C)

Si n est impair alors SO(n,C) est de centre trivial, on en déduit que le
groupe PSO(n,C) est égal au groupe SO(n,C).

En revanche, si n est pair alors −In est un élément central de SO(n,C) et
donc PSO(n,C) 6= SO(n,C). On suppose donc que n est pair. On changera
alors n en 2n.

En un certain sens, nous allons voir dans la suite, à travers quelques
exemples que le groupe de Lie PSO(2n,C) a le comportement le plus com-
pliqué vis-à-vis des centralisateurs parmi tous les groupes que nous avons
considérés (PSL(n,C) et ses quotients, SO(n,C), Spin(n,C)).

Si l’on note ⇡P : SO(2n,C) ! PSO(2n,C) la projection naturelle, on
peut montrer la proposition suivante :
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Proposition 67

Soient n ≥ 2 et H un sous-groupe irréductible de PSO(2n,C) alors le
centralisateur de H dans PSO(2n,C) est d’exposant divisant 4.

Démonstration : Notons H := ⇡−1
P (H) qui est un sous-groupe irréductible de

SO(2n,C),

U := ⇡−1
P (ZPSO(2n,C)(H))

Alors pour tout u 2 U , h 2 H on a [u, h] = ±I2n, on en déduit que
[u2, h] = I2n i.e. u2 centralise H. Par la proposition 50, u2 est d’ordre
divisant 2. On en déduit que u est d’ordre divisant 4.

Cette proposition est tout ce que l’on peut dire en général sur le centra-
lisateur d’un irréductible dans PSO(2n,C). Une question naturelle :

Question 7

Soit n ≥ 1. Peut-on borner le cardinal des centralisateurs de sous-
groupes irréductibles de PSO(2n,C) en fonction de n ?

Si l’on s’intéresse spécifiquement à la structure de groupe des centralisa-
teurs d’irréductibles dans PSO(2n,C), on obtient pour n = 3 :

Exemple 13

Tout H sous-groupe irréductible de PSO(6,C) vérifie que son cen-
tralisateur dans PSO(6,C) est abélien.

Démonstration : Il s’agit simplement de voir que PSO(6,C) s’identifie à
PSL(4,C) et d’appliquer les résultats du chapitre 3.

Nous avons un autre exemple :

Exemple 14

La projection du groupe SDO(4,C) dans PSO(4,C) est un groupe
abélien irréductible dont le centralisateur est abélien.

Démonstration : Soient :

d1,2 :=

0
BB@

−1
−1

1
1

1
CCA et d2,3 :=

0
BB@

1
−1

−1
1

1
CCA
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Il est clair que SDO(4,C) est engendré par d1,2, d2,3 et −I4. Prenons
les deux éléments suivants dans SO(4,C) :

u1 :=

0
BB@

0 1
1 0

0 1
1 0

1
CCA et u2 :=

0
BB@

1
1

1
1

1
CCA

Par un calcul direct :

[u1, d1,2] = I4 [u1, d2,3] = −I4 [u1,−I4] = I4
[u2, d1,2] = −I4 [u2, d2,3] = I4 [u1,−I4] = I4

Chaque ligne implique que ⇡P (ui) commute avec le projeté du groupe
SDO(4,C) dans PSO(4,C). D’autre part , on a [u1, u2] = I4.

Posons H := SDO(4,C) et U := ⇡−1
P (ZPSO(2n,C)(⇡P (H))). Alors par

le lemme 15 on peut construire un morphisme de groupes :

φ :

∣∣∣∣
U −! Mor(H, h−I4i)
u 7−! (h 7! [u, h])

L’image d’un élément de U via φ ne peut envoyer −I4 sur −I4 car −I4
est scalaire. On en déduit que l’image de φ est au plus de cardinal 4, vu que
u1 et u2 sont différents via φ, on en déduit que |φ(U)| = 4. En particulier,
on en déduit que U est engendré par u1, u2 et ZSO(n,C)(H) = H dans ce
cas. Ainsi ⇡P (U) est abélien. On peut même voir que tous les éléments sont
d’ordre 2 donc ZPSO(4,C)(⇡P (SDO(4,C))) est isomorphe à (Z/2)5.

Si l’on regarde pour de plus grands n :

Proposition 68

Soit n > 2 alors le projeté de SDO(2n,C) dans PSO(2n,C) est son
propre centralisateur, en particulier, il est abélien.

Démonstration : SoientH := SDO(2n,C) et U := ⇡−1
P (ZPSO(2n,C)(⇡P (H))).

Alors, il est clair que U est inclus dans le normalisateur de SDO(2n,C).
Rappelons que tout élément de SDO(2n,C) est identifié à un élément de Pn.
Si A 2 Pn, on note dA l’élément correspondant (rappelons que dA désigne
la matrice diagonale avec (dA)i,i = 1 si i /2 A et −1 sinon).

Soit u 2 U . Si u n’est pas dans le centralisateur de SDO(2n,C) alors
il existe 0  i < j  2n − 1 tels que [x, d{i,j}] = −I2n. Le lemme 6
implique alors que les espaces propres associés à 1 et −1 pour d{i,j} ont la
même dimension, or l’espace propre associé à 1 a pour dimension 2n− 2 et
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l’espace propre associé à −1 a pour dimension 2. Si les dimensions étaient
égales, on aurait n = 4. Comme n > 4, c’est impossible et donc :

U = ZSO(2n,C)(SDO(2n,C)) = SDO(2n,C)

Par suite, le projeté de SDO(2n,C) est donc bien son propre centrali-
sateur dans PSO(2n,C).

Nous étudions complètement le cas de PSO(4,C) :

Proposition 69

Soit H un sous-groupe irréductible de PSO(4,C) alors le centralisa-
teur de H dans PSO(4,C) est abélien.

Démonstration : Dans cette preuve, on noteH := ⇡−1
P (H), Z := ZSO(4,C)(H)

et U := ⇡−1
P (ZPSO(4,C)(H)). Par le lemme 15 on peut construire un mor-

phisme de groupes :

φ :

∣∣∣∣
U −! Mor(H, h−I4i)
u 7−! (h 7! [u, h])

De plus le noyau de φ est exactement Z. Nous allons faire une disjonc-
tion de cas selon le cardinal de Z.

Si |Z| = 2 alors Z = h−I4i, dans ce cas U/ ker(φ) qui est inclus dans
le groupe abélien Mor(H, h−I4i) s’identifie à U/h−I4i = ZPSO(4,C)(H). Ce
dernier groupe est donc abélien.

Si |Z| = 8 alors, par la proposition 51, le groupe H est SDO(4,C) donc
(cf exemple 14) ZPSO(4,C)(H) est abélien.

Si |Z| = 4 alors, quitte à conjuguer, on peut supposer :

Z = hd{1,2},−I4i

Soit x un élément de SO(4,C) normalisant Z alors x ·(−I4) = −I4 donc
x · d{1,2} = ±d{1,2}. En particulier, on en déduit que l’indice du centralisa-
teur de Z dans le normalisateur de Z est 2. Vu que U normalise ker(φ) = Z,
on en déduit que l’indice de Z dans U est soit 2 soit 1.

Si [U : Z] = 1 alors U = Z et donc ZPSO(4,C)(H) = ⇡P (U) = ⇡P (Z)
est abélien.
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Si [U : Z] = 2 alors on choisit x 2 U qui n’est pas dans Z. Deux
éléments les plus généraux x✏1z1, x

✏2z2 dans U vérifient alors :

[x✏1z1, x
✏2z2] = [z1, x]

✏2 [x, z2]
✏1 2 h−I4i

En particulier, ZPSO(4,C)(H) = ⇡P (U) est abélien.

Alors que les cas de PSO(4,C) et PSO(6,C) semblent suggérer que
les centralisateurs dans PSO(2n,C) sont toujours abéliens on a le contre-
exemple suivant pour n = 8 :

Contre-exemple 6

On définit dans SO(8,C) le groupe :

H := hd{4,5,6,7}, d{2,3,6,7}, d{1,3,5,7}i
Alors l’image de H dans PSO(8,C) est un groupe irréductible de

centralisateur non-abélien.

Démonstration : Remarquons pour commencer que l’image réciproque de H
dans Spin(8,C) est le groupeH8 considéré dans le théorème 4.1. En particu-
lier, H8 est irréductible donc H l’est aussi et sa projection dans PSO(8,C)
l’est aussi. Définissons :

u :=

✓
I4

I4

◆

Par un calcul direct :

[u, d{4,5,6,7}] = −I8, [u, d{2,3,6,7}] = I8, [u, d{1,3,5,7}] = I8

De plus SDO(8,C) commute clairement avec H. De cela, on en déduit
que le projeté du groupe engendré par SDO(8,C) et u est dans le centrali-
sateur du projeté de H dans PSO(8,C). On remarque toutefois que :

[u, d{1,2}] = d{1,2,5,6} /2 h−I8i
ainsi le projeté du groupe engendré par SDO(8,C) et u n’est pas com-

mutatif, en particulier, le centralisateur du projeté de H n’est pas commu-
tatif.

Nous déduisons du contre-exemple 6, un contre-exemple sur la variété
des caractères : toutes les orbifoldes construites comme la partie irréductible
d’une variété des caractères de Γ un groupe fuchsien dans un groupe de Lie
simple complexe ne sont pas nécessairement des orbifoldes abéliennes (i.e.
dont tous les groupes d’isotropies sont abéliens).
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Contre-exemple 7

Soit Γ un groupe fuchsien dont le 2-rang est strictement supérieur à
2. Alors l’orbifolde χi(Γ, PSO(8,C)) est une orbifolde non-abélienne.

Démonstration : L’hypothèse sur le 2-rang de Γ assure qu’il existe un mor-
phisme de groupes surjectif φ1 de Γ vers (Z/2)3. On note alors φ2 l’isomor-
phisme de (Z/2)3 vers ⇡P (H) où :

H := hd{4,5,6,7}, d{2,3,6,7}, d{1,3,5,7}i

est le groupe du contre-exemple 6. Alors on note ⇢ := φ2 ◦ φ1 :

Γ
φ1 // //

⇢

&&

(Z/2)3
φ2 // // ⇡P (H)

Le morphisme de groupes ⇢ est surjectif sur ⇡P (H), ⇡P (H) étant un
sous-groupe irréductible de PSO(8,C), la représentation ⇢ est irréductible.
De plus le groupe d’isotropie locale en la classe de conjugaison de ⇢ s’identifie
à Z(⇢)/Z(PSO(8,C)). Or :

Z(⇢)/Z(PSO(8,C)) = Z(⇢) car le centre de PSO(8,C) est trivial

= ZPSO(8,C)(⇡P (H)) par définition

On a montré, dans le contre-exemple 6, que ZPSO(8,C)(⇡P (H)) n’était
pas abélien, on en déduit que le groupe d’isotropie en la classe de conjugai-
son de ⇢ vu comme un point de l’orbifolde χi(Γ, PSO(8,C)) est un groupe
non-abélien.
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Clément GUERIN

Singularités orbifoldes de la 
variété des caractères

Résumé :

Dans cette  thèse,  nous  nous intéressons à  des  singularités  particulières  dans les  variétés  de 

caractères. Dans le premier chapitre, on justifie que les caractères de représentations irréductibles 

d'un groupe fuchsien vers un groupe de Lie complexe semi-simple forment une orbifolde. Le lieu 

orbifold (i.e. l'ensemble des points dont l'isotropie n'est pas triviale) est constitué des caractères de 

représentations  exceptionnelles.  Dans  le  second  chapitre,  nous  décrivons  précisément  le  lieu 

orbifold quand le groupe de Lie est PSL ( p ,ℂ)  avec p  premier. Dans le troisième et le quatrième 

chapitre  nous  cherchons  à  classifier  les  groupes  d'isotropies  possibles  à  conjugaison  près 

apparaissant quand le groupe de Lie est respectivement un quotient de SL (n ,ℂ)  dans le troisième 

chapitre et un quotient de Spin(n ,ℂ)  dans le quatrième chapitre.

Mots-clés :
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modules alternés. 

Summary :

In this thesis, we want to understand some singularities in the character variety. In a first chapter, 

we justify that the characters of irreducible representations from a Fuchsian group to a complex 

semi-simple  Lie  group  is  an  orbifold.  The  orbifold  locus  is,  then,  the  characters  of  bad  

representations. In the second chapter, we focus on the case where the Lie group is  PSL ( p ,ℂ)  

with p  a prime number. In particular we give an explicit description of this locus. In the third and  

fourth chapter, we describe the isotropy groups (i.e. the centralizers of bad subgroups) arising in the 

cases when the Lie  group is a quotient  SL (n ,ℂ)  (third chapter)  and when the Lie group is a 

quotient of Spin(n ,ℂ) in the fourth chapter.
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