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Résumé 

Les systèmes d'entraînement de bandes flexibles sont utilisés dans la production d'une très grande 
variété de produits du quotidien mais également dans la métallurgie et dorénavant pour la production 
des nouvelles technologies. L'amélioration des systèmes industriels d'entraînement de bandes est 
un problème difficile car ils sont de grande dimension, non-linéaires, à paramètres variant et 
incertains. Ils possèdent un fort couplage entre les différentes parties (mécanique et commande) à 
cause de la bande qui relie les éléments. Il faut donc améliorer la chaîne de production par une 
approche pluridisciplinaire. Les objectifs sont de maîtriser les paramètres clés de ces systèmes afin 
de garantir les cadences de production et les précisions demandées de plus en plus importantes. Il 
faut également réduire les défauts les plus récurrents, notamment les plis de bande. Or jusqu'à 
présent seuls des modèles 1D étaient utilisés. Ils sont indispensables pour la synthèse de 
commande et les études fréquentielles mais ne permettent pas d'étudier des phénomènes 
complexes tels que les plis de bande. Une nouvelle approche d'étude de ces systèmes est 
développée. Dans un premier temps, des améliorations de structures de commandes sont 
proposées. Dans un second temps un modèle 3D par élément finis utilisant un algorithme de 
dynamique multicorps flexibles est développé et utilisé pour étudier les plis de bande par 
comparaison à la théorie classique de prédiction de ces défauts. Dans un troisième temps un 
simulateur complet est développé comprenant le modèle 3D mécanique par élément finis couplé à la 
partie commande. 

Mots-Clé: Commande d'ordre et de structure fixes, Synthèse H∞, Conception de système 
mécatronique, Systèmes d'entraînement de bande, Amélioration pluridisciplinaire, Méthode 
des éléments finis, Dynamique multicorps flexibles, Plis de bande, Co-simulation 

 

Résumé en anglais 

Roll-to-Roll systems are used in the manufacturing of a wide variety of everyday products as well as 
in metallurgy and for the manufacturing of new technologies. The improvement of Roll-to-Roll 
systems is a difficult problem because they are large, non-linear, with varying and uncertain 
parameters. They have a coupling between the different parts (mechanical and control) with the help 
of the web connecting the elements. It is therefore necessary to improve the process line through a 
multidisciplinary approach. The objectives are to master the key parameters of these systems in 
order to guarantee the manufacturing rates and the more important accuracies requested. It is also 
necessary to reduce or remove the most recurring defects such as web wrinkles. Until now, only 1D 
models were used. They are essential for control synthesis and frequency studies but they do not 
allow to study complex phenomena such as web wrinkles. A new approach for studying these 
systems is developed. First, improvements of control structures are proposed. Secondly, a 3D finite 
element model using a flexible multibody dynamics algorithm is developed, used in this work to study 
web wrinkles and compared to the classical prediction theory of these defects. Finally, a complete 
simulator is developed including the mechanical 3D model by finite element coupled to the control 
part (co-simulation). 

Keywords: Fixed order and fixed structure control, H∞ synthesis, Mechatronics system 
design, Roll-to-roll systems, Multidisciplinary improvement, Finite element method, Flexible 
multibody dynamics, Web wrinkles, Co-simulation 
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0.1. MOTIVATION

Les systèmes d'entraînement de bandes ou les systèmes d'enroulement, aussi connus en anglais
sous les termes "Roll-to-Roll systems", "Web Processing systems", "Web Handling systems" et
"Reel-to-Reel systems", sont utilisés dans la production d'une très grande variété de produits.
Ils permettent, par exemple, de produire les produits du quotidien tels que les mouchoirs, les
�lms cellophanes, les �lms aluminium et les couches. Les imprimeries industrielles, les fabricants
d'emballages (plastique et carton) et l'industrie du textile utilisent également les systèmes d'en-
traînement de bandes pour produire. Ce type de systèmes est aussi utilisé en métallurgie pour
le laminage des métaux. Dorénavant, c'est le système de production des nouvelles technologies
tels que l'électronique imprimée, les écrans multimédia �exibles, les panneaux solaires �exibles,
les semi-conducteurs, la nano-électronique et les matériaux composites. À l'entrée d'un système
d'entraînement, se trouve, en général, une bobine constituée d'une bande faite d'un matériau tel
que le métal, le papier, le tissu, le plastique, etc. Cette bobine est ensuite déroulée sur l'ensemble
de la ligne industrielle puis supportée par un ensemble de rouleaux. La bande subit alors un en-
semble d'opérations telles qu'une mise à la largeur, un passage dans un four, un refroidissement,
un séchage, un découpage, une impression, un traitement par pulvérisation, un traitement par
passage dans un bassin, etc. Puis à la �n de la ligne apparait le produit �ni ou semi-�ni.

Ces systèmes sont, dans leur constitution, soumis à un ensemble de défauts. En e�et, il s'agit
de dérouler, entraîner et enrouler des bandes allant d'épaisseurs �nes (quelques microns) à des
épaisseurs importantes (quelques millimètres). Il peut également y avoir une grande variabilité
de modules d'élasticité, de largeurs de bande, de longueurs de bande, etc. Chaque spéci�cité de
la bande peut amener di�érents défauts. On peut citer les non-homogénéités de la bande, les
ondulations de bords, les plis de bandes, les déchirures et toutes les déformations plastiques de
façon générale.

0.1 Motivation

Pour répondre aux nouvelles exigences imposées par l'industrie, il est important d'essayer d'élimi-
ner ou de contrôler les défauts de ces systèmes. En e�et, ils deviennent les systèmes de production
des nouvelles technologies, les matériaux sont de plus en plus �ns, élastiques, rigides, épais et
des cadences de production de plus en plus élevées sont demandées. Il faut alors être de plus en
plus précis dans la conception mécanique, les asservissements, les revêtements de surface et les
structures des machines. De plus, les nouveaux matériaux sont destinés à devenir de véritables
composants électroniques et aucun défaut n'est permis. C'est dans cet optique là que cette thèse
s'inscrit.
Le défaut le plus récurrent reste les plis de bande. Cela s'explique par les fortes tensions mises en
jeu et les imperfections géométriques propres aux systèmes d'enroulement. La tension de bande
peut être trop forte ou les rouleaux peuvent être désalignés, imparfait dans la largeur, �échir
sous l'action de leurs poids et de la tension de bande. Ce sont autant de déclencheurs de plis
de bande. C'est également l'interface bande/rouleau nécessaire à la motricité de la bande qui
est responsable de l'apparition des plis. Or pour le moment, les moyens d'études de ce type de
systèmes sont assez limités. Cela se résume à de simples modèles analytiques qui sont, certes, très
utiles pour résoudre partiellement quelques problèmes mais il manque cruellement de modèles
plus évolués pour comprendre avec une grande précision les phénomènes. Nous voulons o�rir de
nouveaux moyens d'études pour les systèmes d'entraînement de bandes �exibles.
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0.1.1 Problématique en enroulement

Les paramètres clés des systèmes d'enroulement sont la vitesse de dé�lement et la tension de la
bande. Il est par conséquent d'une importance critique de bien contrôler ces paramètres. L'op-
timisation de systèmes industriels d'entraînement de bandes est un problème di�cile. En e�et,
ces systèmes sont généralement de grandes dimensions, non-linéaires, à paramètres variants et
incertains. Un des objectifs de ces systèmes industriels est de convoyer la bande à une vitesse
désirée, aussi élevée que possible, tout en maintenant la tension de bande dans un intervalle
autour de la consigne. La taille de cet intervalle dépend des caractéristiques de la bande, des
caractéristiques des rouleaux et des réglages de la machine.

De nombreuses perturbations peuvent survenir, comme par exemple celles occasionnées par le dé-
roulement/l'enroulement d'une bobine imparfaite (ovale et/ou excentrique), par un guide latéral
restant en position désalignée ou encore par un mauvais réglage d'un rouleau danseur (rouleau
mobile). La partie mécanique d'une ligne d'entraînement de bande est généralement conçue en
première étape. La synthèse et la structure de la commande ainsi que les réglages des correcteurs
associés doivent ensuite être optimisés pour la ligne industrielle.

Guide Latéral

Rouleaux motorisés

Rouleaux libres

Rouleaux du guide latéral

Rouleaux équipés de capteur de pression

Rouleaux danseurs

Figure 1 � Vue d'ensemble d'une partie d'une ligne industrielle comportant un guide latéral

Les systèmes d'enroulement ont également la spéci�cité d'être constitués d'un fort couplage entre
les di�érentes parties qui les constituent : la partie mécanique, la partie actionneurs et la partie
commande. Ces di�érentes parties sont toutes reliées d'un bout à l'autre d'une ligne de pro-
duction par la bande et d'autres éléments. Dès lors, agir en amont du système va avoir une
in�uence en aval et vice-versa. Il faut donc, dans nos nouvelles approches, aborder les systèmes
d'entraînement de bande de façon pluridisciplinaire : asservissement, mécanique des matériaux,
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mécanique des solides, dynamique, thermique, tribologie et électrotechnique. Dans les di�érents
travaux publiés, cela était abordé discipline par discipline.

Le contact bande/rouleau joue un rôle prépondérant dans ces systèmes parce qu'il a, d'une part,
un rôle béné�que car il faut transporter et déplacer la bande à une vitesse donnée mais d'autre
part un rôle néfaste parce qu'il amène des singularités. En�n, le contact peut faire déplacer
latéralement la bande (loi d'entrée normale). Cela amène des défauts, voire même des déchirures
de la bande et il faut arrêter tout le processus de production jusqu'à résoudre le problème. Cela
peut parfois prendre des jours.

0.1.2 Pourquoi la modélisation 3D par éléments �nis ?

L'idée est d'explorer et de proposer de nouvelles pistes de recherche scienti�que a�n de répondre
à la nouvelle réalité industrielle. Les modèles 1D ont fait leur preuve jusqu'à maintenant en
ce qui concerne la modélisation de certains phénomènes en enroulement/déroulement tels que
les vibrations, les élongations dues à la température, les déports latéraux, les problèmes de
décollement de bande pour le papier mais aussi dans la synthèse de correcteurs, la conception
de commandes robustes et performantes. Néanmoins ces modèles montrent leurs limites dans
l'étude de phénomènes plus di�ciles. Seuls des modèles 2D ou 3D sont capables d'analyser et/ou
reproduire des défauts tels que les plis de bandes, les ondulations de bord, conséquences de non-
uniformités au sein de la bande (module d'élasticité, épaisseur, température, tension de bande).

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
0

3000

6000

Time (second)

Tension (N)

 

 

T ref

0
2
4 Velocity (rad/s)

 

 

V ref

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.50
Time (second)

Figure 2 � Modèles 3D. Contraintes latérales pour une référence de tension de 3000 N, un
coe�cient de frottement de 1 et un saut de tension : à t = 2s

0.2 Objectifs

Nous proposons de nouvelles approches dans la modélisation et l'étude des systèmes d'entraî-
nement de bandes �exibles. L'approche est multidisciplinaire car nous nous intéressons simulta-
nément à la partie mécanique et à la partie de la commande du système. L'approche est tridi-
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mensionnelle tout en n'oubliant pas les résultats, l'utilité et le savoir-faire des modèles 1D. Cela
permet de tenir compte d'un grand nombre de phénomènes pouvant survenir sur ces systèmes,
de mettre en place un ensemble d'outils pour étudier ces problèmes di�ciles - très peu abordés
en recherche académique - et �nalement d'améliorer ces systèmes avec une réalité industrielle en
trouvant des solutions adéquates et adaptées.

Néanmoins, même si nous souhaitons étudier le plus de phénomènes possibles, plusieurs di�cul-
tés apparaissent. En e�et, la méthode des éléments �nis est un outil puissant pour l'étude de
systèmes mécaniques mais elle a encore été très peu utilisée dans le domaine des entraînements de
bande. Il ne faut pas oublier que c'est une méthode dont les temps de simulations sont longs. Il est
donc di�cile de s'intéresser à tous les phénomènes et à tous les matériaux. Nous choisissons donc
de nous concentrer volontairement sur des phénomènes clés apparaissant sur nos systèmes tels
que les plis de bande, l'in�uence du frottement bande/rouleau, l'in�uence des asservissements, le
découplage et les propagations des perturbations pour citer les plus importants. Les matériaux
que nous étudierons sont essentiellement des polymères et du papier car ils représentent une
grande part de la production et parce que nos partenaires industriels les utilisent. De plus, nous
nous limitons volontairement à l'entraînement de bandes �exibles. Il est encore di�cile d'étudier
en même temps, par des modèles éléments �nis, le déroulement, l'entraînement et l'enroulement
d'une bande.

Nous voulons construire un simulateur d'un système d'entraînement de bande contenant le cou-
plage avec la commande avec comme objectif l'étude des phénomènes clés du domaine (plis de
bande tout particulièrement).

0.3 Contributions

La première contribution de cette thèse est l'étude d'une nouvelle structure d'asservissement sur
les systèmes d'entraînement de bande : un asservissement en position des rouleaux et en tension
de bande. Habituellement, ces systèmes comportent un asservissement en vitesse des rouleaux et
en tension de bande.
La deuxième contribution est la construction de modèles éléments �nis génériques pour l'étude
de phénomènes survenant sur les systèmes d'entraînement de bandes. Dans la même lignée,
nous avons construit des modèles éléments �nis de lignes industrielles d'entraînement de bandes
�exibles. Cependant, uniquement des études préliminaires ont été réalisées sur ces modèles car
ils demandent beaucoup de temps de calcul pour une précision correcte.
Ensuite, nous avons programmé la théorie classique de prédiction des plis de bande sur Matlab.
En conséquence, nous avons réalisé une étude industrielle en utilisant la théorie de prédiction
classique des plis de bande.
Puis nous avons étudié par éléments �nis le phénomène de plis de bande et l'avons comparé avec
la théorie classique de prédiction des plis.
D'autre part, une contribution majeure a consisté à construire un co-simulateur constitué d'un
modèle éléments �nis et de la partie asservissement d'un système d'entraînement de bandes
�exibles. Il est justi�é par le fort couplage présent naturellement dans ce type de systèmes.
Avec l'utilisation du co-simulateur, une étude pluridisciplinaire de l'in�uence de di�érents pa-
ramètres sur les systèmes d'entraînement de bandes �exibles a été menée. Nous avons étudié
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l'in�uence des consignes, du coe�cient de frottement, des caractéristiques du rouleau (le désali-
gnement de rouleau, la �exion d'un rouleau), des paramètres des asservissements, de l'inertie et
des paramètres de réglage de simulation.
En�n nous avons ajouté un découpleur de tension de bande et réalisé une étude à l'aide du
co-simulateur.

0.4 Organisation du mémoire

Ce mémoire réparti en trois chapitres est organisé comme suit :

• Le premier chapitre introduit les lois de la physique nécessaires à la modélisation uni-
dimensionnelle phénoménologique des systèmes d'entraînement de bandes. Les principaux
éléments sont succinctement décrits et modélisés. Les modèles complets des deux systèmes
étudiés sont ensuite présentés. La �n de ce chapitre est dédiée à l'in�uence de variations
de paramètres sur le comportement du système en boucle fermée, à la mise en place d'un
asservissement de position des rouleaux comparé à l'asservissement de vitesse des rouleaux
traditionnel et à la présentation du découplage de tensions de bande.
Il présente également la synthèse de correcteurs d'ordre et de structure �xes pour un sys-
tème d'entraînement de bandes. L'approche H∞ est décrite et appliquée à la synthèse
simultanée de tous les correcteurs de tension de bande.

• Le deuxième chapitre est consacré à la modélisation 3D d'une bande �exible en mouve-
ment uniforme. La méthode des éléments �nis est présentée avec une approche purement
mathématique dans un premier temps et avec une approche "physique" dans un second
temps. Ces deux approches seront illustrées par deux exemples dont les détails sont donnés
en Annexes. Ensuite sont présentés les modèles 3D par éléments �nis de systèmes d'en-
traînement de bandes �exibles sans la partie asservissement. Puis le comportement 3D
d'une bande �exible en mouvement est présenté avec une étude de la variation de plusieurs
paramètres (en se focalisant sur les plis de bande). En�n, une discussion est amenée a�n
d'aborder les di�cultés associées à l'étude avec des modèles éléments �nis.

• Le troisième chapitre présente la co-simulation d'un système d'entraînement de bandes
�exibles modélisé par éléments �nis et sa partie asservissement. Dans la première partie
est abordée la construction de la co-simulation. Ensuite est étudié le comportement 3D du
système avec prise en compte de l'asservissement. Pour cela, di�érents modèles sont utilisés
(2.5D et 3D). Cette partie est très exploratoire car on s'intéressera à faire varier un certain
nombre de paramètres et à aborder di�érents domaines.

• La conclusion rappelle les principales contributions de ces travaux et présente des pers-
pectives.
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1.1. INTRODUCTION, ÉTAT DE L'ART, MOTIVATIONS

1.1 Introduction, état de l'art, motivations

Les systèmes d'entraînement de bandes �exibles ont pour spéci�cités d'être non-linéaires, mul-
tivariables, de grandes dimensions et à paramètres variant dans le temps. Parmi les paramètres
qui varient, ou qui peuvent varier, on peut citer par exemple le module d'élasticité de la bande,
sa limite élastique, le frottement des rouleaux et plus exactement des roulements ainsi que le
frottement bande/rouleau. A�n de pouvoir reproduire et d'analyser l'in�uence de la variation
des paramètres et le comportement général d'un tel système, l'élaboration d'un modèle phéno-
ménologique est très utile.

À partir des années soixante, les premiers modèles phénoménologiques de systèmes d'entraîne-
ment de bandes �exibles ont été construits et développés [Kes61] [Bra71] [Wol76]. Ils reposent
sur un ensemble de lois de la physique : la loi de conservation de la masse, l'équation de conti-
nuité de Navier-Stockes, la loi de Hooke et la loi de Coulomb. À partir de ces lois, les modèles
phénoménologiques permettent de décrire le comportement longitudinal d'une bande entraînée.
Les modélisations non-linéaires et linéaires de systèmes d'entrainement de bandes sont présen-
tées dans [Koç00] [KKdMA02] [Kni03]. Des modèles spéci�ques du déport latéral d'une bande
en mouvement ont également été construits [She98] [She05] [She68].

Un modèle 1D présente un ensemble d'avantages. Sa linéarisation autour d'un point de fonction-
nement permet d'une part l'étude de ses caractéristiques fréquentielles et d'autre part de faire
la synthèse de correcteurs linéaires. De plus, ces modèles se prêtent très bien à une démarche
d'optimisation en raison de la rapidité de la simulation. En�n, ils sont relativement rapides à
être construits et ils permettent une étude très large de phénomènes. L'inconvénient majeur est
qu'ils décrivent uniquement le comportement dynamique longitudinal, ce qui empêche l'étude de
phénomènes physiques multidimensionnels tels que les plis de bande, les ondulations de bord, les
déports latéraux, etc.

Ce chapitre présente les propriétés du matériau essentielles à la construction d'un modèle 1D.
Il présente également les équations phénoménologiques utilisées pour construire les modèles des
éléments primitifs a�n de construire des modèles complets de système d'entraînement de bande
�exible. En�n la commande utilisée sur les systèmes d'entraînement de bandes �exibles est décrite
et le comportement du système muni de sa régulation est étudié.

1.2 Propriétés du matériau de la bande

1.2.1 Allongement

A�n de déterminer le comportement de la bande lorsqu'elle est mise sous tension et entraînée à
une certaine vitesse par des rouleaux motorisés, il convient de dé�nir au préalable les propriétés
d'allongement, de tension et de contraintes de celle-ci.
Si on a une di�érence de vitesses aux deux extrémités d'une bande, c'est-à-dire la vitesse en aval
est supérieure à la vitesse en amont, cela a pour conséquence un allongement de la bande. Ce
taux d'allongement peut être quanti�é et décrit par l'allongement relatif suivant :

ε =
L− L0

L0
(1.1)
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où L et L0 sont les longueurs du brin de bande, respectivement, considéré sous tension et au
repos (voir �gure 1.1).

Figure 1.1 � Élongation d'une éprouvette

1.2.2 Loi de Hooke

L'une des lois fondamentales de la mécanique des solides déformables est la loi de Hooke qui
caractérise la contrainte en fonction de l'allongement. La zone linéaire de la courbe partant du
point d'origine représente le comportement élastique du matériau et la pente de la courbe est le
module de Young. Dans la partie linéaire (voir �gure 1.2), la loi simpli�ée de Hooke exprime la
relation de proportionnalité entre l'allongement et la contrainte :

σ = Eε (1.2)

La forme générale de la Loi de Hooke est donnée sous forme de tenseurs. Elle est décrite dans
[Wol76] et [Oud94]. Après la zone linéaire, on dépasse la limite élastique du matériau et on se
trouve dans la zone à élasticité non linéaire, de plasticité et de viscoélasticité. Les polymères sont
souvent di�ciles à caractériser très précisément car ils peuvent présenter des hystérésis [Clo49].
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Zone d'élas tic ité
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Limite élastique Rupture

Écrouissage Striction

Figure 1.2 � Graphe type d'un essai de traction pour un métal

1.2.3 Coe�cient de Poisson

Le coe�cient de Poisson ν correspond au rapport entre la déformation longitudinale et la défor-
mation latérale (ou transversale) lors d'une sollicitation uni-axiale.
Prenons une bande élastique que l'on soumet à une traction uni-axiale dans la direction de sa
longueur, d'allongement relatif εx. Le coe�cient de Poisson est dé�ni par la relation suivante :

εx =
σx
E
, εy = εz = −νεx (1.3)

et la section S de la bande vaut :

S = ltf = (1 + εy)(1 + εz)l0tf 0 = S0(1− νεx)2 (1.4)

où l et tf sont respectivement la largeur et l'épaisseur de la bande. Nous pouvons maintenant
exprimer la relation entre l'allongement relatif εx et la tension de bande T :

T = ESεx = ES0εx(1− νεx)2 (1.5)

Le rapport des tensions, avec et sans le coe�cient de Poisson, est proche de 1 [KKdMA00]. Nous
supposerons par la suite que le coe�cient de Poisson a peu d'in�uence dans notre modélisation
1D et il sera négligé dans le calcul de la tension de bande [Koç00].

1.2.4 Modèles rhéologiques

Le comportement dynamique de tout matériau peut être modélisé grâce à des modèles rhéo-
logiques. En utilisant des lois de comportement simples et en les combinant on obtient une
représentation des propriétés mécaniques d'un corps déformable (voir tableau 1.1) [Oud94].
Généralement, dans les systèmes d'entraînement de bandes, uniquement le comportement élas-
tique de la bande est considéré. Le comportement plastique n'est pas pris en compte puisque le
processus (consignes, synthèse de commandes) doit éviter le dépassement de la limite élastique.
Cependant, pour certains produits comme les polymères ou pour certaines études bien précises,
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Type de comportement Élastique Visqueux Plastique
Élément primitif Ressort Amortisseur Patin

Loi de Loi de Hooke : Loi de Newton : σ < σcritique

comportement σ = Eε σ = η
dε

dt
sinon le matériau

se déforme totalement
Grandeur caractéristique Module de Young E Viscosité η Contrainte Critique σcritique

Tableau 1.1 � Éléments primitifs pour construire les modèles rhéologiques [Oud94]

comme l'étude de casses de papier, des modèles rhéologiques plus compliqués sont utilisés. Ces
modèles prennent en compte le comportement viscoélastique de la bande et les changement de
conditions (température, humidité, réaction chimique, etc.).

σ1, ε1, E σ2, ε2, η

σ1, ε1, E

σ2, ε2, η

Figure 1.3 � Modèles de Maxwell (à gauche) et de Voigt (à droite) constitués d'éléments primitifs

Les modèles les plus connus sont les modèle de Maxwell et de Voigt (voir �gure 1.3). Ils repré-
sentent le comportement viscoélastique d'un matériau soumis à une sollicitation mécanique.

Modèle de Maxwell : le ressort et l'amortisseur subissent la même contrainte

σ1 = Eε1 σ2 = η
dε2

dt
σ = σ1 = σ2 ε = ε1 + ε2

dε

dt
=
dσ

dt

1

E
+
σ

η
ε =

ηs+ E

sEη
σ

(1.6)

Modèle de Voigt : le ressort et l'amortisseur subissent des allongements relatifs similaires.

σ = σ1 + σ2 ε = ε1 = ε2

σ = Eε+ η
dε

dt
ε =

1

E + ηs
σ

(1.7)

Comme on le voit sur la �gure 1.4, le modèle de Maxwell ampli�e les basses fréquences sans
atténuer les hautes fréquences alors que le modèle de Voigt peut être vu, par analogie, comme
un �ltre passe-bas.

1.2.5 In�uence de la température : lois de déformations/contraintes

Pour beaucoup de matériaux, le comportement rhéologique dépend de la température. À titre
d'exemple, la �gure 1.5 présente les courbes contrainte vraie/déformation vraie du PMMA pour
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E—η

1  
 

—E

ω

ɛ—σ
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Voigt

Figure 1.4 � Modèles de Maxwell et de Voigt : Diagramme de Bode

di�érentes températures à vitesse de déformation constante [NFSR09]. On remarque une aug-
mentation signi�cative de la contrainte d'écoulement (limite élastique) et du module de Young
pour les basses températures (213 K, 233 K, 253 K). Richeton et al. [RADR05] ont postulé que
cet e�et se produit quand les températures sont au-dessous de la température de relaxation se-
condaire du PMMA qui est de l'ordre de 283 K. Le PMMA présente un comportement fragile à
basses températures et à vitesses plus élevées.

Figure 1.5 � Contrainte vraie-déformation vraie du PMMA : In�uence de la température à
vitesse de déformation constante [NFSR09]

1.2.6 In�uence de la vitesse de déformation

La �gure 1.6 montre l'exemple de courbes des contraintes vraies-déformations vraies du d'un
essai de compression de PMMA pour di�érentes vitesses et deux températures (T = 278 K et
T = 233 K) [NFSR09]. On observe que la contrainte d'écoulement (limite élastique) augmente
avec la vitesse de déformation. Plusieurs auteurs [RB90, XJY94, RSH02, RADR05] postulent
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que cette augmentation de la contrainte d'écoulement est due au processus secondaire des mo-
lécules. Richeton et al. [Ric05] montrent que l'augmentation de la vitesse de déformation limite
la mobilité des chaînes moléculaires dans les polymères. Cet e�et devient plus remarquable à
basses températures. Ainsi le Module de Young dépend aussi de la vitesse de déformation. Dans
le cas du PMMA l'augmentation de la vitesse de sollicitation entraîne une élévation du module
de Young.

Figure 1.6 � Contrainte vraie-déformation vraie du PMMA pour trois vitesses de déformation
a) T=298K, b) T=233 K. [NFSR09]

1.3 Équations phénoménologiques et modèles 1D des éléments
primitifs

Nous nous intéressons dans cette section à construire le modèle 1D (une dimension : dans cette
étude, la dimension considérée concerne le comportement longitudinal, en anglais MD [machine
direction]) d'un système d'entraînement de bandes �exibles. Pour cela nous allons utiliser une
décomposition du système en sous-systèmes constitués par des éléments primitifs ou "élémen-
taires". Ces sous-systèmes sont reliés par les relations vitesses, tensions et allongements de la
bande.
Nous allons dans un premier temps détailler ces relations. Dans un second temps, nous allons
construire les éléments primitifs. En�n nous construirons un modèle complet 1D.

1.3.1 Hypothèses importantes

Pour construire le modèle 1D, il est important de faire un certain nombre d'hypothèses. La pre-
mière hypothèse concerne le contact bande/rouleau. On supposera que la vitesse linéaire d'un
rouleau, c'est-à-dire la vitesse instantanée à la surface du rouleau est égale à la vitesse linéaire
de la bande. Cela suppose qu'il n'y ait pas de glissement entre la bande et le rouleau et restreint
donc le cadre de l'étude pour les modèles 1D. Il est bien entendu possible de prendre en compte
les phénomènes de glissement, mais cela complique beaucoup les modèles. Les phénomènes de
glissement et d'adhérence ont été étudiés par Kuhm et Knittel [KK12]. Concernant le contact
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entre le rouleau et le bâti, on supposera qu'il comporte des frottements visqueux et secs (avec
e�et Stribeck).

On supposera également que le coe�cient de Poisson est négligeable. En e�et, les termes faisant
intervenir le coe�cient de Poisson ont peu d'importance dans notre modèle 1D et pour des
matériaux tels que le papier et les polymères [Koç00].
On négligera également l'e�et du poids de la bande. La modélisation incluant le poids de la
bande a été étudiée par Knittel et al. [KK12] dans le cas de l'accumulateur pour un brin de
bande vertical et pour un brin de bande horizontal.
En�n on négligera la longueur d'arc de la bande sur le rouleau devant la longueur du brin de
bande entre deux rouleaux [Koç00].

1.3.2 Équations phénoménologiques

1.3.2.1 Tension de la bande

L'étude d'un brin de bande entre 2 rouleaux en mouvement permet de déterminer la tension de
bande dans ce brin (cf �gure 1.12).

Le brin de bande est en mouvement. Ce mouvement est déterminé par les vitesses aux points de
contact de chaque rouleau Vi et Vi+1 (on supposera qu'il n'y a pas de glissement bande/rouleau).
Le dé�lement de ce brin de bande peut être vu comme un débit de matière entre 2 points où
nous utilisons le principe de conservation de la masse [Wol76].

Loi de conservation de la masse La masse du brin de bande considéré au repos (sans
déformation) est donnée par la relation suivante :

M0 = ρ0L0l0tf 0 (1.8)

Les symboles sont représentés sur la �gure 1.7, ρ étant la masse volumique. Lorsque la bande
subit une élongation, la masse dans le brin de bande initial considéré est alors :

M = ρLltf = M0 (1.9)

L0

FTRACTION

FTRACTION

L

l0
l

tf0

tf

Figure 1.7 � Élongation considérée de la bande
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Ces grandeurs sont dé�nies par les relations suivantes :

L = L0(1 + εL) l = l0(1 + εl) tf = tf 0(1 + εtf ) (1.10)

En utilisant la loi de la conservation de la masse, la masse de la bande entre les 2 états est
constante et on a :

ρ =
ρ0

(1 + εL)(1 + εl)(1 + εtf )
(1.11)

1.3.2.2 Détermination de la tension de bande en mouvement

Contact bande/rouleau Il joue un rôle essentiel dans les systèmes d'entraînement de bandes
�exibles. D'une part il permet l'entraînement de la bande à l'aide de rouleaux motorisés mais
d'autre part il a également un rôle néfaste. En e�et, beaucoup de phénomènes dégradant la
qualité de la bande prennent naissance dans ce contact. On peut citer les plis de bande, les
vibrations, les ondulations de bord, les déchirures, les déports latéraux importants, les rayures
de la bande, etc.
Les paramètres a�ectant le contact bande/rouleau sont principalement les dimensions de la
bande, les propriétés de la bande, les propriétés du rouleau (rugosité de la surface du rouleau,
angle d'embarrage, rayon), la tension de bande, la vitesse du rouleau(entraînement d'air ou pas)
et les fortes variations de vitesse de rouleau ou de la bande.

TsTe

θ

α Rn

→Rt

→ R

Figure 1.8 � Zone de contact bande/rouleau considéré

La loi de frottement classiquement utilisée en premier lieu est la loi de Coulomb :

‖
−→
Rt‖ = µ‖

−→
Rn‖ (1.12)

Ainsi, lors du glissement entre la bande et le rouleau, la norme de la force de frottement Rt est
proportionnelle à la norme de la force normale Rn, le coe�cient de proportionnalité étant µ :

µ = tan(α) (1.13)
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En réalité µ ne dépend pas que de l'angle α. Il peut aussi dépendre de la vitesse de glissement, de la
force normale, de la température, etc. C'est un phénomène complexe et il existe une multitude de
lois de frottement permettant de prendre en compte di�érents e�ets : la lubri�cation, le frottement
visqueux, le frottement sec, le frottement statique, les trainées. On peut citer le modèle de Dahl
[Dah68](généralisation du modèle de Coulomb et prise en compte d'un maximum d'e�ets du
frottement sec). Le modèle de Bliman et Sorine [BS91, BS93, BS95] qui est le modèle de Dahl
avec prise en compte des e�ets de la lubri�cation (Stribeck).

Figure 1.9 � Di�érents modèles de frottements en fonction de la vitesse de glissement : a)
Modèle de Coulomb sans frottement statique b) Modèle de Coulomb avec frottement visqueux
sans frottement statique c) Modèle de Coulomb avec frottement visqueux et frottement statique
d) Modèle de Coulomb avec frottement visqueux, frottement statique et e�et Stribeck

Le plus complet est le modèle de Lund-Grenoble [OACCdW+98]. Celui-ci repose sur une approche
microscopique qui modélise les surfaces en contacts par des ensembles de lames se rencontrant.
Le modèle relie la vitesse relative de déplacement des solides, la rigidité des lames, le frottement
sec, la force statique et en�n la vitesse de Stribeck.

D'autres études [AHDCdW94] montrent également une forte interaction entre les déplacements
normaux microscopiques et les frottements, ce qui permet d'expliquer les vibrations sur les frot-
tements.
Généralement, dans les systèmes d'entraînement de bandes, les études utilisent uniquement la loi
de Coulomb simple qui confère une précision su�sante pour résoudre une partie des problèmes.

Conditions de patinage et d'adhérence Nous allons dans ce sous-paragraphe nous inté-
resser aux conditions de patinage (ou glissement) et d'adhérence du contact bande/rouleau en
fonction de la tension de bande et de la vitesse (voir �gure 1.11). On cherche à avoir une adhé-
rence totale sur les rouleaux motorisés et tout spécialement sur le rouleau maître qui doit imposer
la vitesse à la bande. Pour cela, le rouleau maître a souvent un rayon et un angle d'embarrage
plus important que les rouleaux libres a�n de maximiser la zone de contact et de garantir l'adhé-
rence de la bande. La loi de Capstan est une loi couramment employée, en régime statique, pour
répondre à cette problématique. Elle donne la relation entre la tension de bande en amont et en
aval en régime permanent [ZJ95].
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Figure 1.10 � Modèle de Lund-Grenoble (Lugre) [OACCdW+98]

S'il y a glissement, on a :

TS = TEe
±µθ (1.14)

S'il y a adhérence, on a :

TEe
−µθ 6 TS 6 TEe

+µθ (1.15)

En réalité, les phénomènes de patinage (ou glissement) et d'adhérence sont di�ciles à modéliser.
En e�et, au sein d'une même zone de contact bande/rouleau, on peut avoir une zone de glissement
et une zone d'adhérence dont les longueurs d'arc peuvent varier dans le temps. Ces phénomènes
ont été modélisés par Brandenburg [Bra71] et Knittel et al. [KBK14]. L'implémentation de ces
modèles est assez complexe dans l'environnement Matlab/Simulink (Knittel et al. [KBK14]).

Dans le cadre de cette thèse, nous supposons qu'il n'y a pas de patinage bande/rouleau pour les
modèles 1D (programmés dans Matlab/Simulink). Les phénomènes de patinage ne sont considé-
rés qu'en modélisation 2.5D ou 3D, à l'aide de l'approche par élément �nis (voir Chapitre 3).

Il est à remarquer que les phénomènes de patinage induits par les e�ets aérodynamiques (ou ap-
pelé "coin d'air") ne sont pas non plus pris en compte dans le cadre de ce travail. Ces phénomènes
sont décrits dans [BB93, Bou98].

1.3.2.3 Vitesse de bande

Pour déterminer la vitesse de bande, nous supposons que sa vitesse est égale à la vitesse linéaire
du rouleau [Gol94]. Cela signi�e qu'il n'y a pas de glissement bande/rouleau.
Appliquons le principe fondamental de la dynamique au rouleau :

dJiΩi

dt
=

d

dt

(
JiVi
Ri

)
= Ri(Ti − Ti−1) +Kiui − Cri (1.16)
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Zones de patinage
Zone d’adhérence

Figure 1.11 � Contact bande/rouleau considéré : zone de patinage et adhérence

où Ji est l'inertie du rouleau, Ri le rayon du rouleau. Ωi et Vi sont respectivement les vitesses
angulaire et linéaire du rouleau. Ti et Ti−1 sont les tensions de bande en aval et en amont du
rouleau i, Kiui est le couple moteur appliqué au rouleau (ui est la tension en volts et Ki la
constante du moteur exprimée ici en N.m/V : le moteur est supposé asservi en couple, ce qui est
généralement le cas). Pour un rouleau non motorisé, ce terme est nul. Cri est le couple résistant
induit par les frottements de rotation du rouleau par rapport au bâti. Ces frottements sont de
deux types : les frottements visqueux et secs :

Cri = f(Ωi) + Cfsi (1.17)

avec f(Ωi) qui correspond au couple de frottements visqueux fonction de la vitesse (les frotte-
ments visqueux sont proportionnels à la vitesse, autour d'un point de fonctionnement [Koç00])
et Cfsi qui représente le couple de frottements secs (ou frottements de Coulomb).
Dans le cadre de ce travail, la modélisation des frottements secs des rouleaux par rapport au bâti
tient compte de l'e�et Stribeck. Nous avons utilisé le modèle de Bo et Pavelescu [BP82] [Koç00].

1.3.2.4 Relation vitesse de bande et allongement

En considérant que le transport de bande entre deux rouleaux est un débit de matière entre deux
points (premiers points de contact de chaque rouleau qui dé�nissent un volume d'analyse voir
�gure 1.12 ci-après), nous pouvons écrire l'équation de continuité [Bra73] :

∂ρ

∂t
+ div(ρ

−→
V ) = 0 (1.18)

En injectant l'expression de la masse volumique de la bande trouvée grâce à la loi de conservation
de la masse (Équation 1.11) dans l'équation de continuité 1.18, on obtient :

∂

∂t

(
1∏3

i=1(1 + εi)

)
+

3∑
i=1

∂

∂xi

(
Vi∏3

i=1(1 + εi)

)
= 0 (1.19)

Appliquons cela dans le cas d'un problème unidimensionnel longitudinal, nous obtenons la rela-
tion suivante :
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Volume d’analyse

Ti-1, ɛi-1

Ti, ɛi

Vi+1

Vi

ωi+1

ωi

Li

Figure 1.12 � Volume d'analyse considéré

∂

∂t

(
1

1 + ε

)
+

∂

∂x

(
V

1 + ε

)
= 0 (1.20)

En intégrant la relation 1.20 sur le volume d'analyse, en supposant que le coe�cient de Poisson
est négligeable et que la longueur d'arc du contact bande/rouleau est petit par rapport à la
distance entre 2 rouleaux, on obtient l'expression :

d

dt

(
Li

1 + εi

)
= − Vi+1

1 + εi
+

Vi
1 + εi−1

(1.21)

Les détails et la discussion sur les hypothèses sont donnés dans [Koç00].
Cette relation permet d'exprimer l'allongement relatif de la bande εi entre 2 rouleaux i et i+ 1
en fonction de l'allongement relatif εi−1 en amont et des vitesses linéaires des 2 rouleaux Vi et
Vi+1.

Régime permanent En régime permanent, l'expression 1.21 devient :

1 + εi+1

1 + εi
=
Vi+1

Vi
(1.22)

C'est une relation parfois utilisée dans l'industrie pour régler la tension en �xant une di�érence
de vitesse entre les rouleaux amont et aval [SRK95, SW95]. Cette di�érence de vitesse est très
faible (quelques pourcents) et les réglages sont peu précis.

Relation générale simpli�ée pour construire le modèle linéaire Nous désirons obtenir
le modèle linéarisé autour d'un point de fonctionnement (V0, T0). Pour cela, nous avons besoin

de simpli�er l'équation 1.21 faisant intervenir des termes non linéaires de la forme
1

1 + ε
.
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Il faudra d'abord dériver la partie gauche de la relation (1.21) avant d'appliquer un développement
limité d'ordre 1. On obtient ainsi [Koç00] :

L
dεi
dt

= Vi+1 − Vi + εi−1Vi − εi(2Vi − Vi+1) (1.23)

La linéarisation de cette relation autour d'un point de fonctionnement, en considérant V =
V0 + ∆V , ε = ε0 + ∆ε donne [Koç00] :

L
d∆εi
dt

= (1 + ε0)(∆Vi+1 −∆Vi) + V0( εi−1 − εi) (1.24)

Cette relation peut être transcrite en tension de bande à l'aide de la loi de Hooke en posant
T = ESε (et Ti = T0 + ∆Ti) :

L
d∆Ti
dt

= (ES + T0)(∆Vi+1 −∆Vi) + V0(Ti−1 − Ti) (1.25)

Dans certains mécanismes, tels que le danseur ou l'accumulateur, la longueur de bande entre
deux rouleaux n'est pas toujours constante et le terme de gauche de la relation (1.21) devient :

d

dt

(
Li

1 + εi

)
= L

d

dt

(
1

1 + εi

)
+

1

1 + εi

dL

dt
(1.26)

La relation (1.25) s'exprime ainsi sous la forme la plus générale :

L
d∆Ti
dt

= (ES + T0)(∆Vi+1 −∆Vi +
dLi
dt

) + V0(Ti−1 − Ti) (1.27)

Ces relations décrites dans [Kni03] sont utilisées dans le cadre de ce travail de thèse, a�n de
construire les modèles non-linéaires 1D et linéaires 1D des systèmes étudiés.

1.3.3 Modèles des éléments primitifs

Les modèles phénoménologiques du comportement longitudinal de la bande (élongation, tension,
vitesse) ont été présentés ci-avant.
À titre d'exemple, des éléments primitifs tels que le dérouleur, les rouleaux libres et motorisés et
l'enrouleur sont modélisés ci-après. Leur interconnexion permet de construire le modèle complet
(linéaire ou non-linéaire) d'une chaîne de déroulement-entraînement-enroulement de bandes.

1.3.3.1 Dérouleur

Un des éléments principaux d'une ligne d'entraînement de bande est le dérouleur. Il est situé en
début de la ligne et permet de distribuer au système la bande de matière première ou de produit
semi-�ni. La tension de déroulement de la bande peut être in�uencée par la tension Tb des spires
extérieures de la bobine [Kni03]. Dans une modélisation 1D, Tb peut être négligée [Kni03] dans
la modélisation de la tension de déroulement.
La relation (1.16) devient pour le dérouleur :

dJdΩd

dt
=

d

dt

(
JdVd
Rd

)
= TdRd −Kdud − Cfs − fv(Ωd) (1.28)
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K  ud d

T V VTb d d i

Ld

Figure 1.13 � Schéma du dérouleur

avec Jd et Rd étant respectivement l'inertie et le rayon du dérouleur qui varient au cours du temps.
Ωd est la vitesse de rotation du dérouleur. TdRd représente le couple induit par la bande. Kdud
représente le couple moteur (Ici le couple appliqué par le moteur est un couple frein d'où le signe
−Kdud et ud est positif). Cfs et fv sont respectivement le couple de frottement sec et le couple
de frottement visqueux du mandrin de la bobine par rapport au bâti (frottement des roulements).

Le rayon est déterminé par décrémentation : à chaque tour, on enlève l'épaisseur supposée
constante tf de la bande :

dRd
dt

= −
tf
2π

Vd
Rd

(1.29)

L'inertie Jd est la somme de l'inertie de l'arbre moteur Jarbre et de l'inertie de la bobine :

Jd = Jarbre +
πρl

2
(R4 −R4

arbre) (1.30)

où ρ est la masse volumique et l la largeur du produit déroulé.

L'élongation εd du brin de bande situé après le dérouleur est calculée en appliquant la relation
(1.21) :

d

dt

(
Ld

1 + εd

)
= − Vi

1 + εd
+

Vd
1 + εb

(1.31)

où Vi est la vitesse linéaire du rouleau situé après le dérouleur.
L'application de la loi de Hooke permet d'obtenir l'expression de la tension de déroulement. Les
di�érents équations sont programmées dans l'environnement Matlab/Simulink pour obtenir un
modèle 1D non-linéaire.
La tension Tb(= ESεb) est la tension dans la dernière spire de la bobine.
La valeur de cette tension peut être approximée de diverses manières. Koç [Koç00] propose de lui
donner la valeur nominale de la tension de déroulement Td. En réalité, la simulation du modèle
non-linéaire du dérouleur montre que la vitesse Vd et la tension Td sont peu in�uencées par la
valeur de Tb. De plus, l'approximation faite par Koç permet de simpli�er les relations obtenues
après linéarisation.

Pour construire le modèle linéaire du dérouleur, utilisons les relations (1.16) et (1.25) qui sont
linéarisées autour d'un point de fonctionnement, en faisant l'hypothèse que le rayon et l'inertie de
la bobine varient lentement. Les frottements secs sont également négligés dans le modèle linéaire
car ce modèle est utilisé essentiellement pour la synthèse de commandes linéaires (le frottement
sec peut être compensé par feedforward par la commande) et pour l'analyse du comportement
fréquentiel du système . En posant T = T0 + t et V = V0 + v, la relation permettant le calcul de
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la tension de bande devient :

Ld
dtd
dt

= −V0td + (vi − vd)(ES + T0) (1.32)

La relation de la vitesse de la bande vaut :

Jd
dvd
dt

= tdR
2 −KdRdud − fvvd (1.33)

L'application de la transformée de Laplace conduit à :

vd(s) = −(Lds+ V0)KdRd
P (s)

u(s) +
R2
dE0

P (s)
vi(s) (1.34)

td(s) =
E0KdRd
P (s)

u(s) +
(Jds+ fv)E0

P (s)
vi(s) (1.35)

où E0 = ES + T0 et P (s) = JdLds
2 + (JdV0 + Ldfv)s+ fvV0 +R2E0

Ces relations donnent directement les fonctions de transfert.

1.3.3.2 Rouleaux libres et motorisés

La bande est portée et guidée à travers les di�érentes étapes du processus à l'aide des rouleaux
libres (rouleaux non motorisés) et de rouleaux tracteurs (rouleaux motorisés). Les notations sont
données à la �gure 1.14. Comme nous l'avons vu dans la sous-section précédente, la tension de
bande en aval Ti et la vitesse du rouleau Vi dépendent de la tension en amont Ti−1 et la vitesse
en aval Vi+1.

K  ui i

T V VTi-1 i i i+1

Li

rouleau tracteur
rouleau libre

Figure 1.14 � Schéma du rouleau tracteur

La relation permettant le calcul de la vitesse est simple à résoudre car le rayon et l'inertie des
rouleaux motorisés et des rouleaux libres est constant :

Ji
dVi
dt

= (Ti − Ti−1)R2
i +KiRiui −RiCfs −Rifv(Ωi) (1.36)

On rappelle que l'on suppose qu'il n'y a pas de glissement entre la bande et le rouleau. Pour les
rouleaux libres, le terme KiRiui est nul. Certains rouleaux libres sont équipés de capteurs de
force a�n de mesurer la tension de bande.

La tension de bande en aval Ti est calculée à l'aide de la relation non-linéaire :

d

dt

(
Li

1 + εi

)
= − Vi+1

1 + εi
+

Vi
1 + εi−1

(1.37)
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Le modèle linéaire autour du point de fonctionnement(T0 et V0 tels que T = T0 +t et V = V0 +v)
est donné par les relations 1.38 et 1.39 :

Li
dti
dt

= (ES + T0)(vi+1 − vi) + V0(ti−1 − ti) (1.38)

Ji
dvd
dt

= (ti − ti−1)R2
i −KiRiui − fvvi (1.39)

En appliquant la transformé de Laplace, on obtient :

vi(s) =
(Lis+ V0)KiRi

P (s)
ui(s) +

R2
iE0

P (s)
vi+1(s)− LiR

2s

P (s)
ti−1 (1.40)

ti(s) =
E0KiRi
P (s)

ui(s) +
(Js+ fv)E0

P (s)
vi+1(s)− (Jis+ fv)V0 + E0R

2
i

P (s)
ti−1 (1.41)

1.3.3.3 Accumulateur

L'accumulateur est constitué d'un ensemble de rouleaux libres qui se décomposent en 2 parties :
des rouleaux libres qui restent �xes (rouleaux inférieurs sur la �gure 1.15) et des rouleaux libres
�xés sur un chariot mobile (partie supérieure sur la �gure 1.15). Les rôles de l'accumulateur sont
multiples. Il sert à stocker une partie de la bande, à dissocier ou séparer en 2 parties distinctes
la ligne de production et en�n il sert à restituer la partie de la bande stockée.
Il est souvent utilisé près de l'enrouleur et du dérouleur car il permet de changer les bobines
d'entrée et de sortie sans interrompre la production.
La modélisation complète et la commande avancée de plusieurs types d'accumulateurs sont dé-
crites dans [PSD03] [KKB09] [KK12] [KKB12] [KKR12] .

Lacc

Ve
Vs

T0 Ts

T1 T2 Tn-1

chariot

Figure 1.15 � Schéma de l'accumulateur

L'accumulateur n'est pas utilisé dans le cadre des études décrites dans ce mémoire de thèse. Ce-
pendant, nous avons analysé brièvement le comportement 3D d'une bande dans un accumulateur
à l'aide des éléments �nis. Ces simulations préliminaires sont très chronophages et ne sont pas
présentées dans ce mémoire.
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1.3.3.4 Enrouleur

À la �n de la ligne d'entraînement de bandes �exibles, il y a généralement l'enrouleur. Il permet
de mettre sous forme de bobines de taille choisie le produit �ni ou semi-�ni a�n d'acheminer
celles-ci vers une autre ligne de production, l'espace de stockage ou la ligne d'emballage. La
tension d'enroulement Te est déterminée grâce à la tension Ti−1 et des vitesses Vi et Ve. Le
schéma de principe de l'enrouleur axial est donné à la �gure 1.16

K  ue e

V VTi e e

Le

Ti-1

εi-1

Figure 1.16 � Schéma de l'enrouleur axial

La vitesse d'enroulement est régie par la relation :

dJeΩe

dt
=

d

dt

(
JeVe
Re

)
= −TeRe +Keue − Cfs − fv(Ωe) (1.42)

L'inertie de l'enrouleur Je est déterminée par la relation (1.30). Le rayon est calculé par incré-
mentation (l'épaisseur de bande dans le bobine est supposée constante) :

dRe
dt

=
tf
2π

Ve
Re

(1.43)

L'allongement relatif εe dépend des vitesses Vi et Ve et de l'allongement εi−1 :

d

dt

(
Le

1 + εe

)
= − Ve

1 + εe
+

Vi
1 + εi−1

(1.44)

Le modèle non-linéaire est directement programmé dans l'environnement Matlab/Simulink.

On procède de la même manière que pour le dérouleur pour construire le modèle linéaire de
l'enrouleur. On obtient :

Je
dve
dt

= −teR2
e +KeReue − fvve (1.45)

Le
dte
dt

= (ve − vi)(ES + T0)(ti−1 − te)V0 (1.46)

Les fonctions de transfert obtenues par application de la transformée de Laplace sont données
par :

ve(s) =
(Les+ V0)KeRe

P (s)
u(s) +

R2
eE0

P (s)
vi(s)−

R2
eV0

P (s)
ti−1(s) (1.47)

te(s) =
E0KeRe
P (s)

u(s)− (Jes+ fv)E0

P (s)
vi(s) +

(Jes+ fv)V0

P (s)
ti−1(s) (1.48)

D'autres types d'enrouleurs comme l'enrouleur tangentiel ne sont pas considérés dans le cadre
de ce travail.
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1.4 Construction des modèles complets des systèmes étudiés

Les équations phénoménologiques décrites précédemment ont permis de construire les modèles
1D non-linéaires de sous-systèmes ; par conséquent, de la chaîne complète (par connexion des
sous-éléments), dans l'environnement Matlab/Simulink. En parallèle, les modèles linéaires ont
également été programmés dans le même environnement logiciel. Les modèles linéaires sont utiles
pour l'analyse fréquentielle du système et la synthèse de correcteurs linéaires.
Plusieurs applications sont étudiées dans le cadre de ce travail : un modèle générique composé
de quatre rouleaux motorisés, un banc industriel multi-moteurs (en éléments �nis uniquement).
Le banc générique nous permettra de comparer di�érentes approches et études.
Le banc expérimental de l'Université de Strasbourg a également été étudié de façon préliminaire
avec des modèles 1D et 3D utilisant les éléments �nis. Les résultats obtenus sont prometteurs
mais demandent du temps supplémentaire (paramètres nombreux, expériences nombreuses, si-
mulations nombreuses et chronophages). Ils ne sont pas présentés dans cet thèse. En revanche,
on peut retrouver la modélisation 1D du banc de l'Université de Strasbourg dans les Annexes.

Figure 1.17 � Schéma complet (non-linéaire, linéaire) du système 4 moteurs dans l'environne-
ment Matlab/Simulink (asservissement décentralisé en vitesse et tension de bande)

1.4.1 Modèle d'un banc générique à quatre moteurs

Le banc générique à quatre moteurs est illustré à la �gure 1.18. Il illustre de façon générique et
pédagogique le comportement de l'entraînement de bande. L'enrouleur et le dérouleur sont vo-
lontairement enlevés car les modèles que nous étudions par éléments �nis (3D) n'en comportent
pas. Les rouleaux libres sont supposés instrumentés avec des capteurs de tension de bande, c'est-
à-dire des capteurs comportant des jauges de contraintes. L'e�et du rajout d'autres rouleaux
libres est étudié dans [Fre13] pour le modèle 1D (pour le modèle 3D nous avons fait quelques
études préliminaires).
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u32u

V1 Vj1 V2 Vj2 V3

1u
1T T2

Tb1 Tb2 Tb3 Tb4 Tb5
Vj3 Tb6

V4

T3

u4

Figure 1.18 � Schéma du système 4 moteurs d'entraînement de bandes �exibles

Le modèle linéaire est mis sous la forme d'une représentation d'états d'un système multivariable
(plusieurs entrées, plusieurs sorties) :

{
Essẋ = A(t)x(t) +B(t)u(t)
y = C(t)x(t)

(1.49)

Le vecteur d'états x est composé de l'ensemble des vitesses et des tensions de bande présentes
dans la ligne d'entraînement. L'entrée multivariable u du système est composée des consignes de
couple ui de chaque moteur. Le vecteur de sortie y est composé des vitesses linéaires des moteurs,
des tensions de bande au niveau des capteurs de force.
Ess est une matrice inversible permettant de simpli�er l'écriture de la représentation d'états. Le
vecteur d'états x est dé�ni comme suit :

xT =
[
V1 Tb1 V2 Tb2 · · · Tb6 V4

]
(1.50)

Le vecteur de l'entrée multivariable u s'écrit :

uT =
[
u1 u2 u3 u4

]
(1.51)

L'asservissement en tension de bande est assuré en utilisant des capteurs de force placés sur les
rouleaux libres. Ces capteurs mesurent la moyenne des tensions. Le vecteur de sorties y est donné
par :

yT =
[
Ω1 Ω2 Ω3 Ω4 T1 T2 T3

]
(1.52)

avec T1 =
Tb1 + Tb2

2
, T2 =

Tb3 + Tb4
2

et T3 =
Tb5 + Tb6

2

En réalité, la mesure du capteur de force dépend de l'angle entre la bande en amont, la bande
en aval (angle d'embarrage) et de l'orientation angulaire du capteur [Koç00] [Kni03]. Dans notre
étude générique, la con�guration 3D des éléments permet d'obtenir la moyenne des tensions aval
et amont.

Le système comporte donc 4 entrées, 7 sorties et 13 états. Les matrices A, B et Ess sont dé�nies
comme suit :
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A =



−f1 R2
1(t) 0 0 · · · 0 0 · · · 0 0 0

−E0 −V0 E0 0 · · · 0 0 · · · 0 0 0

0 −R2
2 −f2 R2

2 · · · 0 0 · · · 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
... · · ·

...
...

...
0 0 0 0 · · · −f4 R2

4 · · · 0 0 0
0 0 0 0 · · · −E0 −V0 · · · 0 0 0
...

...
...

... · · ·
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 0 0 0 0 · · · −f6 R2

6 0
0 0 0 0 0 0 0 · · · −E0 −V0 E0

0 0 0 0 0 0 0 · · · 0 −R2
7 −f7


(1.53)

B =



−R1K1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
...

...
...

...
0 0 0 0
0 0 0 0
...

...
...

...
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 R7K7


(1.54)

Ess =



J1 0 0 0 · · · 0 0 0
0 L1 0 0 · · · 0 0 0
0 0 J2 0 · · · 0 0 0
0 0 0 L2 · · · 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 0 · · · J6 0 0
0 0 0 0 · · · 0 L6 0
0 0 0 0 · · · 0 0 J7


(1.55)

La �gure 1.19 montre, à titre d'exemple, le comportement fréquentiel (tracé des valeurs singulières
maximales) en boucle ouverte, c'est-à-dire sans commande, pour des variations du module de
Young de la bande. L'étude fréquentielle en boucle ouverte et en boucle fermée a été étudiée en
détails par J. Fréchard et D. Knittel [Fre13] [FK13].
Nous nous bornons, volontairement, à ne présenter que l'in�uence de quelques paramètres sur le
comportement dynamique en boucle fermée par la suite, a�n de limiter le cadre de ce manuscrit
et de conserver sa clarté.

1.5 Commande

1.5.1 Introduction, état de l'art, motivation

Dans les systèmes d'entraînement de bandes �exibles, il est primordial d'entraîner la bande à une
vitesse désirée et de maintenir sa tension dans un gabarit autour de la tension de référence. Les
dimensions de ce gabarit dépendent de l'application, des opérations à réaliser et du matériau de
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Figure 1.19 � Comportement fréquentiel (valeurs singulières maximales) en boucle ouverte du
système étudié pour des variations du module de Young de la bande

la bande. Par exemple, pour le laminage des métaux la vitesse est rapide (1000 à 2500 m/min)
et la tension est forte. A l'inverse, l'impression de composants électroniques (printed electronics)
nécessite une grande précision de position et une faible vitesse. Les exigences industrielles et la
diversité des applications demandent un asservissement de la vitesse de bande et de la tension
de plus en plus performant.

Il est primordial d'asservir, selon le cahier des charges et avec des performances optimales la
vitesse de chaque moteur. Fort heureusement, l'asservissement en vitesse de moteurs est bien
maîtrisé (peu d'incertitudes) et n'amène pas de di�cultés majeures. Dans cette section nous
allons montrer que l'on peut également utiliser une commande en position à la place de la
commande en vitesse. L'asservissement de position possède certains avantages par rapport à
l'asservissement de vitesse [MFK13].

À l'inverse des correcteurs de vitesse, les correcteurs de tension de bande sont plus di�ciles à
calculer. Il existe un fort couplage entre la vitesse des rouleaux et la tension de bande et une
di�érence de vitesse minime peut engendrer de grandes variations de tension.

L'asservissement de la tension de bande est étudié depuis de nombreuses années et les premiers
travaux ont été menés au début des années 1990 par Wolfermann [Wol95] qui a fait un bilan
des approches utilisées à l'époque et qui s'est exprimé sur les perspectives. En parallèle, aux
Etats-Unis, Shin [Shi91] a travaillé sur la commande décentralisée de tension de bande.

L'asservissement pour ces systèmes, a été abordé principalement par Pagilla et al. (Oklahoma
State University) et Knittel et al. (synthèse H∞).

Dans [Koç00] et [KKdMA02] sont présentées les synthèses H∞ de correcteurs centralisés (multi-
variables) pour ces systèmes. Pour ces correcteurs d'ordre plein, leur ordre est égal à l'ordre des
�ltres de pondération. L'ordre du correcteur centralisé calculé est trop élevé pour une implémen-
tation industrielle.
Une structure de commande décentralisée présente beaucoup d'avantages par rapport à une struc-
ture centralisée. Par exemple, les correcteurs décentralisés sont d'ordre plus petit, ont un nombre
plus faible d'entrées/sorties et sont distribués près des organes de commande. Aussi, uniquement
des structures décentralisées sont utilisées dans l'industrie du Roll-to-Roll. Elles nécessitent au
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préalable un découpage du modèle global en sous-systèmes pour la synthèse des correcteurs.
Le découpage en sous-systèmes et la synthèse H∞ des correcteurs associés sont présentés dans
[BKO08] [Kni03] [KLGK03].
De plus, les industriels préfèrent utiliser des correcteurs simples à mettre en oeuvre (et qu'on peut
retoucher facilement) et privilégient ainsi les correcteurs de type PI ou PID. Or la synthèse de
ces correcteurs par approches H∞ est un problème non convexe et di�cile [KHMV07] [GKPB11]
[Gas11].

Cependant, ces correcteurs synthétisés ne sont pas assez robustes aux variations de paramètres
et notamment d'élasticité de bande. Pour écarter ce problème, Gassmann et Knittel ont proposé
une méthode de synthèse H∞ de correcteurs PI-LPV pour les systèmes d'entraînement de bandes
[GK11].
Une autre approche consiste à trouver les correcteurs PI-H∞ à l'aide d'un optimisation (non-
convexe) multi-objectifs pour rendre la synthèse H∞ robuste vis-à-vis de la variation de l'élasti-
cité de bande [FKR12] [Fre13].

1.5.2 Commande industrielle

Dans l'industrie, il est primordial d'avoir des asservissement simples à mettre en oeuvre, simples
à utiliser et peu coûteux. Aussi, les correcteurs sont souvent de type PID. Pour les mêmes rai-
sons, la structure est généralement décentralisée ; cela évite les di�cultés associées aux structures
centralisées (synthèses coûteuses et inadaptées aux systèmes de grande dimension). L'asservis-
sement d'un moteur utilise souvent une structure cascade, ce qui est également le cas dans nos
études.

La boucle interne est l'asservissement en couple du moteur (correcteur CC voir �gure 1.20). La
deuxième boucle concerne la régulation en vitesse linéaire ou angulaire du moteur (correcteur
CV ). Pour le correcteur de vitesse, on peut utiliser un IP à la place d'un PI. Finalement, la boucle
externe correspond à l'asservissement de la tension de bande. Dans le cas d'un rouleau maître
(qui impose la vitesse linéaire à l'ensemble de la ligne) il n'y a pas de boucle d'asservissement de
tension de bande. La structure de commande de la ligne est illustrée à la �gure 1.20. Les synthèses
des di�érents correcteurs sont explicitées par la suite. On peut observer une structure di�érente
sur la �gure 1.21 lorsque le tracteur maître est situé à la �n de la ligne. C'est cette structure que
nous allons utiliser sur nos bancs génériques par la suite. Ceci est un choix arbitraire qui permet
d'étudier la dégradation naturelle du comportement de l'asservissement lorsque l'on s'éloigne du
rouleau maître. L'étude de la position du tracteur maître est faite dans [FK13].
Le capteur de tension utilisé se situe en aval du rouleau motorisé associé si le rouleau maître est
en aval de celui-ci et en amont du rouleau motorisé associé si le rouleau maître est en amont de
celui-ci (voir �gure 1.20 et 1.21).

1.5.2.1 Commande en couple

Un asservissement de couple (via un asservissement de courant) est généralement utilisé comme
boucle interne. La boucle fermée de courant est réglée de manière à être plus rapide que la
période d'échantillonnage du correcteur de vitesse (plus exactement, le temps d'établissement de
l'asservissement de couple est inférieur à la période d'échantillonnage du correcteur de vitesse).
On peut ainsi approximer la boucle de couple par un gainKi [Kni03]. Dans la suite de ce mémoire
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Figure 1.20 � Stratégie de commande décentralisée
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Figure 1.21 � Stratégie de commande décentralisée, autre structure : tracteur maître à la �n de
la ligne

de thèse, la boucle d'asservissement en couple ne sera plus représentée dans les di�érents schémas
de commande.

Pré-compensation Un problème souvent rencontré dans l'asservissement des moteurs est l'ef-
fet des frottements secs et visqueux qui agissent comme un frein et une perturbation. A�n
d'améliorer l'asservissement des moteurs et d'éliminer l'e�et des frottements, un terme de pré-
compensation (Feedforward FF sur la �gure 1.20) est ajouté à la sortie du correcteur de vitesse.
Ce terme peut être facilement calculé en décompensant la consigne en couple du moteur en un
terme de pré-compensation u0i et un terme ui correspondant à la sortie du correcteur de vitesse.
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La relation (1.16) peut se réécrire :

d

dt
(JiΩi) =

d

dt

(
JiVi
Ri

)
= Ri(Ti − Ti−1) +Ki(u0i + ui)− f(Ωi)− Cfsi (1.56)

En choisissant le terme de pré-compensation de la manière suivante :

u0i(t) =
Ri(t)(Ti−1(t)− Ti(t)) + f(Ωi(t)) + Cfsi

Ki
(1.57)

alors la fonction de transfert entre la consigne de couple ui et la vitesse du moteur Ωi se réduit
à une expression simple :

Ωi(s)

ui(s)
=
Ki

Jis
(1.58)

La valeur de ce terme de pré-compensation n'est pas constante et varie dans le temps car il
dépend de la tension de bande et des frottements qui évoluent au cours du temps.
Une manière plus précise pour calculer ce terme de pré-compensation, en tenant compte du
couplage entre sous-systèmes, est présentée dans [KAVP06].

1.5.2.2 Asservissement de vitesse

Chaque rouleau motorisé est également asservi en vitesse. Dans la majorité des cas, le correcteur
de vitesse est directement implémenté dans le variateur industriel. Le correcteur PI est le plus
implémenté mais il peut être intéressant d'utiliser un correcteur IP qui a le béné�ce de ne
pas introduire de zéros dans la boucle fermée. Cela permet d'éviter un grand dépassement de
la consigne au démarrage ou face à des perturbations soudaines. Cependant, un correcteur IP
apporte des phases transitoires plus longues [AETMI97].
Concernant les systèmes d'entraînement de bandes, le choix s'est porté, dans le cadre de ce travail
de thèse, sur des correcteurs IP. Il est primordial d'éviter les dépassements, particulièrement
de tension, pour ne pas casser la bande. Ce type de correcteur permet d'obtenir un signal de
commande d'amplitude inférieure par rapport au PI [Gas11]. Le schéma du correcteur de vitesse
est donné à la �gure 1.22.

V
1/Ri

uiref

Correcteur IP

a
s b Ji

Ωi

FF = u0

Correcteur de vitesse

i

Figure 1.22 � Correcteur IP de vitesse

Pour obtenir une consigne de vitesse en rotation Ω, la consigne de vitesse linéaire Vref est divisée
par le rayon du rouleau tracteur. De plus, a�n de désensibiliser la boucle fermée de vitesse aux
variations de l'inertie lorsqu'il s'agit du rouleau enrouleur et dérouleur, on peut multiplier la
sortie du régulateur de vitesse par l'inertie.
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Pour le réglage d'un correcteur IP, il faut déterminer les paramètres a et b. Considérant la fonction
de transfert de la relation 1.58, la fonction de transfert en boucle fermée devient [Gas11] :

Ωi(s)

Ωref (s)
=

1

1 +
s

a
+

s2

abKi

(1.59)

On véri�e bien avec la relation (1.59) que le correcteur IP n'introduit pas de zéro dans la boucle
fermée. Un correcteur PI aurait donnée [Gas11] :

Ωi(s)

Ωref (s)
=

1 + τs

1 + τs+
s2

kKi

(1.60)

On règle facilement les paramètres du correcteur IP en �xant la fréquence de coupure ωv et le
facteur d'amortissement ζv souhaités. Les paramètres a et b deviennent :

a =
ωv
2ζv

b =
ω2
v

aKi

(1.61)

Les paramètres de la commande en vitesse ont été �xés : ζv = 1.1 et ωv = 600 rad/sec (voir
relation (1.61)). Ces paramètres permettent d'obtenir une boucle de vitesse avec une bande
passante d'environ 100 Hz, sans résonance.
Il faut noter que ωv est à choisir avec prudence. En e�et, dans la réalité industrielle, �xer une
bande passante trop élevée peut s'avérer impossible car il y a déjà beaucoup de contraintes à
respecter (notamment des contraintes de vitesse de production, de seuil de tolérance à ne pas
dépasser sur les tensions, etc.). Les résultats de simulations temporelles et le diagramme de Bode
de la boucle de vitesse pour di�érentes valeurs de ωv sont montrés sur la �gure 1.23.
J. Fréchard et D. Knittel montrent dans [FK13] comment choisir les bandes passantes des boucles
de vitesse et de tension pour les systèmes d'entraînement de bandes.

1.5 2 2.5 3 3.5 4
0

2

4

6

8

10

Temps (secondes)

V
ite

ss
e 

(m
/s

)

ωn = 5
ωn = 25
ωn = 200

(a) Simulation temporelle (réponse à un saut de vi-
tesse)

10
−2

10
0

10
2

10
4

−40

−30

−20

−10

0

ω (rad/sec)

G
ai

n 
(d

B
)

ωn = 5
ωn = 25
ωn = 200

(b) Diagramme de Bode

Figure 1.23 � Comparaison du comportement de la boucle de vitesse pour di�érentes valeurs
de ωv
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1.5.2.3 Asservissement de tension

Il y a plusieurs stratégies pour l'asservissement de tension de bande : la commande est indirecte
si elle utilise un danseur dont on asservit la position, ou directe si on utilise un capteur à jauge
de contraintes pour mesurer la tension. Les deux types de commande en tension sont illustrés à
la �gure 1.24.

Correcteur
couple

Correcteur
vitesse

Correcteur
position

1
R

Compensationi

Ω

Ωref

Vref

angle αd

αd ref

(a) Asservissement indirect de tension à l'aide d'un
danseur

J

M2

Correcteur
couple

Correcteur
tension

Correcteur
vitesse

1
R

Tint ref

tension
Tint

i

Ω

Compensation

Ωref

Vref

(b) Asservissement direct de tension à l'aide de cap-
teurs de force

Figure 1.24 � Commande industrielle (a) d'un dérouleur avec danseur (b) d'un tracteur avec
capteurs de force

Il faut noter que la synthèse de correcteurs de tension de bande est un problème di�cile. Il y
a un fort couplage entre les di�érentes grandeurs dans un système d'entraînement de bandes
�exibles [Koç00] et [Shi00]. Par exemple, la variation de la consigne de tension a une in�uence
sur la vitesse de la bande sur la ligne. Il en va de même pour une variation de la consigne de
vitesse sur les tensions de bande. A cela, il faut ajouter le couplage d'un brin de bande avec
les brins de bande voisins situés en amont et aval. On retrouve ce couplage dans les équations
phénoménologiques.

Une autre spéci�cité des systèmes d'entraînement de bandes �exibles qui complique la synthèse
des correcteurs de tension est la variabilité de nombreux paramètres (le rayon des bobines,
l'élasticité de la bande, la vitesse de dé�lement, etc.). Ils peuvent varier de façon signi�cative au
cours du temps et altérer les performances de la commande. L'utilisation de commandes robustes
H∞ ou LPV est donc indispensable [Kni03].

En�n, les grandes dimensions (nombreux actionneurs et capteurs) des systèmes considérés peuvent
poser un problème lors du réglage des correcteurs de tensions.
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1.5.2.4 Remarques

La structure classique industrielle de commande qui a été présentée sera utilisée tout au long
de ce mémoire dans le but de se conformer à la réalité industrielle, aux contraintes et aux di�-
cultés associées. Cela permet de trouver des solutions adéquates aux problèmes et directement
implémentables sur une ligne industrielle. Néanmoins nous allons régler les paramètres des cor-
recteurs avec une approche par synthèse H∞ qui a l'avantage d'être automatique et de garantir
une bonne robustesse (vis-à-vis de la variation de paramètres, vis-à-vis des perturbations) ainsi
que de bonnes performances, si les �ltres de pondération sont correctement choisis.

1.5.3 Synthèse avancée de correcteurs de tension : approche H∞

Dans le cadre de ce travail, le réglage des correcteurs de tension est fait par une synthèse H∞.
Dans un premier temps, la résolution du problème H∞ standard est décrite. L'ajout de �ltres de
pondération permet de contraindre le comportement fréquentiel du système. Ensuite, la synthèse
H∞ d'ordre et de structure �xes est brièvement décrite. Elle est appliquée à la synthèse des
correcteurs PI de tension.

1.5.3.1 Résolution du problème H∞ standard

La synthèse d'un correcteur par approche H∞ consiste à trouver un correcteur qui minimise une
fonction de transfert pondérée par des �ltres (weighting �lters), au sens de la norme H∞, et qui
assure la stabilité asymptotique du système bouclé.
Lors de cette thèse, l'approche est basée sur le schéma de synthèse S/KS/T avec modèle de
référence et celle-ci est décrite sur le schéma de la �gure 1.25 (d'autres schémas de synthèse
existant comme par exemple S/KS).

G(s)
r z3

-

z1

z2

K(s) Wt

Wu

WpM0 -

Wd d

P(s)

u y

Figure 1.25 � Schéma de principe de la synthèse S/KS/T avec modèle de référence

La résolution de ce problème peut se faire de deux manières : en résolvant des inégalités ma-
tricielles linéaires (LMI) [IS94] ou une résolution à l'aide de l'équation de Riccati en utilisant
l'algorithme de Doyle et Glover [DGKF89].
Le réglage et le choix des �ltres de pondération sont une étape délicate. Plusieurs travaux traitent
des méthodes à employer [LSW91] [Lan05]. Par exemple, la fonction de pondération Wp joue un
rôle prépondérant sur le comportement de l'erreur entre la sortie du système et la sortie du
modèle de référence. Beaven et al. [BWS96] donne une méthode de réglage du �ltre. Il propose
de �xer trois critères de réglage : un gain maximum du transfert (M0− T ) (noté M), une bande
passante ωb et une erreur statique tolérée εb. La forme de Wp est alors :

Wp =
s+Mωb

M(s+ εbωb)
(1.62)
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A�n de limiter l'amplitude des signaux de commande, il faut utiliser le �ltre Wu. Il peut aussi
être utilisé pour modeler le comportement des signaux de commande en limitant par exemple sa
bande passante.

Le �ltreWt permet de contraindre, en complément deWp, le comportement du système en boucle
fermée (roll-o�). Dans beaucoup de synthèses de commande, Wt est omis [Kni03].

La pondération Wd permet d'augmenter les performances de rejet de perturbations par le cor-
recteur.

1.5.3.2 Résolution du problème H∞ avec contraintes d'ordre et de structure

Un des inconvénients de la synthèse standard H∞ est qu'elle ne permet pas de �xer des contraintes
d'ordre et de structure des correcteurs. Néanmoins des approches ont été développées a�n d'ob-
tenir des régulateurs d'ordre réduit. Il y a, par exemple, les méthodes de réduction d'ordre a
posteriori. On synthétise alors un correcteur d'ordre plein que l'on va réduire ensuite. On peut
également réduire l'ordre du modèle du système puis synthétiser un correcteur d'ordre plein pour
ce modèle d'ordre réduit. Pour réduire l'ordre, la décomposition en valeurs singulières de Hankel
[SCL90] [FAC+99] peut être utilisée. Néanmoins, l'ordre du correcteur ne peut pas être �xé à
l'avance. À cela s'ajoute que l'on ne garantit pas toujours les performances souhaitées et la sta-
bilité du système.

Il existe aussi des méthodes directes (a priori), à partir du système d'ordre plein, synthétisant
des correcteurs d'ordre réduit et à structure �xe. Des contraintes de structure et d'ordre sont
ajoutées à la synthèse H∞. Cela conduit à la résolution d'une inégalité matricielle bilinéaire
(BMI). Le problème est alors non lisse et non convexe. De nombreuses études ont porté sur la
résolution de ce type de problème d'optimisation [OHM06] [AN06] [ABN07] [AN07] [Bom07]
[SAN09] [SABS11] [SAAN11] [MKSS13].

Synthèse globale et individuelle des correcteurs de l'entraînement générique de
bande On désignera par la suite "synthèse globale" lorsque tous les correcteurs décentralisés
sont calculés en même temps. Ainsi on tiendra compte, dans une certaine mesure, des couplages
entre sous-systèmes. Tandis que pour la "synthèse individuelle", le correcteur pour chaque sous-
système est calculé séparément.
À titre d'exemple, on peut trouver une comparaison entre "synthèse globale" et "synthèse indi-
viduelle" des correcteurs de tension de bande dans [Fre13].
Dans le cadre de cette thèse, nous utiliserons essentiellement l'approche de "synthèse indivi-
duelle", sauf mention contraire, pour le calcul des correcteurs de tension de bande.

Découpage en sous-systèmes La structure décentralisée des correcteurs a nécessité, au préa-
lable, le découpage du système global en sous-systèmes, chacun contenant un seul actionneur
(rouleau motorisé) et des rouleaux libres. Le schéma du principe de ce découpage est présenté à
la �gure 1.26. On peut également considérer un autre découpage où chaque sous-système contient
deux rouleaux motorisés (voir la �gure 1.27).

38



1.5. COMMANDE

CV1
CV2

CVi
CVmr

CT1
CT2

CTi

T1 Tref

T2 Tref

Ti

Vref Vref VrefVref

Ω1
Ω2 Ωi Ωmr

Master roller

ΔVref

u1
u2 ui umr

Tref

...
CV3

CT3

T3 Tref

Vref

Ω3

u3

Subsystem 1 Subsystem 2 Subsystem 3

CVi+1

Ω i+1

ui+1

CTi+1

Tref

Vref

...

Ti+1

Subsystem i Subsystem i+1

V1 V2 V3 Vi Vi+1 VmrVJ1 VJ2 VJ3 VJi VJi+1

Figure 1.26 � Découpage en sous-systèmes du banc générique
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Figure 1.27 � Découpage en sous-systèmes, chacun contenant deux rouleaux motorisés

Synthèse globale des correcteurs à structure décentralisée : di�érentes approches.
Dès que le choix du découpage en sous-systèmes et la structure de la commande associée est fait,
il reste à réaliser la synthèse des correcteurs de tension de bande.
On peut e�ectuer une synthèse individuelle de chaque correcteur CT i (voir le schéma de synthèse
donné à la �gure 1.30) ou les calculer en même temps pour toute la ligne. Cette synthèse globale
peut se faire de deux façons : soit on considère la consigne de vitesse comme étant commune
(�gure 1.28) soit on la considère séparée pour chaque sous-système (�gure 1.29). C'est ce dernier
schéma de synthèse des correcteurs de tension qui a donné les meilleurs résultats.
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1.5.4 Comportement du Banc 4 moteurs générique dans le domaine fréquen-
tiel et temporel

Avant de nous intéresser au comportement, décrivons le système étudié sous forme d'espace d'état
dont la structure est décrite sur la �gure 1.31.
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Figure 1.31 � Structure et sous-systèmes considérés pour la synthèse H∞

Le découpage en blocs de deux rouleaux commandés est innovant. Dans les di�érents travaux
antérieurs, les sous-systèmes ne contiennent qu'un seul rouleau motorisé pour la synthèse décen-
tralisée du correcteur de tension. Ce découpage a donné de meilleurs résultats en synthèse de
commande. Le rouleau libre instrumenté pour mesurer la tension du brin de bande considéré est
inclus dans chaque sous-système. Cela n'est pas représenté à la �gure 1.31 pour ne pas le rendre
illisible. La représentation d'états du système asservi en vitesse (et courant) peut être mise sous
la forme :



 ẋ1

ẋ2

ẋ3

 =

 A1 A12 0
A21 A2 A23

0 A32 A3

 x1

x2

x3

+

 B1 0 0
0 B2 0
0 0 B3

 u1

u2

u3


 y1

y2

y3

 =

 C1 0 0 0
0 C2 0 0
0 0 C3 0

 x1

x2

x3


(1.63)

Les indices i (avec i = 1, 2, 3) donnent le numéro du sous-système.

La tension est asservie en utilisant les capteurs de force à jauges de contrainte sur les rouleaux
J1, J2 et J3.
La représentation d'états du sous-système 1 (rouleau tracteur motorisé 1 + rouleau J1 avec
capteur de force + rouleau tracteur motorisé 2) contient :

� le vecteur d'entrée u1 = [u1 u2]T composé des signaux de commande du moteur tracteur 1
et 2.

� le vecteur d'état x1 = [V1 V2 Tb1 Tb2]T composé des vitesses linéaires Vi des rouleaux 1 et
2 , des tensions Tbi des brins de bande 1 et 2.
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� le vecteur de sortie y1 = [Ω1 T1 Ω2]T comprenant les vitesses angulaires Ωi des rouleaux 1
et 2 , la moyenne des tensions intermédiaires T1 des brins de bande dans le sous-système

(T1 =
Tb1 + Tb2

2
)

La représentation d'états du sous-système 2 (rouleau tracteur motorisé 2 + rouleau capteur de
force J2 + rouleau tracteur motorisé 3) contient :

� le vecteur d'entrée u2 = [u2 u3]T composé des signaux de commande du moteur tracteur 2
et 3.

� le vecteur d'état x2 = [V2 V3 Tb3 Tb4]T composé des vitesses linéaires Vi des rouleaux 2 et
3 , des tensions Tbi des brins de bande 3 et 4.

� le vecteur de sortie y2 = [Ω2 T2 Ω3]T comprenant les vitesses angulaires Ωi des rouleaux 2
et 3 , la moyenne des tensions intermédiaires T2 des brins de bande dans le sous-système

(T2 =
Tb3 + Tb4

2
).

Dans la section maître, le tracteur maître est asservi uniquement en vitesse (et en couple). La
représentation d'état de ce sous-système comprend :

� le vecteur d'entrée u3 = [u3 u4]T composé des signaux de commande du moteur tracteur 3
et 4.

� le vecteur d'état x3 = [V3 V4 Tb5 Tb6]T composé des vitesses linéaires Vi des rouleaux 3 et
4 , des tensions Tbi des brins de bande 5 et 6.

� le vecteur de sortie y3 = [Ω3 T3 Ω4]T comprenant les vitesses angulaires Ωi des rouleaux 3
et 4 , la moyenne des tensions intermédiaires T3 des brins de bande dans le sous-système

(T3 =
Tb5 + Tb6

2
).

Les éléments non diagonaux (A12, A21, A23 et A32) de la matrice A (voir équation 1.63) sont
négligés dans la synthèse "décentralisée" des correcteurs de tension. On néglige par conséquent
le couplage entre sous-systèmes (le couplage étant réalisé par la bande elle-même).

La �gure 1.32 montre le comportement fréquentiel en boucle fermée de notre système générique
4 moteurs pour les transferts S, KS et T.

La �gure 1.33 montre, respectivement, le comportement temporel des tensions de bande de la
première, deuxième et troisième section de notre système.
On voit donc qu'une perturbation de tension dans une section a�ecte davantage la tension d'une
section proche par rapport à une section éloignée.

La �gure 1.34 montre, respectivement, le comportement temporel des vitesses du premier, deuxième,
troisième et quatrième rouleau motorisé du système.

Ces �gures illustrent le couplage tension-vitesse et plus exactement un saut de tension dans une
section vers les vitesses des di�érents rouleaux motorisés. On remarque également, en analysant
les courbes temporelles des vitesses que plus on s'éloigne du rouleau maître (Roller 7) plus le
suivi de consigne est mauvais. Cela s'explique par la succession de brins de bande entre les 4
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Figure 1.32 � Comportement fréquentiel S, KS, T
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Figure 1.34 � Comportement temporel du système générique 1D : vitesses des rouleaux

rouleaux qui amènent, puisqu'ils s'étirent, des retards dégradant en cascade les performances des
asservissements.

Il est surprenant que la vitesse du rouleau maître (Roller 7) ne soit pas constante et qu'elle soit
a�ectée par des perturbations de tension de bande. Dans nos simulations, les pré-compensations
(feedforward) ne compensent que les frottements secs. De plus, les asservissements de vitesses de
tous les rouleaux motorisés (y compris le rouleau maître) ont volontairement les mêmes perfor-
mances. Il aurait fallu avoir un couple du rouleau maître plus fort et plus réactif (bande passante
de la vitesse plus grande) : il faut, soit augmenter le gain du correcteur mais se pose alors le
problème des saturations, soit avoir un moteur plus puissant.
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1.5.4.1 In�uence de la variation de paramètres en boucle fermée

Dès que la synthèse des di�érents correcteurs de courant, de vitesse et de tension de bande est
e�ectuée, nous pouvons étudier l'in�uence de di�érents paramètres sur les comportements tem-
porel et fréquentiel du système bouclé.
L'in�uence paramétrique et l'étude de sensibilité a été étudiée par Knittel et al. [Kni03] [Gas11]
[Fre13] dans de nombreux travaux concernant les systèmes d'entraînement de bande. Nous dé-
crivons ci-après, très briévement, l'in�uence de la vitesse de dé�lement et de l'élasticité de la
bande.

In�uence de la vitesse de dé�lement L'augmentation de la vitesse de dé�lement conduit
à un diagramme fréquentiel en boucle fermée (des fonctions de transfert des tensions de bande)
moins chahuté : les pics de résonance sont "lissés". De plus, la partie imaginaire des pôles du
système en boucle fermée est diminuée. À l'inverse, une faible vitesse de dé�lement peut, dans
certains cas, conduire à une instabilité du système bouclé.

In�uence de l'élasticité de la bande Pour le système commandé en couple uniquement,
c'est-à-dire sans asservissement de vitesse et sans asservissement de tension, l'augmentation du
module d'élasticité conduit au déplacement des fréquences de résonance vers les hautes fréquences
[Gas11] [Fre13]. Pour cela, il su�t de tracer les valeurs singulières du système pour di�érents
module d'élasticité. À l'inverse, lorsque le module de Young diminue dans le cas d'une augmen-
tation de température pour les �lms polymères, par exemple, les résonances sont déplacées vers
les basses fréquences avec des amplitudes légèrement diminuées. Cela peut poser des problèmes
au système global asservi en tension et vitesse.
Pour un système donné, l'analyse des performances et de la stabilité du système global asservi,
en fonction du module de Young et de la vitesse de dé�lement a été faite dans [Fre13]. On peut
rendre la commande plus robuste par rapport à la variation de ces paramètres en utilisant par
exemple des correcteurs H∞ PI-LPV (linéaires à paramètres variants) [Gas11] ou des correcteurs
H∞ PI avec séquencement de gain [Gas11].

1.5.4.2 Asservissement de vitesse ou de position ?

Les approches présentées dans ce mémoire utilisent toutes une commande en vitesse pour chacun
des tracteurs motorisés. Cependant, certains industriels utilisent de commandes en position à la
place de commandes en vitesse. À la demande d'industriels, une comparaison entre ces deux
stratégies a été menée durant ces travaux de thèse. Les résultats ci-après [MFK13] sont donnés
pour une ligne composée de trois rouleaux motorisés.

Chaque moteur est d'abord commandé en couple. Cette boucle d'asservissement doit être très
rapide et peut être approximée par un gain Ki. Pour l'asservissement de position (à la place de
l'asservissement de vitesse), les correcteurs de vitesse Cv sont remplacés par des correcteurs de
position Cp (la mesure de vitesse est remplacée par une mesure de position angulaire).

L'asservissement de position est assuré par des correcteurs PD (le système, avec en sortie la
position angulaire du rouleau, contient un intégrateur en plus par rapport au système avec en
sortie la vitesse angulaire).
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Figure 1.35 � Correcteur de position angulaire de type PD

Le schéma du correcteur de position est donné sur la �gure 1.35.
Le correcteur de position est volontairement calculé de manière à conférer la même bande pas-
sante en boucle fermée de position que celle de la boucle fermée de vitesse a�n de pouvoir
comparer les deux stratégies. Il est clair que pour avoir une vitesse de dé�lement constante, la
consigne de position doit être une rampe.

Le correcteur de tension pour chaque sous-système est calculé par approche H∞ d'ordre et de
structure �xes avec un modèle de référence M0 dont le schéma de synthèse S/KS/T est similaire
à celui donné à la �gure 1.30. Ces correcteurs de tension sont donc calculés séparément (synthèse
individuelle et non globale).

Comparaison en boucle ouverte de tension de bande Dans cette partie, les fonctions de
transfert étudiées correspondent aux rouleaux tracteurs motorisés avec asservissement de vitesse
ou de position mais sans asservissement de tension de bande (la boucle de tension de bande
est ouverte et sans correcteur de tension). Les di�érences entre les deux fonctions de transfert
dans le domaine fréquentiel sont montrées sur la �gure 1.36. On peut voir que les deux boucles
ont la même bande passante, comme prévu, mais l'asservissement de position amène une petite
résonance.
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Figure 1.36 � Diagramme de Bode des boucles de vitesse et de position d'un rouleau motorisé

Ensuite, les fonctions de transfert en boucle ouverte (de tension, sans correcteur de tension) entre
les signaux de commandes ui et les tensions de bandes Ti, c'est-à-dire à la sortie des capteurs de
tension, sont comparées pour les deux types de commande sur la �gure 1.37. L'asservissement
de position donne lieu à une plus large bande passante de la boucle ouverte. Mais, pour l'asser-
vissement de vitesse, le gain est constant pour des basses fréquences et les asservissements de
tension de bande devraient être plus facile à ajuster ou à calculer dans ce cas.
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Figure 1.37 � Valeurs singulières maximales des boucles ouvertes avec les tensions de bande
comme sorties

Comparaison en boucle fermée de tension de bande Nous allons comparer les boucles
fermées globales des deux structures (incluant les correcteurs de tension). La première étape
consiste à comparer les valeurs singulières maximales des deux systèmes en boucle fermée. Les
valeurs singulières sont représentées sur la Figure 1.38. On peut voir que le système avec asser-
vissement de position a une plus grande bande passante en boucle fermée. On devrait donc avoir
de meilleures performances dynamiques en suivi de consigne et rejet de perturbations.
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Figure 1.38 � Valeurs singulières des systèmes en boucle fermée

Les pôles en boucle fermée de tension des deux systèmes sont comparés sur la Figure 1.39. Les
pôles dominants des deux systèmes sont très proches. Le système avec asservissement de position
a des pôles complexes conjugés avec une partie imaginaire importante. Les pôles du système avec
asservissement de vitesse sont très proches de l'axe réel ou sont situés sur l'axe.
Les deux structures d'asservissement ont des résultats di�érents. Les simulations temporelles
avec des modèles non-linéaires sont données ci-après.

Performances de suivi de consigne La �gure 1.40 donne les réponses temporelles des deux
capteurs de tension pour les deux stratégies de commande (les correcteurs de tension sont calculés
par synthèse H∞). Un saut de consigne de vitesse est appliqué à t = 4s. À t = 7s, nous avons un
saut de consigne de la tension TC1 et à t = 8s un saut pour la tension (TC2). Les deux structures
montrent de très bons résultats pour l'asservissement de tension.
Mais les tensions du système avec asservissement de position ne sont pas a�ectées par le saut de
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Figure 1.39 � Pôles des systèmes en boucle fermée
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Figure 1.40 � Simulations temporelles des tensions de bande pour les deux structures de com-
mande

vitesse des rouleaux à t = 4s. L'asservissement de position permet un bon suivi des consignes de
tension de bande et un meilleur découplage vitesse-tension.

Rayons variables La �gure 1.41 reprend les conditions de simulation précédentes. Cependant,
cette fois-ci, le rayon du premier et dernier rouleau varie. Il s'agit donc d'un système dérouleur-
tracteur-enrouleur.

Les simulations sont faites avec le modèle non-linéaire avec variations des rayons. On peut voir
que les résultats sont similaires à la précédente �gure. Mais les tensions de bande du système
avec un asservissement de position montrent une petite erreur statique. Celle-ci peut être réduite
en ajoutant un feed-forward à la structure de l'asservissement.
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Figure 1.41 � Simulations temporelles pour des variations des rayons

Robustesse vis-à-vis de variations de l'élasticité de la bande La structure de commande
et la synthèse des correcteurs doivent être robustes par rapport à des variations du module élas-
tique de la bande. En e�et, il est assez récurrent dans les systèmes d'entraînement de bandes
�exibles de voir varier le module élastique de la bande à cause des variations de la température
et de l'humidité de l'environnement ambiant. Les deux structures d'asservissement sont simulées
avec di�érentes valeurs du module élastique E de la bande. À titre d'exemple, la �gure 1.42
donne des simulations de tension de bande pour Enominalx3, les correcteurs de tensions ayant été
calculés pour Enominal.

La structure avec asservissement de position est moins sensible à la hausse du module élastique
de la bande. Pour une diminution du module élastique, nous avons également observé un meilleur
comportement de la tension avec l'asservissement de position.

Conclusion L'asservissement de position donne de bonnes performances en terme de suivi
de consignes de tensions de bande et un meilleur découplage vitesse-tension. En plus, cette
structure d'asservissement semble plus robuste aux variations du module élastique. Des études
plus approfondies devront être menées sur des systèmes de grande dimension pour con�rmer ces
résultats préliminaires. Néanmoins, certains industriels utilisent avantageusement la commande
en position. Se pose la question de la meilleure adéquation structure de commande - application
(Par exemple, dans le domaine de l'impression de bandes). Une comparaison approfondie entre
une commande en vitesse et une commande en position devra être menée à l'avenir. Dans le cadre
de ces travaux de thèse, nous nous sommes volontairement limités à la commande en vitesse.
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Figure 1.42 � Simulations des deux structures d'asservissement pour un module élastique aug-
menté d'un facteur 3

1.5.5 Découplage des tensions

La structure des correcteurs de tension est choisie volontairement décentralisée (voir �gures pré-
cédentes 1.28 et 1.29), à l'instar des pratiques industrielles. L'ensemble des correcteurs de tension
peut donc se mettre sous la forme d'une matrice diagonale et la synthèse globale H∞ permet de
calculer tous ces correcteurs simultanément.

Malheureusement, cette structure ne donne pas de bonnes performances de découplage d'un brin
de bande vers un autre. Un correcteur centralisé MIMO (Multiple inputs, Multiple outputs) par
synthèse H∞ , quant à lui, permet d'obtenir de bonnes performances en suivi de consignes, de re-
jets de perturbations et de découplage d'un brin de bande vers un autre brin (grâce aux éléments
non diagonaux de ce correcteur centralisé) [Kni03]. Mais le correcteur MIMO est di�cilement
utilisable en milieu industriel : souvent les systèmes sont de grande dimension et la "retouche"
de tels correcteurs est délicate.

Une alternative serait d'adjoindre aux correcteurs décentralisés de tension des découpleurs dyna-
miques ou statiques, uniquement pour les brins contigus. Cela revient à synthétiser un correcteur
global tridiagonal (les éléments non diagonaux étant les découpleurs (équation 1.64) par approche
H∞ à structure et ordre �xes, par optimisation via algorithmes génétiques par exemple).

L'approche globale permet de trouver simultanément les correcteurs de tension CT i et les décou-
pleurs Dij (dynamiques ou statiques). Par exemple, on peut considérer le découplage de tensions
de bande pour 3 correcteurs de tensions de la �gure 1.43.
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Figure 1.43 � Découplage des tensions

Si l'on généralise ce découplage pour un système avec n tensions de bande. Cela donne la forme
matricielle suivante :

u1

u2

u3

u4
...

 =


CT 1 D12 0 0 ...
D21 CT 2 D23 0 0 ...
0 D32 CT 3 D34 0 0 ...
0 0 D43 CT 4 D45 0 ...
...

...
...

...
. . . . . . . . .




eT 1

eT 2

eT 3

eT 4
...

 (1.64)

Les découpleurs Dij peuvent également être calculés après la synthèse des correcteurs de tension.
Pour cela on considère les fonctions de transfert dynamiques des couplages (en boucle fermée) :

T1

T2

T3

T4
...

 =


0 G12 G13 G14 ...
G21 0 G23 G24 ...
G31 G32 0 G34 G35 ...
G41 G42 G43 0 G45 G46 ...
...

...
...

...
. . . . . . . . .




T1ref

T2ref

T3ref

T4ref
...

 (1.65)

On peut trouver les découpleurs Dij par minimisation de la norme H∞ de cette matrice de
couplage. Cette dernière approche réduit le pire couplage contigu (d'un brin de bande à un
autre). Les autres couplages ne sont pas forcément réduits. Une approche itérative pour le calcul
des découpleurs (statiques par exemple) permet de réduire tous les couplages Gij (avec i 6= j),
selon la procédure suivante :

� étape 1 : tous les Dij sont nuls (phase d'initialisation)

� étape 2 : calcul des correcteurs de tensions CT i par synthèse globale ou par synthèse
individuelle

� étape 3 : on trouve D12 par minimisation de la norme H∞ de G12

� étape 4 : on trouve D21 par minimisation de la H∞ de G21, en gardant les Dij des étapes
précédentes

On continue jusqu'au calcul des di�érents Dij puis on recommence à l'étape 3. Au bout de
quelques cycles, le calcul des Dij devrait converger.
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Remarque : les découpleurs Dij (voir équation 1.64) interviennent non seulement dans les fonc-
tions de transfert de couplage Gij (i 6= j, voir équation 1.65) mais également dans les fonctions
de transfert directs Gii (Tiref −→ Ti). Il pourrait donc s'avérer délicat de dissocier le calcul de
correcteurs de tensions CT i des découpleurs Dij (i 6= j).
Il est donc intéressant de changer la structure du découpleur en optant pour une structure in-
versée [GRL05]. À titre d'exemple, la structure est donnée à la �gure 1.44 pour un système à 2
entrées - 2 sorties. En choisissant :

D12 = −P12

P11

D21 = −P21

P22

(1.66)

Non seulement le système est découplé mais on a également :

T1 = P11v1

T2 = P22v2
(1.67)

v2

v1 u1

+

+

_

_

P12

P22
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P11

u2 T2

T1

+
+

+
+

Decoupler       System with speed control

D12

D21

+
+

+
+

Tref 1

Tref 2

CT1

CT2

Figure 1.44 � Exemple d'un découpleur inversé de tension de bande pour 2 tensions de bandes

On peut donc ainsi calculer séparément les correcteurs de tension et le découpleur.
La structure du découpleur de la �gure 1.44 peut facilement s'étendre à un système à nombreuses
entrées et sorties. Cependant, le calcul exact du découpleur est complexe dans ce cas [GRL05].
Nous avons opté pour un découpleur statique (en entraînement de bande, les consignes varient
plutôt en rampe qu'en échelon) et le calcul approximatif utilise la relation 1.66 (qui correspond
à un découplage des brins contigus) en régime permanent (voir �gure 1.45).

Les correcteurs de tensions CT i sont calculés par synthèse H∞ individuelle à structure (décen-
tralisée) et ordre �xés sans tenir compte des découpleurs Dij . Les découpleurs statiques inversés
(selon l'exemple donné à la �gure 1.44) sont ensuite calculés selon la relation 1.66.
Une autre approche consiste à trouver les découpleurs statiques par optimisation, directement
sur un modèle non-linéaire ou dans la simulation 3D (par éléments �nis) présenté par la suite.
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Figure 1.45 � Structure utilisée pour un découpleur inversé de tension de bande par approche
de sous-systèmes

1.6 Discussion et Conclusion

Les équations du comportement longitudinal de la bande (modèle 1D) ont été rappelées dans
ce chapitre. Les modèles et leurs programmations associés dans l'environnement logiciel Mat-
lab/Simulkin proviennent de travaux antérieurs de l'équipe de recherche à Strasbourg. Ils ont
été adaptés à nos applications dans le cadre de nos études. Nous avons fait les hypothèses sui-
vantes dans le cadre de ce chapitre : il n'y a pas de glissement bande/rouleau, le coe�cient de
Poisson est négligeable, l'e�et du poids de la bande est négligé. Les hypothèses simpli�catrices
sont communément admises par la communauté scienti�que pour la construction du modèle 1D
non-linéaire. Sa linéarisation permet d'étudier le comportement fréquentiel et surtout de synthé-
tiser des commandes linéaires. Les méthodologies de synthèse des correcteurs, décrites dans ce
mémoire, proviennent de travaux antérieurs et ont été adaptées à nos applications. Nos contri-
butions principales en commande résident dans la commande en position et dans le calcul de
découpleurs. Les découpleurs statiques peuvent être retouchés dans la simulation 3D pour adap-
ter de façon très simple la commande si cela est nécessaire.

Rappelons que l'objectif premier de ce travail de thèse n'est pas de synthétiser de nouvelles
commandes mais d'explorer l'apport d'une modélisation 3D dans l'étude du comportement dy-
namique d'un bande en mouvement (les correcteurs ayant été calculés à l'aide de modèles 1D).

L'optimisation temporelle des correcteurs de tension, et des découpleurs éventuels, ne peut pas
encore se faire directement dans la simulation 3D car les temps de simulation est encore trop long
(cela se compte en heures, voire en jours). Nous pensions initialement pouvoir le faire dans le
cadre de cette thèse, en comptant sur l'augmentation des puissances de calcul et de l'amélioration
des logiciels par éléments �nis.
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2.1. INTRODUCTION, ÉTAT DE L'ART ET MOTIVATIONS

2.1 Introduction, état de l'art et motivations

Il y a un demi-siècle, l'ingénieur du génie civil calculait des problèmes de stabilité ou de résistance
de structures à l'aide des lois de Terzaghi et de Timoshenko.
L'équation d'équilibre est formulée à l'aide des contraintes mécaniques. C'est l'équation di�éren-
tielle à résoudre en mécanique des structures et des milieux continus. Celle-ci doit être véri�ée sur
l'ensemble du domaine d'étude. Des lois de contraintes-déformations lient les contraintes méca-
niques et les déplacements. C'est alors le déplacement qui est la principale inconnue à trouver en
tout point du domaine. L'équation di�érentielle n'est pas simple à résoudre (non-linéarités, mé-
thodes de calcul, etc.) et il est nécessaire de trouver une solution approchée grâce à des méthodes
numériques. Des conditions aux limites (pour le déplacement et la contrainte) sont imposées aux
frontières du domaine a�n de dé�nir correctement le problème.

Historiquement, la méthode des di�érences �nies a été utilisée avant la méthode des éléments
�nis. La méthode des di�érences �nies est plus simple car elle permet une approximation de
l'équation à résoudre. Mais avec l'évolution de l'informatique, la nécessité de gérer des géomé-
tries complexes, la méthode des éléments �nis explose dans les domaines du Génie Civil et de
l'Aéronautique au cours des années 1960-1970. De plus, les éléments �nis sont une méthode nu-
mériquement robuste (la convergence est bien maîtrisée). Pour l'équation d'équilibre, on utilise
une forme faible ou variationnelle construite sur le principe des travaux virtuels en mécanique.
On cherche ensuite à approximer cette forme faible en la discrétisant. Cela amène à considérer
des éléments et des noeuds ce qui constitue un maillage. L'équation d'équilibre se retrouve sous
forme matricielle. C'est un système linéaire qu'il faut résoudre grâce à une méthode numérique :
souvent le pivot de Gauss. Mais ce n'est pas la seule façon de faire et d'autres techniques ont
émergé au sein des éléments �nis. Celles-ci ont été vitales pour des problèmes plus complexes
et pour l'avenir. Il y a par exemple la forme de Galerkin qui apporte la symétrie aux systèmes
linéaires, facilitant la résolution et permettant des méthodes de calcul très performantes. Il y
a également l'iso-paramétrie des éléments qui permet, entre autre, aux éléments de satisfaire
automatiquement des conditions imposées.

Parmi les pionniers des années 1960-1970, on peut citer J.H. Argyris (Université de Stuttgart,
Aéronautique), Ray Clough (Université de Californie, Berkeley, Génie Civil), J.T. Oden (Univer-
sités d'Oklahoma State et d'Alabama, Génie Mécanique), R. Gallagher (Université de Cornell,
Génie Civil) et O.C. Zienkiewicz (Université de Swansea, Génie Civil).

Les premiers livres apparaissent également à ce moment là : Zienkiewics en 1967 en analyse
linéaire [ZTZ05] puis Oden, en 1971, anticipe les 20 années suivantes en s'intéressant aux pro-
blèmes non-linéaires [Ode71].

Au début des années 1980, la méthode des éléments �nis, riche de son expérience, intègre les
théories plastiques, de nouvelles techniques algorithmiques et avec l'essor des puissances de cal-
cul et des ordinateurs personnels, ce domaine est bouleversé car il devient accessible à beaucoup
de monde. Il n'est plus réservé aux laboratoires possédant de super-ordinateurs (le seul type
d'ordinateur existant à cette époque).
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Ce chapitre utilise l'approche par éléments �nis pour modéliser le comportement dynamique
d'une bande en mouvement.

Nous avons dans le premier chapitre de ce mémoire de thèse construit des modèles 1D et pré-
senté la commande. Cependant, les modèles 1D ne permettent pas d'étudier des phénomènes liés
aux composantes longitudinales et latérales du comportement dynamique du système. Mais n'ou-
blions pas que les modèles 1D ont permis d'acquérir un savoir-faire en synthèse de commande (de
tension et vitesse de bande) et des savoirs en comportement longitudinal de la bande. Un autre
avantage est la rapidité de simulation des modèles 1D qui permettent des études demandant un
grand nombre de simulations (étude de sensibilité, optimisation, etc.)

Pour répondre aux nouveaux dé�s imposés par l'industrie, nous avons besoin d'un outil perfor-
mant permettant une étude 2D/3D : les éléments �nis. Cet outil possède une simplicité de mise
en oeuvre (pour quelqu'un d'expérimenté) puisqu'il s'agit d'utiliser des lois simples de la mé-
canique et de les appliquer à des sous-ensembles d'un système compliqué. Le processus d'étude
peut être long simplement en raison des temps de calcul mais il est important de noter que les
éléments �nis amènent la notion d'une construction progressive et évolutive du modèle. On peut
étudier un problème en partant de zéro et par tests, itérations, changements du modèle et de ses
propriétés, nous pouvons nous rapprocher de la solution.

Dans le cadre de cette thèse, les motivations de l'utilisation des éléments �nis sont, avant tout,
de faire un travail exploratoire innovant : nous souhaitons étudier des systèmes d'entraînement
de bandes �exibles par l'approche des éléments �nis. Il faut, pour notre cas, tenir compte des
composantes sur les 3 axes (longitudinal, latéral et vertical). Cela permet l'étude de phénomènes
physiques qui sont complexes car ils mettent en jeu un grand ensemble de paramètres di�érents.
Nous pouvons tenir compte de propriétés avancées de la bande telle que le �ambement, la rétrac-
tation latérale mais également un ensemble de non-uniformités : d'élasticité, d'épaisseur, etc.
Les éléments �nis nous permettent en plus, d'étudier des phénomènes localisés. Il est souvent as-
sez di�cile de retranscrire cette notion de localité dans un modèle analytique. C'est bien entendu
possible mais cela le complexi�e beaucoup et/ou demande de faire des hypothèses assez di�ciles
à dé�nir. Des études incluant la plasticité et des actions extérieures de la machine (vibrations,
forces, moments, thermique, etc.) sont également possibles. Mais surtout, il est important de
remarquer que les modèles éléments �nis permettent de mettre en place/tester/concevoir des
solutions "directes" : par exemple, nous pouvons tester l'e�cacité du déplissement d'un rouleau
concave

En réalité, très peu de travaux ont été réalisés sur ce thème. On peut tout de même citer les tra-
vaux de Jacques Nicolas [Jac04] qui s'est intéressé à étudier par éléments �nis les plis de bandes
dûs à un rouleau conique sur les systèmes d'entraînement de bandes dans le domaine du métal.
On peut également citer les travaux de Vaijapurkar [Vai13] qui, lors de sa thèse, a étudié l'e�et
de la forme d'un rouleau sur la bande d'un système d'entraînement à l'aide des éléments �nis.

Dans les premières sections de ce chapitre nous allons présenter la méthode des éléments �nis
de la façon la plus pédagogique possible. Nous allons par la suite aborder les éléments �nis d'un
point de vue mathématique avec un petit exemple (dont le détail est dans les Annexes). En�n
nous allons expliciter la démarche des éléments �nis avec des considérations physiques comme
nous le faisons "en pratique". Pour cela nous allons nous intéresser au plus simple des éléments
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qui est l'élément "barre". Celui-ci va être dé�ni puis nous allons traiter un exemple constitué
d'un assemblage simple d'éléments "barre" : l'étude statique d'un treillis. Le détail de l'exemple
d'assemblage d'éléments "barre" est également donné dans les Annexes. Une petite parenthèse
sur l'organisation d'un code EF (éléments �nis) sera également faite. Dans un second temps, nous
allons présenter quelques résultats obtenus par les modèles éléments �nis que ce soit pour des
études générales et préliminaires ou concernant le phénomène des plis de bande que nous allons
comparer à la théorie classique qui va être elle-même détaillée. L'idée principale de ce chapitre est
l'introduction de notions fondamentales concernant les éléments �nis, la présentation de quelques
résultats préliminaires à l'aide des modèles éléments �nis sans asservissement et l'explication des
di�cultés de mise en oeuvre. En�n, une comparaison concernant les plis de bande entre un modèle
issu d'une théorie classique et un modèle éléments �nis sera faite pour montrer la puissance de
l'outil EF.

2.2 La Méthode des éléments �nis

2.2.1 Introduction

La méthode des éléments �nis est un ensemble de méthodes numériques permettant de trouver
de façon approximative la solution à une certaine classe de problèmes mathématiques : les sys-
tèmes d'équations aux dérivées partielles, dont on ne trouve pas facilement de solutions exactes.
C'est une méthode utilisée pour de nombreuses applications : calcul de probabilités, mécanique
du solide déformable, thermodynamique, acoustique, mécanique des �uides, magnéto-statique,
magnéto-dynamique, etc.

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons principalement à la mécanique des milieux continus. Il
s'agit de calculer les déplacements, déformations, contraintes et e�orts agissant sur notre système
considéré. Les premières sections de ce chapitre sont fortement inspirées du cours intitulé "la
méthode des éléments �nis"[Gar02] écrit par Jean Garrigues en 2002 (de l'École Supérieure de
Mécanique de Marseille) et du cours [Oud08] écrit par Hervé Oudin en 2008 (de l'École Centrale
de Nantes). Il n'y aura pas de démonstration de théorème d'analyse fonctionnelle ni de théorème
de convergence dans cette partie. Nous allons suivre deux exemples a�n d'illustrer la démarche
des éléments �nis.
Le premier exemple est une résolution d'un problème mathématique avec la méthode des éléments
�nis. Il n'y aura pas de considérations physiques. L'idée est de détailler le plus simplement possible
la démarche. Nous allons suivre un protocole. Cela permet d'avoir une vue d'ensemble sur la
méthode sans prendre en compte les di�cultés et hypothèses issues d'un domaine spéci�que de la
physique. Le deuxième exemple, quant à lui, va s'intéresser à un problème EF relativement trivial
avec des considérations physiques : le treillis. Là encore, le but est d'avoir une vue d'ensemble
de la démarche en plus de donner une réalité physique aux di�érentes étapes de la résolution.
En�n, ces deux exemples vont nous permettre d'aborder très rapidement le déroulement d'un
algorithme éléments �nis.

2.2.2 Processus de résolution de problèmes physiques

Généralement, un problème physique peut se résoudre suivant le processus à la Figure 2.1. Le
problème physique est le départ de la démarche. Nous dé�nissons ensuite le contexte ou le cadre
de l'étude à travers les hypothèses et les conditions aux limites. Puis il faut établir le modèle
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mathématique en e�ectuant un choix judicieux concernant les lois de la physique à appliquer,
c'est-à-dire, en tenant compte des hypothèses et spéci�cités du domaine étudié. En�n, nous com-
parons les résultats du modèle avec des mesures a�n de le valider ou de l'améliorer.

problème physique

hypothèses de modélisation
évolution du

modèle
mathématique

modèle mathématique

discrétisation du problème
évolution du

modèle
numérique

modèle numérique

estimation de la précision du
modèle numérique

– vérification des hypothèses
de modélisation (analyse du
modèle mathématique)

– interprétation des résultats

réponse

nouveau modèle physique

pr
oc

éd
ur

e
nu

m
ér

iq
ue

Figure 2.1 � Processus de résolution numérique d'un problème physique [Oud08]

Dans la méthode des éléments �nis, il faut transformer le modèle mathématique en modèle nu-
mérique. Cela s'appelle la discrétisation du problème. Le modèle numérique obtenu sera analysé
a�n d'estimer sa précision, de véri�er les hypothèses de modélisation et d'interpréter le résultat.
Ces résultats vont être comparés aux mesures. Suivant l'analyse des résultats, il faudra améliorer
le modèle mathématique ou le modèle numérique.

De façon plus mathématique, un problème de physique peut être formulé ainsi :
Trouver un champ (scalaire, vectoriel ou tensoriel) ~u(M, t) satisfaisant à un ensemble d'équations
aux dérivées partielles et d'équations di�érentielles ordinaires en tout point M d'un domaine Ω
et à tout instant t, respectant des conditions aux limites (éventuellement en fonction du temps)
sur la frontière dΩ du domaine.

Les conditions aux limites sont des relations ou des valeurs imposées à ~u(M, t) et/ou ses dérivées
sur la frontière dΩ. Si le temps t n'apparait pas comme variable, on dit que le problème est
stationnaire, sinon c'est un problème d'évolution. En éléments �nis, pour l'étude mécanique, le
modèle physique utilisé pour modéliser le problème réel se situe dans le domaine de la mécanique
des milieux continus. Celle-ci va nous fournir notre ensemble d'équations.
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2.2.3 Exposé de la démarche éléments �nis d'un point de vue mathématique
[Gar02]

Nous allons dans cette sous-section aborder la méthode des éléments �nis sans considération
physique. Nous cherchons une solution approchée de la solution exacte. La solution approchée
est sous forme d'un champ global ~F (M, t) dé�ni par morceaux sur des sous-domaines Ωi du
domaine Ω. Les n sous-domaines Ωi sont tels que :

∀i 6= j,

n⋃
i=1

Ωi = Ω et Ω̃i ∩ Ω̃j = ∅ (2.1)

Avec Ω̃i et Ω̃j , respectivement l'intérieur des sous-domaines Ωi et Ωj .

Les champs ~fi(M, t), dé�nis sur chaque sous-domaine sont choisis arbitrairement parmi une fa-
mille de champs généralement polynomiaux. La famille des champs locaux ~fi(M, t) est appelée
espace des fonctions d'interpolation de l'élément (aussi appelées fonctions de forme). La famille
des champs globaux ~F (M, t) qui sont la juxtaposition des champs locaux ~fi(M, t) est appelée
espace des fonctions d'interpolation du domaine Ω. Les noeuds sont des points choisis arbitrai-
rement dans le sous-domaine a�n de déterminer par un nombre �ni de valeurs (ou de valeurs des
dérivées) le champ dans chaque sous-domaine Ωi. Une interpolation entre les valeurs aux noeuds
constitue le champ local. Muni de son interpolation, le sous-domaine Ωi est appelé élément.

La méthode des éléments �nis, consiste à chercher une solution approchée à une solution exacte
en déterminant quel champ local ~fi(M, t) il faut attribuer à chaque sous-domaine Ωi (la valeur
à attribuer aux noeuds) pour que le champ global ~F (M, t) constitué par la juxtaposition des
champs locaux ~fi(M, t) soit proche de la solution exacte du problème. La contrainte que l'on
impose à la solution approchée est au moins la continuité simple (espace fonctionnel de classe
C0) à la frontière entre chaque sous-domaine.

Sur la �gure 2.2, nous pouvons voir une solution approchée discontinue d'un champ scalaire sur
un domaine Ω de dimension 1. Ici, la famille des champs constants par morceau est la famille
des champs locaux.

iΩ

Ω

Figure 2.2 � Solution approchée discontinue d'un champ scalaire sur un domaine de dimension
1
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De la même manière, nous pouvons observer sur la �gure 2.3 une solution approchée continue
de classe C0 d'un champ scalaire sur un domaine Ω de dimension 1. La famille des champs
polynomiaux de degré 1 est la famille des champs locaux.

Figure 2.3 � Solution approchée continue C0 d'un champ scalaire sur un domaine de dimension
1

En�n, une solution approchée continue de classe C1 d'un champ scalaire sur un domaine Ω de
dimension 1 est montrée sur la �gure 2.4. La famille des champs polynomiaux de degré 3 est la
famille des champs locaux.

Figure 2.4 � Solution approchée continue C1 d'un champ scalaire sur un domaine de dimension
1

Nous comprenons avec ces illustrations que la précision de la solution approchée dépend de la
famille de champs locaux dans chaque sous-domaine, de la classe de continuité aux frontières
dans le sous-domaine mais aussi de la division en sous-domaines (dimensions et nombre).

2.2.3.1 Exemple mathématique

Nous traitons ici un exemple concret de la méthode des éléments �nis sans considération phy-
sique. Le détail de l'exemple est donné dans les Annexes. Il est divisé en plusieurs étapes. La
démarche est purement mathématique, l'idée est de comprendre comment résoudre un problème
avec les éléments �nis, sans avoir à aborder la mécanique. Les considérations physiques sont
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traitées dans la prochaine partie intitulée "La démarche de la méthode des éléments �nis avec
considérations physiques".

Nous allons résoudre le problème suivant (voir équation 2.2) en cherchant une solution approchée :

Trouver f(x) dans le domaine Ω = [0, 1] satisfaisant l'équation di�érentielle :

∂2f(x)

∂x2
+ 2

∂f(x)

∂x
− 3x = 0 (2.2)

avec comme conditions aux limites (voir équation 2.3) (sur la frontière dΩ de Ω) :

f(0) = 0 et [
∂f(x)

∂x
]x=1 = 0 (2.3)

La �gure 2.5 montre la comparaison de la solution exacte et de la solution approchée par éléments
�nis. La précision de la solution approchée dépend d'un ensemble de paramètres tels que la classe
des éléments utilisés, les dimensions des éléments utilisés, l'algorithme de résolution, les conditions
aux limites et les conditions initiales. L'in�uence de la classe d'éléments et des conditions initiales
est illustrées brièvement par les �gures 2.6, 2.7 et 2.8.

-2

-1.5

-1

-0.5

0
0.2 0.4 0.6 0.8 1x

Figure 2.5 � Comparaison de la solution
exacte et approchée [Gar02]

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

0.2 0.4 0.6 0.8 1x

Figure 2.6 � Approximation par 3 éléments
linéaires
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Figure 2.7 � Approximation par 3 éléments
linéaires avec conditions initiales imposées
exactes
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Figure 2.8 � Approximation par 3 éléments
d'ordre 2 avec conditions initiales imposées
exactes
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On peut donc remarquer que même si nous prenons en compte aucune considération physique,
il est très important, pour commencer, de bien dé�nir le problème à travers, par exemple, la
dé�nition des conditions initiales. Il faut notamment veiller à choisir des éléments appropriés
que ce soit par rapport à leur classe, leur dimension et par conséquent leur nombre a�n de
garantir la précision du résultat. On comprend aisément que lorsque l'on va prendre en compte les
considérations physiques, nous allons faire des hypothèses, des approximations qui vont accentuer
l'écart par rapport à la solution exacte que l'on ne connait que très rarement !

2.2.4 La démarche de la méthode des éléments �nis avec considérations phy-
siques [Oud08]

Dans cette sous-section, nous allons introduire les considérations physiques. Dans un premier
temps, nous allons aborder la démarche de façon très générale puis nous nous intéresserons à un
exemple de résolution d'un problème physique avec la méthode des éléments �nis. Cela est utile
pour comprendre les algorithmes et les logiciels éléments �nis utilisés. Résoudre un problème en
utilisant la méthode des éléments �nis s'e�ectue par étapes successives.

Premièrement, il faut établir le problème physique à l'aide d'un ensemble d'équations di�éren-
tielles ordinaires et d'équations aux dérivées partielles à satisfaire en tout point du domaine Ω,
avec les conditions aux limites sur le bord dΩ.

Deuxièmement, a�n de discrétiser le système, celui-ci doit être dé�ni sur un milieu continu sous
forme d'équations di�érentielles ou intégrales. Il existe deux façons de transformer le système
a�n qu'il soit mis sous forme matricielle (ou forme discrète) :

� méthodes des résidus pondérés : on garde le système sous forme d'équations di�érentielles,
équations locales et conditions limites. On pondère l'erreur commise sur le résidu (erreur
commise sur l'équation locale lorsque l'on utilise une approximation du champ) car la di�é-
rence discrétisée du terme dérivée d'ordre supérieur diverge plus que la di�érence discrétisée
du terme dérivée d'ordre inférieur. Ensuite, on met le système sous forme d'intégrales.

� méthodes variationnelles : on met directement le système sous forme d'intégrales par la
formulation variationnelle.

Troisièmement, c'est l'étape du maillage. Nous allons diviser Ω en sous domaines appelés "mailles".

Quatrièmement, on construit les éléments (voir �gure 2.9). Nous allons choisir la famille de
champs locaux. Cela consiste à choisir la position des noeuds au sein des sous-domaines. Puis à
choisir, en fonction des valeurs aux noeuds ou des valeurs des dérivées aux noeuds, les polynômes
qui dé�nissent le champ local . C'est également ici que sont choisies les propriétés des matériaux.

Cinquièmement, il faut discrétiser le problème. Les valeurs aux noeuds des éléments (ou les
valeurs des dérivées aux noeuds) déterminent toute solution approchée. Plus précisément, il
s'agit de chercher les valeurs à chaque noeud pour trouver une solution approchée en se posant
les questions suivantes :

� Comment discrétiser le problème pour que la solution soit proche de la solution exacte ?

� Quelle tolérance désirons-nous sur la précision de la solution approchée ?
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(a) pièce à étudier et présentant
des congés de raccordement

(b) modifier la taille des éléments
et ra�ner au niveau des cour-
bures

(c) utiliser des éléments à fron-
tière courbe

Figure 2.9 � Le maillage et les éléments

Sixièmement, il faut résoudre le problème discrétisé. C'est ici que l'on choisit l'algorithme de
calcul en fonction des résultats désirés : précision, temps de calcul, type de problème à résoudre.

Septièmement, c'est l'étape du post-traitement. À partir des valeurs numériques trouvées aux
noeuds on peut construire la solution approchée et également en déduire d'autres grandeurs
physiques. En élasticité, la valeur aux noeuds, c'est-à-dire la solution approchée est le champ
des déplacements. Les autres grandeurs qui en découlent sont : le champ des déformations et le
champ des contraintes.

En�n, on exploite les résultats en construisant des graphiques, des cartes des valeurs qui nous
intéressent (cartes des contraintes, cartes des déformations, etc.) a�n de savoir si la solution
trouvée répond à nos exigences ou à notre cahier des charges.

Un logiciel d'éléments �nis nous assiste dans toutes ces étapes, c'est pourquoi il est essentiel de
comprendre chacune d'elle dans les détails. Souvent, les étapes 1, 2, 3, 4 et 5 sont appelées le
"pré-traitement" dont les étapes 3 et 4 sont les plus importantes car ce sont elles qui vont dé�nir
en grande partie la précision de la solution.

Système physique continu

Formulation mathématique
du problème  (PTV)

Forme Variationnelle

(EDP)
Formes rentielles

Problème aux limites

Mise en équations
formulation mathématique

du problème

Résidus pondérés

Discrétisation

Formes intégrales

Forme matricielle

Système physique
discret

Discrétisation du milieu

Méthodes des
éléments nis

Formulation mathématique
du problème 
(éq. de Lagrange)

Méthodes Numériques

Figure 2.10 � Démarche de la méthode éléments �nis
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2.2.4.1 Exemple d'application : Les éléments barres - Le problème du treillis [Oud08]

Cet exemple vise à montrer de façon détaillée mais simple le déroulement de la méthode des
éléments �nis avec des considérations physiques. L'idée est de calculer la réponse statique d'un
treillis (voir �gure 2.12). Nous choisissons de l'étudier de façon simple pour ne pas surcharger
l'exemple et l'explication de la méthode. En e�et, dans la méthode éléments �nis, plusieurs
subtilités et formalismes se rajoutent telles que les matrices élémentaires, leur passage vers les
matrices globales.
Le treillis étudié est composé d'un ensemble de barres reliées par des liaisons rotules. Les barres
sont des éléments qui travaillent uniquement en traction - compression.

0 x

u(M,t)

Figure 2.11 � Modèle mécanique d'une barre

Les caractéristiques mécaniques, la géométrie, le chargement et les conditions aux limites sont
donnés (voir �gures 2.12 et 2.13). Nous allons tout d'abord présenter les calculs généraux éléments
�nis (voir �gure 2.10) associés aux barres : le modèle mécanique de la barre, la mise en équation
par le Principe Fondamental de la Dynamique, la mise en équation par le Principe des Travaux
Virtuels, les équivalences des principes et l'élément �ni barre (approximation nodale, matrice de
raideur, matrice de masse et contraintes).
Nous allons ensuite traiter l'exemple du treillis en commençant par analyser le problème. Cela
signi�e que nous allons le discrétiser et dé�nir les inconnues. Ensuite, nous allons calculer la
matrice de raideur et de masse a�n d'obtenir une équation matricielle à résoudre. La prochaine
étape consiste à résoudre l'équation matricielle : nous cherchons à obtenir la déformée de la
structure et la valeur des e�orts aux appuis. En�n, c'est l'étape du post-traitement. Il s'agit ici
de calculer les contraintes dans les barres et les e�orts aux noeuds.

a

xo

yo

2a1 2

3

1u
1v

3u
3v

2u
2v

Figure 2.12 � Modèle du treillis étudié et degrés de liberté

Le système étudié est situé sur un plan. Il est composé de 3 barres, 3 noeuds à 2 variables ( pour
chaque noeud ui et vi correspondant aux déplacements des noeuds dans le plan). Nous avons
donc un problème avec 6 degrés de liberté. Le vecteur des déplacements nodaux est dé�ni par
l'équation 2.4 suivante :
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{U}T = {u1 v1 u2 v2 u3 v3} (2.4)

Il convient également de dé�nir les conditions aux limites comme pour chaque problème physique.
Dans notre cas, il s'agit des appuis sur les noeuds 1 et 2.
Appliquons le Principe des Travaux Virtuels à notre treillis en faisant intervenir les e�orts donnés
et les inconnus.

Nous obtenons un système à 6 inconnues. Si nous écrivons les équations de Lagrange, nous
obtenons 6 équations correspondant aux 6 degrés de libertés initiaux de la structure. Il faut
maintenant résoudre le système obtenu et cela nous donne l'allure de la déformée (voir �gure
2.14).

Nous pouvons alors calculer les e�orts aux appuis [Oud08] :
X1 = −F

Y1 =
−F
2

Y2 =
F

2

(2.5)

Vient ensuite l'étape du post-traitement qui consiste à calculer la contrainte dans les éléments.

Tous les calculs sont systématiques et la démarche suivie sera toujours la même en statique. On
a alors une facilité de programmation de ce type de solution. Seule l'analyse du problème et des
résultats reste le devoir de l'expert ainsi que la con�guration des méthodes de résolution.

xo

yo

a

F

2a1X
1Y 2Y

1 2

Figure 2.13 � Modèle du treillis étudié et ef-
forts inconnus

3u

1 2

F

2u

Figure 2.14 � Allure de la déformée

Grâce à cet exemple, nous avons suivi le déroulement complet d'une résolution d'un problème
physique simple avec la méthode des éléments �nis. Il faut ajouter que les résultats obtenus
dépendent des conditions initiales, du choix des éléments, des conditions aux limites et de la
méthode de résolutions. En e�et, lorsque l'on prend en considération le domaine physique, il
existe un ensemble de variations de la méthode des éléments �nis et cela dépend du type de
problème étudié et des résultats que l'on veut obtenir (précision, faisabilité, etc.). C'est là toute
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la di�culté de la méthode : il faut faire les bons choix et également des compromis pour répondre
au cahier des charges �xé.

/ 2F−

1 2

F
F/2

F−

Figure 2.15 � Equilibre des forces de la struc-
ture
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(2) (3)

/ 2F−

F

/ 2F
F−

1N 1N
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Figure 2.16 � Contraintes aux noeuds de la
structure

2.2.5 Organisation d'un code de calcul par éléments �nis

Maintenant que nous avons vu la démarche des éléments �nis d'un point de vue mathématique
puis avec considérations physiques, on s'intéresse à l'organisation du programme au sein d'un
logiciel éléments �nis. De façon plus algorithmique, la �gure 2.17 montre l'organisation d'un code
éléments �nis [Has04].

Les données du problème sont préparées dans le premier bloc. C'est-à-dire qu'il s'agit de dé�nir
les propriétés matérielles et géométriques : il faut déterminer le nombre de sous-domaines et les
propriétés physiques associées donc les valeurs de ces propriétés comme le module de Young et
le coe�cient de Poisson. Il faut aussi déterminer les conditions aux limites : valeurs imposées de
l'inconnue (Dirichlet) et de ses dérivées (Neumann). Ensuite, il faut déterminer le maillage du
domaine. Il faut dé�nir le type de maille utilisé, les coordonnées des noeuds et la dé�nition de
chaque élément. Il faut également faire une liste des noeuds qui forment les parties de frontière
où sont imposées des conditions aux limites.

Le deuxième bloc représente le coeur d'un code éléments �nis. Il faut d'abord dé�nir l'occupa-
tion mémoire optimale de la matrice de rigidité et organiser son stockage à partir des données
de maillage (connexions entre noeuds). Cela utilise la librairie de routines d'algèbre linéaire.
Ensuite il faut intégrer numériquement le problème. Cela consiste, pour chaque élément, à cal-
culer les vecteurs et matrices élémentaires, à prendre en compte les conditions aux limites et à
assembler le tout dans des matrices globales. Cela nécessite du calcul d'intégrales sur les éléments.
Ces opérations utilisent la librairie d'éléments �nis. Elle est constituée d'une suite de routines
adaptées aux di�érents éléments et où sont calculées les fonctions de forme (voir �gure 2.18) en
un point quelconque de l'élément de référence. Les dérivées locales sur l'élément de référence de
ces fonctions sont également calculées. Puis les positions dans l'élément de référence des points
d'intégration et les poids associés sont calculés. En�n on calcule la matrice jacobienne du passage
de l'élément de référence à l'élément réel ainsi que son déterminant J et les dérivées cartésiennes
des fonctions de forme [Has04]. En�n c'est l'étape de la résolution pour trouver l'inconnue prin-
cipale : le déplacement.
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LO GICIEL UTILISATEUR

analyse du problème

préprocesseur interactif
fonctions

– lecture des données
données

– coordonnées des nœuds
– définition des éléments « mailles »
– paramètres physiques
– sollicitations
– conditions aux limites

vérifications
– visualisation du maillage
– lecture du « fichier résultat » ou

« questions-réponses-vérifications »
création du fichier des données

modification des données

vérification des données
bloc calcul non interactif

fonctions
– calcul des matrices et vecteurs et résolution du

système d’équations
pour chaque élément

– calcul des matrices élémentaires
(comportement, sollicitations)

– assemblage dans les matrices globales
résolution

– prise en compte des sollicitations nodales
– prise en compte des conditions aux limites
– résolution

création du fichier des données
vérification des calculs

postprocesseur interactif
fonctions

– traitement des résultats visualisation
– calcul des variables secondaires (ε, σ. . . )
– traitement des variables isocontraintes, isodéforma-

tions, déformées, valeurs maximales normes. . .
– superposition de problèmes. . .

visualisation
analyse des résultats

note de calcul

Figure 2.17 � Organisation d'un code éléments �nis [Has04]

Dans le dernier bloc (postprocesseur), on calcule les grandeurs secondaires à partir des valeurs
du déplacement (contraintes, déformations, déformées) et les visualisations. L'utilisateur a un
contrôle très poussé du bloc de postprocessing car c'est ici qu'il va analyser les résultats en
construisant des graphes d'évolution des grandeurs, des cartes des grandeurs, des animations
des grandeurs ou encore en injectant les résultats dans un autre logiciel a�n de faire des calculs
spéci�ques.
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s
1

1

0
( a) élément à deux nœuds :
base linéaire (1 , s )

s
1

1

0
(b) élément à trois nœuds :
base quadratique (1 , s, s 2 )

s
1

1

0
( c) élément à quatre nœuds :
base cubique (1 , s, s 2 , s 3 )

s
1

1

0
(d) élément d’Hermite :
deux nœuds et deux in-
connues par nœud

Fonctions de forme à une dimension
t

s

1

1 2 2

3
3

4
4

Fonction de forme N1 du quadrangle. Les autres sont obtenues par rotation

Figure 2.18 � Exemple de fonction de formes d'un élément à 1 dimension et à 2 dimensions
(quadrangle)
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2.3 Comportement dynamique 3D d'une bande : présentation de
di�érents cas d'études

2.3.1 Motivations, hypothèses, réglages et matériaux

On vient d'aborder la méthode des éléments �nis et cela à travers plusieurs exemples, notam-
ment une étude statique d'un ensemble d'éléments barres appelé un treillis. En réalité, dans cette
thèse, on va utiliser les éléments "coques" (pour faire simple, l'épaisseur de la bande n'est pas
discrétisée) et une étude dynamique. Les éléments coques sont décris dans les annexes. L'algo-
rithme utilisé pour l'étude dynamique est décrit dans le manuel théorique de l'environnement
logiciel Recurdyn [Fun12]. Il consiste très simplement, pour chaque pas de temps, à calculer la
dynamique des di�érents corps constituant le système et à réaliser un calcul éléments �nis à
partir des résultats de l'incrément temporel précédent. Le solveur utilise pour l'intégration des
équations du mouvement une méthode implicite générale-alpha.

Dans cette section, on va s'intéresser à étudier des systèmes d'entraînement de bandes �exibles
en utilisant la méthode des éléments �nis. Le but est de décrire la construction des modèles
éléments �nis utilisés : conditions aux limites, contacts en jeu et éléments. Nous allons également
présenter des résultats préliminaires que nous fournissent di�érents modèles.

On se limitera à quelques phénomènes physiques car les temps d'études sont longs : on se foca-
lisera sur les plis de bandes qui sont sont des défauts récurrents dans l'industrie.
On va présenter quelques résultats obtenus grâce aux modèles didactiques, génériques et de bancs
industriels. On étudiera spéci�quement le problème de plis de bande. Cela permettra de montrer
la puissance d'un solveur éléments �nis couplé à une étude dynamique. On va en�n discuter des
di�cultés et des problèmes rencontrés avec les modèles éléments �nis.

Dans toute cette partie, nous faisons l'hypothèse que la bande est modélisée par un assemblage
d'éléments coques : nous tenons compte de la �exion, de l'élasticité, de la rétraction latérale
(coe�cient de Poisson). Le frottement rouleau/bâti est modélisé de la même manière que dans
l'approche 1D. L'e�et du poids de la bande peut être négligé ou pas (pour pouvoir comparer les
résultats obtenus avec des modèles 1D, on négligera le poids de la bande). Le contact utilisé par
le logiciel d'éléments �nis est un contact "performant" ce qui est nécessaire à l'étude des systèmes
d'enroulement (voir partie "Contact dans le logiciel Recurdyn" ci-après et le manuel théorique
du logiciel [Fun12]). Une fois cela en place, nous avons un système mécanique d'entraînement
de bandes �exibles dont nous pouvons étudier le comportement dynamique, l'in�uence de la va-
riation des paramètres de celui-ci et l'apparition/l'étude de phénomènes physiques associés aux
systèmes d'entraînement de bandes �exibles.

Les matériaux considérés sont des polymères Polyéthylène Basse Densité (LDPE), Polyéthylène
Haute Densité (HDPE), Polystyrène (PS), Polychlorue de vinyle (PVC), Polyméthacrylate de
méthyle (PMMA) et du papier. Mais le module de Young considéré arbitrairement dans cette
thèse sera de 150 MPa (proche du Polyéthylène Basse Densité).

Une remarque est à faire concernant la contrainte critique de �ambement de la bande. C'est un
paramètre très important lorsque l'on s'intéresse au comportement d'une plaque subissant une
action de compression pour savoir quand nous allons assister à un mouvement de �ambement.
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Le modèle éléments �nis de la bande ne comporte pas un paramètre tel que la contrainte cri-
tique de �ambement. Cela demanderait l'ajout manuel de routines spéci�ques et de connaître le
coe�cient de �ambage de notre plaque considérée.

2.3.2 Explication des informations analysées

Nous observons les contraintes équivalentes, les contraintes latérales, les élongations relatives et
les déplacements aux noeuds, etc. Nous allons particulièrement nous intéresser aux contraintes
équivalentes Von Mises [Mis13] dont le calcul est montré dans l'équation 2.6 :

σe =
1√
2

√
(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2 (2.6)

ou encore de façon plus explicite à l'équation 2.7, faisant intervenir les contraintes de cisaillement
[Mis13] :

σe =
1√
2

√
(σ11 − σ22)2 + (σ22 − σ33)2 + (σ33 − σ11)2 + 6(σ12

2 + σ13
2 + σ23

2) (2.7)

Cette contrainte est un critère permettant de s'informer, sous un chargement donné, si un maté-
riau reste dans le domaine plastique ou s'il est déformé plastiquement. Il est aussi appelé critère
de plasticité ou critère d'écoulement plastique. Il faut le comparer à la limite d'élasticité. Néan-
moins la notion de limite élastique est di�cile à appréhender dans le cas des polymères auxquels
nous nous intéressons. En e�et, pour des vitesses de déformations lentes, les polymères n'ont pas
de limite élastique. Généralement, en mécanique et dans le cas des polymères, on considère que
si la vitesse de déformation est importante (supérieure à 0.01 m/s) et que la température est
inférieure à la température de transition vitreuse (allant de -110 degrés Celsius pour le Polyéthy-
lène Basse Densité à 108 degrés Celsius pour le PMMA), on peut dé�nir une limite élastique.
Pour nos matériaux considérés, la limite élastique est située entre 15 MPa et 80 MPa. Pour des
raisons arbitraires, nous allons prendre 30 MPa dans nos simulations.

Les modèles 3D nous permettent également de nous intéresser à des données très importantes
pour les systèmes d'entraînement de bande : les contraintes latérales. En e�et, les contraintes
équivalentes ne nous donnent pas d'informations sur les directions des contraintes. Alors que les
contraintes latérales nous indiquent, dans la direction latérale si la contrainte est compressive
(contraintes négatives) ou de traction (contraintes positives) dans la direction de la largeur de
bande. Grâce à cela on peut analyser la naissance de phénomènes tels que les plis de bandes qui
ont comme indication d'apparition une contrainte latérale négative forte et localisée conduisant
à une contrainte équivalente forte localisée.

À titre de remarque, nous n'allons pas tenir compte de la plasticité dans le logiciel EF Recurdyn
utilisé car celui-ci ne le permet pas encore de façon aisée : les temps de simulations sont trop
longs (plusieurs jours). De plus, les contraintes équivalentes nous donnent quand même un indice
sur la possibilité de plasticité.

2.3.3 Présentation des modèles

Dans cette sous-section, nous allons présenter les modèles utilisés dans ce Chapitre 2. Ces mo-
dèles servent d'introduction aux modèles présents au Chapitre 3. En e�et, dans ce chapitre, nous
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allons considérer uniquement la partie "mécanique" du système. L'idée est de construire des
modèles qui permettent d'étudier di�érents phénomènes allant des grandes tendances observées
dans l'industrie à des phénomènes complexes tels que les plis de bandes. L'entraînement de la
bande résulte, dans ce chapitre, d'une une synchronisation manuelle des rouleaux (à vitesse �xée
constante) dits "moteurs".

2.3.3.1 Modélisation du contact dans le logiciel Recurdyn

Avant de présenter les modèles, il est important d'aborder de façon brève le contact utilisé dans
Recurdyn dans le but de comprendre comment celui-ci se régle dans Recurdyn et comment
augmenter la précision de nos études. Il existe dans les logiciels éléments �nis, une multitude
de contacts et c'est une problématique à part entière, qui demande beaucoup de rigueur et
d'expertise. Dans les Annexes, nous présentons de manière un peu plus précise le contact utilisé
dans nos modèles : le modèle de contact de Recurdyn. Pour encore plus de précisions, il faut
consulter le manuel théorique de Recurdyn [Fun12].
La surface de référence est approximée par un ensemble de facettes alors que le corps en action
est représenté par un ensemble de noeuds comme montré sur la �gure 2.19. Le nombre de noeuds
et de facettes doit être décidé en fonction de la précision désirée.

Figure 2.19 � Représentation du contact noeuds-facettes de Recurdyn

La force normale de contact est obtenue par la formule :

fn = k∂m1 + c
∂̇

|∂̇|
|∂̇|m2∂m3 (2.8)

où k et c sont les coe�cients d'élasticité et d'amortissement, qui sont déterminés par une méthode
expérimentale (retouches "manuelles" successives). ∂ est la distance de pénétration du noeud à
travers la facette. Les paramètres m1 et m2 (exposants) rendent la force de contact non-linéaire
et l'exposant m3 donne un e�et d'amortissement d'indentation. Quand la pénétration est très
petite, la force de contact peut être négative à cause d'une force d'amortissement négative, ce
qui n'est pas réaliste. Cette situation peut être réglée en rendant l'exposant d'amortissement
d'indentation plus grand que 1. La force de frottement obtenue est :
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ff = µ|fn| (2.9)

où µ est le coe�cient de frottement. Son signe et sa valeur peuvent être déterminés par la vitesse
relative du corps en action par rapport au corps de référence.

De manière plus pratique, dans Recurdyn, on va régler en premier lieu le modèle de frottement
présenté sur la �gure 2.20 ainsi que le coe�cient d'élasticité et d'amortissement du contact.
Puis il faut régler la dé�nition de la surface de contact pour le corps de référence (généralement
solide et constitué de facettes) en terme de valeur de distance de pénétration maximale et de
valeur de la résolution de la surface en contact. Pour un rouleau cela correspond tout d'abord
à son diamètre approximé (voir �gure 2.21) puis à l'ensemble des facette construis à partir du
diamètre approximé. L'ensemble des facettes constitue alors la surface approximée de la surface
réelle de contact.
En�n il faut régler la dé�nition de la surface de contact pour le corps d'action, (généralement
�exible et constitué de noeuds) en réglant la valeur de la distance de pénétration maximum de
façon similaire au corps de référence.

On peut donc jouer sur di�érents paramètres pour régler le contact. Il est important de noter que
la précision du contact dépend beaucoup de la valeur de la résolution de la surface en contact
du corps de référence et du nombre de noeuds en contact du corps d'action.

Il est clair que le contact �exible/rigide (dans notre cas bande/rouleau) et le contact �exible/�exible
(bande et rouleau déformable) sont délicats à modéliser dans le logiciel EF (problèmes de colli-
sions des noeuds par exemple)

d

sv dv

Friction coefficient 
(    -sgn(ν)μ     )   

Relative velocity 
on contact point

s

s

sv dv

Friction coefficient 

Relative velocity 
on contact point

svdv

d

μ

μ

-μ

-μ

- -

Figure 2.20 � Modèle de frottement de Recurdyn
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Figure 2.21 � Approximation de la surface d'un rouleau, diamètre approximé

2.3.3.2 Modèles didactiques

Les modèles didactiques construits dans le cadre de cette étude sont des systèmes simples dans
leur constitution. Il y a peu de rouleaux, la bande aura une discrétisation grossière (nombres d'élé-
ments) et en�n la motorisation de la bande se fait manuellement à travers des simples consignes
de rotation des rouleaux moteurs sans vraiment de synchronisation. L'idée ici est d'identi�er les
grandes tendances et de trouver la correspondance avec certains phénomènes apparaissant sur
une ligne industrielle.

Le modèle utilisé à la �gure 2.22 est constitué de quatres rouleaux parmi lesquels deux sont
motorisés (aux extrémités : rouleau 1 et 4), un rouleau est libre et désaligné si besoin (le rouleau
3, désaligné sur son axe vertical passant par son centre de gravité) et en�n un rouleau libre. Sur
ces modèles, la tension est donnée par deux forces aux extrémités de la bande (la tension aval
et la tension amont). En�n, la vitesse de la bande est assurée par les deux rouleaux motorisés :
nous imposons une vitesse de rotation des rouleaux motorisés.

La �gure 2.22 est un schéma du banc didactique considéré alors que la �gure 2.23 montre un
exemple de résultat (contraintes équivalentes). La taille des éléments (maillage) sur les modèles
didactiques est de 0.1m par 0.1m pour une bande de 4m de large et la résolution des surfaces de
contact est peu précis (diamètre du cercle constitué de 14 éléments).

2.3.3.3 Banc industriel

On va rapidement décrire ici le modèle numérique d'une partie d'une ligne industrielle (4 m x 4m
x 4m, �gure 2.34) contenant un guide latéral dont l'axe de rotation est au centre du rectangle
formé par les deux rouleaux oranges.
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Tension de bande en aval:
force appliquée à l’extrémitée

Tension de bande en amont:
force appliquée à l’extrémitée

Rouleaux motorisés

Rouleaux libres équipés de jauges de contraintes

1

2

3

4

Figure 2.22 � Schéma du banc didactique avec 4 rouleaux
(2 rouleaux motorisés)

Figure 2.23 � Exemple de résul-
tat du modèle didactique

Ce système est composé de :

� deux rouleaux motorisés (rouge) qui donnent la vitesse à la bande

� huit rouleaux libres (jaune)

� un rouleau équipé d'un capteur de tension de bande (vert)

� deux rouleaux danseurs (bleu)

� un guide latéral dont les rouleaux (orange)

Pour des soucis de simulations, nous avons ajouté deux rouleaux libres à chaque extrémité a�n
de faciliter la phase de démarrage et la �n de la simulation en réduisant la longueur des brins de
bande en entrée et sortie du système.
La tension de bande est donnée par des forces linéiques sur la largeur appliquées à chaque ex-
trémité de la bande et par une di�érence de vitesse faite manuellement (des rotations de même
vitesse mais démarrées à deux instants di�érents) entre les deux rouleaux motorisés.

Le maillage est relativement grossier (0.1m par 0.1m pour une bande de 4m de large). Le réglage
de la résolution des contacts est également peu précis ici (diamètre du cercle constitué de 14
éléments aussi).

Nous cherchons, à travers le modèle du banc industriel à montrer la faisabilité de l'étude d'un tel
système (complexe en éléments �nis). Les quelques résultats présentés ci-après sont des résultats
préliminaires.
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Guide Latéral

Rouleaux motorisés

Rouleaux libres

Rouleaux du guide latéral

Rouleaux équipés de capteur de pression

Rouleaux danseurs

Figure 2.24 � Vue d'ensemble d'une partie d'une ligne industrielle comportant un guide latéral

Figure 2.25 � Aperçu des contraintes équivalentes sur la bande d'une partie d'une ligne indus-
trielle comportant un guide latéral
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2.3.3.4 Modèles génériques

Nous venons de présenter les modèles didactiques qui sont volontairement simples dans leurs
constitutions et leurs réglages. Nous avons également présenté le modèle d'un système industriel
qui comporte des réglages peu précis dans un premier temps mais qui est complexe en terme de
dimension, de con�guration géométrique, de dynamique et de réglages fonctionnels.

Les modèles génériques sont, à l'instar des modèles didactiques, simplement constitués : il y a
peu de rouleaux, la con�guration géométrique est simple et le chemin de bande décrit un rec-
tangle. En revanche, leurs réglages sont �ns et précis. On a ici un maillage plus �n de la bande
(éléments de 0.02m par 0.02m pour une largeur de bande de 4m qui correspond à la dimen-
sion indiquée par l'industriel). La modélisation du contact bande/rouleau est plus poussée : le
diamètre des rouleaux est constitué de 34 éléments cela donne une résolution de 0.02m (pour
un rayon considéré de 0.110m) et les autres paramètres du contact (coe�cients de frottement
statique et dynamique, coe�cients d'élasticité et d'amortissement, distance de pénétration, etc.)
ont été a�nés par rapport à des observations dans l'industrie et des mesures.

Les conditions aux limites sont adaptées au problème que l'on veut étudier. En e�et, les forces
appliquées aux extrémités de la bande sont su�santes pour donner une tension de bande mini-
male a�n de plaquer la bande contre les rouleaux. Mais presque la totalité de la tension de bande
est dé�nie par l'asynchronisme des deux rouleaux motorisés : on démarre d'abord le rouleau 1 à
la vitesse désirée, pendant ce temps le rouleau 4 reste à l'arrêt jusqu'à obtenir la tension désirée
puis on démarre celui-ci à la vitesse désirée. L'idée est de garantir les conditions de simulations
au moins en aval du rouleau 1 et en amont du rouleau 4. La �gure 2.26 est un schéma du banc
générique considéré et la �gure 2.27 présente un des résultats obtenus.

Le modèle générique sera celui utilisé pour l'étude des plis de bande sans asservissement du
système à la �n de ce chapitre. Il sert à faire des études spéci�ques (sans couplage), précises et
rigoureuses d'un phénomène tout en garantissant des temps de simulations corrects (quelques
heures). Bien entendu, comme c'est un système simple, la précision et la durée de simulation de
ce modèle dépend fortement du maillage choisi ainsi que du réglage du contact bande/rouleau.

Petite force en aval 
appliquée à l’extrémitée

Petite force en amont
appliquée à l’extrémitée

Rouleaux motorisés

Rouleaux libres équipés de jauges de contraintes

des vitesses de rotations des rouleaux 1 et 4 (en rouge)

1

3

2

4

Figure 2.26 � Schéma du banc générique à 4 rouleaux (2 rouleaux motorisés)
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Figure 2.27 � Exemple de résultat du modèle générique (contraintes équivalentes à gauche et
et zoom sur les contraintes latérales à droite) : on voit l'apparition d'un pli de bande

2.3.4 Résultats des modèles 3D sans asservissement

Dans cette sous-section, on s'intéressera à exposer et commenter les résultats majeurs obtenus
grâce aux modèles EF 3D sans asservissement. Il est important de préciser que ce sont des
résultats préliminaires pour la plupart car ce sont les premiers modèles de ce type étudiés par la
communauté scienti�que. Mais ils sont, comme on le verra, importants car ils montrent d'emblée
les avantages et les inconvénients d'une étude EF. Cette thèse étant exploratoire, il est nécessaire
de montrer les di�érentes étapes de la démarche employée dans cette thèse.

2.3.4.1 Modèles didactiques : résultats préliminaires

On va s'intéresser dans un premier temps à l'étude des modèles didactiques. Le modèle utilisé
est celui décrit sur la �gure 2.28. Il s'agit du modèle didactique à quatres rouleaux dont les deux
rouleaux aux extrémités sont motorisés et où la tension est donnée par deux forces opposées
linéiques (sur la largeur de la bande) aux extrémités de la bande. Le troisième rouleau est
désaligné d'un degré (axe vertical au centre de la largeur du rouleau). La gravité n'est pas
appliquée dans un premier temps sur ces simulations (on néglige l'action du poids de la bande
devant les tensions en jeu).

Tension de bande en aval:
force appliquée à l’extrémitée

Tension de bande
amont:
force appliquée
 à l’extrémitée

Rouleaux motorisés

Rouleaux libres équipés de jauges de contraintes

Rouleau désaligné

Figure 2.28 � Schéma du banc didactique 4
rouleaux (2 rouleaux motorisés, 1 désaligné)

Tableau 2.1 � Table des paramètres pour le mo-
dèle didactique (bande en polymère)

Épaisseur de bande 0.58 mm
Longueur de brin de bande 0.8 m

Largeur de bande 4 m
Module d'élasticité 150 MPa

Coe�cient de Poisson 0.35
Vitesse de la bande 500 mm/s
Angle d'embarrage 90 degrés

Coe�cient de frottement 0.1
Tension de bande de 200 N/m
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L'idée derrière cette étude est d'analyser les comportements de notre système grâce à un modèle
simple, rapide mais imprécis. On va étudier les grandes tendances de notre système pour consta-
ter le bon comportement général de notre modèle.

On modi�e le coe�cient de frottement bande/rouleau et la tension de bande. Les paramètres
nominaux utilisés par les simulations sont donnés dans le tableau 2.1. La �gure 2.29 montre
les résultats du modèle didactique pour les paramètres nominaux. C'est la carte des contraintes
équivalentes (Von Mises) agissant au sein de notre bande �exible. La �gure 2.30 représente les
résultats du modèle didactique pour les paramètres nominaux mais avec un coe�cient de frotte-
ment bande/rouleau de 0.8 au lieu de 0.1.

La �gure 2.31 permet de visualiser le comportement du modèle didactique pour une tension de
bande plus élévée : 1000 N/m à la place de 200 N/m. La �gure 2.32 présente les résultats du
modèle pour une augmentation de la tension à 1000 N/m et une augmentation du coe�cient
de frottement à 0.8. On peut observer la non-uniformité des contraintes équivalentes au sein de
la largeur de la bande. Cela est dû au rouleau désaligné : on va tendre un côté de la bande et
détendre l'autre côté. Il peut également arriver que l'on tende de manière uniforme les 2 côtés de
la bande lorsque le désalignement se fait au centre du rouleau et que le rouleau amont ou aval est
situé parfaitement sur le même axe vertical (et donc cela dépend du schéma du chemin de bande).

La �gure 2.30, nous montre l'e�et d'un grand coe�cient de frottement sur un système à basse
tension de bande. On peut voir apparaître des contraintes équivalentes localisées plus élevées par
rapport au reste de la bande. Sur ce modèle là, on voit vraiment que les contraintes plus fortes
se concentrent sur une zone restreinte comparée à une répartition plus uniforme avec un faible
coe�cient de frottement.
La �gure 2.31 permet de constater que lorsque la tension de bande augmente avec un faible coef-
�cient de frottement, on assiste simplement à une hausse généralisée des contraintes équivalentes.
La �gure 2.32 nous montre l'e�et de l'addition de 2 phénomènes : une hausse de la tension de
bande et une augmentation du coe�cient de frottement. Cela provoque une hausse généralisée
des contraintes tout en faisant apparaître des contraintes fortes localisées. On voit là, que même
de simples modèles EF nous donnent des premiers résultats importants. On peut commencer
à comprendre l'in�uence de certains paramètres sur le comportement de la bande. Une forte
contrainte localisée peut amener à di�érents problèmes tels que des déformations permanentes
ou des déchirures car on atteint des niveaux de contraintes peut-être su�sant.
La �gure 2.33 est très intéressante car elle montre une variation des paramètres, non pas généra-
lisée, mais localisée. Le coe�cient de frottement est changé de façon di�érente sur les rouleaux
libres par rapport aux les rouleaux motorisés pour une tension de bande forte de 1000 N/m et
un rouleau désaligné de 1 degré. On constate l'e�et d'une traction non su�sante de la bande
sur les rouleaux motorisés par rapport aux rouleaux libres ou d'une traction trop élevée de la
bande sur les rouleaux libres par rapport aux rouleaux motorisés. Cela amène un problème d'une
importance majeure : de fortes contraintes localisées au sein de la bande au niveau du rouleau
désaligné. Si l'on compare à la simulation du modèle didactique EF avec un fort coe�cient de
frottement et une tension de bande forte (1000 N/m), une non-uniformité des coe�cients de
frottements (plus élévé sur les rouleaux libres que motorisés) montre des contraintes équivalentes
localisées encore plus fortes.
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Figure 2.29 � Contraintes équivalentes pour
une tension de 200 N/m et coe�cient de frot-
tement de 0.1

Figure 2.30 � Contraintes équivalentes pour
une tension de 200 N/m et coe�cient de frot-
tement de 0.8

Figure 2.31 � Contraintes équivalentes pour
une tension de 1000 N/m et coe�cient de frot-
tement de 0.1

Figure 2.32 � Contraintes équivalentes pour
une tension de 1000 N/m et coe�cient de frot-
tement de 0.8

Figure 2.33 � Contraintes équivalentes pour une tension de 1000 N/m : Rouleaux motorisés
f=0.8, rouleaux libres f=0.1 à gauche ; Rouleaux motorisés f=0.1, rouleaux libres f=0.8 à droite
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En revanche, si le coe�cient de frottement est élevé sur les rouleaux motorisés par rapport aux
rouleaux libres, malgré une forte tension, on observe une moyenne des contraintes équivalentes
assez basse.

2.3.4.2 Banc industriel

On va ici étudier une partie d'une ligne industrielle d'entraînement de bande comportant un
guide latéral. Il faut préciser que nous avons ajouté un rouleau libre à chaque extrémité du sys-
tème a�n de limiter les longueurs de brins de bande que l'on manipule. Cela permet de moins
solliciter la bande lors des phases de démarrage. En e�et, avec les longueurs de brins de bande
�xés entre chaque rouleau motorisé (plusieurs mètres), les temps de propagations des e�orts sont
assez longs (quelques secondes) et cela peut entrainer plusieurs problèmes.
Premièrement, il est très di�cile de tendre la bande (en simulation 3D) au début de l'essai sans
amener des pertubations qui vont se propager pendant une bonne partie de la simulation.
Deuxièmement, la bande est volontairement longue au moins en amont car il faut prévoir suf-
�sament de matière en entrée du système pour e�ectuer une simulation de quelques secondes.
Cette longueur de bande, di�cile à gérer, va se retrouver également en aval en �n de simulation.
L'objectif de ce modèle est de montrer un bref exemple de la modélisation d'une partie d'un
grand système industriel a�n de montrer la faisabilité d'une étude.

Les �gures à gauche (�gures 2.34, 2.35 et 2.36) représentent les résultats de simulation pour
le banc industriel lorsque le guide latéral est aligné. Les �gures à droite (�gures 2.35, 2.37 et
2.39) représentent les résultats de simulation pour le banc industriel lorsque le guide latéral est
désaligné de 1 degré.
On constate rapidement la di�érence de la répartition des contraintes équivalentes lorsque le
guide latéral est désaligné. On observe des contraintes localisées plus fortes. Il est di�cile d'en
dire plus à ce stade. En e�et, ce sont des études préliminaires et ce modèle présente beaucoup
de di�cultés.
Premièrement, il est de grande taille et les longueurs des brins de bande à manipuler demandent
beaucoup de réglages : la phase de démarrage est di�cile à régler car nous appliquons des forces
linéiques aux extrémités qui se propagent lentement à travers le système : il faut attendre la
stabilisation du système.
Deuxièmement, il faut gérer les 2 rouleaux motorisés a�n de donner la vitesse souhaitée à la
bande ainsi que la tension de bande. Il faut démarrer les moteurs lentement. Ils doivent atteindre
la même vitesse mais avec un décalage angulaire.
Troisièmement, la con�guration géométrique des rouleaux constituée d'angles élevés (supérieurs à
90 degrés) et la dynamique d'éléments mobiles, comme le guide latéral, compliquent les calculs.
Les raisons de cette complication sont les chocs engendrés au niveau du contact. Les noeuds
faisant partie de la bande vont rencontrer les surfaces de contact des rouleaux de façon abrupte
et le logiciel va devoir gérer cela.
En�n, même pour un maillage grossier (0.1m par 0.1m), il y a beaucoup d'éléments et de contacts
donc les temps de simulations sont longs (1 journée environ par simulation). L'étude complète
demande cependant davantage de temps et des outils "éléments �nis" sur-mesure telle qu'une
"source de matière" (création de la bande constituée d'éléments en temps réel) en amont et un
"puit de matière" (entité permettant "d'avaler" la bande constituée d'éléments) en aval pour
éviter l'utilisation de trop grandes longueurs de bandes ( et les problèmes associées : vibrations,
temps de propagations longs, etc.).
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Figure 2.34 � Contraintes équivalentes pour
une tension de 500 N/m et guide latéral aligné :
vue d'ensemble

Figure 2.35 � Contraintes équivalentes pour
une tension de 500 N/m et guide latéral désa-
ligné : vue d'ensemble

Figure 2.36 � Contraintes équivalentes pour
une tension de 500 N/m et guide latéral aligné :
vue de droite

Figure 2.37 � Contraintes équivalentes pour
une tension de 500 N/m et guide latéral désa-
ligné : vue de droite

Figure 2.38 � Contraintes équivalentes pour
une tension de 500 N/m et guide latéral aligné :
vue du guide latéral

Figure 2.39 � Contraintes équivalentes pour
une tension de 500 N/m et guide latéral désa-
ligné : vue du guide latéral
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2.3.4.3 Théories de prédiction des plis de bande et étude de cas industriel

État de l'art et théorie Les premières études d'interactions entre les rouleaux et la bande
ne concernaient pas les plis de bande mais le pilotage de courroie d'entraînement. L'une des
premières études sur ce sujet fut faite par Swift [Swi32] en 1932. Il s'est principalement intéressé
aux poulies bombées comme un moyen de corriger certaines imperfections géométriques dans un
système de poulie-courroie d'entraînement. Il en a déduit que ces poulies ne sont pas adaptées
à une ligne parfaite de production de bande. Il a discuté du concept de couple développé sur
une bande approchant un rouleau bombé ou conique permettant une correction du guidage de la
bande. Il s'est également intéressé à des problèmes de désalignements co-planaires de rouleaux, de
désaligments hors-du-plan de rouleaux, les poulies en quinconce et les entraînements obliques de
bande. Pour chaque problème, il a suggéré un dimensionnement de la courbure minimum (rouleau
bombé) ou de l'angle minimum (rouleau conique) à employer pour un contrôle du guidage de la
bande avec un minimum de contraintes internes au sein de la bande. Des résultats expérimentaux
ont été donnés pour appuyer ces suggestions. Le concept le plus important de ses travaux est
le concept de "Loi d'entrée normale" de la bande. Swift a donné les premières références pour
a�rmer qu'une courroie, en condition de régime établi, doit entrer perpendiculairement à l'axe
du rouleau pour un bon fonctionnement.

En 1950, Lorig [Lor50] s'est intéressé aux rouleaux auto-centreurs de bande. Il a étudié le gui-
dage d'une bande pour un système ayant un rouleau cylindrique, ou un rouleau bombé, ou un
rouleau concave et un rouleau auto-centreur. Il a expliqué la théorie du guidage dû à chaque
type de rouleau mais s'est arrêté là sans établir de formule ou de modèle pour la prédiction du
mouvement latéral de la bande.

En 1968, Shelton [She68] a étudié, lors de sa thèse de doctorat, le guidage latéral d'une bande
dû à di�érents guides de bande. Il a d'abord listé les systèmes de guidage les plus utilisés et a
rigoureusement étudié les principes de fonctionnent de chacun. Dans un second temps il a analysé
l'utilisation optimale des di�érents systèmes.

Dans ces développements de la théorie du guidage, Shelton s'est principalement intéressé à mo-
déliser les e�ets du guidage d'un rouleau désaligné. Il a présenté un modèle du déport latéral de
la bande en considérant celle-ci comme une poutre. Il a ensuite établi les conditions aux limites
pour une bande rencontrant un rouleau désaligné en aval. Un des concepts intéressants abordé
est celui du "Moment Zéro" de la bande approchant un rouleau désaligné en aval. Il a également
établi un modèle du développement d'un bord de bande détendu. Il a, de plus, étudié l'utilisation
de la loi d'entrée normale de la bande à un rouleau. Il a statué que le concept d'entrée normale,
précédemment utilisé dans l'industrie des systèmes poulies-courroies, restait pour le moment in-
connu dans le milieu des systèmes d'entraînement de bandes. En�n il a construit un système de
test pour véri�er ses modèles et appuyer ses théories. Le système de test a permis l'étude du
frottement bande/rouleau, de la réponse dynamique des guides latéraux, de leur asservissement
et de l'interaction entre les di�érents brins de bande.

Gehlbach et al. [GGK89] a appliqué le critère de �ambement d'une bande considérée comme une
plaque mince. Le critère de �ambement est issu de la théorie de compression des plaques minces
de Timoshenko et Gere [TG36].
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Nous allons dans cette partie nous intéresser aux plis de bande dus à un désalignement d'un
rouleau dont le schéma du système étudié est donné à la �gure 2.40. Les calculs sont expliqués
brièvement. Pour voir les détails, se référer aux articles [GGK89]et [Has07].

L

l

θ

c= L/2

qx

y

Figure 2.40 � Schéma du désalignement de rouleau considéré

Gehlbach et al. [GGK87] ont établi les bases des modèles algébriques de plis de bande. Le but
principal est de trouver la limite maximale en terme de tension de bande et d'angle de désali-
gnement. Quand ces limites sont atteintes, les plis apparaissent (potentiellement).

x
y

z

L

l

h

NX, σX

NY, σY

Figure 2.41 � Plaque considérée avec les forces (Nx, Ny) et contraintes (σ, σ)

On considère une plaque rectangulaire pouvant se déformer (voir �gure 2.41). Le matériau de la
plaque est considéré comme isotrope, homogène et obéissant à la loi de Hooke. L'épaisseur de la
plaque et les forces appliquées sont considérés constantes. La théorie des plis d'une telle plaque
subissant des chargements suivant les axes x et y, a été établie par Timoshenko et Gere [TG36].

Les hypothèses suivantes sont considérées :

� La plaque est d'épaisseur petite devant les autres dimensions. Elle possède un plan moyen
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aussi appelé plan neutre.

� Les sections droites, initialement normales au plan neutre, restent planes et normales à
celui-ci (voir �gure 2.42). La déformation en cisaillement transverse est donc négligée.

� Les termes non linéaires du déplacement sont négligés, en particulier, l'inertie de rotation
est négligée. Seul le déplacement transversal w est considéré.

� La contrainte σz dans la direction transversale est nulle (voir �gure 2.43). Elle doit en
e�et s'annuler sur les faces extérieures et, du fait que la plaque est mince, il est naturel
d'admettre qu'elle est nulle en tout z.

Fibre Normale
Feuillet moyen

x
y

z

θy

θx

z

Figure 2.42 � Déformation d'une plaque mince (un élément de matière, le feuillet moyen et la
�bre normale)

le déplacement dans la direction z est w. Elle est la solution d'une équation di�érentielle linéaire
partielle [TG36] et son expression est donnée par l'équation 2.10 :

w =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

Amnsin(
mπy

L
)sin(

nπx

l
) (2.10)
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x

y

z

dydx

σxx
σyy

myxmxy

Figure 2.43 � Moments �échissants et contraintes normales

En prenant l'équation di�érentielle du déplacement w, résultant du Principe Fondamental de la
Dynamique en rotation (ici la somme des moments est nulle pour conserver l'équilibre), des équa-
tions de moment-déplacements, de la loi de Hooke, Good et al. [GB03] ont trouvé une équation de
la contrainte normale critique de formation des plis (équation 2.11) pour une bande isotrope avec
les dimensions suivantes : L la longueur du brin de bande entre 2 rouleaux, l la largeur de la bande.

La contrainte normale critique nécessaire pour créer un pli pour des bandes anisotropes, σxcr est
obtenue ci-dessous :

σxcr =
l2

i2L2

{
σe

(
1 + ξ1i

4L
4

l4
+ ξ2i

2L
2

l2

)
− σy

}
(2.11)

où l'entier i est déterminé par la relation suivante :

σe

{
1− i2(i+ 1)2ξ1i

4L
4

l4
} < σy < σe{1− i2(i− 1)2ξ1i

4L
4

l4

}
(2.12)

La contrainte de cisaillement critique σcr, est donnée par :

τcr =
√
σ2
xcr − σyσxcr (2.13)

La courbe d'angle critique de désalignement est indépendante de la vitesse. Celle-ci est basée sur
la théorique classique des plis. Une méthode énergétique est appliquée pour trouver la tension
de bande critique à partir de laquelle il y a des plis. La bande est supposée anisotrope avec des
modules d'élasticité di�érents dans la direction longitudinale et latérale. Dans cette méthode,
l'énergie de déformation pour le plissement ∂U est égale au travail des forces ∂T :
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|∂U | = |∂T | (2.14)

En e�et, à l'état d'équilibre, l'énergie potentielle est minimale et reste minimale tant que nous
sommes à l'équilibre. Cela signi�e que la variation d'énergie potentielle ∂V est nulle à l'état
d'équilibre.

On a :
∂V = ∂U + ∂T (2.15)

L'expression de l'énergie de déformation est :

∂U =
1

2

∫ ∫ ∫
V

(σyεy + σxεx + τyxγyx)dxdydz (2.16)

Avec σi représentant une contrainte normale, εi une élongation normale, τij une contrainte de
cisaillement,γij une élongation de cisaillement.
L'expression du travail des forces (voir �gure 2.41) est :

∂T =
1

2

∫ ∫
A

{
Ny(

∂

∂y
)2 +Nx(

∂

∂x
)2

}
dydx (2.17)

La loi de Hooke s'écrit : 
εx =

σx
Ex
− υy

σy
Ey

εy =
σy
Ey
− υx

σx
Ex

τyx = σyxγyx

(2.18)

Les relations de déformations-déplacements :
εy = −z ∂

2v

∂y2

εx = −z ∂
2v

∂x2

γyx = −2z
∂2v

∂y∂x

(2.19)

En utilisant les équations 2.18 et 2.19, 2.14 se réécrit :

∂U =
1

2

∫ ∫
A

{
Dyy

∂2v

∂y2

2

+Dxx
∂2v

∂x2

2

+ (vxDxx + vxDyy)
∂2v

∂y2

∂2v

∂x2
+
Gyxt

3
f

3

∂2v

∂y∂x

2
}
dydx

(2.20)
où :

Dxx =
Ext

3
f

12(1− νyνx)
et Dyy =

Eyt
3
f

12(1− νyνx)
(2.21)

Dxx et Dyy sont les rigidités �exionnelles d'une plaque respectivement sur l'axe x et l'axe y.
La solution de l'équation 2.20 permet de donner toutes les informations pour calculer les contraintes
en tout point de la plaque.
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En substituant les équations 2.17, 2.20 et 2.10 dans l'équation 2.14, la relation suivante est
obtenue :

σym
2 + σxn

2L
2

l
= σe

(
m4 + ξ1n

4L
4

l4
+ ξ2m

2n2L
2

l2

)
(2.22)

où :

ξ1 =
Ex
Ey

, ξ2 =
4 (1− νyνx)

1 + νy + (1+νx)
ξ1

+ νx + νyξ1

σx =
Nx

tf
, σy =

Ny

tf
, σe =

π2Dyy

L2tf

 (2.23)

Le déplacement d'une bande anisotrope à cause d'une force de cisaillement F , agissant sur un
rouleau désaligné, est donnée par :

w =
νyF

2EyI
yx2 +

F

6EyI
x2 − νyFl

2

8EyI
(2.24)

De l'équation 2.13, l'angle de désalignement à l'extrémité y = L et x =
l

2
est obtenu :

θ =

(
∂wx=l/2

∂y

)
y=L

=
FL2

2FyI
(2.25)

où F et I sont respectivement exprimées comme suit :

F = ltfτcr et I =
l3tf
12

(2.26)

Des équations 2.25 et 2.26 les conditions pour générer des plis sont :

θ > θcr =
6L2τcr
Exl2

(2.27)

où θcr est l'angle de désalignement critique du rouleau pour créer des plis et la contrainte critique
de cisaillement donnée par l'équation 2.13.

Nous allons maintenant nous intéresser à déterminer la tension de bande critique à partir de
laquelle un pli est généré. Ce qu'il faut comprendre premièrement, c'est qu'il est plus di�cile
de former un pli sur une bande enveloppée autour d'un rouleau que sur une bande plane. Cela
s'explique car lorsqu'une bande est enveloppée autour d'un rouleau, elle subit une force de contact
normale qui va la plaquer sur le rouleau (composante normale de la résultante des tensions
appliquées aux extrémités de la bande).
Une méthode énergétique est également appliquée pour déterminer la contrainte de �ambement
d'une bande enveloppée autour d'un rouleau, nous permettant ainsi de déterminer la tension de
bande critique pour former un pli.
L'énergie de déformation est donnée par :

∂U =
tf

2(1− υyυx)

∫ ∫
A

{
(Eyε

2
1 + Exε

2
2) + (Eyυx + Exυy)ε1ε2

}
+
Dyy

2

∫ ∫
A

(
∂2v

∂x

2

)dxdy (2.28)
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Les déformations relatives ε1 et ε2 sont respectivement données comme :

ε1 = ε0 − υy
∞∑
m=1

Am
R
sin(

mπx

l
)

ε2 = −υyε0 −
∞∑
m=1

Am
R
sin(

mπx

l
)

(2.29)

où

ε0 = − Nx

Extf
(2.30)

Supposons un déplacement v :

v =

∞∑
m=1

A sin(
mπx

l
) (2.31)

En substituant les équations 2.31 et 2.30 dans l'équation 2.29, l'énergie de déformation ∂U est
exprimée :

∂U = −πtf (Eyυx + Exυy)ε0

∫ l

0

∞∑
m=1

A sin(
mπx

l
)dy +

∞∑
m=1

Am
πltfEy

2R
+

∞∑
m=1

A2
m

m4π4

2l4
πRlDxx

(2.32)
De l'autre côté, le travail fait par la force compressive Nz est :

∂T = 2πNxυy

∫ l

0

∞∑
m=1

A sin(
mπx

l
)dx+

∞∑
m=1

A2
m

m2π2

2l2
NxπRl (2.33)

∂T étant égale à ∂U (c'est-à-dire en égalant les équations 2.32 et 2.33 , la force compressive
critique Nxcr est obtenue :

Nxcr =
m2π2

2l2
Dxx + tf

Eyl
2

R2m2π2
(2.34)

La contrainte de �ambement critique d'une bande non-uniforme enroulée autour d'un rouleau,
σxcr est donnée par :

σxcr =
Nxcr

tf
=
Dxx

tf

m2π2

l2
+

Eyl
2

R2m2π2
(2.35)

Le minimum de σxcr est donné par :

σxcr = 2

√
DxxEy
tfR2

=
tf
R

√
EyEx

3(1− υyυx
) (2.36)

La contrainte compressive maximum supportée par la force de frottement sur le rouleau est :

σxmax = (σx)z=l/2 = µ
T l

2Rtf
(2.37)

Des équations 2.36 et 2.37, la condition de tension de bande pour faire persister un pli à la surface
d'un rouleau désaligné est donnée par :
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T > Tcr =
2t2f
µl

√
EyEx

3(1− υyυx)
(2.38)

Étude de cas industriel utilisant la théorie de prédiction des plis On vient de décrire la
théorie de prédiction des plis de bande. Elle est appliquée à un cas industriel avec les paramètres
du tableau 2.2. Le but est de trouver lorsqu'un pli peut potentiellement se former. Nous allons,
pour chaque jeu de paramètres, obtenir deux courbes : une droite verticale qui est la tension de
bande critique à partir de laquelle un pli peut se former. La deuxième courbe est l'angle critique
de formation d'un pli (dépendant de la tension de bande). Dès lors qu'on se situe à droite de la
courbe verticale, la tension de bande critique, et au-dessus de la courbe de l'angle critique, on se
situe dans la zone ou un pli peut potentiellement se former.

Épaisseur de bande 1.7 mm
Longueur de brin de bande 2 m

Largeur de bande 4 m
Module d'élasticité 150 MPa

Coe�cient de Poisson 0.35
Vitesse de la bande 500 mm/s
Angle d'embarrage 90 degrés

Coe�cient de frottement 0.3

Tableau 2.2 � Table des paramètres pour l'étude de cas utilisant la théorie de prédiction des plis

Le produit étudié est une bande de 1.7 mm d'épaisseur et avec un module d'élasticité de 150 MPa
. Les �gures 2.44, 2.45 et 2.46 montrent, respectivement, les courbes de la théorie de prédiction
des plis de bande pour les valeurs nominales (tableau 2.2), des variations de l'épaisseur de bande,
du coe�cient de frottement et du module d'élasticité. Les observations peuvent se résumer dans
le tableau 2.3.

Paramètres Variation Risque de plis In�uence

Longueur ↘ *****
***** sur l'angle critique ↘

Épaisseur ↘ ****
* sur l'angle critique ↗

***** sur la tension critique ↘

Frottement ↗ ***
*** sur la tension critique ↘

Coe�cient de Poisson ↘ *
* sur la tension critique ↘

Module de Young ↘ ****
** sur l'angle critique ↘

**** sur la tension critique ↘

Tableau 2.3 � Prédiction des plis de bande, tableau récapitulatif de la variation des
paramètres(↗ : croissance, ↘ : décroissance, ***** : très important, * : faible)
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Figure 2.44 � Modèle de prédiction des plis de bande, coe�cient de frottement nominal de 0.3 :
variations de l'épaisseur de bande
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Figure 2.45 � Modèle de prédiction des plis de bande, coe�cient de frottement nominal de 0.3 :
variations du coe�cient de frottement
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Figure 2.46 � Prédiction des plis, coe�cient de frottement nominal de 0.3 : Variations du Module
de Young
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Les partenaires industriels ont des problèmes de plis sur le produit �ni (1.7 mm). Mais à la vue
des courbes, par rapport aux tensions utilisées (entre 150 et 500 N/m) il n'y a aucune chance
qu'un pli apparaisse sur le produit �ni. Pourquoi alors, les industriels ont-ils des problèmes de
plis ?

Pour répondre à cette question, le tableau récapitulatif est très utile (tableau 2.3). Un des para-
mètres donné par les industriels est probablement erroné et il ne peut s'agir ni de la longueur de
bande, ni de l'épaisseur de bande puisqu'ils sont simples à déterminer. En revanche il est possible
que l'erreur se trouve sur le coe�cient de frottement. En e�et, il faut pouvoir le mesurer et nous
l'avons fait à l'aide d'une banc de mesure de frottement bande/rouleau spéci�quement développé
au sein de la Faculté de Physique et Ingénierie/CITT (par Knittel et al.). Nous avons constaté
que celui-ci n'était pas de 0.3 mais proche de 1.

Avec cette nouvelle information, nous obtenons de nouveaux résultats (voir �gure 2.47). On re-
marque que pour les tensions utilisées (entre 150 et 500 N/m), il n'y a pas de chance qu'un pli
apparaisse.

Mais si on s'intéresse à la �gure 2.48, pour un module de Young divisé par 5 (la bande chau�ée
dans une partie du système industriel), on constate qu'il est possible de former un pli dans la
gamme de tensions de bande utilisées. Une autre explication pourrait également être la présence
d'une forte tension de bande non désirée.

On vient donc de voir que la théorie de prédiction des plis de bandes, déjà très utilisée dans le
domaine des systèmes d'entraînement de bandes �exibles, permet de répondre à des questions
posées dans l'industrie. Elle a en revanche quelques défauts : par exemple une diminution de la
longueur de brin de bande amène plus de plis d'après cette théorie (voir �gure 2.49). En réalité,
la tendance observée dans l'industrie c'est qu'il y a un plus grand risque de plis lorsque l'on
augmente la longueur des brins de bande. La solution industrielle souvent employée pour limiter
les plis est de rajouter des rouleaux intermédiaires, donc de réduire la longueur des brins de
bande. On parle de "casser le brin de bande".

Pourquoi dans certains cas, une telle di�érence entre la théorie de prédiction des plis et la réalité
existe-t-elle ?

A priori, la gestion du contact est trop simpli�ée dans la théorie classique des plis. En e�et, dans
un système réel, la bande "enveloppe" une partie du rouleau en contact. Ceci a comme e�et de
limiter les mouvements latéraux de la bande et plus il y a de rouleaux, plus les mouvements
latéraux de la bande sont limités et moins il devrait y avoir de plis.
Une autre erreur commise par la théorie de prédiction des plis est qu'il n'y a pas de limites aux
valeurs des paramètres clés. Par exemple, si on augmente trop le coe�cient de frottement entre
la bande et le rouleau, il est également très di�cile de créer un pli contrairement à ce qu'indique
la théorie de prédiction des plis : la bande sera trop contrainte latéralement pour former un pli.
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Figure 2.47 � Prédiction des plis, Epaisseur 1.7 mm, après augmentation du coe�cient de
frottement bande/rouleau : Variations de l'épaisseur de bande
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Module de Young de la bande : 152 MPa
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Module de Young divisé par 5 : 30 MPa

Figure 2.48 � Prédiction des plis, Epaisseur 1.7 mm, Coe�cient de frottement de 1, division du
module de Young par 5 : Variations du module d'élasticité de la bande

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

Tension de bande (N/m)

an
g

le
 d

e 
d

és
al

ig
n

em
en

t 
d

u
 r

o
u

le
au

(d
eg

)

Relation entre tension et angle de désalignement (variation de la longueur de bande)

 

 

L=0.5 m

L=1 m

L=1.5 m

L=2 m

L=2.5 m

L=3 m

L=3.5 m

L=4 m

L=4.5 m

L=5 m

Lnominal=2 m

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

22

24

26

28

30

32

34

d
is

ta
n

c
e

 d
e

 d
é

s
a

lig
n

e
m

e
n

t 
a

u
 b

o
u

t 
d

’u
n

 r
o

u
le

a
u

 d
e

 4
m

(e
n

 m
m

)

Figure 2.49 � Prédiction des plis, coe�cient de frottement de 0.3 : Variations de la longueur de
brin de bande
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2.3.4.4 Génération des plis : analyses à partir des éléments �nis par les modèles
génériques

Dans cette partie, nous allons comparer la théorie de prédiction des plis de bande avec un mo-
dèle éléments �nis. Nous utilisons la théorie de prédiction des plis comme référence pour valider
notre modèle éléments �nis. Cette théorie de prédiction des plis a été validée expérimentalement
[Has07].
Nous changeons la tension de bande et l'angle d'alignement d'un des rouleaux. Dans cette étude,
le 3e rouleau sera désaligné de 0.5 degrés. Des éléments quad-4 coque à 6 degrés de liberté sont
utilisés pour modéliser la bande. Les rouleaux sont considérés comme rigides.

Tableau 2.4 � Table des paramètres du système pour la comparaison de la théorie de prédiction
des plis avec le modèle 3D générique EF

Épaisseur de bande 0.58 mm
Longueur de brin de bande 0.8 m

Largeur de bande 4 m
Module d'élasticité 150 MPa

Coe�cient de Poisson 0.35
Vitesse de la bande 500 mm/s
Angle d'embarrage 90 degree

Coe�cient de frottement 0.5 et 0.8
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Figure 2.50 � Résultats de la théorie de prédiction des plis et liens avec les simulations éléments
�nis

Sur la �gure 2.50, nous pouvons voir les résultats de la théorie de prédiction des plis.
Les réglages des simulations choisis A-F sont donnés sur la �gure 2.50 et dans le tableau 2.4. Les
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simulations E et F ont des réglages similaires aux précédentes simulations mais le coe�cient de
frottement est augmenté (il passe de 0.5 à 0.8). La théorie de prédiction des plis nous indique que
des plis devraient être observés uniquement sur les simulations D et F car leurs con�gurations
(choix des paramètres) apparaissent dans la zone de plis.

Dans l'approche par éléments �nis, nous analysons les contraintes équivalentes de Von Mises a�n
d'avoir une idée de zones potentielles de la bande subissant des contraintes latérales maximales
pouvant dépasser la limite élastique. Une contrainte compressive latérale forte est le signe d'un
pli de bande.

Sur la simulation A (voir �gure 2.51), la contrainte maximale équivalente est de 13.24 MPa et
la contrainte latérale maximale (non présentée par une �gure) est de 1 MPa < σf=10.5 MPa.
σf représente la contrainte latérale compressive nécessaire à créer un pli. Elle est obtenue par
la théorie de déformation des plaques minces (voir équation 2.35). Nous pouvons constater éga-
lement que les contraintes sont distribuées uniformément par rapport à la largueur et avec une
valeur moyenne faible de 5 MPa.

Sur la simulation B (�gure 2.51), la contrainte équivalente maximale est de 16.3 MPa et la
contrainte latérale maximale est de 6 MPa < σf . La �gure 2.51 montre une distribution non
uniforme des contraintes par rapport à la largeur et une valeur moyenne faible des contraintes de
7 MPa. L'e�et d'un rouleau désaligné est une perte d'uniformité de la distribution des contraintes
par rapport à la largeur de bande.

Sur la simulation C, la contrainte équivalente maximale est de 22 MPa et la contrainte latérale
maximale est de 9 Mpa< σf . Ici aussi, comme nous n'avons pas de désalignement de rouleau,
les contraintes sont uniformément réparties selon la largeur de bande. En revanche, on constate
avec l'augmentation de la tension, une valeur moyenne des contraintes plus haute (11 MPa) que
pour les précédentes simulations A et B.

Sur la simulation D, la contrainte maximale équivalente est de 34.5 MPa et la contrainte latérale
maximale est de 18 Mpa> σf . Les contraintes sont réparties non-uniformément selon la largeur
de la bande et avec une valeur moyenne plus haute (14 MPa) que pour les simulations A,B et C.
Nous pouvons également voir quelques contraintes localisées très fortes : c'est le signe d'un pli
de bande.

Sur la simulation E (voir �gure 2.52), la contrainte maximale équivalente est de 7.35 MPa et la
contrainte latérale maximale est de 5 Mpa< σf . Les contraintes sont réparties non-uniformément
selon la largueur de la bande et avec une valeur moyenne de 5 MPa.

Sur la simulation F (voir �gure 2.52), la contrainte maximale équivalente est de 29.7 MPa et la
contrainte latérale maximale est de 14 Mpa> σf . Les contraintes sont réparties non-uniformément
selon la largueur de la bande et avec une valeur moyenne de 10 MPa . On voit, là aussi, apparaître
des contraintes équivalentes localisées fortes : c'est le signe d'un pli de bande.

On peut voir sur la �gure 2.53 les contraintes latérales de la simulation D. Les contraintes laté-
rales compressives sont maximales autour du pli.
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Simulation A Simulation B

Simulation C Simulation D

Figure 2.51 � Contraintes équivalentes de la bande pour les simulations A, B, C et D
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Simulation E Simulation F

Figure 2.52 � Contraintes équivalentes de la bande pour les simulations E et F

Figure 2.53 � Contraintes latérales de la bande pour la simulation D

Le modèle par éléments �nis nous donne les résultats escomptés si on la compare à la théorie clas-
sique de prédiction des plis de bande. En plus de cela, nous avons beaucoup plus d'informations
sur la comportement de la bande : l'état des contraintes (notamment les contraintes latérales), la
vitesse aux noeuds, etc. De plus, il est désormais possible de quanti�er l'in�uence des paramètres
sur le comportement du système. Par exemple, on peut constater avec la simulation F, qu'une
tension de bande faible avec un coe�cient de frottement élevé est critique pour la formation des
plis. Celui-ci se forme très localement et les contraintes équivalentes, un peu plus autour du pli,
étant très faibles par rapport à la contrainte localisée sur le pli, la criticité est augmentée.
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2.4 Discussions et conclusion

Les éléments �nis, comme nous venons de le voir, possèdent une certaine e�cacité de mise en
oeuvre puisqu'il s'agit d'appliquer des lois classiques de la mécanique à des sous-ensembles d'un
système. On peut, à l'aide de modèles Roll-to-Roll "didactiques", identi�er les grandes tendances
du comportement d'un système et trouver la correspondance avec certains phénomènes apparais-
sant sur une ligne industrielle d'entraînement de bandes. La construction d'un modèle se fait de
façon évolutive et chaque étape amène son lot de solutions/observations mais aussi son lot de
questions et de problèmes. On peut partir d'un problème non-résolu, par test, itérations, chan-
gement du modèle et de ses propriétés nous rapprocher de la solution.

Lorsqu'on cherche à étudier un phénomène précis, à condition de passer du temps sur le réglage,
les modèles éléments �nis donnent les résultats escomptés (en comparaison à la théorie classique
de prédiction des plis de bande). En plus de cela, nous avons des informations supplémentaires
sur le comportement de la bande : l'état des contraintes, les contraintes latérales plus spéci�que-
ment, la vitesse aux noeuds, etc.

Il faut aussi constater que les modèles génériques et industriels présentés dans ce chapitre ont un
inconvénient majeur : garantir les conditions de simulation est di�cile (voir �gure 2.54). En e�et,
il faut appliquer les forces aux extrémités, synchroniser parfaitement les moteurs a�n d'obtenir
de bonnes conditions de simulation. À la moindre erreur de vitesse, on peut rapidement passer
de 3000 à 4000 N de tension de bande. Assurer les conditions de simulation prend du temps si
on désire une étude très précise et il faut se tourner vers d'autres solutions comme nous allons
le voir au Chapitre 3. En e�et, il est nécessaire de mettre en place l'asservissement du système.
Non seulement, il est plus facile de garantir les conditions de simulations mais en plus, on peut
mener des études sur un système au comportement plus réel et on peut observer l'in�uence de
l'asservissement sur celui-ci. À cela s'ajoute que les temps de simulation s'allongent considéra-
blement lorsque le système contient beaucoup de rouleaux, que sa con�guration géométrique est
complexe, qu'il fait apparaître des dynamiques di�ciles à gérer, qu'il demande des astuces de
programmation fonctionnelles.
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Tensions aux brins de bande 1, 2 et 3: modèle 3D sans asservissement

Tension brin de bande 1
Tension brin de bande 2
Tension brin de bande 3

Figure 2.54 � Tension de bande pour un système similaire sans asservissement de tension mais
une synchronisation manuelle de la vitesse des rouleaux
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3.1. INTRODUCTION ET PROBLÉMATIQUE

3.1 Introduction et Problématique

Les systèmes modernes sont de plus en plus sophistiqués et peuvent être considérés comme
un assemblage de sous-systèmes. À cause de cette complexité grandissante, les concepteurs et
chercheurs doivent inclure dans leurs modèles de plus en plus de domaines de la Physique. Par
conséquent, les simulations multidisciplinaires utilisant une approche par co-simulation ont un
avantage intrinsèque qui permettent à des outils de simulations bien "établis" et spécialisés d'être
combinés et réutilisés avec seulement des adaptations mineures.

La co-simulation a, bien entendu, ses défauts. Elle est connue pour ses problèmes de stabilité et
de précision venant simplement des opérations numériques à e�ectuer dans une approche seg-
mentée. Si les sous-systèmes sont très di�érents, ces problèmes sont importants.

L'approche par co-simulation utilise di�érents algorithmes de la littérature scienti�que pour cou-
pler des simulateurs. Mais la �exibilité du concept nécessite des méthodes robustes et e�caces
lorsque la co-simulation utilise des codes di�érents dans une interface avec des conditions de
couplage diverses.

Dans une co-simulation, les di�érents sous-systèmes, qui forment un problème couplé, sont mo-
délisés et simulés de façon distribuée. Par conséquent la modélisation est faite à l'échelle des
sous-systèmes sans avoir à penser au couplage. Pendant la simulation, les sous-systèmes vont
simplement s'échanger des informations. Il y a bien entendu plusieurs manières de communiquer
pour les sous-systèmes. La première façon est d'utiliser une communication en série, par exemple
une séquence de Gauss-seidel, et la deuxième façon est de procéder à une communication en
parallèle, par exemple une séquence de Jacobi.

Nous présentons ici un travail inédit dans les systèmes d'entraînement de bande qui consiste à
considérer le système comme un tout indivisible. La partie mécanique et la partie asservissement
sont modélisées et reliées par la co-simulation utilisant des outils issus des élément �nis et de la
représentation par fonction de transfert (pour la partie commande).

3.2 Construction de la co-simulation : modélisation de la bande
par éléments �nis et mise en place de la commande

Nous allons dans cette partie, expliquer la mise en place la co-simulation permettant de modéliser
le comportement d'une bande élastique entraînée par éléments �nis avec prise en compte de
l'asservissement de vitesse de la bande et de la tension de bande. Les systèmes d'entraînement
de bandes choisis sont essentiellement génériques dans ce mémoire. Ils se distinguent en deux
catégories : les modèles 2.5D et les modèles 3D. Ils ont chacun leurs spéci�cités et utilités. Nous
veillerons plus tard (partie 3.4) à les comparer avec le modèle 1D.
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3.2.1 Mise en place de la partie commande - Matlab/Simulink et co-simulation

3.2.1.1 Choix de la structure de commande, réglage des correcteurs par synthèse
H∞

La commande choisie est issue des stratégies de commande que nous avons l'habitude d'utili-
ser sur les modèles 1D. Le principe est d'avoir un modèle 1D équivalent au modèle 3D (mêmes
paramètres) et de calculer la commande grâce au modèle 1D. Nous choisissons donc la même
structure, le même réglage des correcteurs calculés par synthèse H∞. La question que l'on se
pose est : peut-on transférer nos connaissances du réglage des correcteurs du modèle 1D vers
le modèle 3D ? Faut-il faire des ajustements ? Que peuvent nous apporter les modèles 3D ? Que
peut nous apporter l'asservissement sur les modèles 3D ?

Brièvement, présentons les modèles génériques que nous allons utiliser et leur structure de com-
mande. Nous utilisons le banc à quatre moteurs et trois rouleaux libres (servant également pour
mesurer les tensions). Le rouleau tracteur maître est le dernier rouleau motorisé (voir �gure 3.1).
Rappelons que ceci est un choix arbitraire qui permet d'étudier la dégradation naturelle du com-
portement de l'asservissement lorsque l'on s'éloigne du rouleau maître.

La structure de l'asservissement est une structure similaire à ce que nous avons vu pour les
modèles 1D dans le Chapitre 1 : en cascade et à structure décentralisée. De la boucle externe à
la boucle interne, on a l'asservissement de tension de bande puis l'asservissement de vitesse de
bande et en�n l'asservissement de couple (supposé parfait sur le modèle 3D pour des raisons de
simplicité). Le schéma de la structure de commande est donné à la �gure 3.2.

Tension de bande en aval:
force appliquée à l’extrémitée

Tension de bande en amont:
force appliquée à l’extrémitée

Rouleaux motorisés

Rouleaux libres équipés de capteurs de tension de bande

Figure 3.1 � Schéma du banc générique à 7 rouleaux (4 rouleaux motorisés)
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MISE EN PLACE DE LA COMMANDE
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Figure 3.2 � Structure et sous-systèmes (2 actionneurs) considérés pour la synthèse H∞
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De plus, la synthèse peut être globale comme cela est décrit sur la �gure 3.3 ou individuelle
(�gure 3.4).

Pour la co-simulation, nous devons faire un lien entre la partie mécanique du système constituée
par les éléments �nis et la partie commande constituée de correcteurs mis sous forme de fonctions
de transfert.

3.2.1.2 Co-simulation : Liens entre la partie commande et la partie mécanique

La co-simulation peut être une chose ardue lorsqu'elle doit être réalisée "à la main". C'est-à-dire
lorsqu'il faut établir soi-même la connexion entre les 2 parties : la partie mécanique (ici la partie
modèle éléments �nis) et la partie commande (fonctions de transferts, consignes, correcteurs). Il
faut créer un programme qui gère en temps réel les entrées/sorties des deux parties et qui les
connecte ensemble.

Mais, dans le cadre de cette thèse, nous avons choisi d'utiliser 2 logiciels commerciaux perfor-
mants qui communiquent facilement entre eux pour la co-simulation. La première raison à ce
choix est la simplicité de mise en oeuvre et cela est nécessaire pour une thèse qui se veut ex-
ploratoire. La deuxième raison de ce choix est que l'utilisation de logiciels commerciaux est la
manière de travailler de l'industrie. Elle souhaite des logiciels "clés en main".

Notre modèle 3D est construit dans l'environnement Recurdyn. Nous mettons en place les rou-
leaux animés uniquement d'une rotation. Puis nous construisons la bande qu'il faut ensuite
mailler et en�n il est nécessaire d'établir le contact entre la bande et les rouleaux. Lorsque cela
est requis nous devons ajouter les conditions aux limites aux extrémités de la bande si c'est un
modèle en circuit ouvert.

Il ne reste plus qu'à dé�nir les entrées/sorties de ce système dans le logiciel Recurdyn. Nous
créons ensuite un �chier qui dé�nit comment communiquer avec notre modèle Recurdyn.

Dans l'environnement Matlab, nous calculons les paramètres des correcteurs grâce à une synthèse
H∞ (d'ordre et de structure �xes) réalisée sur le modèle 1D équivalent.

Dans le modèle Simulink de notre modèle 1D : Il faut remplacer le bloc contenant l'espace d'état
du système en 1D par un bloc "Recurdyn" qui fera appel à notre modèle 2.5D ou 3D pour réaliser
une simulation éléments �nis (voir �gure 3.5).
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Figure 3.5 � Co-simulation d'un système d'entraînement de bande dans l'environnement Mat-
lab/Simulink

3.3 Comportement dynamique d'une bande �exible entraînée :
modèles génériques

Un système d'entrainement de bande avec prise en compte de son asservissement peut ainsi être
étudié en 3D.
Dans un premier temps, on va présenter le modèle 2.5D qui est un modèle de substitution mais
également un modèle préliminaire qui permet de régler le modèle éléments �nis. C'est en e�et
ici que surviennent un grand nombre de problèmes. En e�et, il faut adapter nos modèles 3D à
la partie commande : problèmes de contact, de comportement élastique, de déport latéral, de
conditions aux limites, etc.
Nous utilisons le modèle 2.5D car c'est lui qui demande le plus de réglages (moins robuste au
niveau de la mécanique, notamment du contact : la bande peut traverser un rouleau) mais il est
rapide à simuler. À partir du moment où on arrive à trouver les bons réglages pour le modèle 2.5D,
cela s'applique sans problème au modèle 3D. Nous avons également pour objectif ou perspective
d'utiliser le modèle 2.5D pour faire de l'optimisation (le modèle 3D requiert trop de temps de
simulation).
Dans un second temps on présentera le comportement du modèle 3D, nous étudierons l'in�uence
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de certains paramètres et nous ferons une comparaison des di�érents modèles (1D, 2.5D et 3D).

3.3.1 Modèles 2.5D génériques

Dans cette partie sont présentés les modèles 2.5D ainsi que les résultats obtenus par ces modèles.
On utilise le modèle décrit par les schémas des �gures 3.1,3.5 et 3.6.

1

2

3

4

5

6

7

Figure 3.6 � Modèle 2.5D étudié dans l'environnement Recurdyn

Le schéma de la �gure 3.6 montre la construction du modèle dans le logiciel Recurdyn. On peut
voir en vert les trois rouleaux libres équipés de capteurs de tensions et en gris les rouleaux mo-
torisés.
On voit également en rouge les forces appliquées aux extrémités de la bande, permettant de
garantir les conditions aux limites. En�n la bande est ici représentée par un �l. En e�et, nous
utilisons les éléments "poutres" qui sont caractérisés par une section virtuelle dont le �l passe au
centre d'inertie de ladite section.

Le maillage utilisé sur ce type de modèle est un maillage �n (0.015m par 0.015m) et le contact
utilisé est également un contact précis (34 éléments constituant le diamètre des rouleaux). Malgré
ces �nesses de réglage, ce modèle a des temps de simulations relativement courts : entre 15 minutes
et 1 heure. Cela s'explique en raison de la faible quantité de rouleaux et du contact précis entre
les éléments poutres de la bande et les rouleaux rigides. En e�et, les éléments poutres ont une
largeur virtuelle et cela signi�e que nous avons un seul élément dans la largeur. Il y a donc peu
d'interactions noeuds-facettes à gérer.
De plus, comme le maillage et le contact ont des réglages �ns, il n'y a pas de problèmes de chocs
dus à une indentation excessive des noeuds de la bande dans le corps rigide du rouleau. Cela
réduit encore le nombre de calculs à e�ectuer par le logiciel.
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3.3.1.1 Courbes temporelles en fonction du coe�cient de frottements

Nous allons présenter ici le comportement dynamique du modèle 2.5D à l'aide des courbes tem-
porelles issues de la co-simulation. Le paramètre auquel nous allons attacher de l'importance est
le coe�cient de frottement bande/rouleau.

Simulations des vitesses des rouleaux et des tensions de bande pour une tension
initiale de 1000 N :

La �gure 3.7 montre les tensions de bande s'exerçant sur les rouleaux 2, 4 et 6 pour di�é-
rents coe�cients de frottements, une tension de référence de 1000 N et un saut de tension de
bande de 1000 N.
On observe très peu de di�érences, à première vue, entre les courbes de tension pour des co-
e�cients de frottement allant de 0.3 à 1. Seul le pro�l de démarrage est légèrement di�érent :
lorsque le coe�cient de frottement est fort, celui-ci réduit la liberté de la bande à se mouvoir au
démarrage. Le temps de montée pour arriver à la tension de bande de consigne est de 1 seconde.
La �gure 3.8 montre les vitesses des quatre rouleaux motorisés 1, 3, 5 et 7 pour les mêmes
consignes que celles de la �gure précédente. Là encore, les courbes sont similaires, peu importe
le coe�cient de frottement.
On remarque également que, comme sur le modèle 1D, plus on s'éloigne du rouleau maître, plus
les sauts de vitesses et de tensions ont une in�uence, c'est-à-dire moins le comportement de l'as-
servissement est performant (précision, rapidité) .
Les �gures 3.9 et 3.10 montrent, respectivement, les tensions de bande s'exerçant sur les rouleaux
2, 4 et 6 et les vitesses des rouleaux 1, 3, 5 et 7 pour di�érents coe�cients de frottements, une
tension de référence de 1000 N et cette fois-ci un saut de vitesse. On constate ici qu'un saut de
vitesse n'a pas d'e�et aussi important sur les tensions de bande qu'un saut de tension de bande
sur les vitesses.

Simulations des vitesses des rouleaux et des tensions de bande pour tension initiale
de 3000 N :

Les �gures 3.11 et 3.12 montrent, respectivement, les tensions de bande s'exerçant sur les
rouleaux 2, 4 et 6 et les vitesses des rouleaux 1, 3, 5 et 7 pour di�érents coe�cients de frotte-
ments, une tension de bande de référence de 3000 N et un saut de tension de 3000 N.
Ce que l'on constate ici est que la valeur des consignes de tension a une importance. En e�et, en
appliquant une plus grande consigne de tension suivi d'un grand saut, ceci a une grande in�uence
sur le comportement des vitesses des rouleaux. On assiste à une chute transitoire importante des
vitesses lors du saut de tension.
Les �gures 3.13 et 3.14 montrent, respectivement, les tensions de bande s'exerçant sur les rou-
leaux 2, 4 et 6 et les vitesses des rouleaux 1, 3, 5 et 7 pour di�érents coe�cients de frottements,
une tension de bande de référence de 3000 N et un saut de vitesse. On constate, sur la �gure
3.14, un dépassement de la vitesse lors du saut de vitesse. Cela ne se produisait pas avec une
tension de bande plus faible (1000 N). Cela est-il dû au rouleau maître qui impose, lorsque la
traction est su�sante, sa vitesse à la bande et par conséquent aux autres rouleaux ?
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Figure 3.7 � Modèles 2.5D : Tensions de bande appliquées sur les rouleaux 2, 4 et 6 pour une
référence de tension de 1000 N et un saut de tension de 1000 N : pour di�érentes valeurs du
coe�cient de frottement
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Figure 3.8 � Modèles 2.5D : Vitesses des rouleaux 1, 3, 5 et 7 pour une référence de tension
de 1000 N et un saut de tension de 1000 N : pour di�érentes valeurs du coe�cient de
frottement
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Figure 3.9 � Modèles 2.5D : Tensions de bande appliquées sur les rouleaux 2, 4 et 6 pour une
référence de tension de 1000 N et un saut de vitesse : pour di�érentes valeurs du coe�cient
de frottement
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Figure 3.10 � Modèles 2.5D : Vitesses des rouleaux 1, 3, 5 et 7 pour une référence de tension
de 1000 N et un saut de vitesse : pour di�érentes valeurs du coe�cient de frottement
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Figure 3.11 � Modèles 2.5D : Tensions de bande appliquées sur les rouleaux 2, 4 et 6 pour une
référence de tension de 3000 N et un saut de tension de 3000 N : pour di�érentes valeurs du
coe�cient de frottement
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Figure 3.12 � Modèles 2.5D : Vitesses des rouleaux 1, 3, 5 et 7 pour une référence de tension
de 3000 N et un saut de tension de 3000 N : pour di�érentes valeurs du coe�cient de
frottement

110



3.3. COMPORTEMENT DYNAMIQUE D'UNE BANDE FLEXIBLE ENTRAÎNÉE : MODÈLES GÉNÉRIQUES

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
0

1000

2000

3000

4000
Tension 1

Time (second)

Te
ns

io
n 

(N
)

 

 

T ref
T out f=0.3
V out f=0.5
V out f=1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
0

1000

2000

3000

4000
Tension 2

Time (second)

Te
ns

io
n 

(N
)

 

 

T ref
T out f=0.3
V out f=0.5
V out f=1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
0

1000

2000

3000

4000
Tension 3

Time (second)

Te
ns

io
n 

(N
)

 

 

T ref
T out f=0.3
V out f=0.5
V out f=1

Figure 3.13 � Modèles 2.5D : Tensions de bande appliquées sur les rouleaux 2, 4 et 6 pour une
référence de tension de 3000 N et un saut de vitesse : pour di�érentes valeurs du coe�cient
de frottement
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Figure 3.14 � Modèles 2.5D : Vitesses des rouleaux 1, 3, 5 et 7 pour une référence de tension
de 3000 N et un saut de vitesse : pour di�érents valeurs du coe�cient de frottement
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Comparaison entre vitesses des rouleaux et vitesse de la bande - glissement :

Si l'on compare la vitesse instantanée à la surface des rouleaux avec la vitesse instantanée
de la bande (voir �gures 3.15, 3.17 et 3.18), on remarque qu'au démarrage la bande est fortement
entraînée par le rouleau maître (Roller 5 ici) qui démarre rapidement et cela a pour résultat de
faire glisser la bande sur la surface des autres rouleaux motorisés (appelés rouleaux esclaves).
À régime constant, la bande glisse (de l'ordre de quelques pour cents) sur la surface des rou-
leaux motorisés. Sa vitesse instantanée est plus faible que la vitesse instantanée des rouleaux
motorisés. De plus, même si cela n'apparaît pas sur les �gures, la bande glisse faiblement sur les
rouleaux libres. La vitesse instantanée de la bande est légèrement plus importante que la vitesse
des rouleaux libres.

Points sur la bande permettant la mesure de la vitesse

Figure 3.15 � Points sur la bande pour la mesure de vitesse de celle-ci : Modèle 2.5D

Les �gures 3.19 et 3.20 présentent les vitesses de glissement de la bande par rapport au rouleau
3 pour une valeur de consigne de tension de bande de 1000 N pour, respectivement, un saut de
tension (à t=2.5s) et un saut de vitesse (à t=2.5s).

Alors que les �gures 3.21 et 3.22 présentent les vitesses de glissement (en %) pour une valeur de
consigne de tension de bande de 3000 N pour, respectivement, un saut de tension et un saut de
vitesse.

On peut remarquer que, dans notre cas, lors d'un saut de vitesse (voir �gures 3.18, 3.20 et 3.22),
la vitesse de glissement de la bande par rapport au rouleau 3 diminue. Cela est intéressant car
on cherche, en général, dans la conception mécanique des systèmes, à justement avoir la vitesse
de glissement qui diminue (coe�cient de frottement qui augmente) si la vitesse augmente en
choisissant correctement des couples de matériaux. Mais c'est l'inverse sur le rouleau 4 situé au
centre du système. Sur notre système, ce phénomène s'explique par le couplage des éléments du
système, le réglage du contact (coe�cient de frottement statique et dynamique) et les conditions
aux limites imposées aux extrémités (forces opposées aux extrémités de la bande). En e�et, la
traction de la bande par des rouleaux est plus forte aux extrémités du système car des forces

112



3.3. COMPORTEMENT DYNAMIQUE D'UNE BANDE FLEXIBLE ENTRAÎNÉE : MODÈLES GÉNÉRIQUES

directes sont appliquées : la vitesse de la bande est très dictée par la rouleau maître car celui-ci
est placé à une extrémité. De plus, le rouleau esclave le plus éloigné (le rouleau 3) est lui-même
situé à l'autre extrémité de la bande et, avec une forte traction avec la bande, subit la vitesse
imposée par la bande, elle-même imposée par le rouleau maître. Lorsque la vitesse augmente et
considérant notre modèle de frottement choisi (voir �gure 3.16), le coe�cient de frottement aug-
mente jusqu'à atteindre le coe�cient de frottement statique puis il diminue avant de se stabiliser
à la valeur du coe�cient de frottement dynamique. Ceci se traduit par une diminution puis une
augmentation et en�n une stabilisation de la vitesse de glissement. Nous nous situons dans la
phase de diminution du glissement dans les simulations présentées. Le rouleau 4, quant à lui,
subit une traction inférieure et patine lors du saut de vitesse.

Bien entendu, la vitesse de glissement est inversement proportionnelle au coe�cient de frottement
(voir �gures 3.20 et 3.22). Mais comme nous l'avons déjà vu dans le Chapitre 2, un coe�cient
de frottement plus élevé peut poser d'autres problèmes (plis de bandes, vibrations, etc.) et il est
important de trouver un compromis.
On a souvent tendance à raisonner en terme d'extrême : valeur de tension élevée ou faible, vitesse
élevée ou faible, etc. Il faut plutôt raisonner en terme de fenêtres de réglage. Pour s'assurer qu'un
système fonctionne correctement, il faut être dans la fenêtre de réglage adéquate. Si l'on sort de
celle-ci di�érents problèmes peuvent survenir. Autrement dit, quand un problème survient il ne
su�t pas de simplement augmenter ou réduire tel ou tel paramètre, il faut trouver une fenêtre
de réglage plus adaptée.

Une autre remarque : on sait par expérience, dans les systèmes d'entraînement de bandes,que
le patinage est grand lorsque la vitesse de dé�lement est grande. Mais cela est dû, en réalité,
principalement au coin d'air et à l'aéroplaning. L'e�et n'est pas pris en compte dans nos travaux
car nous travaillons essentiellement, dans le cadre de cette thèse, sur des bandes polymères
convoyées à des vitesses faibles.

d
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Figure 3.16 � Modèle de frottement de Recurdyn
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Figure 3.17 � Modèles 2.5D. Vitesses instan-
tanées des rouleaux et de la bande pour une
référence de tension de 1000 N, un coe�cient
de frottement de 1 et un saut de tension
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Figure 3.18 � Modèles 2.5D. Vitesse des rou-
leaux et de la bande pour une référence de
tension de 1000 N, un coe�cient de frotte-
ment de 1 et un saut de vitesse
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Figure 3.19 � Modèles 2.5D. Vitesse de glissement pour une référence de tension de 1000
N et un saut de tension (à t=2.5s) : pour di�érentes valeurs du coe�cient de frottement
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Figure 3.20 � Modèles 2.5D. Vitesse de glissement pour une référence de tension de 1000
N et un saut de vitesse (à t=2.5s) : pour di�érentes valeurs du coe�cient de frottement
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Figure 3.21 � Modèles 2.5D. Vitesse de glissement pour une référence de tension de 3000
N et un saut de tension (à t=2.5s) : pour di�érentes valeurs du coe�cient de frottement
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Figure 3.22 � Modèles 2.5D. Vitesse de glissement pour une référence de tension de 3000
N et un saut de vitesse (à t=2.5s) : pour di�érentes valeurs du coe�cient de frottement

3.3.1.2 Discussion et perspectives

Le modèle 2.5D présente un comportement temporel similaire aux modèles 1D : on arrive à
suivre la consigne, on observe des tendances et comportements similaires aux modèles 1D. On
obtient également des informations supplémentaires. En e�et, on peut étudier le glissement et le
comportement du système face à une perturbation.

On peut également analyser les contraintes de façon peu précise sur le modèle 2.5D mais cela est
toujours su�sant si l'on veut détecter approximativement l'endroit où des problèmes peuvent
survenir sur une ligne industrielle (un problème de tension locale trop élevée par exemple).

Une des perspectives majeure du modèle 2.5D est l'optimisation. En e�et, grâce aux informations
supplémentaires o�erte par ce modèle, on peut élargir le champ des objectifs ou des paramètres
de réglage : glissement, coe�cient de frottement, temps de montée, propagation des perturba-
tions, etc.
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Perspective : simulations pour di�érentes inerties de rouleaux :

En�n on peut s'intéresser à faire varier l'inertie des rouleaux (voir �gures 3.23, 3.24, 3.25
et 3.26 : plus l'inertie d'un rouleau est grande, plus on observe du glissement lors des phases
transitoire. En revanche, on atteint plus rapidement la valeur de la consigne de tension avec une
inertie plus grande. (ceci est curieux et nécessite des investigations plus approfondies).
Lorsque le coe�cient de frottement augmente (voir �gures 3.26), la vitesse instantanée de la
bande est plus proche de la vitesse du rouleau mais l'inertie joue le rôle principal. C'est elle qui
dicte, dans notre cas, la vitesse des rouleaux donc de la bande.
On voit donc, grâce à cette étude préliminaire sur la variation de l'inertie des rouleaux, les pers-
pectives d'études que nous o�rent les modèles 2.5D.
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Figure 3.23 � Modèles 2.5D : Tensions de bandes pour une référence de tension de 3000 N et
un saut de vitesse (à t=2.5s) : pour 2 inerties di�érentes des rouleaux
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Figure 3.24 � Modèles 2.5D : Vitesses des rouleaux pour une référence de tension de 3000 N
et un saut de vitesse (à t=2.5s) : pour 2 inerties di�érentes des rouleaux
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Figure 3.25 � Modèles 2.5D : Vitesses des
rouleaux et de la bande pour 2 inerties
di�érentes des rouleaux, coe�cient de
frottement de 0.3
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Figure 3.26 � Modèles 2.5D : Vitesses des
rouleaux et de la bande pour 2 inerties
di�érentes des rouleaux, coe�cient de
frottement de 1
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3.3.2 Modèles 3D génériques

Nous allons présenter dans cette partie les modèles 3D ainsi que les résultats obtenus par ces
modèles. Nous allons utiliser le modèle décrit par les schémas des �gures 3.1, 3.27 et 3.5.

Figure 3.27 � Modèle 3D étudié dans l'environnement Recurdyn (modèle générique)

Cette partie du manuscrit présente la contribution majeure des travaux de thèse. En e�et, pour la
première fois à notre connaissance, une co-simulation éléments �nis et asservissement est réalisée
pour un système d'entraînement de bandes �exibles. L'idée est ici de proposer plusieurs pistes
scienti�ques et des résolutions de problèmes en mettant en avant une nouvelle approche d'étude
de phénomènes.

Les modèles 3D génériques avec asservissement comportent un réglage presque similaire à celui
décrit dans le Chapitre 2 pour le modèle 3D générique sans asservissement. La seule di�érence
réside ici dans le nombre de rouleaux (quatres rouleaux motorisés et 3 rouleaux libres équipés
de capteurs de tension), dans la longueur de la bande et en�n dans la taille des éléments du
maillage. Le maillage est moins précis que dans le modèle générique utilisée pour la comparaison
avec la théorie de prédiction des plis pour des raisons de temps de simulation : éléments de 0.04m
par 0.04m (pour une bande de 4m de large).

3.3.2.1 Courbes temporelles - comportement du modèle 3D

Comme pour les modèles 1D et 2.5D, la co-simulation avec un modèle 3D éléments �nis permet
d'obtenir les courbes temporelles du système. Les �gures 3.28 et 3.29 présentent, respectivement,
les courbes temporelles des tensions de bandes, des vitesses des rouleaux pour une référence de
tension de 3000 N, un saut de vitesse et un coe�cient de frottement de 1.
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Figure 3.28 � Modèles 3D : Tensions de bandes pour une référence de tension de 3000 N et un
saut de vitesse : coe�cient de frottement de 1
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Figure 3.29 � Modèles 3D : Vitesses des rouleaux pour une référence de tension de 3000 N et
un saut de vitesse : coe�cient de frottement de 1
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On peut constater que le suivi de consigne est bon, que ce soit pour les tensions de bandes, ou les
vitesses des rouleaux. Le temps de réponse à 5% est également bon, considérant le fait que nous
avons des rouleaux de 4m de largeur, ce qui se traduit par une inertie importante à entraîner.
On note également que plus on s'éloigne du rouleau maître, plus le comportement du système
en vitesse et en tension est dégradé.
En�n on peut observer des petites irrégularités de tensions ainsi que des oscillations sur les vi-
tesses. Cela est très important. On constate, par exemple, que la bande patine sur un des rouleaux
puis est ré-entraînée mais celle-ci a une certaine longueur de brin et il y a donc un certain temps
de propagation (temps de propagation à travers les éléments) avant que cela ait un impact sur
le rouleau en amont et en aval. Il en résulte des petits accrochages traduits par des chocs sur les
capteurs de tension et des oscillations apparentes sur les vitesses des rouleaux.

3.3.2.2 Carte des contraintes

Les modèles 3D avec co-simulation, à l'instar des modèles présentés au chapitre précédent ne
comportant pas d'asservissement, permettent d'observer les contraintes agissant au sein de la
bande.

Outre les courbes temporelles du comportement du système, on observe également les contraintes
équivalentes, les contraintes latérales, les élongations relatives et les déplacements aux noeuds,
etc. Nous allons particulièrement nous intéresser à observer les contraintes équivalentes de Von
Mises [Mis13] dont le calcul est montré dans l'équation 2.6 dans le Chapitre 2.

On rappelle que cette contrainte est un critère qui permet d'indiquer, sous une sollicitation mé-
canique donnée, si un matériau reste dans le domaine élastique ou s'il est déformé plastiquement.
Il est aussi appelé critère de plasticité ou critère d'écoulement plastique. Il faut la comparer à la
limite d'élasticité. De façon arbitraire, nous l'avons �xée au chapitre précédent à 30 MPa (pour
l'étude d'un système industriel, il faut choisir la bonne valeur).

Les modèles 3D nous permettent également de nous intéresser à une donnée très importante
dans les systèmes d'entraînement de bande : les contraintes latérales. La �gure 3.31 montre les
contraintes latérales agissant sur la bande pour une tension de référence de tension de 3000 N,
un coe�cient de frottement de 1 et un saut de tension.

3.3.2.3 Discussion

Di�érentes études sont possibles avec ce type de modèle. Nous obtenons des données avec les-
quelles nous avons l'habitude de travailler que sont les courbes temporelles. Mais de nouvelles
informations sont fournies qui permettent d'analyser des phénomènes localisés au sein de la bande
grâce aux contraintes équivalentes et latérales.
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Figure 3.30 � Modèles 3D : Contraintes équivalentes pour une référence de tension de 3000 N,
un coe�cient de frottement de 1 et un saut de vitesse : à t = 2s
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Figure 3.31 � Modèles 3D : Contraintes latérales pour une référence de tension de 3000 N, un
coe�cient de frottement de 1 et un saut de tension : à t = 2s
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On pourrait croire que rajouter la partie asservissement du système va compliquer l'étude mais
c'est le contraire. En e�et, sans asservissement, il est très di�cile d'entraîner la bande de fa-
çon constante. On peut voir sur la �gure 2.54 du Chapitre 2, la tension mesurée au niveau du
deuxième rouleau pour une synchronisation manuelle des rouleaux sur le modèle 3D (le réglage
a pris plusieurs semaines). Mais avec la co-simulation, nous assurons les conditions d'expérience
et moins de temps est nécessaire au réglage du modèle et simulateur. L'inconvénient des modèles
3D est le temps de simulation très important pouvant aller de 2h à 24h pour nos puissances de
calcul (station de calcul). C'est pour cela que, dans une démarche d'optimisation (par exemple
de retouche de correcteurs) par algorithme génétiques, l'idée serait d'utiliser le modèle 2.5D à la
place du modèle 3d.

3.3.3 Comparaison des modèles génériques 1D, 2.5D et 3D

3.3.3.1 Comparaison du comportement temporel des trois modèles

Les quatre �gures 3.32, 3.33, 3.34, 3.35 ci-après représentent le comportement temporel avec des
paramètres identiques pour les modèles 1D, 2.5D et 3D (tous les modèles incluant l'asservisse-
ment). Les �gures 3.32 et 3.34 représentent les 3 tensions de bande alors que les �gures 3.33 et
3.35 représentent les vitesses des rouleaux.

La première chose que l'on constate est que les modèles 1D et 3D ont des comportements assez
proches. Concernant le modèle 2.5D, on voit qu'il a un contact trop approximatif et une tendance
à minimiser une partie des forces de frottements : la bande patine sur les rouleaux, il y a donc des
variations de vitesses moindre et un temps de réponse plus long. Le modèle 2.5D joue néanmoins
son rôle de modèle de substitution en ayant quand même un modèle de contact et en montrant
les grandes tendances comme cela vient d'être dit :

� la dégradation du comportement du système lorsque l'on s'éloigne du rouleau maître

� le glissement

� les temps de propagations des e�orts au sein du matériau

� La chute de vitesse lors d'un saut de tension

Il faudrait veiller à le régler de façon encore plus précise. Une solution pourrait être d'utiliser une
bande constituée d'éléments coques mais ayant seulement un seul élément coque dans la largeur.
Cela permettrait de réduire signi�cativement le nombre d'éléments, d'avoir un contact un peu
plus précis et donc d'avoir un autre modèle de substitution.
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Figure 3.32 � Comparaison des modèles 1D, 2.5D et 3D (avec asservissement). Tensions de
bande pour une référence de tension de 3000 N, un coe�cient de frottement de 1 et un
saut de vitesse (à t=2.5s)

On remarque également, en observant la courbe de vitesse du rouleau maître (�gures 3.33 et
3.35), qu'il y a un problème concernant le modèle 1D (�gure 3.35). La vitesse du rouleau maître
chute brusquement lors du saut de tension. Ceci est une erreur due à son absence de modèle de
contact en 1D : par les hypothèses, la bande est considérée comme "collée" au rouleau et si un
rouleau voisin ralentit fortement, la bande va l'entrainer et le ralentir également fortement. En
réalité, la bande va simplement glisser sur le rouleau. Bien entendu, si on imagine un cas où on
aurait un coe�cient de frottement très élevé, une forte tension, le tout résultant en une forte
traction, ceci va aussi se produire sur les modèles 2.5D et 3D. Néanmoins dans des circonstances
"normales", ou des paramètres nominaux comme nous avons là, cela ne doit pas être le cas. Il
serait donc important de rajouter un modèle de contact approximatif bande/rouleau dans le le
modèle 1D.

Autre remarque, concernant la chute de vitesse du rouleau maître dans le modèle 1D : il faudrait
un couple moteur (Km) plus grand, c'est-à-dire un moteur plus puissant pour réduire l'ampli-
tude de la chute. En e�et, dans la réalité, les rouleaux maîtres possèdent souvent un moteur plus
puissant que les rouleaux suiveurs (ou esclaves).

Les modèles 2.5D et 3D présentent cependant des similitudes. Ils possèdent tous les deux un
modèle de contact même si celui-ci est di�érent pour chaque type de modèle.

On constate des dépassements, des oscillations, des temps de réponses longs et même une er-
reur statique importante. Les raisons principales qui expliquent ce phénomène proviennent de
la modélisation du contact bande/rouleau et de la modélisation par éléments �nis de la bande
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Figure 3.33 � Comparaison des modèles 1D, 2.5D et 3D. Vitesses des rouleaux pour une
référence de tension de 3000 N, un coe�cient de frottement de 1 et un saut de vitesse

À titre d'exemple, pour un coe�cient de frottement bande/rouleau faible, la bande a une cer-
taine liberté : elle peut glisser sur les rouleaux, le couplage entre la tension de bande et la vitesse
est ainsi a�aibli. Les vitesses vont avoir un très bon comportement mais il peut être di�cile de
garantir la tension de bande.
À l'inverse si le coe�cient de frottement bande/rouleau est important, le couplage entre vitesses
et tensions de bande est fort et il est facile de garantir les tensions mais les vitesses peuvent être
perturbées.

Le paramétrage du matériau et des éléments de la bande a une in�uence particulière sur les
couplages vitesse-tension car il conditionne directement la réponse du matériau choisi à une sol-
licitation mécanique. Selon le réglage du matériau, on observe soit des défauts ou phénomènes
localisées ou au contraire, sur l'ensemble du système.

Dès que le contact bande/rouleau est bien con�guré, le modèle 3D permet d'étudier avec une
grande précision di�érents phénomènes grâce aux courbes temporelles. On peut par exemple étu-
dier les e�ets dus à la variation de l'inertie des rouleaux, du coe�cient de frottement bande/rouleau,
des longueurs de brins de bande et de la largeur de la bande.
Il est à noter que le modèle 3D est plus simple à régler que le modèle 2.5D. En e�et, les éléments
coques sont mieux adaptés à notre problème et le contact est performant.
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Figure 3.34 � Comparaison des modèles 1D, 2.5D et 3D. Tensions de bande pour une référence
de tension de 3000 N, un coe�cient de frottement de 1 et un saut de tension
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Figure 3.35 � Comparaison des modèles 1D, 2.5D et 3D. Vitesses des rouleaux pour une
référence de tension de 3000 N, un coe�cient de frottement de 1 et un saut de tension

3.3.4 In�uence des consignes de vitesse et tension

Par expérience, il est di�cile de simuler de façon parfaite et simultanément la vitesse et la tension
de la bande.

Pour les modèles éléments �nis, la valeur de référence des consignes joue un rôle essentiel et cela
se voit déjà sur les courbes temporelles. Si l'on observe les �gures suivantes (�gures 3.36, 3.37,
3.38 et 3.39) faisant apparaître les tensions de bandes (mesurées sur les rouleaux 2, 4 et 6 de la
�gure 3.27) pour un saut de vitesse, un coe�cient de frottement de 1 et des tensions de bandes
respectivement de 1000 N et 3000 N, on voit di�érents phénomènes. Ainsi, pour une tension
faible de 1000 N, nous sommes dans un cas de �gure où avec le fort couplage (tension/vitesse et
vitesse/tension) dû au fort coe�cient de frottement et les perturbations amenées par celui ci, le
système se comporte de façon assez chaotique. On enregistre des oscillations avec des amplitudes
de tension de l'ordre de 2500 N au lieu de 1000 N, signes de chocs sur le rouleau capteur de tension.

En revanche, la phase transitoire pour atteindre une tension de bande de 1000 N suit mieux la
consigne que dans le cas d'une consigne de 3000 N. Cela appelle une remarque : cela devrait être
lié aux conditions aux limites, c'est-à-dire aux tensions appliquées aux extrémités de la bande.
En e�et, même si ces conditions aux limites sont adaptées à la tension désirée, dans les faits, elle
demande un travail plus important a�n de garantir une phase de démarrage plus précise pour
les fortes tensions.
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Figure 3.36 � Modèles 3D : Tensions de bandes pour un saut de vitesse et coe�cient de
frottement de 1 : comparaison entre 1000 N et 3000 N de consigne de tension
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Figure 3.37 � Modèles 3D : Vitesses pour un saut de vitesse et coe�cient de frottement
de 1 : comparaison entre 1000 N et 3000 N de consigne de tension
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Si l'on s'intéresse aux vitesses des rouleaux (rouleaux 1, 3, 5 et 7 de la �gure 3.27) avec un saut de
consigne de vitesse (�gure 3.37), on peut voir que le système a un comportement plus performant
pour une tension de bande plus faible. Il n'y a pas beaucoup d'oscillations même si on observe
un premier dépassement plus important que pour une tension forte.

Si on s'intéresse à un saut de tension (�gures 3.38 et 3.39), les modèles 2.5D nous ont montré
que la valeur de la consigne de tension a une grande in�uence sur le système et c'est encore plus
vrai pour les modèles 3D.

En e�et, on constate de fortes oscillations de tension pour une consigne de tension faible mais
des phases de démarrages plus courtes (dues aux conditions aux limites) alors que pour une forte
tension nous avons des oscillations plus faibles mais des temps de transitions plus longs. Il est
également important de noter que les phases transitoires pour le saut de tension sont de mêmes
durées peu importe la tension. Mais cela est-il valable pour des tensions encore plus fortes ? Cela
est à véri�er ultérieurement.

Concernant les vitesses (�gure 3.39), là aussi, on assiste à de grandes chutes de vitesses lors
du saut de tension. Mais celles-ci sont beaucoup plus importantes pour de fortes tensions (les
moteurs vont même jusqu'à tourner dans le sens inverse). Pour une faible tension, on observe
également un premier dépassement plus important.

Nous pouvons également avoir des informations supplémentaires sur l'in�uence des consignes
avec les cartes des contraintes (voir �gures 3.40, 3.41, 3.42, 3.43, 3.44, 3.45, 3.46 et 3.47).
Un saut de vitesse va avoir peu d'in�uence sur la carte des contraintes et cela est valable pour
des tensions faibles ou fortes (�gures 3.40, 3.41, 3.42, 3.43). Bien entendu, on peut observer des
phénomènes si l'on augmente considérablement la vitesse ou si on la baisse fortement et il serait
intéressant de le véri�er.

En revanche, si l'on s'intéresse à un saut de tension, il parait évident que cela va avoir une forte
in�uence sur la carte des contraintes (�gures 3.44, 3.45, 3.46, 3.47). Pour une tension de bande
initiale de 1000 N et un saut de tension de 1000 N nous observons une hausse généralisée des
contraintes équivalentes (�gures 3.44, 3.45). Mais il y a peu de fortes contraintes localisées.
Mais pour une tension initiale de 3000 N, on observe, d'emblée, une augmentation généralisée
des contraintes mais aussi l'apparition de contraintes équivalentes localisées un peu plus fortes
(�gures 3.46, 3.47). Lors du saut de tension de 3000 N, amenant la tension totale à 6000 N, on
assiste à une forte augmentation généralisée des contraintes mais on voit également apparaître
des contraintes localisées très fortes ne laissant plus aucun doute sur l'apparition de plis (sim-
plement dus à la tension appliquée à la bande).
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Figure 3.38 � Modèles 3D : Tensions de bandes pour un saut de tension et coe�cient de
frottement de 1 : comparaison entre 1000 N et 3000 N de consigne de tension
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Figure 3.39 � Modèles 3D : Vitesses pour un saut de tension et coe�cient de frottement
de 1 : comparaison entre 1000 N et 3000 N de consigne de tension
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Figure 3.40 � Modèles 3D : Contraintes équivalentes pour une référence de tension de 1000 N,
un coe�cient de frottement de 1, un saut de vitesseet à t = 2s
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Figure 3.41 � Modèles 3D : Contraintes équivalentes pour une référence de tension de 1000 N,
un coe�cient de frottement de 1, un saut de vitesse et à t = 3s
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Figure 3.42 � Modèles 3D : Contraintes équivalentes pour une référence de tension de 3000 N,
un coe�cient de frottement de 1, un saut de vitesse et à t = 2s
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Figure 3.43 � Modèles 3D : Contraintes équivalentes pour une référence de tension de 3000 N,
un coe�cient de frottement de 1, un saut de vitesse et à t = 3s
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Figure 3.44 � Modèles 3D : Contraintes équivalentes pour une référence de tension de 1000 N,
un coe�cient de frottement de 1, un saut de tension et à t = 2s
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Figure 3.45 � Modèles 3D : Contraintes équivalentes pour une référence de tension de 1000 N,
un coe�cient de frottement de 1, un saut de tension et à t = 3s
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Figure 3.46 � Modèles 3D : Contraintes équivalentes pour une référence de tension de 3000 N,
un coe�cient de frottement de 1, un saut de tension et à t = 2s
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Figure 3.47 � Modèles 3D : Contraintes équivalentes pour une référence de tension de 3000 N,
un coe�cient de frottement de 1, un saut de tension et à t = 3s
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3.3.5 In�uence du frottement bande/rouleau

La �gure 3.48 montre les trois tensions de bande (au niveau des rouleaux 2, 4 et 6 de la �gure
3.27) pour un saut de vitesse et un coe�cient de frottement, respectivement de 0.3, 0.5 et 1. La
�gure 3.49 montre les quatres vitesses des rouleaux (rouleaux 1, 3, 5 et 7 de la �gure 3.27). On
note que, contrairement au modèle 2.5D, le coe�cient de frottement joue un rôle important sur
l'allure des courbes. En e�et, celles-ci sont d'autant plus perturbées que le coe�cient de frotte-
ment est grand : on observe de fortes oscillations et des dépassements plus importants. Cela est
dû au contact plus performant du modèle 3D. C'est un contact local noeuds à facettes et non
pas un contact global et partiel/virtuel comme pour le modèle 2.5D. De plus, on peut également
noter sa forte in�uence sur l'établissement de la tension au démarrage.

Si on considère un saut de tension, là encore le frottement joue un grand rôle, particulièrement
sur les vitesses des rouleaux (�gures 3.51). Plus le coe�cient de frottement est grand et plus
les vitesses sont perturbées. On a un fort dépassement (de l'ordre de 50%) à la �n de la phase
transitoire du saut de tension. De plus, pour un coe�cient de frottement plus élevé, le système
montre des chutes transitoires de vitesses plus importantes lors du saut de tension. Lorsque l'on
cumule les di�érents problèmes, par exemple sur le rouleau le plus éloigné du rouleau maître, un
coe�cient de frottement élément additionné à un saut de tension fait apparaitre un comporte-
ment dynamique médiocre.
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Figure 3.48 � Modèles 3D : Courbes temporelles des tensions de bande pour une référence de
tension de 3000 N et un saut de vitesse : pour di�érents coe�cients de frottement
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Figure 3.49 � Modèles 3D : Courbes temporelles des vitesses pour une référence de tension de
3000 N et un saut de vitesse : pour di�érents coe�cients de frottement
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Figure 3.50 � Modèles 3D : Courbes temporelles des vitesses pour une référence de tension de
3000 N et un saut de tension : pour di�érents coe�cients de frottement
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Figure 3.51 � Modèles 3D : Courbes temporelles des vitesses pour une référence de tension de
3000 N et un saut de tension : pour di�érents coe�cients de frottement

Observons maintenant les contraintes équivalentes et intéressons nous uniquement à un saut de
vitesse (�gures 3.52, 3.53, 3.54 et 3.55) car celui-ci a moins d'in�uence sur le système par rapport
à un saut de tension. On peut remarquer que l'augmentation du coe�cient de frottement conduit
à l'apparition localisée de contraintes fortes.
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Figure 3.52 � Modèles 3D : Contraintes équivalentes pour une référence de tension de 3000 N,
un coe�cient de frottement de 0.3 et un saut de vitesse : à t = 2s
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Contrairement au Chapitre 2, les simulations de ce chapitre se font dans de très bonnes conditions
grâce à la co-simulation avec l'asservissement. Les vitesses et les tensions de bandes obtenues
suivent les consignes. Les observations montrent, bien entendu, les mêmes grandes tendances que
dans le Chapitre 2 mais les ordres de grandeurs sont très corrects. Pour notre système considéré,
une augmentation du coe�cient de frottement bande/rouleau de 0.3 à 1 amène à des contraintes
équivalentes moyennes de l'ordre de 10 MPa à des contraintes équivalentes localisées de 30 MPa.
Or nous avions �xé qu'une déformation dans le domaine plastique pouvait être considérée à par-
tir de 30 MPa. Ce qui est le cas ici.

En considérant les contraintes latérales (�gures 3.56 et 3.57) : lorsqu'on augmente le coe�cient de
frottement, on voit apparaitre des zones de compression en bleu cette fois-ci. Elles n'apparaissent
pas très bien sur ces images car cela dépend de l'incrément de simulation dans lequel nous nous
trouvons. Pour être plus explicite, sur certains pas de simulations on voit apparaître de fortes
contraintes latérales compressives en bleu qui disparaissent l'incrément d'après et formant les
artefacts graphiques ressemblant à des plis. On peut également voir apparaitre des zones rouges
correspondant à des contraintes latérales de traction localisées. On comprend donc la gravité de
l'augmentation du coe�cient de frottement sur une bande. Un ensemble d'irrégularités locali-
sées se crée pouvant provoquer des plis ou des déchirures par exemple. L'idéal serait d'étudier la
plasticité mais on rappelle que le module de plasticité n'est pas encore disponible dans Recurdyn.
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Figure 3.53 � Modèles 3D : Contraintes équivalentes pour une référence de tension de 3000 N,
un coe�cient de frottement de 0.5 et un saut de vitesse : à t = 2s
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Figure 3.54 � Modèles 3D : Contraintes équivalentes pour une référence de tension de 3000 N,
un coe�cient de frottement de 1 et un saut de vitesse : à t = 2s
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Figure 3.55 � Modèles 3D : Contraintes latérales pour une référence de tension de 3000 N, un
coe�cient de frottement de 0.3 et un saut de vitesse : à t = 2s
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Figure 3.56 � Modèles 3D : Contraintes latérales pour une référence de tension de 3000 N, un
coe�cient de frottement de 0.5 et un saut de vitesse : à t = 2s
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Figure 3.57 � Modèles 3D : Contraintes latérales pour une référence de tension de 3000 N, un
coe�cient de frottement de 1 et un saut de vitesse : à t = 2s

139



CHAPITRE 3. CO-SIMULATION ET COMMANDE - COMPORTEMENT 3D DE LA BANDE

3.3.6 In�uence des caractéristiques du rouleau

3.3.6.1 Désalignement de rouleau

Le système étudié est le système générique à quatres rouleaux motorisés cette fois-ci. Les trois
rouleaux libres sont équipés de capteurs de tension de bande. Désalignons maintenant dans le
sens horaire le deuxième rouleau libre par rapport à un axe placé à son extrémité comme on peut
le voir sur la �gure 3.58. L'angle va varier de 0 à 3 degrés (pour les courbes temporelles, nous
limitons l'angle à 2 degrés).

Tension de bande en aval:
force appliquée à l’extrémitée

Tension de bande en amont:
force appliquée à l’extrémitée

Rouleaux motorisés

Rouleaux libres équipés de jauges de contraintes

Rouleau désaligné

Figure 3.58 � Schéma du banc générique à 7 rouleaux (4 rouleaux motorisés) : un rouleau
désaligné

Si l'on considère les courbes temporelles, on peut voir que désaligner un rouleau a peu d'in�uence
sur les tensions et vitesses asservies (surtout si les consignes sont inchangées) sur les �gures 3.59
et 3.60. En e�et, tant que le capteur de tension renvoie une information correcte, cela n'a pas
d'in�uence. On peut également se rendre compte de l'e�et de trois sauts de tensions à des temps
di�érents sur le système. On a des dépassements conséquents sur les vitesses des rouleaux en-
gendrés par le couplage avec les tensions. Le coe�cient de frottement est de 1 pour toutes ces
simulations.

Intéressons nous maintenant aux contraintes équivalentes à t=2s. C'est-à-dire, la tension de
bande est de 3000 N et la vitesse de la bande est établie à 4 rad/s. Nous sommes déjà dans des
conditions où des plis peuvent apparaître grâce à des contraintes de traction su�santes subit
par la bande. En désalignant un rouleau, dans le sens horaire, à partir d'une extrémité, nous
allons détendre le bord opposé. Cela s'observe sur la carte des contraintes de la bande. Plus
on augmente l'angle de désalignement du rouleau, plus on voit apparaitre des contraintes fortes
(en vert, orange et rouge) à gauche sur les �gures 3.61, 3.62, 3.63 et 3.64. On peut également
remarquer le déport latéral de la bande de plus en plus important.

Sur la �gure 3.64, on peut constater les conséquences dramatiques d'un important angle de
désalignement. On voit apparaitre des plis sur la partie gauche de la bande. C'est-à-dire que l'on
a localisé les plis. Lorsque le désalignement est plus faible (entre 0 et 1 degré), les plis de bande
surviennent de façon assez disparate. Pour un angle de désalignement de deux degrés, les plis
surviennent essentiellement au centre. Bien entendu, ces observations sont valables uniquement
pour le système étudié.
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Figure 3.59 � Modèles 3D : Courbes temporelles des tensions de bande pour une référence de
tension de 3000 N et un saut de tension : pour di�érentsangles de désalignement d'un
rouleau
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Figure 3.60 � Modèles 3D : Courbes temporelles des vitesses pour une référence de tension de
3000 N et un saut de tension : pour di�érentsangles de désalignement d'un rouleau
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Figure 3.61 � Modèles 3D : Contraintes équivalentes pour une référence de tension de 3000 N,
un coe�cient de frottement de 1, un saut de tension et pas de désalignement : à t = 2s
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Figure 3.62 � Modèles 3D : Contraintes équivalentes pour une référence de tension de 3000 N,
un coe�cient de frottement de 1, un saut de tension et un désalignement de 1 degré : à t =
2s
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Figure 3.63 � Modèles 3D : Contraintes équivalentes pour une référence de tension de 3000 N,
un coe�cient de frottement de 1, un saut de tension et un désalignement de 2 degrés : à t =
2s
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Figure 3.64 � Modèles 3D : Contraintes équivalentes pour une référence de tension de 3000 N,
un coe�cient de frottement de 1, un saut de tension et un désalignement de 3 degrés

Il est intéressant de noter qu'étudier un phénomène comme les plis de bande est beaucoup plus
aisé avec la partie asservissement (en tension et vitesse) mise en place comme cela existe dans la
réalité. On peut également étudier de façon aasez rigoureuse le déport latéral de la bande dû au
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désalignement d'un rouleau. En e�et, la bande à tendance à suivre la "loi d'entrée normale" qui
comme son nom l'indique la pousse à s'orienter perpendiculairement à l'axe du rouleau comme
cela est précisé au Chapitre 2.

3.3.6.2 Un rouleau non rigide

Nous avons également étudié (à la demande d'industriels) la formation d'un pli de bande dû au
�échissement d'un rouleau sous l'e�et de de la tension de bande, du poids de la bande et de son
propre poids. Pour cela nous allons considérer dans le logiciel d'éléments �nis le deuxième rouleau
libre comme étant un rouleau �exible. Il faut veiller à le mailler correctement a�n d'avoir une
résolution su�sante pour le contact entre la bande déjà maillée et le rouleau. Nous avons donc
un contact �exible/�exible qui est di�cile à modéliser en éléments �nis. Le schéma montrant le
système considéré est donné à la �gure 3.65. Le coe�cient de frottement bande/rouleau est ici
�xé arbitrairement à 0.5.

Tension de bande en aval:
force appliquée à l’extrémitée

Tension de bande en amont:
force appliquée à l’extrémitée

Rouleaux motorisés

Rouleaux libres équipés de jauges de contraintes

Rouleau �exible

Figure 3.65 � Schéma du banc générique à 7 rouleaux (4 rouleaux motorisés) : un rouleau
�exible

Nous ne montrons pas les courbes temporelles ici car comme pour un rouleau à faible désaligne-
ment : une faible �exion d'un rouleau ne fait quasiment pas varier les tensions et vitesses asservies
tant que le capteur de tension renvoie une information correcte. En revanche nous allons nous
intéresser aux contraintes équivalentes puis aux contraintes latérales de la bande.

Les �gures 3.66 et 3.67 présentent les contraintes équivalentes au sein de la bande pour un
système comportant un rouleau �exible et un coe�cient de frottement bande/rouleau de 0.5. Les
simulations correspondent à une tension de bande respectivement de 3000 N et 6000 N. Pour une
tension de 3000 N, les contraintes équivalentes sont bien réparties et on enregistre un maximum
de 16 MPa ce qui est relativement faible. En revanche lorsqu'on passe à 6000 N, on enregistre une
hausse générale des contraintes (passant de 8 MPa en moyenne à 15 MPa en moyenne) et une
hausse importante de la contrainte équivalente maximale qui atteint les 48 MPa. On peut a�rmer
avec certitude qu'il y a un pli à cet endroit. À titre de comparaison, la �gure 3.68 représente le
même système à 6000 N, sans rouleau �exible. On peut voir que l'on obtient des contraintes en
moyenne de la même intensité que le système avec un rouleau �exible, cependant, les contraintes
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équivalentes localisées sont de 20 à 30 MPa. Ainsi, l'ajout d'un rouleau �exible a permis de faire
apparaitre des plis de bande.
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Figure 3.66 � Modèles 3D : Contraintes équivalentes de la bande pour un coe�cient de
frottement de 0.5, un rouleau �exible et une tension de bande de 3000 N
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Figure 3.67 � Modèles 3D : Contraintes équivalentes de la bande pour un coe�cient de
frottement de 0.5, un rouleau �exible et une tension de bande de 6000 N
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Figure 3.68 � Modèles 3D : Contraintes équivalentes de la bande pour un coe�cient de
frottement de 0.5, pas de rouleau �exible et une tension de bande de 6000 N

Nous allons maintenant nous intéresser aux contraintes latérales. Sur la �gure 3.69, nous pouvons
voir les contraintes latérales pour un rouleau �exible, un coe�cient de frottement de 0.5 et une
tension de bande de 3000 N.
La première chose que l'on peut noter, c'est l'apparition de rayures jaunes. Elles correspondent à
des zones de compression d'une faible valeur (-2 MPa), c'est-à-dire à des ondulations de bande.
On voit apparaitre également une forte contrainte latérale compressive de l'ordre de -9 MPa.
C'est ici que nous retrouvons notre maximum de contraintes équivalentes.

La �gure 3.70 présente les contraintes latérales de la bande pour une tension de bande de 6000
N. Nous sommes ici un incrément avant la �gure 3.67 correspondant aux contraintes équivalentes
pour une tension de bande de 6000 N. On constate une forte contrainte latérale de -24 MPa. C'est
ce qui a initié le pli que l'on a pu voir. On remarque que l'on a plusieurs zones de compression
sur cette �gure. Celles-ci sont en vert et bleu. Et également plusieurs zones en orange et rouge
correspondant à des zones de traction. La bande est très sollicitée mécaniquement par la �exion
du rouleau.

En�n sur la �gure 3.71, on peut voir les contraintes équivalentes agissant sur le rouleau �exible.
Celles-ci sont les plus fortes au centre, sur la partie supérieure, car c'est là que se situe la zone
de compression maximale.
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Figure 3.69 � Modèles 3D :Contraintes latérales de la bande pour un coe�cient de frottement
de 0.5, un rouleau �exible et une tension de bande de 3000 N
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Figure 3.70 � Modèles 3D :Contraintes latérales de la bande pour un coe�cient de frottement
de 0.5, un rouleau �exible et une tension de bande de 6000 N

147



CHAPITRE 3. CO-SIMULATION ET COMMANDE - COMPORTEMENT 3D DE LA BANDE

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
0

1000
2000

Time (second)

Tension (N)

 

 

T ref

0
2
4 Velocity (rad/s)

 

 

V ref

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.50
Time (second)

Figure 3.71 � Modèles 3D : Contraintes équivalentes agissant sur le rouleau �exible pour un
coe�cient de frottement de 0.5 et une tension de bande de 6000 N

3.3.7 E�et du réglage de la commande

Nous allons dans cette sous-section nous intéresser à étudier de façon exploratoire l'in�uence du
réglage de la commande (changement des bandes passantes des asservissements de tension et
de vitesse) en utilisant le modèle 2.5D générique à quatre moteurs. L'ajout d'un découpleur de
tension est étudié à l'aide d'un modèle 3D générique à quatre moteurs.

3.3.7.1 In�uences des bandes passantes des asservissements de tension et vitesse

La �gure 3.72 correspond aux trois tensions de bande pour six réglages di�érents des bandes
passantes des asservissements de tension et vitesse. Ces six réglages sont respectivement :

� Une bande passante de tension de 7 rad/s et une bande passante de vitesse de 5 rad/s

� Une bande passante de tension de 7 rad/s et une bande passante de vitesse de 10 rad/s

� Une bande passante de tension de 7 rad/s et une bande passante de vitesse de 20 rad/s

� Une bande passante de tension de 14 rad/s et une bande passante de vitesse de 5 rad/s

� Une bande passante de tension de 14 rad/s et une bande passante de vitesse de 10 rad/s

� Une bande passante de tension de 14 rad/s et une bande passante de vitesse de 20 rad/s
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Les premières constatations montrent des di�érences de comportements entre les di�érents ré-
glages. Le réglage le plus performant correspond à la courbe rouge : bande passante de tension
de 7 rad/s et une bande passante de vitesse de 20 rad/s. La courbe jaune montre un système
avec de fortes oscillations et la courbe cyan montre le système le plus lent.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
0

2000

4000

6000

8000
Tension 1

Time (second)

T
e
n
s
io

n
 (

N
)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
0

2000

4000

6000
Tension 2

Time (second)

T
e
n
s
io

n
 (

N
)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
0

2000

4000

6000

8000
Tension 3

Time (second)

T
e
n
s
io

n
 (

N
)

 

 

V wn=7 wb=5

V wn=7 wb=10

V wn=7 wb=20

V wn=14 wb=5

V wn=14 wb=10

V wn=14 wb=20

T set

Figure 3.72 � Modèles 2.5D : Tensions de bande pour une référence de tension de 3000 N,
un coe�cient de frottement de 1 et un saut de tension : Di�érentes valeurs de bandes
passantes pour les asservissements de vitesse et tension (avec wn la bande passante de tension
et wb la bande passante de vitesse)

La �gure 3.73 correspond aux quatre vitesses des rouleaux (2, 4, 6 et 8) pour les six réglages
di�érents des bandes passantes des asservissements de tension et vitesse. Le réglage le plus per-
formant pour le meilleur comportement de la vitesse des rouleaux correspond à la courbe cyan
et le moins performant à la courbe rouge.

Il faut faire un compromis si on désire un bon comportement simultané des vitesses et des
tensions de bande. Dans notre cas, il s'agirait de favoriser la courbe verte correspondant à une
bande passante de tension de 7 rad/s et une bande passante de vitesse de 10 rad/s a�n de garantir
rapidité, précision et stabilité.
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Figure 3.73 � Modèles 2.5D : Vitesses pour une référence de tension de 3000 N, un coe�-
cient de frottement de 1 et un saut de tension : Di�érentes bandes passantes pour les
asservissements de vitesse et tension

3.3.7.2 Ajout d'un découpleur

On s'intéresse ici au découpleur de tensions de bande appliqué à un modèle 3D. Il s'agit d'un
découpleur statique dont les calculs sont expliqués au Chapitre 1.

Les �gures 3.74 et 3.75 montrent, respectivement, les tensions de bande et les vitesses des rou-
leaux pour une tension de référence de 3000 N, un coe�cient de frottement de 0.5, un saut de
tension sur la tension intermédiaire, avec l'ajout ou l'absence d'un découpleur de tensions de
bande.
Les �gures 3.76 et 3.77 montrent, respectivement, les tensions de bande et les vitesses des rou-
leaux pour une tension de référence de 3000 N, un coe�cient de frottement de 1, un saut de
tension sur la tension intermédiaire pour un système avec et sans découplage de tension.

Pour un coe�cient de frottement bande/rouleau faible (0.5), le système présente un bon compor-
tement et le découpleur n'a que peu d'in�uence sur ce système là. On peut quand même a�rmer
qu'il améliore légèrement le comportement du système car il permet de réduire les perturbations
engendrées par le saut de tension sur le brin de bande intermédiaire et de rattraper rapidement
l'erreur statique observée sur le dernier brin.
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Figure 3.74 � Modèles 3D : Tensions de bande pour une référence de tension de 3000 N, un
coe�cient de frottement de 0.5 et un saut de tension sur le brin intermédiaire : avec et sans
découplage des tensions
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Figure 3.75 � Modèles 3D : Vitesses des rouleaux pour une référence de tension de 3000 N, un
coe�cient de frottement de 0.5 et un saut de tension sur le brin intermédiaire : avec et sans
découplage des tensions 151
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En revanche, pour un coe�cient de frottement bande/rouleau de 1, le découpleur montre de très
bons résultats. Il améliore réellement le comportement du système en découplant grandement les
tensions de bande entre elles. Avec une action relativement simple sur la régulation, c'est-à-dire
la mise en place d'un découpleur statique de tension, nous avons amélioré le comportement dy-
namique du système.

Il est également intéressant de considérer les contraintes équivalentes pour voir l'in�uence du
découpleur sur le comportement de la bande. La �gure 3.78 montre un système, pour un coef-
�cient de frottement de 1, une référence de tension de 3000 N, un saut de tension de 3000 N
supplémentaires sur le brin de bande intermédiaire et sans découpleur de tensions de bande. La
�gure 3.79, quant à elle, montre le même système mais avec le découpleur de tensions.
On peut très facilement observer l'e�cacité du découpleur de tensions. Premièrement, la moyenne
des contraintes équivalentes chute d'environ 50% ce qui permet d'éviter beaucoup de problèmes.
On fait également chuter le nombre de contraintes maximales fortement localisées (en rouge) de
14 à 1. Nous avons donc, de façon simple, réduit les risques de problèmes (plasticité, plis, etc.)
par l'ajout d'un découpleur, lorsqu'un brin de bande est soumis à un saut conséquent de consigne
de tension.
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Figure 3.76 � Modèles 3D : Tensions de bande pour une référence de tension de 3000 N, un
coe�cient de frottement de 1 et un saut de tension sur le brin intermédiaire : avec ou sans
découpleur de tensions
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Figure 3.77 � Modèles 3D : Vitesses des rouleaux pour une référence de tension de 3000 N, un
coe�cient de frottement de 1 et un saut de tension sur le brin intermédiaire : avec ou sans
découpleur de tensions
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Figure 3.78 � Modèles 3D : Contraintes équivalentes pour une référence de tension de 3000
N, un coe�cient de frottement de 1 et un saut de tension sur le brin intermédiaire : sans
découpleur de tensions
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Figure 3.79 � Modèles 3D : Contraintes équivalentes pour une référence de tension de 3000
N, un coe�cient de frottement de 1 et un saut de tension sur le brin intermédiaire : avec
découpleur de tensions

3.3.8 In�uence de certains paramètres de la bande : coe�cient d'amortisse-
ment et coe�cient de Poisson

Il s'agit observer les contraintes équivalentes pour deux paramètres de la bande : le coe�cient
d'amortissement de la bande (10−1, 10−3 et 10−5) et le coe�cient de Poisson (0 et 0.35). Les
�gures 3.80, 3.81, 3.82 et 3.83 montrent les contraintes équivalentes de Von Mises au sein de la
bande pour un coe�cient de frottement de 0.5, une tension de bande de 6000 N pour di�érents
coe�cients d'amortissement et coe�cients de Poisson de la bande. La tension de bande, le coef-
�cient de frottement bande/rouleau, le module de Young sont choisis pour être su�sants pour
initier des phénomènes tels que les plis de bande.

Pour des coe�cients d'amortissements de la bande de 10−1 et 10−5 la carte des contraintes
équivalentes est entièrement verte (�gures 3.80 et 3.82). Cela signi�e que, pour les paramètres
mécaniques choisis, on n'a pas de contraintes fortes localisées. En revanche, pour un coe�cient
d'amortissement de 10−3, on voit apparaitre de fortes contraintes localisées. Ce paramètre a donc
une grande in�uence sur les résultats de simulation. Il doit être connu d'avance ou ajusté avec
précaution (si on ne connait pas les propriétés de la bande, mais que l'on a une idée des résultats
de simulations)

Nous nous intéressons également à faire varier le coe�cient de Poisson de la bande (0 et 0.5),
pour une coe�cient d'amortissement de 10−5 (voir �gures 3.82 et 3.83). En augmentant le coef-
�cient de Poisson, on peut voir apparaître des zones de couleur vert clair et jaune correspondant
à des contraintes équivalentes un peu plus élevées que précédemment. Le coe�cient de Poisson
a donc une petite in�uence sur l'apparition de phénomènes localisés par rapport aux paramètres
choisis (notamment les tensions de bande) mais celle-ci reste limitée. Une variation du coe�cient
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d'amortissement de la bande, du coe�cient de frottement bande/rouleau, de la tension de bande
ont une in�uence beaucoup plus forte sur les résultats de simulation.
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Figure 3.80 � Modèles 3D : Contraintes équivalentes pour une tension de 6000 N, un coe�cient
de frottement de 0.5, un coe�cient d'amortissement de 10−1 et un coe�cient de Poisson de 0
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Figure 3.81 � Modèles 3D : Contraintes équivalentes pour une tension de 6000 N, un coe�cient
de frottement de 0.5 un coe�cient d'amortissement de 10−3 et un coe�cient de Poisson de 0
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Figure 3.82 � Modèles 3D : Contraintes équivalentes pour une tension de 6000 N, un coe�cient
de frottement de 0.5, un coe�cient d'amortissement de 10−5 et un coe�cient de Poisson de 0
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Figure 3.83 � Modèles 3D. Contraintes équivalentes pour une tension de 6000 N, un coe�cient
de frottement de 0.5, un coe�cient d'amortissement de 10−5 et un coe�cient de Poisson de 0.35
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3.3.9 Discussion, Conclusion

Nous avons mis en place un co-simulateur comportant le système modélisé par éléments �nis et
la partie asservissement de celui-ci : c'est un outil très puissant dans l'étude de systèmes com-
plexes. Cela a considérablement élargi le domaine d'études et a permis de nous intéresser à des
phénomènes localisés, di�cilement analysables sans outils spéci�ques.
Nous avons construit plusieurs modèles ayant chacun leur rôle. En e�et, le modèle 1D reste obli-
gatoire pour la synthèse des correcteurs. Le modèle 2.5D sert à la fois de modèle de test et de
modèle de substitution pour le modèle 3D. Le modèle 2.5D peut être utilisé à la place du modèle
3D dans une optique d'optimisation à l'aide d'algorithmes génétiques.

Et en�n le modèle 3D montre son e�cacité pour l'étude de phénomènes complexes agissant au
sein de la bande. Il reproduit un comportement de la bande proche de ce qu'on peut observer
dans la réalité avec toutes les di�cultés inhérentes au réglage (du modèle par éléments �nis).
Son inconvénient majeur est le temps élevé de calcul. Il est à noter que la mise en place de
l'asservissement joue un très grand rôle dans une simulation 3D car elle simpli�e les études.
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Conclusion Générale & Perspectives

Dans le domaine de l'industrie, l'optimisation de la mécanique et de l'automatique des systèmes
de production est déjà très avancée sur le plan scienti�que et technologique. Cependant, pour
des raisons de performances et de robustesse, il est indispensable d'e�ectuer une optimisation
globale.
Les modèles 1D ont fait leurs preuves concernant la modélisation de certains phénomènes en
entraînement de bandes tel que le comportement dynamique longitudinal (tension et vitesse).
Néanmoins, ces modèles commencent à montrer leurs limites dans l'étude de phénomènes com-
plexes, nécessitant un temps de développement ou des puissances de calcul importantes.

Pour cela, nous avons développé des modèles 2.5D et 3D par éléments �nis de la bande en mou-
vement, incluant le contact bande/rouleau. La co-simulation de ces modèles avec des simulateurs
de commande (Matlab/Simulink), nous a permis d'élargir de façon signi�cative la variété des
études. Elle permet d'analyser l'impact des paramètres mécaniques et de la commande sur le
comportement de la bande. En particulier, elle permet d'étudier des phénomènes tridimension-
nels complexes comme la génération de plis de bande.

La commande de systèmes d'entraînement de bande nécessite plusieurs boucles d'asservissement :
vitesse des moteurs, tension de bande. L'asservissement en vitesse des moteurs est à ce jour bien
maîtrisé et n'amène pas de di�cultés majeures. Cependant, des travaux menés dans le cadre de
cette thèse ont montré que l'utilisation d'une commande en position (à la place de la commande
en vitesse) peut être utilisée et comporte certains avantages mais aussi des inconvénients. L'as-
servissement de la tension de bande est un problème di�cile lorsqu'on veut atteindre de bonnes
performances dynamiques. Dans le cadre de cette thèse, nous avons synthétisé des commandes
robustes décentralisées H∞ d'ordre et de structure �xes. Les di�érentes spéci�cations sont im-
posées par le choix des �ltres de pondérations. Nous avons calculé les réglages des correcteurs à
l'aide de modèles 1D et les avons appliqué aux modèles 3D ce qui a permis d'obtenir de bons
résultats en terme de performance.

L'approche par éléments �nis sans asservissement nous a permis de construire de nouveaux mo-
dèles de systèmes d'entraînement de bandes �exibles. Nous nous sommes spéci�quement focalisés
sur les plis de bande et avons amélioré notre connaissance à ce sujet. Pour cela, il est primordial
de bien con�gurer le contact entre la bande et le rouleau.

Les résultats obtenus ont été comparés à la théorie de prédiction des plis (issue de la théorie
des plaques minces de Timoshenko et Gere). Nous avons réussi à recréer des plis lorsque les



CONCLUSION GÉNÉRALE & PERSPECTIVES

conditions étaient réunies : une fenêtre de réglage de la tension de bande, du coe�cient de frot-
tement, de l'angle de désalignement du rouleau, des propriétés de la bande et de ses dimensions.
De plus, nous obtenons beaucoup d'informations à l'aide des éléments �nis sur le comportement
dynamique de la bande : état des contraintes, contraintes latérales plus spéci�quement, vitesse
aux noeuds, etc. Ceci permet de s'intéresser à divers aspects liés à la création d'un pli de bande.

Nous avons construit un modèle 3D permettant de connaitre avec précision la valeur à chaque
instant d'un grand nombre de paramètres. Nous pouvons ainsi étudier rigoureusement beaucoup
de phénomènes physiques qui agissent sur la bande et dégradent la qualité de celle-ci. Néanmoins,
ce modèle a comme principal inconvénient sa durée excessive de simulation et la nécessité d'un
réglage précis du contact. Nous avons donc construit un modèle de substitution : le modèle 2.5D.
Celui-ci est constitué de beaucoup moins d'éléments que le modèle 3D et le type d'élément est
également di�érent. Cela permet de réduire signi�cativement le temps de simulation. Ce modèle
présente un comportement dynamique similaire au modèle 3D mais ne permet pas d'étudier avec
précision l'état des contraintes, la vitesse aux noeuds, les déports latéraux de la bande. Grâce au
modèle 2.5D, nous pouvons étudier le comportement dynamique d'un système d'entraînement
de bande. Le contact bande/rouleau considéré montre une précision certes grossière mais per-
met d'étudier les phénomènes longitudinaux comme le glissement de la bande sur le rouleau.
La modélisation de la bande par des éléments �nis de type poutre permet de représenter cor-
rectement le comportement longitudinal de la bande tout en ayant une approximation de l'état
de contrainte. Néanmoins le contact considéré reste trop approximatif lorsque des composantes
latérales interviennent.

Pour la première fois, une étude conjointe mécanique-automatique a été menée, par le biais de
la co-simulation. Il est ainsi possible d'étudier par simulation des phénomènes complexes, en fai-
sant varier les propriétés mécaniques de la bande, les dimensions de la bande, les distances entre
les rouleaux, le contact bande/rouleau, le désalignement d'un rouleau, la forme d'un rouleau,
le �échissement d'un rouleau, le réglage des correcteurs, la structure de l'asservissement, etc.
Par exemple, on peut connaître l'in�uence d'un paramètre mécanique ou de la régulation sur la
création d'un pli de bande et trouver ainsi une solution adéquate et performante pour l'éviter.

Cette thèse s'est voulue exploratoire et le champ d'études montré ne représente qu'une partie de
ce qui est maintenant possible de faire. Les perspectives sont nombreuses, nous allons en citer
deux principales de l'équipe de Knittel et al. (en optimisation, en automatique et en Roll-to-Roll).

Perspectives

La première perspective issue du savoir-faire de l'équipe serait une démarche d'optimisation glo-
bale. Les modèles de simulations sont maintenant prêts pour être utilisés dans une telle démarche
a�n de trouver des solutions adéquates pour améliorer les systèmes d'entraînement de bandes :
la robustesse vis-à-vis de la variation de paramètres, la performance de l'asservissement et la
performance de conception mécanique. Cela demanderait l'utilisation d'algorithmes génétiques
mais surtout une amélioration des temps de simulations de nos modèles de substitutions.

Une deuxième perspective serait d'étudier un ensemble de phénomènes spéci�ques aux systèmes
de déroulement-entraînement-enroulement de bandes a�n d'élargir le champ des connaissances
de la communauté scienti�que de ce domaine. Pour cela, l'outil de co-simulation pour le Roll-
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to-Roll devrait encore être amélioré. On peut citer les ondulations de bords, les vibrations, les
problèmes consécutifs aux variations thermiques, la propagation de perturbations, les déports
latéraux, etc. Cela permettrait de re-concevoir et tester des solutions industrielles tout en tenant
compte du fort couplage entre les éléments de ces systèmes.
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A.1. EXEMPLE MATHÉMATIQUE D'UN PROBLÈME D'ÉLÉMENTS FINIS

A.1 Exemple mathématique d'un problème d'éléments �nis

Nous allons dans cet exemple, revoir les 8 étapes de la résolution d'un problème physique par la
méthode des éléments �nis. Cette partie est extraite du cours sur les éléments �nis [Gar02] de
Jean Garrigues de l'École Supérieure de Mécanique de Marseille.
Nous allons résoudre le problème en cherchant une solution approchée par la méthode des élé-
ments �nis.

A.1.0.1 Etape 1 : Poser le problème

Il faut commencer par poser le problème que l'on souhaite résoudre.
On cherche à trouver une fonction f(x) dans le domaine Ω = [0, 1] satisfaisant l'équation di�é-
rentielle A.1 :

∂2f(x)

∂x2
+ 2

∂f(x)

∂x
− 3x = 0 (A.1)

avec comme conditions aux limites (sur la frontière dΩ de Ω) :

f(0) = 0 et [
∂f(x)

∂x
]x=1 = 0 (A.2)

Ce problème est stationnaire car le temps n'apparait pas. Il est de dimension 1 et il faut pour
décrire les points du domaine une seule variable x. C'est donc une équation di�érentielle ordi-
naire qu'il faut résoudre. La frontière dΩ du domaine Ω est uniquement constituée de 2 points.
Pour des domaines de dimension supérieure à 1, nous nous retrouvons avec des équations aux
dérivées partielles. Par exemple, pour un domaine Ω de dimension 2, sa frontière dΩ est un ou
plusieurs contours. Pour un domaine Ω de dimension 3, dΩ est une ou plusieurs surfaces. On
comprend alors que les conditions aux frontières (ou conditions aux limites) sont des champs que
l'on impose sur la frontière du domaine Ω.

La solution exacte du problème est dé�nie par l'équation A.3 et dont le tracé est donné sur la
�gure A.1.

f(x) =
−3

4
x+

3

4
x2 − 3

8
e2 +

3

8
e2−2x (A.3)

-2

-1.5

-1

-0.5

0
0.2 0.4 0.6 0.8 1x

Figure A.1 � Solution exacte du problème
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A.1.0.2 Etape 2 : Formulation variationnelle

Dans notre utilisation usuelle des éléments �nis en mécanique des milieux continus, la formulation
variationnelle est une formulation qui repose sur des considérations physiques basées sur une
approche énergétique : le Principe des Travaux Virtuels. Il existe une autre méthode qui est la
méthode des Résidus Pondérés qui, elle, adapte une forme di�érentielle et repose, en mécanique
des milieux continus, sur le Principe Fondamental de la Dynamique.
En analyse fonctionnelle, on montre que :

∀Ψ(x) ∈ E,
∫

Ω
Ψ(x)h(x)dx = 0⇐⇒ ∀x ∈ Ω, h(x) = 0 (A.4)

avec E l'espace vectoriel réel de dimension in�nie des fonctions continues sur l'intervalle [0, 1] à
valeurs dans R muni d'un produit scalaire (espace euclidien). Ψ et h sont des éléments de E.

On veut donc résoudre l'équation di�érentielle en cherchant la fonction f(x) telle que :

∀Ψ(x) ∈ E,
∫

Ω
Ψ(x)(

∂2f(x)

∂x2
+ 2

∂f(x)

∂x
− 3x)dx = 0 (A.5)

avec comme conditions aux limites :

f(0) = 0 et [
∂f(x)

∂x
]x=1 = 0 (A.6)

Nous venons d'écrire la formulation variationnelle du problème. On peut également obtenir une
autre formulation intégrale par intégration par parties :

∀Ψ(x) ∈ E,
∫ 1

0
Ψ(x)

∂2f(x)

∂x2
dx =

∫ 1

0

∂Ψ(x)

∂x

∂f(x)

∂x
(A.7)

ou encore, avec les conditions aux limites, trouver f(x) telle que :

∀Ψ(x) ∈ E,
∫ 1

0

∂f(x)

∂x

∂f(x)

∂
dx =

∫ 1

0

∂Ψ(x)

∂x

∂f(x)

∂x
(A.8)

Dans cette dernière formulation, les termes à droite tiennent compte des conditions aux limites.
Si on compare les deux formulations variationnelles A.5 et A.8, on remarque que dans la seconde,
la fonction cherchée f(x) comporte des termes dérivés d'ordre inférieur mais que nous avons éga-
lement des dérivées des fonctions Ψ(x) qui interviennent. On peut aboutir à une équivalence
entre ces deux formulations et le problème posé. Mais cela dépend des conditions imposées à
f(x), Ψ(x) et le domaine Ω.

Nous avons ici eu une approche mathématique pour exprimer le problème sous forme d'intégrales.
En réalité, dans la méthode des éléments �nis, pour obtenir la formulation variationnelle on
passera, en général, par un raisonnement physique en utilisant des considérations énergétiques
(Principe des Travaux Virtuels, Principe Fondamental de la Dynamique).

A.1.0.3 Etape 3 : Divisions en sous-domaines, le maillage

Nous allons diviser le domaine Ω en sous-domaines. Nous choisissons arbitrairement de diviser
le domaine en 3 sous-domaines, c'est-à-dire, en 3 mailles de taille similaire (voir équation A.9 et
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�gure A.2)

Ω1 =

[
0,

1

3

]
Ω2 =

[
1

3
,
2

3

]
Ω3 =

[
2

3
, 1

]
(A.9)

[ [] [] ]
0 1/3 2/3 1

Ω1 Ω2 Ω3

Figure A.2 � Dé�nition des 3 sous-domaines (mailles)

A.1.0.4 Etape 4 : Dé�nition des éléments

Nous prenons arbitrairement des éléments à 3 noeuds (voir �gure A.3) et choisirons des polynômes
de degré 2 pour dé�nir la famille de champs locaux.

[ [] [] ]
0 1/3 2/3 1

Ω1 Ω2 Ω3

1 2 3 4 5 6 7

Figure A.3 � Dé�nition des éléments

Chaque champ local est déterminé par des valeurs aux 3 noeuds car lorsque l'on prend des noeuds
aux extrémités de chaque élément, ceci à 2 avantages :

� le nombre de noeuds donc d'inconnus est réduit (noeuds communs à 2 éléments)

� la solution approchée est continue de classe C0

Dès lors, les champs locaux de deux éléments voisins ont la même valeur au noeud commun. En
fonction des valeurs aux noeuds (coordonnées des 3 noeuds de l'élements x1, x2, x3 et des valeurs
aux 3 noeuds de l'élément f1, f2, f3) on exprime chaque champ local. En e�et, il n'existe qu'un
seul polygone du second degré qui répond aux conditions suivantes :

a1x1
2 + b1x1 + c1 = f1

a1x2
2 + b1x2 + c1 = f2

a1x3
2 + b1x3 + c1 = f3

(A.10)

Le champ local doit être complètement et uniquement déterminé par les valeurs imposées aux
noeuds.
En résolvant l'équation A.10, on obtient :

a1 =
x2f1 − x2f3 + x1f3 − f1x3 − f2x1 + f2x3

(x2 − x3)(x1 − x3)(x1 − x2)

b1 =
x1

2f3 − x1
2f2 + x3

2f2 − f1x3
2 − f3x2

2 + f1x2
2

(x2 − x3)(x1 − x3)(x1 − x2)

c1 =
x1

2x2f3 − x1
2f2x3 + x2

2x1f3 − f2x3
2x1 − f1x2

2x3 + f1x3
2x2

(x2 − x3)(x1 − x3)(x1 − x2)

(A.11)

Le polynôme f̃1(x) = a1x
2 + b1x+ c1 est nommé fonction d'interpolation (ou fonction de forme)

de l'élément 1. Le polynôme f̃2 où les indices 1, 2, 3 pour l'élément 1 dans a1, b1, c1 sont rem-
placés par les indices 3, 4, 5 pour donner a2, b2, c2. De même, pour l'élément 3 ou les indices 1,
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2, 3 deviennent 5, 6, 7.

On a alors :

a2 =
x4f3 − x4f5 + x3f5 − f3x5 − f4x3 + f4x5

(x4 − x5)(x3 − x5)(x3 − x4)

b2 =
x3

2f5 − x3
2f4 + x5

2f4 − f3x5
2 − f5x4

2 + f3x4
2

(x4 − x5)(x3 − x5)(x3 − x4)

c2 =
x3

2x4f5 − x3
2f4x5 + x4

2x3f5 − f4x5
2x3 − f3x4

2x5 + f3x5
2x4

(x4 − x5)(x3 − x5)(x3 − x4)

(A.12)

a3 =
x6f5 − x6f7 + x5f7 − f5x7 − f6x5 + f6x7

(x6 − x7)(x5 − x7)(x5 − x6)

b3 =
x5

2f7 − x5
2f6 + x7

2f6 − f5x7
2 − f7x6

2 + f5x6
2

(x6 − x7)(x5 − x7)(x5 − x6)

c3 =
x5

2x6f7 − x5
2f6x7 + x6

2x5f7 − f6x7
2x5 − f5x6

2x7 + f5x7
2x6

(x6 − x7)(x5 − x7)(x5 − x6)

(A.13)

Ici, si on choisit arbitrairement une valeur pour chacun des noeuds (selon la �gure A.3).
Les fonctions d'interpolation sont déterminées et dé�nissent par morceau une fonction f continue
sur C0 sur le domaine Ω. L'espace des fonctions F , dé�nies en 3 morceaux est de dimension 7
(nombre de noeuds).
Les fonctions d'interpolation sont donc sur les 3 éléments :

f̃1 = (18f3 − 36f2 + 18f1)x2 + (−3f3 + 12f2 − 9f1)x+ f1

f̃2 = (18f5 − 36f4 + 18f3)x2 + (−15f5 + 36f4 − 21f3)x+ 3f5 − 8f4 + 6f3

f̃1 = (18f7 − 36f6 + 18f5)x2 + (−27f7 + 60f6 − 33f5)x+ 10f7 − 24f6 + 15f5

(A.14)

A.1.0.5 Etape 5 : Discrétisation

La discrétisation ou le principe d'approximation est exprimée de la façon suivante :

On part d'une des équations sous formulation variationnelle (équation A.8 par exemple) que l'on
cherche à satisfaire avec les fonctions d'interpolation des éléments (dé�nis dans l'Etape 4) déter-
minées par les valeurs aux noeuds. Il faut donc véri�er l'équation avec certaines Ψi(x) appelés
fonctions de tests ou de pondérations. En e�et, la condition pour toute Ψ(x) dans l'équation A.8
revient à avoir les fonctions de forme f̃ comme solution exacte.

On a donc chaque Ψ(x) qui correspondra à une équation scalaire déterminée par des valeurs aux
noeuds. Nous les choisissons indépendantes et en nombre égal au nombre d'inconnus.

Si l'on reprend notre exemple, il faut 7 fonctions de tests Ψi(x) déterminées par les valeurs aux
noeuds f1, ..., f7.
Nous avons un système ramené à 7 équations et 7 inconnues.

Remarque : On peut diminuer le nombre d'inconnues en imposant aux fonctions f(x) de respec-
ter exactement les conditions aux limites. Ici, on serait ramené à 5. Mais nous restons à 7 Ψi(x),
donc les conditions aux limites ne sont que approximativement satisfaites. On verra pourquoi
aux Etapes 7 et 8.
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Il y a, concrètement, une in�nité de méthodes pour choisir les 7 Ψi(x) entrainant di�érentes
variantes de résolution de la méthode des éléments �nis, amenant à di�érentes solutions appro-
chées. L'unique condition doit être que notre système et le choix des fonctions de tests Ψ(x) nous
amènent à une solution unique.
Des théorèmes d'analyse numérique conseillent certaines méthodes, assurant que la solution ap-
prochée f(x) est unique et converge vers la solution exacte quand la taille du maillage tend vers
0. Ces théorèmes concernent essentiellement des équations di�érentielles linéaires.

Si nous choisissons la formulation variationnelle A.8, les fonctions Ψi(x) doivent avoir une dérivée
non nulle partout pour que la formulation ne soit pas triviale. De plus, la dérivée seconde de
la fonction f(x) n'apparait plus car elle sera remplacée par l'approximation f̃(x). On comprend
donc qu'on aurait pu choisir des fonctions d'approximations f̃(x) plus simples et prendre des
éléments à seulement 2 noeuds. Mais cela aurait ajouté des contraintes pour trouver une solution
approchée et celle-ci serait moins précise (dimension de l'espace F de 4).

Si nous avions choisi la première formulation variationnelle A.5, nous aurions pu prendre des
fonctions constantes par morceau ou des distributions de Dirac (méthode de collocation).

Prenons des fonctions de tests Ψ1,...,Ψ7 dé�nies sur la �gure A.4.

15/612/6011/6

1

ψψψ

0

1

1 2 7

1 1

0

Figure A.4 � Fonctions de tests choisies

Les dérivées sont constantes (+6 ou -6) ou nulles (Ψ1 et Ψ7) et Ψi(xj) = ∂ij .

L'équation scalaire pour chaque fonction de pondération Ψi est :

∫ 1

0

dΨi(x)

dx

df̃(x)

dx
dx−Ψi(0)

[
df̃(x)

dx

]
x=0

− 2

∫ 1

0

dΨi(x)

dx
f̃(x)dx+ 2Ψi(1)f̃(1)

− 3

∫ 1

0
Ψi(x)xdx = 0 pour i=1...7 (A.15)

avec f̃(x) les fonctions d'interpolation des éléments qui sont des fonctions de x et des valeurs
aux noeuds f1, ..., f7. Les intégrales de ces 7 équation sont faciles à calculer et c'est pour cela
que nous utilisons cette formulation variationnelle et ces fonctions de tests dans cet exemple. En
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e�et, il s'agit ici de calculer les intégrales sur le segment où les dérivées de Ψi sont non nulles.
La construction de ce système d'équations est appelé "L'assemblage". À titre d'exemple, la
première équation faisant intervenir Ψ1 s'écrit :

∫ 1
6

0

dΨ1(x)

dx

df̃(x)

dx
dx−Ψ1(0)

[
df̃(x)

dx

]
x=0

− 2

∫ 1
6

0

dΨ1(x)

dx
f̃(x)dx+ 2Ψi(1)f̃(1)

− 3

∫ 1

0
Ψ1(x)xdx = 0 (A.16)

ou encore :

∫ 1
6

0
(−6)

df̃(x)

dx
dx−Ψ1(0)

[
df̃(x)

dx

]
x=0

− 2

∫ 1
6

0
(−6)f̃(x)dx+ 2Ψi(1)f̃(1)

− 3

∫ 1

0
(1− 6x)xdx = 0 (A.17)

où on a f̃(x) = ax2 + bx + c sur le segment [0,
1

6
], avec a, b et c dé�nis précédemment dans

l'équation A.11.

En faisant de même avec les 6 autres équations faisant intervenir Ψ2,...,Ψ7, on obtient un système
d'équations à 7 équations et 7 inconnues qui sont les valeurs aux noeuds f1, ..., f7. Cela est décrit
dans l'équation suivante :

23

6
f1 −

14

3
f2 +

17

6
f3 −

1

72
= 0

7f3 − 5f1 + 12f2 −
1

12
= 0

22

3
f4 +

14

3
f2 − 12f3 −

1

6
f5 +

1

6
f1 −

1

6
= 0

7f5 − 12f4 + 5f3 −
1

4
= 0

−12f5 +
14

3
f4 +

22

3
f6 +

1

6
f3 −

1

6
f7 −

1

3
= 0

5f5 + 7f7 − 12f6 = 0

14

3
f6 −

29

6
f7 −

17

72
= 0

(A.18)
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A.1.0.6 Etape 6 : Résolution

En résolvant le système avec une méthode conventionnelle, on trouve les valeurs aux noeuds
suivantes :

f1 =
4107

54872
, f2 =

7063

8664
, f3 =

236893

164616
, f4 = −25563

13718
, f5 = −350779

164616
,

f6 = −374605

164616
, f7 = −127275

54872
(A.19)

Remarque : Le système d'équation n'est pas symétrique. Cela vient de nos choix précédents :
fonctions de test, fonctions d'interpolation.
En pratique on s'arrangera pour obtenir un système d'équations symétrique a�n d'utiliser des
algorithmes numériques e�caces.

A.1.0.7 Etape 7 et 8 : Post-traitement et exploitation des résultats

On rappelle que nous n'avons pas imposé aux fonctions f(x) de respecter exactement les condi-
tions aux limites. Nous avons alors 7 équations et 7 inconnus. Nous respectons seulement de
façon approximative les conditions aux limites :

f̃(0) ' 0.0748 6= 0 ;

[
df̃(x)

dx

]
x=1

' 0.0394 6= 0 (A.20)

Par juxtaposition, on obtient la solution approchée que l'on compare à la solution exacte �gure
A.5.

-2

-1.5

-1

-0.5

0
0.2 0.4 0.6 0.8 1x

Figure A.5 � Comparaison de la solution exacte et approchée

Même si cela n'apparait pas clairement sur la �gure A.5, les dérivées sont bien discontinues.
A�n de comprendre l'importance du choix des fonctions d'interpolations, prenons le même
maillage que précédemment mais avec des fonctions d'interpolation linéaire à 2 noeuds. Cela
ramène l'espace des fonctions d'interpolation du domaine Ω à une dimension de 4 au lieu de 7.
Le graphique correspondant est sur la �gure A.6
L'erreur est de 30%.

Si nous imposons des éléments qui doivent totalement respecter les conditions aux limites. L'es-
pace F des fonctions d'interpolation du domaine Ω n'est que de dimension 2. Le graphe, �gure
A.7, nous le montre.
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-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

0.2 0.4 0.6 0.8 1x

Figure A.6 � Approximation par 3 éléments linéaires

-2

-1.5

-1

-0.5

0
0.2 0.4 0.6 0.8 1x

Figure A.7 � Approximation par 3 éléments linéaires avec conditions initiales imposées exactes

En�n, si nous utilisons trois éléments à interpolation du 2e degré à trois noeuds et que nous
respectons les conditions aux limites pour les interpolations des éléments 1 et 3 (cela est discuté
à l'Etape 5 dans la Remarque), on a le graphe de la �gure A.8 :

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0
0.2 0.4 0.6 0.8 1x

Figure A.8 � Approximation par 3 éléments d'ordre 2 avec conditions initiales imposées exactes
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A.2 Exemple d'application : Les éléments barres - Le problème
du treillis [Oud08]

L'objectif de cet exemple est de montrer de façon pragmatique le déroulement de la méthode
des éléments �nis avec des considérations physiques. L'idée est de calculer la réponse statique
d'un treillis plan (voir �gure A.10). Cela va nous permettre d'expliquer simplement les di�érentes
étapes de la construction d'un modèle éléments �nis.

Le treillis étudié est composé d'un assemblage de barres par des liaisons rotules. Les barres sont
des éléments qui travaillent uniquement en traction - compression. Les caractéristiques méca-
niques, la géométrie, le chargement et les conditions aux limites sont donnés. Nous allons tout
d'abord présenter les calculs généraux associés aux barres : modèle mécanique de la barre, mise
en équation par le PFD, mise en équation par le PTV, Équivalences des principes, l'élément �ni
barre (approximation nodale, matrice de raideur, matrice de masse et contraintes) (voir �gure
A.9).

Système physique continu

Formulation mathématique
du problème  (PTV)

Forme Variationnelle

(EDP)
Formes rentielles

Problème aux limites

Mise en équations
formulation mathématique

du problème

Résidus pondérés

Discrétisation

Formes intégrales

Forme matricielle

Système physique
discret

Discrétisation du milieu

Méthodes des
éléments nis

Formulation mathématique
du problème 
(éq. de Lagrange)

Méthodes Numériques

Figure A.9 � Démarche de la méthode éléments �nis

Nous allons ensuite traiter l'exemple du treillis en commençant par analyser le problème. Cela
signi�e que nous allons le discrétiser et dé�nir les inconnues. Ensuite, nous allons calculer la
matrice de raideur et de masse a�n d'obtenir une équation matricielle à résoudre. La prochaine
étape consiste à résoudre l'équation matricielle : nous cherchons à obtenir la déformée de la
structure et la valeur des e�orts aux appuis. En�n, c'est l'étape du post-traitement. Il s'agit ici
de calculer les contraintes dans les barres et les e�orts aux noeuds.
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a

xo

yo

F

2a

Figure A.10 � Modèle du treillis étudié

Calcul généraux

0 x

u(M,t)

Figure A.11 � Modèle mécanique d'une barre

Modèle mécanique d'une barre Une barre (voir �gure A.11) est un élément mécanique qui
ne travaille qu'en traction et compression. Son modèle mathématique est basé sur un ensemble
d'hypothèses.

� La première hypothèse est celle de petits déplacements, c'est-à-dire que la section droite
reste droite, ce qui se traduit mathématiquement par l'équation A.21.

~u(M, t) = u(x, t) ~x0 (A.21)

� La deuxième hypothèse est celle des petites déformations décrite par l'équation A.22.

εxx =
∂u

∂x
(A.22)

� La troisième hypothèse concerne le milieu. Celui-ci est considéré isotope, homogène et
élastique. Nous pouvons ainsi dé�nir l'état de contrainte comme uni-axial.

σxx = Eεxx (A.23)

Si l'on intègre les contraintes sur la section de la barre, on obtient la loi de comportement intégrée
des barres. Nous obtenons :

N = ES
∂u

∂x
(A.24)

Le calcul du moment résultant donne 0 au centre de la section.

Mise en équations par le Principe Fondamental de la Dynamique Nous allons e�ectuer
le bilan des e�orts extérieurs sur une tranche d'épaisseur dx (voir �gure A.12).
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f

x

N N+dN

dx

Figure A.12 � Tranche d'épaisseur dx et e�orts considérés

Appliquons le principe fondamental de la dynamique à notre tranche. Nous obtenons :

N + ∂N −N + f∂x = ρS∂x
∂2u

∂x2
(A.25)

A�n d'obtenir l'équation locale, utilisons la loi de comportement intégrée (équation A.24). On
obtient :

∀x ∈]0, l[, ρS
∂2u

∂x2
− ES∂u

∂x2
= f (A.26)

Il convient également d'imposer des conditions aux limites. Celles-ci sont de deux types (dépla-
cement et force).

� On impose un déplacement u = ud(t)

� On impose une force ES
∂u

∂x
= Nd(t)

On a aussi les conditions initiales pour la déformée et la vitesse de déformation suivantes :

 u(x, 0) = u0(x)
∂u(x, 0)

∂x
=
∂u0(x)

∂x

(A.27)

Finalement, l'application du Principe fondamentale de la dynamique au modèle de traction et
compression d'un élément barre donne le système d'équations aux dérivées partielles suivant :



L'équation locale : ∀x ∈]0, l[, ρS
∂2u

∂x2
− ES∂u

∂x2
= f

Deux conditions initiales :

 u(x, 0) = u0(x)
∂u(x, 0)

∂x
=
∂u0(x)

∂x

Deux conditions aux limites en x = 0 et en x = l

(A.28)
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0F lF
l x0

f

u(M,t)

Figure A.13 � Barre considérée, chargée sur sa longueur l et ses extrémités

Mise en équations par le Principe des Travaux virtuels Nous considérons une barre
de longueur l, chargée sur sa longueur et à ses extrémités (voir �gure A.13). En appliquant le
principe des travaux virtuels à cet élément, nous obtenons l'équation intégrale suivante :

∀δu,
∫ l

0
ρS
∂2u

∂x2
δu∂x = −

∫ l

0
ES

∂u

∂x
δ

(
∂u

∂x

)
∂x+

∫ l

0
fδu∂x+ F0δu0 + Flδul (A.29)

Nous venons d'obtenir une forme variationnelle. Le premier terme de l'équation A.29 correspond
au travail virtuel des quantités d'accélération, le second terme au travail virtuel des e�orts de
cohésion, le troisième terme au travail virtuel du chargement volumique et en�n le dernier terme
correspond au travail virtuel des e�orts appliqués aux extrémités. Si la condition aux limites
porte sur le déplacement, l'e�ort à l'extrémité est par conséquent une inconnue du problème.

Équivalence des principes Si on part du Principe fondamentale de la dynamique et que nous
utilisons la méthode des résidus pondérés, aussi appelée méthode de Galerkin, nous pouvons
retrouver le Principe des travaux virtuels et les conditions aux limites associées.
A l'inverse, en partant du Principe des travaux virtuels, en e�ectuant une intégration par partie
du terme de raideur, nous pouvons retrouver l'équation locale du Principe fondamental de la
dynamique et les conditions aux limites associés.

L'élément �ni barre Nous considérons un élément barre de longueur l avec à ses extrémités
les noeuds i et j.

ji l

iu ju

x

Figure A.14 � Élément barre considérée, de longueur, noeuds i et j aux extrémités

Les déplacements aux noeuds i et j (ui et uj) sont les deux variables nodales. Nous choisissons
une approximation nodale de la forme suivante :

ũ(x, t) = a1 + b1x (A.30)

Ou encore en écriture matricielle :

ũ(x, t) = (1 , x)

{
a1(t)
b1(t)

}
(A.31)

Pour construire l'approximation nodale, nous devons dé�nir la valeur aux noeuds de l'approxi-
mation et les déplacements nodaux. Nous dé�nissons :{

en x = 0 ũ(0, t) = ui(t) = a1

en x = l ũ(l, t) = ui(t) = a1 + b1l
(A.32)
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Nous pouvons maintenant déduire a1 et b1 en fonction des déplacements nodaux.{
a1 = u1

b1 =
uj − ui

l

(A.33)

L'expression de l'approximation nodale est donc :

ũ(x, t) = (1− x

l
,
x

l
)

{
ui(t)
uj(t)

}
(A.34)

Souvent notée sous cette forme :

ũ(x, t) = (N)

{
ui(t)
uj(t)

}
(A.35)

N est composée des fonctions d'interpolation (ou fonctions de forme).

N1(x) = 1− x

l
qui véri�e N1(i) = 1 et N1(j) = 0

N2(x) =
x

l
qui véri�e N2(i) = 0 et N2(j) = 1

N1
1

10
x/l

x/l

N2

1

10

Figure A.15 � Fonctions d'interpolation

La notion d'approximation nodale est fondamentale dans la méthode des éléments �nis, elle per-
met d'utiliser des variables qui ont un sens physique, et sur lesquelles nous pourrons directement
imposer les valeurs données par les conditions aux limites de type cinématique. Calculons main-
tenant l'énergie de déformation associée à notre élément.

Nous souhaitons maintenant calculer la matrice de raideur d'une barre de longueur l.
Pour cela, calculons l'énergie de déformation associée à notre élément.

2Ed =

∫
Ω

(~σ ∧ ~ε) dV =

∫ l

0
ES

(
∂u

∂x

)2

dx (A.36)

Utilisons l'approximation nodale du champ des déplacements :

∂u

∂x
=

(
∂N

∂x

)
{U} =

(
−1

l
,

1

l

)
{U} (A.37)

Nous obtenons : (
∂u

∂x

)2

= {U}T 1

l2

[
1 −1
−1 1

]
{U} (A.38)
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D'où

2Ed = {U}T 1

l2

[
1 −1
−1 1

]
{U} (A.39)

On peut en déduire une expression analytique de la matrice de raideur d'une barre de longueur l

[Ke] =
ES

l

[
1 −1
−1 1

]
(A.40)

Nous souhaitons maintenant calculer la matrice de masse de notre élément. Le travail des quan-
tités d'accélération est :

δA =

∫ l

0
ρS
∂2u

∂x2
δudx (A.41)

En utilisant l'approximation nodale du champs des déplacement et en sortant les variables nodales
de l'intégrale δA on obtient :

δA = {δU}T [Me]

{
∂2U

∂x2

}
(A.42)

avec

Me =
ρSl

6

[
2 1
1 2

]
(A.43)

Pour calculer la contrainte sur les éléments, nous utilisons la loi de comportement intégrée.

N = ES
∂ux
∂x

= ES

[
∂Nx

∂x

]
{U} =

ES

l
(uj − ui) = Cte (A.44)

Problème du treillis

Analyse du problème Le système étudié (voir �gure A.16) est situé sur un plan. Il est
composé de 3 barres, 3 noeuds à 2 variables (ui et vi correspondant aux déplacements des noeuds
dans le plan).

a

xo

yo

2a1 2

3

1u
1v

3u
3v

2u
2v

Figure A.16 � Modèle du treillis étudié et degrés de liberté

Nous avons donc un problème avec 6 degrés de liberté. Le vecteur des déplacements nodaux est
dé�ni par l'équation A.45 suivante :
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{U}T = {u1 v1 u2 v2 u3 v3} (A.45)

Il convient également de dé�nir les conditions aux limites comme pour chaque problème physique.
Dans notre cas, il s'agit des appuis sur les noeuds 1 et 2.

� Concernant l'appui sur le noeud 1 : {u1 = 0, v1 = 0}. Il en résulte deux composantes d'un
e�ort inconnu {X1, Y1}.

� Concernant l'appui sur le noeud 2 : c'est un contact glissant. Nous avons {v2 = 0}. Il en
résulte une composante d'un e�ort inconnu {Y2}

xo

yo

a

F

2a1X
1Y 2Y

1 2

Figure A.17 � Modèle du treillis étudié et e�orts inconnus

Appliquons le théorème des travaux virtuels à notre structure treillis en faisant intervenir les
e�orts donnés et les e�orts inconnus appliqués.

δText = X1δu1 + Y1δv1 + Y2δv2 + Fδu3 (A.46)

Cela conduit à l'expression du vecteur des forces nodales suivante :

{F}T = {X1 Y1 0 Y2 F 0} (A.47)

Et également à l'expression du vecteur des déplacements nodaux suivante :

{U}T = {0 0 u2 0 u3 V3} (A.48)

Nous obtenons un système à 6 inconnues. Si nous écrivons les équations de Lagrange (Principe
des travaux virtuels), nous obtenons 6 équations correspondant aux 6 degrés de libertés initiaux
de la structure.
A�n de calculer le travail des e�orts extérieurs, nous utilisons la notion d'énergie de déformation
que nous rappelons dans le paragraphe suivant.

δWint = −
∑
i

∂Ed
∂qi

∂qi (A.49)

avec

2Ed = UT [K]U (A.50)

Il faut résoudre les équations de Lagrange de la forme suivante :
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K



0
0
u2

0
u3

v3


=



X1

Y1

0
Y2

F
0


(A.51)

Les équations 3,5, et 6 nous permettent de déterminer le champ de déplacement de la structure
(sa déformation). Les équations 1, 2 et 4 nous donnerons les e�orts aux appuis en fonction de
ces déplacements.

ji l

iu ju

x

Figure A.18 � Barre de longueur le dé�nie par les noeuds i et j

Calcul de la matrice de raideur Rappel : pour un élément dé�ni par les noeuds i et j de
longueur le, on a comme matrice de raideur :

[Ke] =
ES

le

[
1 −1
−1 1

]
sur [uiuj ] (A.52)

Cela donne en 2D, en considérant l'angle α (voir �gure A.19)

[Ke] =
ES

le

[
[T ] −[T ]
−[T ] [T ]

]
(A.53)

ji l

iu ju

x

Figure A.19 � Barre en deux dimension orientée d'un angle α

avec T la matrice de changement de base :

[T ] =

[
cos2α cosαsinα

cosαsinα sin2α

]
(A.54)

Notre structure est composée de 3 éléments. Nous allons donc calculer pour chaque élément la
matrice de raideur associée.
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xo

yo

(1)

(2) (3)a

2a
1 2

3

Figure A.20 � Modèle du treillis étudié et les trois éléments considérés

Commençons par le premier élément (noeuds 1 et 2) (voir �gure A.21) :

[Ke1] =
ES

a
√

2

[
[T ] −[T ]
−[T ] [T ]

]
sur

{
u1

u2

}
(A.55)

1
2a

2
1u 2u

Figure A.21 � Premier élément du treillis

Pour le deuxième élément (noeuds 1 et 3), voir �gure A.22, on a :

[Ke2] =
ES

2a


1 1 −1 −1
1 1 −1 −1
−1 −1 1 1
−1 −1 1 1

 sur


u1

v1

u2

v2

 (A.56)

1

a

3

1u
1v

3u
3v

45α = °45

Figure A.22 � Deuxième élément du treillis

Pour le troisième élément (noeuds 2 et 3), voir �gure A.23, on a :

[Ke3] =
ES

2a


1 −1 −1 1
−1 1 1 −1
−1 1 1 −1
1 −1 −1 1

 sur


u2

v2

u3

v3

 (A.57)
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2

a

3 3u
3v

135α = °
2u

2v
135

Figure A.23 � Troisième élément du treillis

L'énergie de déformation totale de la structure est la somme des énergies de déformation de
chaque élément, l'assemblage des matrices consiste à ranger chaque terme dans une matrice
globale dé�nie sur le vecteur {U}T = {u1v1u2v2u3v3}.
On obtient alors la matrice de raideur globale :

[Ke] =
ES

2a



1 +
√

2 1 −
√

2 0 −1 −1
1 1 0 0 −1 −1

−
√

2 0 1 +
√

2 −1 −1 1
0 0 −1 1 1 −1
−1 −1 −1 1 1 + 1 1− 1
−1 −1 1 −1 1− 1 1 + 1

 sur



u1

v1

u2

v2

u3

v3


(A.58)

Résolution L'équation matricielle [K]{U} = {F} à résoudre est la suivante :

ES

2a



1 +
√

2 1 −
√

2 0 −1 −1
1 1 0 0 −1 −1

−
√

2 0 1 +
√

2 −1 −1 1
0 0 −1 1 1 −1
−1 −1 −1 1 2 0
−1 −1 1 −1 0 2





0
0
u2

0
u3

v3


=



X1

Y1

0
Y2

0
0


(A.59)

Il faut maintenant réduire le système. On a alors :

[Ke3] =
ES

2a

 1 +
√

2 −1 1
−1 2 0
1 0 2


u2

u3

v3

 =


0
F
0

 (A.60)

3u

1 2

F

2u

Figure A.24 � Allure de la déformée
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On trouve : 
u2 =

F

ES

a√
2

u3 =
F

ES
a

(
1 +

1

2
√

2

)
v3 = − F

ES

a

2
√

2

(A.61)

Nous pouvons alors calculer les e�orts aux appuis :
X1 =

ES

2a

(√
2u2 − (u3 + v3)

)
Y1 = −ES

2a
(u3 + v3)

Y2 =
ES

2a
(−u2 + u3 − v3)

(A.62)

C'est-à-dire, nous obtenons, les e�orts aux noeuds :
X1 = −F

Y1 =
−F
2

Y2 =
F

2

(A.63)

/ 2F−

1 2

F
F/2

F−

Figure A.25 � Equilibre des forces de la structure

Post-traitement Pour calculer la contrainte dans les éléments, nous utilisons les résultats de
cours suivants :

En 1D :

Ne =
ES

le
{uj − ui} (A.64)

En 2D :

Ne =
ES

le
[cosα sinα]

{
uj − ui
vj − v − i

}
(A.65)

D'où :
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N1 =

ES

a
√

2
(u2) =

F

2

N2 =
ES

a
√

2
(u3 + v3) =

F√
2

N3 =
ES

a
√

2
(u3 + u2 − v3) = − F√

2

(A.66)

(1)

(2) (3)

/ 2F−

F

/ 2F
F−

1N 1N

2N
2N

3N
3N

Figure A.26 � Contraintes aux noeuds de la structure

La matrice raideur du système réduit était inversible (Det(K) 6= 0) car les conditions aux limites
en déplacement bloquaient tous les modes rigides de la structure. Cela signi�e que le problème
statique est bien posé.

Les e�orts calculés aux appuis équilibrent parfaitement le chargement. C'est-à-dire que les rési-
dus d'équilibre sont nuls car nous travaillons sur la solution analytique de l'équation matricielle.
Dans le cas d'une résolution numérique ces résidus doivent tendrent vers zéro (erreur numérique).

Les contraintes calculées sur les éléments équilibrent de façon exacte (aux résidus près) les charges
nodales. Ceci est vrai dans ce cas particulier du calcul statique d'un treillis chargé aux noeuds
car l'approximation utilisée représente le champ exact de la solution analytique (e�ort normal
constant dans chaque élément de la structure). On a alors l'erreur de discrétisation qui est nulle.

Il est ensuite possible d'isoler chaque élément de la structure pour trouver l'équation de l'équi-
libre de l'élément sous forme matricielle. Les e�orts internes aux noeuds de la structure peuvent
alors être trouvés.

A.3 Élément de référence : éléments coques

Approximation nodale de quelques éléments de référence

Un élément de référence est un élément avec une forme géométrique élémentaire pour lequel l'ap-
proximation nodale est dé�nie en suivant une certaine démarche analytique. Une transformation
géométrique va faire le passage de l'élément de référence à l'élément réel considéré (voir �gure
A.27).
On dé�nit par élément réel, un élément quelconque faisant partie du domaine discrétisé. En fonc-
tion de la précision voulue, du temps d'étude disponible et de la nature du problème, on choisit
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ξ

η

1

1

x

y
1

2

T1

T2

Figure A.27 � Élément de référence et élément réel

le type d'élément. Dans notre cas, on va utiliser les éléments coques.

La spéci�cité d'une structure composée d'éléments coques est qu'elle tient compte du �ambement,
de la torsion, des déformations hors du plan ainsi que des chargements dans toutes les directions.
Par comparaison, les éléments solides 2D comme les plaques, tiennent compte du �ambement et
des e�ets hors du plan. Les éléments membranes tiennent compte du �ambement et des e�ets dans
le plan. On comprend aisément que les éléments coques sont l'union de ces deux éléments. Nous
allons ici étudier brièvement les éléments coques, éléments généralisés des éléments membranes
et plaques. De plus, il est assez courant dans les logiciels d'éléments �nis commerciaux d'utiliser
les éléments coques pour étudier une structure "plaque".

A.3.1 Éléments dans le système de coordonnées local

Une structure "coque" est généralement incurvée car c'est une structure utilisée pour modéliser
notamment les coques de bateaux, les fuselages d'avion, les grands ensembles architecturaux
tels que les toits de stades (faible épaisseur de la toiture devant les dimensions du bâtiment).
Mais l'élément coque (voir �gure A.28) est plat et c'est l'ensemble des éléments qui va donner
la courbure de la structure puisque chaque élément est dé�ni en changeant son orientation dans
l'espace. Il est donc évident que si la courbure de la structure est prononcée, il faut recourir à
un maillage su�samment �n pour garantir la précision du résultat.
Il y a bien entendu des éléments coques avec une formulation plus avancée ce qui permet une
meilleur précision. Mais soyons réalistes, pour le moment, en attendant des puissances de calculs
plus élevées, ces formulations plus avancées ne sont utilisées que pour la recherche scienti�que
sur des structures d'une complexité raisonnable et ne sont pas implémentées dans les logiciels
commerciaux. Nous allons donc aborder que la formulation simple : les éléments coques plats.
Un élément coque comporte 6 degrés de liberté : trois déplacements en translation dans les
directions x, y et z ainsi que 3 déformations en rotation selon les axes x, y et z. Le repère
de l'élément est constitué des axes u, v et w. Le vecteur généralisé des déplacements pour un
éléments peut être écrit :

de =


de1
de2
de3
de4

 (A.67)
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y
x

z

1(-1,-1) 2(1, -1)

3(1,1)4(-1, 1)

Figure A.28 � Élément coque de référence considéré

où les dei sont les vecteurs de déplacement pour chaque noeud i et s'expriment :

dei =



ui
vi
wi
θxi
θyi
θzi


(A.68)

où pour chaque noeud ui est le déplacement dans la direction x, vi le déplacement dans la
direction y, wi le déplacement dans la direction z, θxi la rotation autour de l'axe x, θyi la rotation
autour de l'axe y et θzi la rotation autour de l'axe z.

La matrice des rigidités pour un solide 2D, élément rectangulaire est utilisée pour tenir compte
des e�ets de membrane de l'élément, qui correspondent aux degrés de liberté de u et v. La matrice
de rigidité de la membrane peut être exprimée dans la forme suivante utilisant des sous-matrices,
par rapport aux noeuds :

ke
m =

noeud 1 noeud 2 noeud 3 noeud 4


k11
m k12

m k13
m k14

m noeud 1

k21
m k22

m k23
m k24

m noeud 2

k31
m k32

m k33
m k34

m noeud 3

k41
m k42

m k43
m k44

m noeud 4

(A.69)

où l'exposant m désigne la matrice membrane. Chaque sous-matrice aura une dimension de 2 x
2, puisque cela correspond aux 2 degrés de liberté u et v à chaque noeud.

La matrice de rigidité pour un élément plaque rectangulaire est utilisée pour les e�ets de �ambe-
ment, correspondant aux degrés de libertés w, θx and θy. La matrice de rigidité pour le �ambe-
ment peut être exprimée en utilisant la forme sous-matricielle suivant par rapport aux noeuds :
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ke
b =

noeud 1 noeud 2 noeud 3 noeud 4


k11
b k12

b k13
b k14

b noeud 1

k21
b k22

b k23
b k24

b noeud 2

k31
b k32

b k33
b k34

b noeud 3

k41
b k42

b k43
b k44

b noeud 4

(A.70)

où l'exposant b correspond à la matrice de �ambement. Chaque sous-matrice de �ambement a
une dimension 3 x 3.
La matrice des rigidités pour l'élément coque dans le système de coordonnées local est formulé
en combinant les équations A.70 et A.69 :

ke =

p noeud 1 q p noeud 2 q p noeud 3 q p noeud 4 q



k11
m 0 0 k12

m 0 0 k13
m 0 0 k14

m 0 0 q
0 k11

b 0 0 k12
b 0 0 k13

b 0 0 k14
b 0 noeud 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y
k21

m 0 0 k22
m 0 0 k23

m 0 0 k24
m 0 0 q

0 k21
b 0 0 k22

b 0 0 k23
b 0 0 k24

b 0 noeud 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y
k31

m 0 0 k32
m 0 0 k33

m 0 0 k34
m 0 0 q

0 k31
b 0 0 k32

b 0 0 k33
b 0 0 k34

b 0 noeud 3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y
k41

m 0 0 k42
m 0 0 k43

m 0 0 k44
m 0 0 q

0 k41
b 0 0 k42

b 0 0 k43
b 0 0 k44

b 0 noeud 4

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y

(A.71)
La matrice des rigidités pour un élément coque rectangulaire a une dimension de 24 x 24. Notons
que dans l'équation A.71, les composantes relatives aux degrés de liberté sont nulles. C'est parce
qu'il n'y a pas de θζ dans le système de coordonné local. Si ces termes nuls sont enlevés, la
matrice des rigidités aura une dimension réduite de 20 x 20. Mais, utiliser la matrice des rigidités
étendue 24 x 24, permet de la transformer plus facilement du système de coordonnées local au
système de coordonnées global.
La matrice des masses pour un élément rectangulaire est obtenue de la même façon que la
matrice des rigidités. La matrice des masses pour un élément 2D solide est utilisée pour les
e�ets de membrane, correspondant aux degrés de liberté u et v. La matrice des rigidités d'une
membrane peut être exprimée comme les sous-matrices suivantes par rapport aux noeuds :

me
m =

noeud 1 noeud 2 noeud 3 noeud 4


m11
m m12

m m13
m m14

m noeud 1

m21
m m22

m m23
m m24

m noeud 2

m31
m m32

m m33
m m34

m noeud 3

m41
m m42

m m43
m m44

m noeud 4

(A.72)

où l'exposant m désigne la matrice d'une membrane. Chaque sous-matrice membrane a une
dimension 2 x 2.
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La matrice des masses pour un élément plaque rectangulaire est utilisée pour les e�ets de �am-
bements, correspondant aux degrés de liberté w, θx and θy. La matrice des masses pour le
�ambement peut également être exprimée sous la forme suivante utilisant des sous-matrices par
rapport aux noeuds :

me
b =

noeud 1 noeud 2 noeud 3 noeud 4


m11
b m12

b m13
b m14

b noeud 1

m21
b m22

b m23
b m24

b noeud 2

m31
b m32

b m33
b m34

b noeud 3

m41
b m42

b m43
b m44

b noeud 4

(A.73)

où l'exposant b désigne la matrice de �ambement. Chaque sous-matrice de �ambement a une
dimension 3x3.

La matrice des masses pour un élément coque dans le repère local est formulé en combinant les
équations A.72 et A.73 :

me =

p noeud 1 q p noeud 2 q p noeud 3 q p noeud 4 q



m11
m 0 0 m12

m 0 0 m13
m 0 0 m14

m 0 0 q
0 m11

b 0 0 m12
b 0 0 m13

b 0 0 m14
b 0 noeud 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y
m21

m 0 0 m22
m 0 0 m23

m 0 0 m24
m 0 0 q

0 m21
b 0 0 m22

b 0 0 m23
b 0 0 m24

b 0 noeud 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y
m31

m 0 0 m32
m 0 0 m33

m 0 0 m34
m 0 0 q

0 m31
b 0 0 m32

b 0 0 m33
b 0 0 m34

b 0 noeud 3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y
m41

m 0 0 m42
m 0 0 m43

m 0 0 m44
m 0 0 q

0 m41
b 0 0 m42

b 0 0 m43
b 0 0 m44

b 0 noeud 4

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y

(A.74)

Les matrices pour les éléments coques dans le repère global sont obtenues en faisant les trans-
formations suivantes :

Ke = T−1keT (A.75)

Me = T−1meT (A.76)

Fe = T−1feT (A.77)

où T est la matrice de transformation donnée par :
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T =



T3 0 0 0 0 0 0 0
0 T3 0 0 0 0 0 0
0 0 T3 0 0 0 0 0
0 0 0 T3 0 0 0 0
0 0 0 0 T3 0 0 0
0 0 0 0 0 T3 0 0
0 0 0 0 0 0 T3 0
0 0 0 0 0 0 0 T3


(A.78)

où

T3 =

lx mx nx
ly my ny
lz my nz

 (A.79)

où lk, mk and nk (k= x, y, z) sont les cosinus directeurs (nous n'aborderons pas comment les
obtenir ici). Les coordonnées locales x,y, z sont dé�nies de façon pratique dans le repère global
en utilisant les 4 noeuds de l'élément coque.
Les matrices globales sont obtenues et peuvent être utilisées a�n de résoudre le système d'équation
globale.

A.4 Modélisation du contact dans le simulateur par éléments �nis

Qu'il s'agisse de simuler l'opération d'en-capsulage de bouteilles, le comportement d'un contac-
teur électrique, le frettage d'un verre dans un boîtier de montre sans parler des procédés de mise
en forme (forgeage, emboutissage, entre autres), la simulation numérique de systèmes industriels
nécessite des modélisations de plus en plus �nes des phénomènes de contact. Les problèmes de
contact interviennent de façon très di�érente en fonction de la nature du problème à traiter.
Il est ainsi habituel de distinguer, dans les codes de calcul par éléments �nis, les problèmes de
contact faisant intervenir des petits débattements relatifs de ceux faisant intervenir des grands
glissements. Les premiers concernent des applications de frettage et sont généralement convena-
blement modélisés par des éléments de contact noeud à noeud alors que les seconds nécessitent
des algorithmes performants de recherche des zones de contact et c'est souvent l'e�cacité de ces
algorithmes de recherche qui conditionne l'e�cacité générale de la méthode. Une autre source de
di�cultés en présence de grands glissements résulte de la description des zones de contact. Ces
zones sont en e�et généralement facétisées (représentation assez naturelle dans une approche par
éléments �nis) ce qui conduit à des di�cultés numériques lors du glissement d'un point sur deux
facettes adjacentes.

Là encore, la mise en place d'outils de régularisation des surfaces de contact joue un rôle primor-
dial sur la robustesse de la méthode. Les méthodes de prise en compte des conditions unilatérales
sont aujourd'hui bien connues (méthode de pénalité, multiplicateurs de Lagrange, lagrangien
augmenté, etc. ). Leur mise en oeuvre dans le cas d'un problème présentant des matériaux très
di�érents (acier, élastomère par exemple) ou des structures de rigidité dissemblable (cas d'un
contacteur électrique) pose des di�cultés qui se traduisent souvent par la non-convergence des
calculs. L'introduction de lois de frottement à l'interface conduit à réduire très fortement les
tailles d'incréments pour permettre la convergence des calculs. L'utilisation de lois de comporte-
ment élastoplastique conduit au même type de problème. Par ailleurs, l'introduction d'une loi de
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frottement conduit à des systèmes d'équations non symétriques. Cet aspect, combiné au mauvais
conditionnement du système d'équations, limite fortement le choix d'un solveur pour la résolution.

Les problèmes de contact génèrent des di�cultés tant sur le plan théorique que numérique. Il
est indispensable de modéliser mathématiquement et mécaniquement le comportement de deux
corps déformables en contact éventuel. Ceci a nécessité le développement d'une théorie continue
du contact.

Nous allons dans cette section aborder, sans trop entrer dans le détail, l'algorithme d'analyse du
contact qui utilise le système de coordonnées relatives pour la dynamique de système multicorps
dans le logiciel Recurdyn. L'idée est d'avoir une compréhension correcte du modèle du contact
que nous utilisons dans nos modèles 2.5D et 3D. Cette section est fortement inspirée de la partie
Contact du manuel théorique de Recurdyn.

Lozano-Perez[1] ont proposé pour la plani�cation du mouvement de robot une représentation
de l'espace des con�gurations d'un couple cinématique supérieur. Un couple cinématique infé-
rieur est une liaison dans laquelle les surfaces de contact sont des surfaces �nies (plan, cylindre,
sphère). Un couple cinématique supérieur est une liaison dans laquelle la surface de contact est
soit une ligne soit un point. (appui ponctuel, linéaire annulaire). Sacks a étendu le concept d'es-
pace des con�gurations pour une détection e�cace du couple de contact. La position relative et
l'orientation d'un couple ont été intégrées dans l'espace des con�gurations. Les degrés de libertés
d'un couple de contact sont devenus la dimension de l'espace des con�gurations, qui est divisé en
espaces libres et en espaces en contact dans l'étape de pre-processing d'une analyse dynamique
et qui est mis dans une base de données. Le temps d'exécution de la requête est fait pour décider
si un couple est en contact ou non.

L'algorithme de contact que nous allons décrire est un algorithme hybride de détection du contact.
Deux corps d'un couple de contact sont logiquement considérés comme un corps de référence
sur qui le repère de référence du contact est dé�ni et un corps en action qui se déplace par
rapport au corps de référence. La surface extérieure du corps de référence est approximée par
des surfaces élémentaires triangulaires (appelées "facettes") qui sont projetées sur les axes du
repère de référence du contact. Un rectangle englobant contient la surface de contact du corps
de référence. Celui-ci est divisé en une série de blocs qui sont chacun indexés sur les axes du
repère de référence du contact. Le vecteur de la position relative du corps en action par rapport
au corps de référence est projeté sur les axes du repère de référence du contact. Une recherche
des corps qui vont entrer en contact peut se faire à une grande échelle en utilisant les rectangles
englobants (et à l'aide du vecteur de la position relative entre les deux solides). A plus petite
échelle, lorsque deux solides sont proches, les éléments potentiellement en contact sont recherchés.
Cette recherche sur 2 niveaux permet de raccourcir sensiblement les temps de calcul.

A.4.1 Notation cinématique du couple de contact

Considérons un couple cinématique de contact comme sur la �gure A.29. Les deux corps du
couple de contact sont référencés comme un corps en action et un corps de référence.
Le système de coordonnées X-Y-Z est le repère inertiel de référence et le système de coordonnées
x'-y'-z' correspond aux repères de référence des corps. L'orientation et la position des repères
de références des corps sont données respectivement par les paramètres A et r. Le système de
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Figure A.29 � Couple cinématique considéré : corps en action, corps de référence et sa surface
en contact

coordonnées x′′ − y′′ − z′′ est pour le repère de référence des noeuds du corps en action et pour
les repères de référence de la surface et du contact du corps de référence. Toutes les variables
géométriques du corps de référence sont mesurées sur le repère de référence de la surface. Le
repère de référence du contact pour un couple de contact est dé�ni sur l'angle éloigné et à gauche
du rectangle englobant du corps de référence comme montré sur la �gure A.30. La position et
l'orientation relative du corps en action par rapport au corps de référence sont dé�nies comme
les coordonnées généralisées, notées d′′ch et Ach. De cette façon, les coordonnées généralisées sont
directement utilisées pour détecter le contact pour un couple cinématique.

A.4.2 Division du domaine de contact

Un problème de contact surface-à-surface peut être remplacé par un problème de contact sphères
multiples-à-surface. Nous allons donc nous intéresser ici, pour expliquer la démarche de l'algo-
rithme de contact de façon didactique, à un problème de contact sphère-à-surface (ou noeud-à-
surface ou noeud-à-facettes). La surface de référence est approximée par un ensemble de facettes
alors que le corps en action est représenté par un ensemble de noeuds comme montré sur la �gure
A.31. Le nombre de noeuds et de facettes dont être décidé en fonction de la précision désirée.
Le rectangle englobant de la surface du corps de référence est divisé en une multitude de blocs
qui contiennent chacun un ensemble de facettes comme montré sur la �gures A.32 a�n d'avoir
un processus de détection du contact e�cient. Comme les emplacements des blocs sont indexés
en fonction du repère de référence du contact du corps de référence, ils sont constants. Comme
résultats, les emplacements des blocs n'ont pas à être calculés à chaque itération et cela réduit
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Figure A.30 � Repère de référence, rectangle englobant le corps de référence et position du
corps en action

Figure A.31 � Surface du corps de référence constitué de facettes (patchs) et corps de référence
constitué de noeuds (nodes)
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considérablement les temps de calculs pour la recherche du contact.

Figure A.32 � Surface de référence englobée dans un rectangle subdivisé en bloc

A.4.3 Pré-recherche

Tous les couples noeuds du corps en action - facettes du corps de référence doivent être examinés
pour détecter un contact entre les deux corps ce qui est intensif au niveau du calcul. Pour
raccourcir de façon conséquente les temps de calcul, chaque noeud du corps en action doit chercher
les blocs avec qui il entrera en contact (voir �gure A.33). Ces blocs appartiennent au domaine
du contact.
La position et l'orientation relative du repère de référence du corps en action avec le respect
du repère de référence du contact (voir �gure A.30) peuvent directement être disponibles des
coordonnées généralisées d′′ch et Ach. De cette façon la position relative d'un noeud du corps en
action en accord avec le repère de référence du contact est obtenu par la relation suivante :

d′′cn = d′′ch +Achs
′
n (A.80)

où s′n est la position d'un noeud par rapport au repère de référence du corps en action. La
comparaison directe de d′′cn avec l'emplacement du bloc correspondant sur le corps de référence
donne l'état du contact.
Ainsi si une paire constituée d'un noeud et d'un bloc est en contact, l'étape de la post-recherche
du contact va être e�ectuée. Comme dit précédemment, le rectangle englobant du corps de
référence est divisé en un ensemble de blocs. Chaque bloc contient un ensemble de facettes. De
cette façon, l'étape de post-recherche va être appliquée uniquement aux blocs où un contact a
été établi lors de l'étape de la pré-recherche.
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Figure A.33 � Lien entre les facettes et les blocs

A.4.4 Post-recherche et force élastique de contact

Les facettes candidates au contact sur le corps de référence ont été sélectionnées pour la post-
recherche par l'étape de pré-recherche du contact. Pour ces facettes, il est nécessaire de calculer
la pénétration pour générer les forces de contact (voir Fig. A.34).

Figure A.34 � Dé�nition du contact entre un noeud du corps en action et d'une facette du corps
de référence

La position relative d′′pn d'un noeud par rapport au repère de référence de la facette est obtenue
de la façon suivante :
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d′′cn = d′′cn +Achs
′′
p1 (A.81)

où le vecteur d′′′pn est projeté sur le repère de référence de la facette comme :

d′′′pn = CTp d
′′
pn (A.82)

où Cp est la matrice d'orientation du repère de référence de la facette par rapport au repère de
référence du contact.
La première étape de la post-recherche est de véri�er si le noeud est en contact avec la facette
ou non en étudiant la grandeur d′′′pn. En cas de non contact, le reste de la procédure est annulée.
S'il y a contact, la pénétration du noeud à travers la facette est calculée avec la valeur suivante :

∂ = r − n′′′p
T
d′′′pn (A.83)

où ∂ est toujours positif. n′′′p est le vecteur normal de la facette. La force normale de contact est
obtenue par la formule :

fn = k∂m1 + c
∂̇

|∂̇|
|∂̇|m2∂m3 (A.84)

où k et c sont, respectivement le coe�cient élastique et d'amortissement qui sont déterminés par
une méthode expérimentale. Les paramètres m1 et m2 (exposants) rendent la force de contact
non-linéaire et l'exposantm3 donne un e�et d'amortissement d'indentation. Quand la pénétration
est très petite, la force de contact peut être négative à cause d'une force d'amortissement négative,
ce qui n'est pas réaliste. Cette situation peut être réglée en utilisant l'exposant d'amortissement
d'indentation plus grand que un. La force de frottement obtenue est :

ff = µ|fn| (A.85)

où µ est le coe�cient de frottement. Son signe et sa valeur peuvent être déterminés par la vitesse
relative du corps en action par rapport au corps de référence.

Un algorithme de recherche du contact a été décrit. La méthode proposée par le logiciel Recurdyn
utilise la position relative et la matrice d'orientation pour un couple cinématique. Il s'agit ensuite
d'écrire la cinématique et les équations du mouvement en formulation récursive pour un couple
cinématique. Pour les détails de la méthode, il faut consulter le manuel théorique de Recurdyn.
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