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Introduction

Soit k un corps fini et X} une courbe projective lisse sur Spec(k). Il a été montré par Hasse
[Has35] que le rang de la matrice de Hasse-Witt est un invariant important de X} et donc de sa
jacobienne. Lorsque le rang est minimal, ¢’est-a-dire nul, on dit que la courbe est supersinguliére ;
lorsqu’il est maximal et donc égal & g, genre de la courbe, elle est dite ordinaire. Dans le cas d’une
courbe elliptique, définie par I'’équation y? = (¢t —1)(t — \), le calcul de cet invariant est déja fait
par Hasse en loc. cit. et il est donné, & un inversible modulo p prés, par la formule Zf:o (’;)2)\z
Dans le cas des courbes hyperelliptiques et de certaines courbes de Fermat, le calcul a été fait
par Gonzales [Gon97|. Par ailleurs pour les courbes hyperelliptiques on dispose depuis peu pour
le calculer d’un algorithme en temps polynomial [HS14].

Parallélement, Kedlaya [Ked01] s’est rendu compte que, lorsque X} est une courbe hyperellip-
tique, il est possible de calculer la cohomologie rigide de I'ouvert complémentaire des points de
ramification de Xj. On peut en déduire la fonction Zéta de cette courbe et donc le nombre de
points de la courbe. Ce calcul a été généralisé par Tuitman dans le cas de revétements séparables
de degré n de la droite projective sur un corps fini [Tuil6][Tuil7]. Méme si le contexte de notre
travail est différent de celui de ces algorithmes, nous avons réutilisé certaines idées de Kedlaya,
notamment celle qui consiste & se placer sur 'ouvert complémentaire du lieu de ramification pour
trouver un relévement explicite du Frobenius (cela sera explicité dans la section 7.2).

Considérons k un corps fini, V' = W (k) 'anneau des vecteurs de Witt de k et K = Frac(V). On
se propose dans cette thése de calculer un invariant plus complet que l'invariant de Hasse-Witt
pour une certaine classe de courbes projectives lisses. Ces courbes sont des revétements séparables
de degré n de la droite projective sur k, elles seront décrites plus précisément ci-dessous. Soit
X une courbe projective lisse sur Spec(V) qui est un revétement séparable de degré n de la
droite projective relative sur Spec(V), notons Xy, sa fibre spéciale et X}, la courbe obtenue apres
changement de base par le Frobenius sur k. Commencons par quelques rappels sur I'invariant de
X que nous souhaitons calculer. En 1987 Fontaine et Messing ont donné une construction du
Frobenius divisé cristallin ¥, qui est & valeurs dans le groupe de cohomologie cristalline, H (}M o(Xk)
[FMS87]. Or il se trouve que pour les courbes que nous considérons ici, H: . (Xy) est un V-module
libre de rang fini égal & 2g. Sous nos hypothéses on sait, grace au théoréme de comparaison de
Berthelot [BO78], que le groupe H!

cris

(Xj) s’identifie & H}»(X), et cet isomorphisme donne un

isomorphisme modulo p

Heio(Xi) /PH s (Xi) ~ Hpp(Xg).

cris
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Finalement, modulo p, le Frobenius divisé ¥ donne un morphisme de k-espaces vectoriels
' HO (X, Q) D HY (X, Oxy) — Hpp(X)

qui, sous nos hypothéses, est un isomorphisme. Par ailleurs, puisque le Frobenius sur k est un
isomorphisme, la projection X; — X} est un isomorphisme de schémas, et on en déduit des
isomorphismes semi-linéaires par rapport au Frobenius sur k

HO(Xk,Q}(k) ~ HO(X];,QI I/c) et Hl(Xk,OXk) ~ Hl(Xli;aoXl;)'

En composant 'isomorphisme précédent avec ces isomorphismes semi-linéaires, on en déduit un

isomorphisme semi-linéaire de k- espaces vectoriels
D HO(Xk, Qkk) @ H! (Xk, OXk) — H%R(Xk)

C’est cet isomorphisme dont on cherche a calculer la matrice dans une base adaptée au scindage.
Par définition, dans la base que nous avons choisie pour la représenter, le quart inférieur droit
de la matrice redonne la matrice de Hasse-Witt, tandis que le quart supérieur gauche redonne
la matrice de l'opérateur de Cartier [Car57|. Il était déja connu de Cartier que ces deux opéra-
teurs se correspondent par la dualité de Serre sur Xj. L’intérét de calculer ce nouvel invariant
(la matrice du Frobenius divisé) est que cela permet, aprés application de I'algorithme de Wach
[HW15][Wac97|, de calculer le (¢,I')-module modulo p associé a la représentation galoisienne
Helt(X?, Q,), ou K est une cloture algébrique de K. Ce dernier point ne sera pas abordé ici.
En revanche, en utilisant la classification des ¢-modules filtrés simples via les suites finies d’en-
tiers décrites par Fontaine-Laffaille [FL82], nous obtenons la liste des p-modules filtrés simples
(quotients de Jordan-Hélder) apparaissant dans la décomposition de H}, 5(Xk).

Pour mener & bien le calcul de la matrice du Frobenius divisé, nous utilisons un résultat récent
de Huyghe-Wach [HW16| qui démontre que ® coincide avec le morphisme construit par Deligne-
[lusie en 1987 [DI87] pour démontrer la dégénérescence de la suite spectrale de Hodge vers de
Rham. Le point remarquable de cette construction est qu’elle est complétement algorithmique,
au moins dans certains cas, comme l'illustre notre travail. Signalons enfin qu’il est standard que
® coincide avec le Frobenius divisé de Mazur modulo p [Maz73al, qui est construit a partir d’un
scindage de la filtration de Hodge, donnant un isomorphisme

Hpp(X) ~ H(X,0%) P H'(X,0x).

Enfin nous obtenons au passage une formule générale pour calculer la matrice de Hasse-Witt pour
la famille de courbes considérée, formule analogue a celle obtenue par Elkin pour 'opérateur de
Cartier [Elk11].

Détaillons a présent notre travail. Tout d’abord puisque la construction du morphisme de Deligne-
Illusie repose sur le calcul explicite du complexe de Cech associé au complexe de de Rham de
la courbe X}, nous nous sommes donné une classe de revétements X sur Spec(V) de degré n
(avec n A p = 1) admettant un recouvrement a deux ouverts généralisant ce qui se passe dans
le cas des courbes hyperelliptiques. Notre premiére étape consiste alors & identifier une famille



de revétements de degré n de P! admettant un recouvrement a deux ouverts. Notre choix s’est
porté sur des courbes X lisses (non planes) définies comme la réunion des deux ouverts affines

U et W définis par

U = Spec(V[t,yl/(y" — f(1)))
W = Spec(V[s, z]/(z" — fa(s)))

avec V.= W(k), f € V[t], f2 € V][s] polynomes de degré [ et I + 1 respectivement ainsi que des
conditions de recollement détaillées a la section 2.1. Ces revétements cycliques définis par une
équation y" = f(t) avec n A p = 1 ont été appelés courbes superelliptiques par Gaudry-Giirel
[GGO1].

Soit X une courbe de cette famille. Lorsque k contient les racines n-iémes de I'unité de E, une
cloture algébrique de Fp, i.e. u,(Fp) C k, on peut définir une action de p,(F,) sur V[t,y] (resp.
Vs, z]) par 0 : (t,y) — (t,[¢] " y) (resp. & : (s,2) — (s,[¢] " 2)) on [¢] est le représentant de
Teichmiiller de ¢, une racine primitive n-iéme de I'unité. Les deux actions se recollent pour définir
un morphisme sur X, puis sur les groupes de cohomologie. Il est alors naturel de considérer les
composantes isotypiques associées a cette action. Par ailleurs, indépendamment du fait que k
contienne f1,,(F,) on établit que X est de genre g = (I — 1)(n — 1)/2 (proposition 3.4.1) et si
p > 2g — 1, alors on a un isomorphisme (théoréme 5.4.1)

n—1rn—3

j=1 =0

avec r = (I + 1)/n. Afin de mener a bien le calcul de cet isomorphisme, nous commengons
par twister le complexe de de Rham de X par une puissance assez grande du faisceau inversible
associé au diviseur & I'infini. On obtient alors un complexe acyclique & partir duquel il est possible
de calculer une base de H},p(X).

Soit maintenant d : Ox(U) x Ox (W) — Ox (U N W) avec d(a,b) = (a — b)|ynw. A l'aide de
I'identification H'(X,Ox) = Ox(UNW)/Im(d), on montre que le V-module H!(X, Ox) admet
pour base la famille h” des classes des éléments h; j =t~ iyl e Ox(UNW)pour 1 <j<n-—1
et 1 <i<rj—1 (proposition 6.0.4), soit encore

n—1 rj—1

(X Ox) = @ @Vt iyd.

7j=1 =1

Toujours pour ces mémes courbes, notons F le recouvrement de X formé par U et W, Q% le
complexe de de Rham de X et é(f ,Q2%) le complexe de Cech de Qx relativement & F. Pour
pouvoir utiliser la construction de Deligne-Illusie il est essentiel de construire une application
V-linéaire [7] : H'(X,0x) — H'(C(F,Q%)) qui est un scindage de la filtration de Hodge
(proposition 6.0.6). Celle-ci sera explicitée en fonction des données de la courbe, & une section
globale w € H(X, Q%) pres.

Il s’agit ensuite de calculer des relévements du Frobenius modulo p? sur chaque ouvert. Nous
émettons alors une nouvelle hypothése. Nous supposons que 0 n’est pas racine du polynéme f
permettant de définir la courbe sur U. Cette hypothése peut sembler écarter le type de courbes
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classiques comme par exemple la courbe elliptique définie sur U par y? = t(t — 1)(t — \) mais il
n’en est rien. Une simple translation ¢ = ¢ + u permet de ramener 1’étude d’une telle courbe &
I’étude d’une courbe vérifiant notre hypothése. Celle-ci nous améne naturellement a considérer

un nouveau recouvrement de X par
UND(ft)UW=UUW

dont chacun des ouverts admet un relévement du Frobenius modulo p?, celui-ci étant explicite sur
U (qui est I'ouvert de U complémentaire des points de ramification) et algorithmique sur W. Ceci
étant fait nous pouvons alors donner explicitement 'image par le morphisme de Deligne-Illusie des
éléments de la base de H' (X}, O x;) et de H O(X7, Q&},ﬁ) et donc calculer la matrice du Frobenius
divisé sur HbR(Xk). Nous décomposons ce morphisme dans les composantes isotypiques des
modules considérés.

Ceci étant fait nous calculons alors des formules explicites donnant les coefficients de la matrice
généralisant entre autre les formules de Gonzales [Gon97|. Cela nécessite entre autre 'utilisation
d’une astuce d’inversion de f que nous devons & Xavier Caruso. Enfin nous fournissons un
procédé algorithmique permettant d’obtenir la décomposition de Jordan-Holder du ¢-module
filtré associé a cette matrice.

Pour illustrer cette introduction, considérons la courbe définie sur U par 1’équation
y? = t(t — 1)(t —2)(t — 3)(t — 4)

avec p = 17. Aprés avoir fait agir la translation ¢ = ¢ + 1, il est possible d’appliquer les résultats
algorithmiques développés dans cette thése pour obtenir la matrice de ¢ dans une base adaptée

au scindage

0 12 16 6 [6 0O 0 O
8 0 0 0|0 15 1 11
9 0 0 0|0 7 0 12
7T 0 0 0|0 1 4 15
00 0 0|0 10 8 0
0 135 8 |0 0 0 O
0 5 10 1113 0 0O O
0 8 11 0 (10 O 0O O

ou encore dans une base adaptée aux composantes isotypiques des modules considérés

0 0 0O 0 |12 16 6 6
0o 0 0 0 |13 5 8 O
0O 0 0 0 |5 10 11 13
0O 0 0 0 |8 11 0 10
§ 151 10 0 0 O
9 7 0 12|/0 0 0 O
7 1 4 150 0 0 O
10 10 8 0 |0 O O O



en gardant dans chaque sous-matrice une décomposition adaptée au scindage. Les quotients de
Jordan-Holder dans cet exemple sont de dimension 1 ou 2; ils sont au nombre de 6 et sont décrits
par la liste suivante (0,0, 1,1, (0,1),(0,1)).

Nous commencerons par motiver le choix de la famille de revétements étudiée et des conditions
que nous souhaitons voir vérifiées (chapitre 2), ainsi que par une étude de la lissité, de la ramifi-
cation et du genre (chapitre 3). Nous présenterons ensuite successivement un calcul d’une base de
HO(X, Q%) (chapitre 4) et de H},p(X) (chapitre 5). Nous expliciterons également le calcul d’un
scindage du H' (X, Ox) vers le premier espace de cohomologie du complexe de Cech du complexe
de de Rham (chapitre 6) ainsi que le calcul du Frobenius divisé via un calcul de relévements du
Frobenius modulo p? sur chacun des ouverts et le calcul du morphisme de Deligne-Illusie (cha-
pitre 7), ceci donnant lieu & des formules permettant de calculer la matrice associée (chapitre 8).
A partir de cette matrice nous calculerons alors la décomposition de Jordan-Hoélder du ¢-module
associé (chapitre 9). Enfin nous présenterons quelques exemples explicites (annexe A).






Chapitre 1
Préliminaires

Définition 1.0.1. On considére un corps . On appelle courbe sur Spec(l) un schéma intégre de
dimension 1 propre sur Spec(l) ([Liu02] 7.3).

Définition 1.0.2. Soit A un anneau de valuation discréte. On dit que C — Spec(A) est une
courbe relative sur Spec(A) si c’est un morphisme plat, propre dont les fibres sont des courbes

(JLiu02] 8.3.1, 3.16).

Définition 1.0.3. On considére C' — Spec(l) une courbe (au sens de la premiére définition), on

définit le genre de C, noté g(C), par g(C) = dim(H°(C, QlC/Spec(l))) ([Liu02] 7.5.2, 3.19).

Remarque 1.0.1. Si C' — Spec(A) est une courbe, il est donc possible de calculer le genre de
chacune de ses fibres qui sont des courbes sur Spec(l) pour un certain corps [. Si ceux-ci sont
tous égaux au méme entier g alors on dira par abus de langage que la courbe C est de genre g.

Définition 1.0.4. Considérons Cy et Cy deux courbes sur un corps l. Notons [(Ch) et 1(Cy) leurs
corps de fonctions respectifs. On dit qu’un morphisme f : C1 — Co est un morphisme séparable
si1(Ce) — I(CY) est une extension séparable ([Liu02] 7.4.2). Par ailleurs si f est un morphisme
fini on appelle degré de f le degré de l'extension de corps de fonctions [I(C1) : I(C2)]| ([Har77]
v.2).

Notation. Soient A un anneau de valuation discréte, [ son corps résiduel, L son corps des frac-
tions et C — Spec(A) une courbe. On note C; = C' Xgpec(a) Spec(l) la fibre spéciale de C et
Cr = C Xgpec(a) Spec(L) la fibre générique de C'. De la méme maniére on note IP’ll la fibre spéciale
et IP’lL la fibre générique de }P’Ilq.

Définition 1.0.5. Considérons A — B un homomorphisme injectif d’anneaux de valuation
discreéte. Soit wa (resp. wp) une uniformisante de A (resp. sur B). On appelle indice de ramifi-

. . L. e X .
cation de B sur A Uentier eg/q > 1 vérifiant maB = WBB/AB. Par convention si m4 = 0 on pose
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ep/a = 1. On dit que B est modérément ramifié sur A si B/mpB est séparable sur A/maA et
sieg/a est premier a la caractéristique de A/TaA quand cette derniére est non nulle. ([Liu02/

7.4.2).

Définition 1.0.6. Soit f : C; — Cy un morphisme fini de courbes projectives normales ([Liu02/
4.1.1) sur un corps l. Pour tout point fermé x de Cy on note e, lindice de ramification de
Ocy,f(x) = Ocyz- On dit que f est ramifié en x ou que x est un point de ramification de f si
f n’est pas étale en x (ce qui est équivalent a e, > 2). L’ensemble des points de ramification de
f est fini et est appelé liew de ramification de f. On dit que f est modérément ramifié en x si
Ocy. f(z) = Ocy e est modérément ramifié ([Liu02] 7.4.2, 4.15).

Théoréme 1.0.1 (Théoréme d’Hurwitz). Soit f : Cy — Cy un morphisme fini de courbes
normales projectives lisses sur un corps l. Supposons que f est séparable de degré n, alors :

2g(Ch) — 2 =n(29(C2) = 2) + ) (¢f — DI(x) : ]

0w la somme est effectuée sur les points fermés x de Cy et €l est un entier tel que €, > e, avec
e, = e, si et seulement si f est modérément ramifié en x.

Preuve: Ce résultat est énoncé et démontré dans [Liu02| théoréme 4.16, section 4, chapitre 7.

O]



Chapitre 2

Modéle a deux ouverts d’un revétement
de degré n de P!

2.1 Définition de la courbe X

Soient p un nombre premier et n un nombre entier tel que n A p = 1. Soient k un corps fini
de caractéristique p, V' = W (k) 'anneau des vecteurs de Witt et K = Frac(V'). Ainsi défini, V
est un anneau de valuation discréte complet, d’'inégale caractéristique (0,p). De plus k est son
corps résiduel. On écrit la droite projective P}, comme P}, = AU B avec A = Spec(V[t]) et
B = Spec(V[s]) ou s = 1/t.

Soient [ un entier congru & —1 modulo n, tel que [ n’est pas multiple de p, a; € V pour 1 < i </,
dont les classes sont toutes distinctes dans k et f € V[¢] défini par f(t) = [[(t — «;), de degré
[ en tant que polynome en ¢. Posons r = (I + 1)/n et désignons par fa(s) la fraction rationnelle
fa(s) = f(1/s)s™ = f(1/s)s'T!. Enfin posons z = s"y.

Remarque 2.1.1. Le fait que les classes des «; soient distinctes dans k impose déja la condition
que [ soit inférieur ou égal a p™ ou m est tel que k ~ F,m. On souhaite cependant éviter le cas
ol [ est un multiple de p qui pose des problémes lorsque 1’on souhaite manipuler la classe de la
dérivée du polynéme f dans k. C’est ce qui justifie la condition sur [.

Par ailleurs pour simplifier les démonstrations dans ’étude de la lissité et de la ramification, il
est utile de supposer que la classe d’aucun «; est nulle dans k. Les résultats restent cependant
vrais méme si I'un des «; a une classe nulle dans k.

Lemme 2.1.1. Notons f(t) et f'(t) respectivement les classes de f(t) et f'(t) dans k[t]. Alors
f(t) et f'(t) (resp. f(t) et f'(t)) sont premiers entre euzx dans k[t] (resp. dans K[t]). De plus
f(t) et f'(t) engendrent l'idéal unité de V[t], V[t] étant factoriel on peut donc dire que f(t) et
1'(t) sont premiers entre eux dans V[t].



2.1. DEFINITION DE LA COURBE X

Preuve: Par hypothése f(t) n’a pas de racines doubles dans K donc f(t) et f'(t) sont premiers
entre eux dans K[t]. De méme puisque les a; sont toutes distinctes dans k, f(t) est a racines
simples dans k[t] et donc f(t) et f’(t) sont premiers entre eux dans k[t].
Puisque f(t) et f’(¢) sont premier entre eux dans K[t], il existe un entier m et des polynomes a
et b de Vt] tels que p™ = a(t) f(t) + b(t) f'(t) dans V[t]. Prenons m minimal pour cette relation.
Alors si m > 1 par passage a la classe dans k[t] on obtient la relation 0 =a(t) f(¢)+b(t) f'(t) dans
E[t]. Supposons que a(t) soit de classe nulle dans k[t], comme f’(t) est de classe non nulle dans
E[t] (on a pris soin que [ < p) on en déduit que b(t) est également de classe nulle dans k[t] et cela
contredit la minimalité de m. Par un argument similaire on peut également affirmer que la classe
de b(t) est non nulle dans k[t]. Alors la relation 0 =a(t) f(¢)+b(t) f'(t) permet d’affirmer que la
classe de f(t) dans k[t] est un diviseur de 0 dans k[t]/f’(t). Mais par ailleurs on sait que f(t) et
f’(t) sont premiers entre eux dans k[t] ce qui signifie que f(t) est inversible dans k[t]/f’(t) ce
qui est contradictoire. Ainsi m = 0 et donc f(t) et f'(t) engendrent I'idéal unité de V[t]. Enfin
en tant qu’anneau de valuation discréte, V est principal, donc factoriel. Or on sait que pour tout
anneau B factoriel, 'anneau des polynomes associ¢ Blt] est également factoriel (voir |Lan02]
IV.2 2.4) donc Vt] est factoriel. Cela a donc un sens de parler de polynémes premiers entre eux
dans Vt].

O

Lemme 2.1.2. La fraction rationnelle f3(s) définie par la relation fa(s) = f(1/s)s™™ est un poly-
nome de V'[s] a racines simples. Sa classe dans k[s| est également un polynéme a racines simples.

Preuve: Par définition on a
l I
fa(s) = sttt H (1/s —ay) =s H (1 — ays)
i=1 i=1
il est donc évident que fa(s) est un polynéme en s. Par ailleurs les racines de ce polynéme sont
les 1/c; (pour a; non nul) et 0, qui sont tous distincts, donc fa(s) est a racines simples dans V.
En ce qui concerne fa(s) il est clair que c’est un élément de k[s]. De plus les «; ont des classes
distinctes dans k par hypothése donc les 1/«; ont également des classes distinctes (et non nulles)
dans k ce qui permet de conclure.
O

Lemme 2.1.3. Avec les notations précédentes, fa(s) et f5(s) (resp. fa(s) et f3(s)) sont premiers
entre euz dans k[s] (resp. K|[s]). De plus fa(s) et f5(s) sont premiers entre euz dans l'anneau
factoriel V[s].

Preuve: La démonstration est la méme que dans le cas du lemme 2.1.1.

On définit les polynémes en deux variables suivants :
l

FY,T)=Y" - [[(T — o)

i=1
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l
B(Y,T)=Y" - T[] - aT)
=1

avec les o, 1 < ¢ <[ comme précédemment.

Théoréme 2.1.1 (Critére d’Eisenstein). Soit A un anneau factoriel, K son corps des fractions.
Soit f(S) = ap,S™ + ... + ag € A[S] un polynome de degré n > 1. Soit o un élément premier de
A tel que :

an Z0 [p], Vi<n a;=0][p] et ag#Z0 [p?]

alors f(S) est irréductible sur K[S].

Preuve: Voir le livre de Lang [Lan02] IV, 3.1.
0

Lemme 2.1.4. Les polyndémes en deux variables, F' et Fo définis précédemment sont irréductibles.

Preuve: 11 suffit d’appliquer le théoréme 2.1.1 en prenant A = V[T], K = K(T). En tant qu’an-
neau de valuation discréte, V' est principal donc factoriel et alors 'anneau A = V/[T'] considéré est

factoriel (voir par exemple [Lan02] IV.2 2.4.). Chacun des polynémes considérés est un polynome

de A[Y] de degré n > 1.
l
En ce qui concerne F on a a, = 1, ag = —H(T — ;) et V1 < k <n-—1, ap = 0. Posons
i=1
p =T — ;. C'est un élément premier de A. De plus il est évident que a,, Z 0 [p] et que Vi < n
a; = 0 [p]. Enfin la derniére hypothése est vérifiée car tous les a; sont distincts. Ainsi par le

théoréme 2.1.1 F' est un polynéme irréductible.
l

En ce qui concerne Fh on a a, = 1, ag = —TH(l —o;T) et V1 < k <n—1, ax = 0. Posons
i=1

p=1—0a;T. Cest un élément premier de A. On a a, Z 0 [p], Vi <n a; =0 [p] et la derniére

hypothese est vérifiée car tous les «; sont distincts et 7' # (1 — o T") quel que soit «;. Ainsi par
le théoréme 2.1.1 F5 est un polynéme irréductible.

O

Définition 2.1.1. On conserve les notations précédentes. On définit un schéma affine U sur
A = Spec(Vt]) par
U = Spec(V[t,yl/(y" — (1))

et V[t] = Ouy(U), t — t ainsi qu’un ouwvert affine W sur B = Spec(V[s]) par
W = Spec(Vs, 2]/ (" = fa(s)))

et V[s] = Ow (W), s — s.
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2.1. DEFINITION DE LA COURBE X

Proposition 2.1.1. Les courbes U et W définies précédemment se recollent au dessus de AN B.
Par ailleurs les conditions de recollement sont données part = s~' et z = s"y.

Preuve: Montrons que 'on peut définir des isomorphismes
p:Vit,t 7 @y Ou(U) = Vs, s~ '] @y Ow (W)

Vs, s @y Ow (W) = V[t @y Ou(U)

inverses 'un de 'autre. Pour mémoire on a V[t,t™] @y Ou(U) ~ V[t,t71,y]/(y" — f(t)) et
Vs, s @y Ow (W) ~ Vs, s, 2] /(2" — fa(s)). Tout d’abord il existe un morphisme d’algebres
Vit,t =1, y] — Vs,s~ !, 2] qui envoie t sur s~! et y sur s~ "z = s~ (+1/7z Ce morphisme passe
au quotient en un morphisme d’algébres

p: Vit t @y Ou(U) = Vs, s @y Ow (W).

On définit de méme le morphisme p : Vs, s™!] @y Ow (W) — V[t,t7!] @y Ou(U) avec
p(s) =t et p(2) = t~"y. Il est alors facile de vérifier que gop(t) =t, pop(y) =y et pop(s) = s,
pop(z) = z. Ainsi les ouverts U et W se recollent au dessus de 'ouvert AN B.

O

Définition 2.1.2. Awvec les notations précédentes, on définit X comme le recollement des deux
schémas U et W définis précédemment.

Proposition 2.1.2. Par construction on a un morphisme de schémas I : X — IP’%/. Le mor-
phisme 11 est fini et plat. De plus les applications induites par I1 sur les fibres, Iy : X — IP>,1€ et
g : X — IP’}{, sont des morphismes finis séparables de degré n.

Preuve: Le fait que le morphisme II : X — ]P"l/ soit fini et plat est une propriété locale sur
P{,, il suffit de montrer que U — Spec(V[t]) et W — Spec(V[s]) sont finis et plats, ce qui est
équivalent a montrer que V[t] — Oy (U) et V[s] = Ow (W) sont finis et plats. Or Oy (U) est un
V[t]-module libre de rang n et de base 1,v,...,y" 1. De méme Oy (W) est un V[s]-module libre

"=l ce qui permet de conclure.

de rang n et de base 1, z, ..., 2
En ce qui concerne le morphisme sur les fibres génériques c’est alors une conséquence de ce qui
préceéde puisque platitude et finitude sont stables par changement de base. L’argument est le
méme pour le morphisme sur les fibres spéciales car k est de caractéristique p et qu’on a pris
soin que n soit premier & p.

O

Proposition 2.1.3. Avec les notations précédentes, X est une courbe relative sur Spec(V).
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Preuve: Grace a la proposition 2.1.2; il suffit de montrer que X — Spec(V') est propre et que
Xk et Xj sont intégres de dimension 1. Commencons par montrer que X g et X} sont intégres.
Cela revient & montrer que O(Uk) et O(Uy) sont intégres et comme on est dans un anneau
factoriel il suffit de montrer que les polynémes en deux variables y™ — f(t) et 2" — fa(s) sont
irréductibles sur K et sur k, ce qui a été établi dans le lemme 2.1.4. L’argument permettant de
calculer la dimension de X et de X est le méme. Traitons le cas de Xg, il suffit de montrer
que Uy et Wy, sont de dimension 1. On a un morphisme fini Uy — Spec(k[t]) = AL tel que
Elt] = Ox,(Ux) = k[t,y]/(y"™ — f(t)) est injectif. On applique alors la proposition 2.5.10 de
[Liu02| et on peut ainsi affirmer que dim(Uy) = dim(A}) = 1. On montre de la méme maniére
que dim(Wjy) = 1 et on en conclut que dim(Xy) = 1. De méme dim(Xgx) = 1. Enfin on sait
que le morphisme ]P’%, — Spec(V) est propre. De plus par construction on a un morphisme fini
X — P, de degré n or un morphisme fini est propre ([Har77] ex4.1) donc on a un morphisme
propre X — P, Enfin la composée de deux morphismes propres est propre ([Har77] I1, 4.8), et
donc X est propre sur Spec(V') ce qui permet de conclure.

O]

Remarque 2.1.2. On se permettra désormais de parler de la courbe X au lieu de préciser

courbe relative sur Spec(V').

2.2 Une action sur la courbe X

On suppose dans cette partie que k contient les racines n-iemes de 'unité de F,, une cloture
algébrique de F, i.e. u,(F,) C k. Sous cette hypothése, le polynome Q,(X) = X" — 1 admet
n racines distinctes dans k. Par ailleurs puisqu’on a supposé que n A p = 1, si Qn(a) = 0 alors
Q) (a) =na™"! £ 0. Le lemme de Hensel assure alors que les éléments de i, (Fp) se relévent en
n éléments distincts de W (k) = V' qui sont leurs représentants de Teichmiiller. Le représentant
de Teichmiiller est multiplicatif donc si « et 8 sont dans k alors [af] = [a][5]. Soit a € k tel
que o' = 1, alors [a] son représentant de Teichmiiller dans V' vérifie [@]" = 1. Enfin puisque k
est un corps fini de caractéristique p, k ~ [F, ot ¢ = p™ pour un certain entier non nul m. Dans
ce cas, in(Fp) C k< n | p™ — 1. Soit donc u,(F,) le groupe, cyclique, des racines n-iémes de

I'unité. Soit ¢ € pp(Fp) une racine primitive n-iéme de I'unité, notons [¢] € V' le représentant de
Teichmiiller de (.

On définit § sur V[t y] par

qui passe au quotient en

de méme on définit § sur Vs, 2] par



2.2. UNE ACTION SUR LA COURBE X

qui passe au quotient en

et ces deux applications se recollent sur U N W. Donc ¢ induit un morphisme de X — X qui
décrit I'action de p1,,(Fp) sur X. Par fonctorialité ¢ induit un morphisme sur Q4 X/Spec(v)> ote 0*.
Cette action est déduite de la précédente par différentiation, on a donc la description suivante

0% Qﬁ(/Spec(V)(U) — Q%(/Spec(\/)(U)
dt — dt
dy — [¢]™" dy
0% Q%(/Spec(V)(VV) - Q}(/Spec(\/) (W)
ds — ds
dz — [C]il dz

Proposition 2.2.1. Soient M un V-module libre de rang fini muni d’une action V -linéaire d’un
endomorphisme u tel que u™ = Id et ( une racine primitive n-iéme de l'unité. Posons

x €M tq u(x ig
={ P}

ou [C] désigne le représentant de Teichmiiller de ¢, alors M = @ M;.

Preuve: Tout d’abord M C M ®y K = M[1/p] car M est un V-module libre. De plus u induit
une application K-linéaire ug de Mg qui vérifie u' = Idps, et est donc diagonalisable sur M
car X" —1 = [[(X —[¢]?) est scindé a racines simples dans K. Notons M i la j-iéme composante
isotypique de ug, alors clairement M; C M; i et donc les M; sont en somme directe. Considérons
M' = @ M; et montrons que M = M. Il est clair que M’ C M montrons donc I'inclusion inverse.
Soit x € M définissions p; : x +— x; € M; par

n—1

zj =Y [ ().

k=0

Montrons que les z; ainsi définis sont bien dans les espaces considérés. On a

n—1 n _
u(ay) = D[ HuF (@) = Y (¢ ¢ Z |7k (@) + [ ()
k=0 k=1 k=1

<$+Z T ):[g]ij
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donc z; est bien un élément de M; pour tout 0 < 5 <n — 1. De plus p; o p; = np;. En effet soit
x € M; alors

n-l n—l n—1 n—1n—1
bj Opj([l?) =pj (Z[C]kﬂuk’(m)> _ Z[C]fkjuk <Z[ l]u ) Z Z —(l+k)j k+l )

k=0 k=0 1=0 k=0 =0
effectuons le changement de variable I’ = k + [ dans la seconde somme, on obtient

n—1k+n—1

pj o pj(x Z Z Viu l’

k=0 U'=

mais comme u” = Id on a
n—1 /n—1 . k+n—1 )
pjopj(z) = <Z[C]_l I @)+ > [T _"(:L")>
k=0 \l'=k I'=n

soit en effectuant le changement de variable [’ = I’ — n dans la derniére somme

n—1 /n—1
by oyl = 3 (z[ 4 S >>

k=0 \l'=k 1"=0
enfin comme [(]" = 1 on peut réunir & nouveau les deux sommes indexées par [ et [ et on obtient

n—1n—1

pjopi(@) =Y Y [ u!(z)

k=0 1=0

mais les termes de la deuxiéme somme sont constants par rapport a k donc

p;jopj(x) = nz 7Yl (z) = np;(x)

ce qui est bien le résultat annoncé. Enfin montrons que tout élément x de M pour s’exprimer
comme somme d’éléments de M. Par définition de x;, la matrice A associée au systéme

p()(l’) = x + u(:c) + ... 4+ u”_l(aj)
) =z +  [Jlu@) o+ .. o+ [ D)
pnf.l(iv) =z + [ Du(z) + ... + [¢J"DEDyn—1(g)

est une matrice de Van der Monde montrons qu’elle est inversible dans M,, (V). Notons D son
déterminant et D sa réduction modulo p, alors

D= Il (7=¢7)
0<i<j<n—1

mais (" = 1 donc on peut multiplier chaque terme du produit par (" puis effectuer le changement
de variable i/ =n —i et 5 =n — j et on obtient alors

p= 1] (gﬂ" —gi’).

0<j/<i'<n—1
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2.2. UNE ACTION SUR LA COURBE X

Par définition le discriminant du polynéme X™ — 1 € k[X] vaut

A = 12n—2 H (Cl . C])Q _ D2

0<i<j<n—1
or on sait que le discriminant d’un polynéme est non nul sur un corps k dés que le polynéme est
séparable sur k[X] ([Lan02]) ce qui est le cas puisqu’on a supposé que n A p = 1. Ainsi D est

inversible dans k et donc la matrice A est inversible dans M, (V). Notons A~! = (b; ;) € M, (V)
son inverse alors on déduit du systéme associé a A que

x = boopo(z) + ... + bon-1pPn-1(x)
’U,(l’) = bl,OpO (I) + + bl,n—lpn—l (x)
un_l(l') = bn71,0p0($) + ...+ bnfl,nflpnfl(l')

en particulier la premiére équation de ce systéme permet d’affirmer que x est un élément de
M' = @ M; et donc de conclure que M = M’, ce qui achéve la démonstration.
O

Proposition 2.2.2. Soit 0 - F; — ... = Ep — 0 une suite exacte de V-modules libres de rang

fini, munis d’une action de p,(Fp) et tels que les différentielles de la suite exacte commutent a

Vaction de puin (). Alors pour tout 0 < j < n—1 on a une suite exacte 0 — Eyj — ... = Ep ; = 0
ou K ; désigne la j-iéme composante isotypique de Ej.

Preuve: C’est une conséquence immédiate du lemme précédent.
O

Définition 2.2.1. Notons H = H°(X, Q}(/Spec(VQ' Soit x;j : pn(Fp) = K*, ¢ [¢7] = (<)Y pour
1<j<n-—1 0On pose&; = {w €H : V¢ € un(Fp), Cw= Xj(()w} ce sont les composantes
isotypiques associées a §.
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Chapitre 3

Etude de la courbe X

3.1 Conventions

Notation. Afin d’alléger les notations du faisceau des formes différentielles de degré 1 de X

sur P} (voir [Liu02] 6.1, 1.17) on notera désormais Q}(k = Qkk/Spec(k)' De méme on notera
1 _l 1 _ Ol
Qxr = Ly sspec(r) € x = Ly /spec(v)-

Soient C, une courbe lisse irréductible sur un corps L et ) un point de Cf,. On suppose que )
correspond & un idéal premier, encore noté @@, d'un ouvert affine Spec(B) C Cf et on désigne
par Bg = O¢; o I'anneau local associé. Alors Bg est une anneau de valuation discréte d’unifor-
misante &, un parameétre local de Cr, en Q. Notons L(Q) = Oc¢, q/¢Oc¢, @ le corps résiduel de
Cr, en @), on a un morphisme canonique

Ao : B — B/Q — L(Q).

Soit f € B on utilisera le vocabulaire suivant

— f(Q) pour Ag(/f)

— [ est inversible au voisinage de @) pour f est inversible dans I’anneau local Bg

— g pour la valuation {-adique de Bg
par ailleurs on peut étendre vg & Frac(B) le corps des fractions de la courbe Cf, et on se per-
mettra de la noter encore vg. Enfin on note Qé‘L,Q le localisé en ) du module des différentielles
QéL ie. QchQ =0¢,,@-df et siw € Qch,Q avec w = h.d§ on posera vg(w) = vg(h).

3.2 FEtude de la lissité

Proposition 3.2.1. La courbe relative X définie a la section 2.1 est lisse sur Spec(V).

Preuve: La démonstration se réalise en deux temps. On vérifie d’abord la lissité sur U puis sur
W. Soit donc @ un idéal premier de V[t, y] contenant y™ — f(¢) et notons L(Q) le corps résiduel

17



3.3. ETUDE DE LA RAMIFICATION DE X ET Xk

de @Q ie. L(Q) = Frac(V[t,y]/Q). Considérons A : Vt,y] — L(Q), définie via la surjection et
I'injection canonique V[t,y] — V[t,y]/Q — L(Q). En vertu du critére Jacobien (cf [BLRIO|
I1.2 prop 7(d)), pour vérifier que la courbe est lisse, il suffit de vérifier que A(ny" ') # 0 ou
A(f'(t)) # 0. Comme n est inversible sur V' il suffit donc de vérifier que A(y) # 0 ou A(f'(¢t)) # 0.
Supposons que A(y) = 0 alors A\(f(¢)) = 0. Or f et f’ sont premiers entre eux dans V[t] (voir
lemme 2.1.1) donc il existe a et b dans Vt] tels que af + bf’ = 1 et alors on en déduit que
A(f/(1)) # 0.

La lissité sur W repose sur les mémes arguments en remplagant ¢ par s, y par z et f par fs.
Alors le critére Jacobien permet de dire qu’il suffit de vérifier que A(nz""1) # 0 ou A\(f4(s)) #0
et comme on a également montré que fo et f} étaient premiers entre eux dans V[s] (voir lemme

2.1.3) on peut conclure de la méme maniére.

O

Remarque 3.2.1. On a montré au passage que U = D(y) U D(f).

3.3 Etude de la ramification de Xg et X,

Proposition 3.3.1. La courbe affine Uy (respectivement Uy ) est ramifiée en les | points fer-
més correspondant auzr idéaur mazximavr M; = (t—oy)Oy, (Uk) + yOu, (Ux) (respectivement
M; = (t — a;)Ovy (Uk) + yOu, (Uk)) ot a; désigne la classe de o; dans k. De plus le corps
résiduel k(M;) (resp. K(M;)) est égal a k (resp. K ).

Preuve: On va expliciter ici le calcul de la ramification sur Uy, des arguments semblables don-
neront le résultat annoncé sur Ug. On a Qf;(U) = Adt & Ady/(ny™ 'dy—f’(t)dt) ou on a noté
A=Eklt,yl/(y" — [[(t—0y)). Soient @ un idéal premier de A et Ag le localisé de A en cet idéal,
on cherche un parameétre local de Ag i.e. un certain u € Ag tel que du soit une base de Q}4Q.
Remarquons que puisque X est lisse, U, est la réunion de D(y) et D(f’).

Supposons que y ¢ Q (i.e. Q € D(y)), alors localement

1

dy =
Yy ny"

— f (Bt € QY

ainsi un paramétre local sur Ag est ¢ et I'application ITI# : Spec(A) — Spec(k([t]), est non ramifiée.
SiyeQ (le. Q € V(y)) alors Q € D(f') et il existe a;, tel que

I(Q) = klt] N Q = (t—aig K1)

Alors Q}4Q = Agdt & Agdy/(ny" 'dy—f’(t)dt). Considérons k(Q) = Ag/Q le corps résiduel de
Q, alors k(Q) ® Q}4Q = k(Q)dt ® k(Q)dy/ f’(t)dt car y = 0 dans k(Q). Mais on a fAf'=1 sur
K[t] (voir lemme 2.1.1) donc f”(t) est inversible et un parameétre local sur Ag est y. Pour conclure
il faut donc exprimer t—ay;, en fonction de y dans Ag car t—a;, est un parameétre local en le
point fermé a;, de Spec(k[t]). On sait que
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CHAPITRE 3. ETUDE DE LA COURBE X

l

y" = (t—ai,) [ (t—cw)
iz

et comme le produit de droite est non nul en ay,, il est inversible, d’inverse h, dans Ag. On a
alors t—a;,= y".h o h est un inversible de Ag. La valuation de t—a; est donc n et 'application
117 : Spec(A) — Spec(k[t]), est ramifiée, d’indice de ramification n.
D’autre part il est clair que k(M;) = k[t,y]/(y"—f(t),y, (t—ay)) ~ k, ce qui achéve la démons-
tration.

O

Proposition 3.3.2. Supposons tous les a; non nuls dans k, alors la courbe affine Wy (res-
pectivement Wy ) est ramifiée en les | + 1 points fermés correspondant auzr idéaur mazimaux
N; = (1—a;s)Ow, (Wg) + 20w, (Wy) et oo = sOw, (W) + 20w, (Wy) (respectivement aux idéaux
Ni = (1 — @i8)Ow, (Wk) + 20w, (Wk) et 0o = sOw, (Wk) + 20w, (Wk)) ot a; désigne la
classe de o dans k. De plus les corps résiduels k(N;) et k(o) (resp. K(N;) et K(00)) sont égauz
ak (resp. K).

Preuve: La démonstration sur Wy, (et donc sur Wy ) utilise les mémes arguments que ceux de la
proposition précédente.
O

Remarque 3.3.1. Remarquons que si I'un des «; est nul (resp. multiple de p) alors il n’y a
non pas [ + 1 mais seulement [ points de ramification sur Wy et Wy (resp. W) car I'un des
facteurs du polyndme fa(s) (resp. fa(s)) vaut en fait 1. Toutefois cela ne change rien au nombre
de points de ramification sur X et X qui est énoncé dans la propositions suivante. Par ailleurs
nous allons utiliser cette hypothése plus loin, ce qui justifie le choix de I’énoncé précédent.

Proposition 3.3.3. Notons a; la classe de «; dans k. Alors la courbe Xy, (resp. X ) est ramifiée
en les | + 1 points fermés correspondant aux idéaur mazimaux

M; = (t—ai)OUk (Uk) + yOUk(Uk) et oo = SOWk (Wk) + ZOWk (Wk)

(resp. M; = (t — 0;)Ou, (Uk) + yOu, (Uk) et 0o = sOw, (Wk) + 20w, (Wk)). De plus les
corps résiduels k(M;) et k(oco) (resp. K(M;) et K(o0)) sont égaux a k (resp. K ).

Preuve: C’est une synthése des résultats des propositions 3.3.1 et 3.3.2.

3.4 Calcul du genre

Proposition 3.4.1. On conserve les notations précédentes. Les courbes X et X sont de méme

genre, g ou
(-—1(n-1) rmn(n-1)

9= 5 = 5 —(n—1)
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3.4. CALCUL DU GENRE

on définit donc le genre de la courbe X comme étant g (voir remarque 1.0.1).

Preuve: Grace a ce qui précéde, on sait que les courbes X et X sont lisses (voir proposition
3.2.1) or une courbe lisse est normale. De plus on a vu que Mg : X — ]P’}{ est un morphisme
fini séparable de degré n, de méme pour et I : X — IF’}C (voir proposition 2.1.2). Les conditions
d’application du théoréme d’Hurwitz (1.0.1) sont donc vérifiées.
Commengons par calculer le genre de Xx. Comme K est de caractéristique nulle X g est modé-
rément ramifiée. Par ailleurs en les points ou la courbe est ramifiée, le degré de ramification est
n. Pour un point  de Xj on a donc e; =1 ou e, = n mais lorsque e, =n on a [K(x) : K| =1
(proposition 3.3.3), ainsi la formule d’Hurwitz donne 2g(Xf) —2 = n(2g(Pk) —2) +2 0, (€a; —1).
Or g(PL) = 0 et la somme contient | + 1 termes, on a donc 2¢(Xg) = (I+1)(n —1) — 2(n — 1)
d’ou les deux égalités voulues puisque par ailleurs [ + 1 = rn.
Pour le genre de X} le raisonnement et les calculs sont les mémes. En effet comme on a sup-
posé que n Ap = 1 il n’y a pas de ramification sauvage pour X et & nouveau en les points ou
e, est différent de 1 on a [k(z) : k] = 1 et on obtient & nouveau avec le théoréme d’'Hurwitz
29(Xi) =(1+1)(n—1)—2(n—1) et donc g(Xi) et g(Xk) sont égaux.

O

Remarque 3.4.1. Si on fixe n = 2 on retrouve bien r = g + 1 valeur donnée par Liu ([Liu02]
7.4.3.).
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Chapitre 4

Une base de HY(X, Q‘lx)

4.1 Calcul de la base

Notation. On appelle point a U'infini le point de Wx (resp. W) correspondant a 1'idéal engen-
dré par s et z dans K|s, z] /(2" — fa(s)) (resp. k[s, z]/(z"—f2(s))). De méme il y a une section a
I'infini définie par l'idéal premier engendré par s et z dans Vs, z]/(z" — fa(s)). Ceci définit un
diviseur que ’on notera oo

Théoréme 4.1.1. Le V-module H°(X, Qk) est libre de rang g et admet pour base la famille

i

wij = avec1<j<n—1et0<i<rj—2

ot pour mémoire r = (L + 1)/n.

Preuve: Montrons d’abord que la famille w;;, 1 < j < n—1,0 < i < rj — 2 est une base
de H( X[, Q}XK) Comme X est propre et lisse (proposition 3.2.1) alors le faisceau Q%(K est
localement libre et HY( X[, Q&K) est un K-espace vectoriel de dimension finie. Par ailleurs le fait
qu’il soit de dimension g est un résultat découlant directement du théoréme de Riemann-Roch.
Montrer que la famille w; ; est une famille d’¢léments de H Xk, QkK) revient & montrer que
pour tout @ point de X, vg(w; ;) > 0 (avec les notations de la section 3.1). Par ailleurs il est
clair au vu de la démonstration de la lissité que Ux = D(y) U D(f’) et donc qu'un point de Xk
est soit un point de D(y), soit un point de ramification (contenu dans D(f’)). Il est clair que
wij € Q%(K(UK N D(y)) (sans condition sur j et avec i > 0) il n’y a donc plus qu’a considérer le
cas oul () est un point de ramification de la courbe.
Si Q € V(y) C D(f’) est un point de ramification de Uk, i.e si lIg(Q) = (t — a;)K]t] avec
a € {a1,...,aq}, un paramétre local en @ est y (voir 3.3.1) il faut donc commencer par exprimer
w; j selon dy. Or on a la relation y™ = f(t) donc ny"~'dy = f/(t)dt et on peut exprimer w; ; sur
D(f") par la formule

figyn—1-J

i = d
T Trm Y
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4.1. CALCUL DE LA BASE

alors vg(wj ;) = wg(t)+ (n—1—jvg(y) —vo(f'(t)) =ivg(t)+n—1—j. Eneffet t =t —a; + oy
donc f'(t) est inversible dans Ag. Si «; est non nul alors vg(t) = 0, sinon vg(t) = n. Dans tous
les cas pour 1 < j <n—1et 0 <1iilest clair que vg(w; ;) > 0.

Si maintenant @ est le point & l'infini défini précédemment, I1x(Q) = sK|[s] et un paramétre
local en @ est z. Il faut donc exprimer w;; selon s, z et dz. On utilise les formules ¢t = 1/s et
y = s~ "z ot pour mémoire r = (I + 1)/n. On a alors

81"]—2—1

Wi = — s = —ns" 2710,
Z?] ZJ

et vg(wij) =n(rj—2—1i)+(n—1—j). Mais comme i < rj—2et j < n—1 alors vg(w; ;) > 0, ce
qui achéve de montrer que la famille considérée est une famille de H°( X[, Q}(K) Pour montrer
que cette famille de HO(X K,Q&}{) est linéairement indépendante sur K, il suffit de montrer
qu’elle l'est en restriction a Ux N D(y). Or Q%(K(UK N D(y)) est un Ox, (Ux N D(y))-module
libre de base dt. Plus précisément Q&K(UK N D(y)) ~ @i;é Kly,y Yt'dt. Alors en restriction &
Uk N D(y) les w; ; forment un K-module libre et la famille est donc libre dans H°(X, Q}(K)
Pour conclure il suffit de montrer qu’elle contient g éléments pour montrer que c’est une base de
HY(Xg, QkK) Or elle contient :

n—1 n—1

Stri-1=r>i-m-1=r"" 1=

Jj=1 J=1

éléments, c’est donc bien une base du K-espace vectoriel considéré.

En ce qui concerne X, puisque c’est une courbe lisse (proposition 3.2.1), Q}( est localement
libre et comme de plus X est propre HY(X, Q&) est un V-module libre de rang fini. Mais
K @y H(X,Q) ~ H°(Xk,Q, ) car K est un V-module plat et donc HO(X,Q)) est de
rang g. Posons alors M = @QVw;; = @Vt'yIdtavecl1 < j <n—1et 0 <i<rj—2.
Il est clair que M C Q% (U N D(y)). De plus M @ K ~ P Kw;; ~ H(Xk,Qx,) et M est
donc un réseau de HO(Xg,Qx, ). Pour conclure a I'aide du lemme 2.3 de [HW15] montrons
que Q% (U N D(y))/M est sans torsion. Or U N D(y) = Spec(V[t,y,y~]/(y™ — f(t))) on a donc
QR (UND) ~Vit,y,y 1]/(y™ — f(t))dt et comme f est de degré

-1
O (UND(y) ~ P VIy,y "t (4.1)
i=0
Par ailleurs la puissance de ¢ maximale apparaissant dans un w; ; est donnée par j =n — 1 et
i=rj—2ellevaut doncr(n —1) —2=(I+1)(n—1)/n—-2<l+1—-2=1—1et il est alors
clair au vu de ce qui précéde que Q% (U N D(y))/M est sans torsion. Ainsi M = H°(X,Qx) ce
qui achéve la démonstration.

O

Proposition 4.1.1. Le k-espace vectoriel H( Xy, Q}(k) est de dimension g et admet pour base
la famille

tidt

Wi = awecl<j<n—-1le0<i<rj—2
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CHAPITRE 4. UNE BASE DE HY(X, Q%)

ot pour mémoire r = (I + 1) /n.

Preuve: Dans la démonstration précédente on établit que la famille w; ; = tidt / yonl<j<n—1
et 0 <i<rj—2r=(l+1)/n, est une base de HO(XK,Q}(K). On montrerait de la méme
maniére que c’est une base de H°( X, Q}(k)

0

Lemme 4.1.1. On conserve les notations du théoréme précédent Alors

n—1 -
(i) O (UND(y)) = H(X,Q4) & @V tzdt@@@y Itdt & @ EB yItidt

j>n =0 j=1li=rj—1

(ii) Q% (W) = H' (X, Q%) & | V[slds @ @ P vsizds
j=1i>rj—1
(11i) Les énoncés analogues sont vrais sur X.

Preuve: A la fin de la démonstration du théoréme 4.1.1 on a établi que

-1

Q% (UND(y)) ~ P Vy,y ' dt
1=0

ce qui donne immédiatement la décomposition en somme directe du (i). Par ailleurs il est clair
qu’on pourrait montrer de la méme maniére que

-1

Ok, (U N D(y) ~ P kly, y 't dt
7=0

et donc donner un résultat analogue sur Q%(k(Uk N D(y)). En ce qui concerne le résultat sur
Q% (W) commengons par montrer qu’il est libre, engendré par

trn=1=2q¢  ds

—Wr(n—-1)-2,n—-1 = — yn,1 ~on

la derniére égalité étant évidente au vu des conditions de recollement. Dans Q% (W) on a la
relation nz""'dz — f5(s)ds = 0, de plus comme X est lisse on a W = D(z) U D(f5(s)). Il est
clair que wy(,—1)—2,,—1 € QL (W N D(2)) et que QL (W N D(2)) est engendré par

ds = 2" (~wr(n-1)-2.n-1)

donc aussi par (—wy(n—1)—2,,—1) le faisceau Q% (W N D(f3(s))) est quant a lui engendré par

7]02( )Wrn 1)—2,n—1

et donc aussi par (—wr(n_l)_g,n_l) ce qui montre notre affirmation. De plus on a
Ox(W) = Vls,2]/(z" = fals)) = P V[s]2!
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4.2. DECOMPOSITION DE H°(X, QL) EN COMPOSANTES ISOTYPIQUES

et comme Q4 (W) est libre engendré par (—Wr(n—1)—2,n—1) ON &

nl ds n2 ds
1 — J - il
Qx (W) =P Visl» S =DVl
j=0 j=0
mais on a montré que
n—1rj—2 ; n—1rj—2 i—92—j n—17j—-2 ;
ttdt —s" T s stds
0 1
HX.0) =PPV - POV———-BDV
j=1 i=0 j=1 i=0 j=1 i=0

ce qui donne bien la décomposition en somme directe annoncée. Enfin puisque k est de carac-
téristique p avec p An = 1 tout ce qui a été fait peut s’appliquer a Qkk (W) et donne donc un
énoncé analogue sur Xj.

O

4.2 Décomposition de H'(X, Q%) en composantes isotypiques

Théoréme 4.2.1. Avec les notations précédentes, on a

n—1rj—2

H(X,0%) = P Vtid. .

J
=1 i=0 Y

Supposons maintenant que pi,(F,) C k, alors si on note D; = HY(X,Q%); la j-ieme composante
isotypique associée & l'action § décrite dans le paragraphe 2.2 on a :

Dy =0
rj—2 ;
t'dt
D]:@Vyj Vi<j<n-—lL.
1=0

Preuve: C’est une conséquence immédiate du théoréme 4.1.1 et de la définition de l'action §
définie & la section 2.2.

O]
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Chapitre 5

Calcul d’une base de Hll) R(X)

5.1 Deégénérescence de la suite spectrale

Soit X une courbe lisse sur Spec(V). Elle vérifie les conditions de Mazur explicitées dans 1'ap-
pendice de [Maz73b] si :

Vi e {0,1}, Vj € {0,1}, H(X, Q%) est un V-module libre.

Si ces conditions sont vérifiées alors la suite spectrale de Hodge vers de Rham dégénére.

Proposition 5.1.1. Soit X la courbe définie précédemment, réunion des deux ouverts affines U
et W ou

U = Spec(V[t,y]/(y"™ — f(t)))
W = Spec(Vs, z| /(2" — fa(s)))

alors la suite spectrale de Hodge vers de Rham dégénére.

Preuve: On a déja montré que la courbe X était lisse (voir proposition 3.2.1). Il s’agit donc
de vérifier que la condition de Mazur explicitée plus haut est vérifice. Comme X — Spec(V)
est plat, H°(X,Ox) est un V-module de type fini sans torsion donc est un V-module libre.
Par ailleurs Xy est une courbe projective lisse donc H(Xf,Ok) = K (voir [Liu02] 2.3.1) et
H%(X,0x) = V. On a vu au théoréme 4.1.1 que H°(X, QL) est un V-module libre et par
dualité de Poincaré H'(X,Ox) est donc un V-module libre. Par dualité de Serre ([Har77] I11.7)
HY(X, Q%) est le dual de HY(X, Q%) et c’est donc également un V-module libre. Les conditions
de Mazur sont donc vérifiées et la suite spectrale de Hodge vers de Rham dégénére.

O

5.2 Calcul des sections globales de H°(X,Ox((2g — 1)o0))

On suppose désormais jusqu’a la fin de ce chapitre que p, (Fp) C k et on réalise un paralléle avec
ce qui est fait dans le troisiéme paragraphe de [HW15].
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5.2. CALCUL DES SECTIONS GLOBALES DE H°(X, Ox ((2G — 1)c0))

Proposition 5.2.1. Soit m € N tel que m > 2g — 1. Le V-module H*(X, Ox(moo)) est libre de
rang m + 1 — g. De plus pour m > 2g — 1 une base de H(X, Ox(moo)) est donnée par

iyl 0<j<n—1et0<i< {?J_jr

our=(l+1)/n.

Preuve: Comme pour la démonstration du théoréme 4.1.1 il va d’abord falloir montrer le résultat
analogue dans le cas de la courbe Xg. Pour m > 2g — 1 la formule de Riemann-Roch donne que
dim (H°(X,Ox(moo))) = m + 1 — g. Ceci permet de conclure a la premiére affirmation de la
proposition en utilisant les mémes arguments que dans la démonstration du théoréme 4.1.1.
Vérifions que les éléments considérés sont des sections globales du module H?(X ¢, Ox . (moo)).
Il est évident que ce sont des sections sur Ux pour 0 < ¢, 5 et ce sont des sections globales si ce
sont des sections en l'infini i.e. si leur valuation en z est supérieure ou égale & —m. En effet si O
est un ouvert affine tel que oo € O alors Op o est un anneau local régulier, de dimension 1 et de
parameétre z (voir la démonstration de 3.3.2). Commengons donc par exprimer ¢ et y en fonction
de z et s. On a le formulaire suivant :

s=t"1
z=1:s"y
2" = sRy(s)
Ry(s)

t= "2
Zn

avec 7 = (I +1)/n et Ry est un polynéme en s dont 0 n’est pas racine. On a donc

__ }%1(8)i+rj

t,j — 2 A\°)
Y = =

et comme 0 n’est pas racine de Rj(s) alors v,(R1(s)) = 0 donc

o m—j(rn—1
v(t'y)>-—-me —nli+r))+j>-mesi< #

n
ce qui donne la condition sur ¢ annoncée puisque ¢ est entier.
Il est clair que les t'3/ forment une famille libre de l'espace dés que 0 < j < n — 1, il reste
donc a vérifier que la famille F considérée (i.e. en prenant les conditions 0 < j < n — 1 et

0<i<|[(m+j)/n]—jr) est bien une famille & m + 1 — g éléments.

n—1 . n—1 . n—1 .
7S o) - S B
j=0 j=0 Jj=0

il suffit donc de vérifier que la somme, notée S, vaut bien m. Effectuons la division euclidienne de
mparn. Onam =an+bavec) <b<n—1doncm+j=an+b+javec0 <b+j <2n—1< 2n.
Alorspour 0 < j <n—1-b, [(j+b)/n] =0et pourn—b<j<n-—1,|(j+b)/n] =1.Dans S'il
y a donc n—b termes valant a et b termes valant a+1. D'ot S = a(n—0)+(a+1)b =an+b=m
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et #F =m + 1 —g. On a donc une base de H(Xf, Ox,. (moo)). Par ailleurs Ox,. (moo) étant
localement libre sur X alors le module H°(X, Ox(moo)) est un V-module libre de rang fini et
on conclut en utilisant le lemme 2.3 de [HW15].

O
Proposition 5.2.2. Notons kj =r(n—j—1)—2 our = (Il+1)/n, alors :

n—2 %

Py

7=0 =0

HY(X,0x((29 — 1)o0

Preuve: Tout d’abord remarquons que I’espace considéré correspond au cas particulier m = 2g—1
de la proposition précédente. On sait donc qu’une base de I'espace est donnée par t'y/ avec
0<j<n—-1let0<i<|(2g—1+j)/n]—jr.Or29=rn(n—1)—2(n—1) (voir proposition
3.4.1) dou |(2g—1+4j)/n] —jr=r(n—7—1)—2+ |(j +1)/n] cette derniére partie entiére
valant 0 dés que j #n — 1 et 1 sinon.
Pour j = n — 1 la condition sur ¢ devient 0 < i < r(n—(n—1)—1)—2+1 = —1iln'y
a donc aucun élément du type t'y" ! dans notre espace. Ce qui donne finalement la condition
0<j<n—-2et0<i<r(n—j—1)—2=k; dou la décomposition en somme directe.

O

Proposition 5.2.3. La décomposition de H(X, Ox((2g — 1)o0)) en sous-espaces par l’action §

définie a la section 2.2 est donnée par :

r(n—1)—2

H(X,0x((2g — 1)o0 @ Vit

HY(X,0x((2g = 1)o0))1 =
r(j—1)-2
H(X,0x((2g—1)o0)); = € Vg7 v2<j<n—1
=0
our=(l+1)/n.

Preuve: On rappelle que I'action & est donnée par ¢t — ¢ et y — [(]7'y avec ([¢]7!)" = 1. De
plus en effectuant le changement de variable j = n — j dans la décomposition en somme directe

donnée dans la proposition 5.2.2 on obtient :

r( —2 n—17r(j—1)—
H(X,0x((2g — 1)oo @ vt'e P @ th el
7j=2 =0

d’otul le résultat.
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5.3 Calcul des sections globales de H°(X,Q} (2gc0))

Proposition 5.3.1. On a une suite exacte longue de cohomologie :

2g
0— H(X, Q%) - H(X,Q%(2g00)) = P Vz"dz -V — 0.
=1

Preuve: Considérons la suite exacte courte 0 — Q% — Q4 (2g00) — Q% (2g00) /0L — 0 et

notons M = Q4 (2g00)/Q%. Soit maintenant & un ouvert contenant oo, muni d’une coordonnée
z. Alors Q) ~ Oydz et Q},(2g00) ~ 27290y dz d’ott

O (2g00) /Y ~ 27290y dz ) Oydz

donc My = 27290y dz/Oydz et M est un faisceau a support en oo. De plus M est cohérent,
c’est donc un Oy /z0y-module de type fini et comme Oy /20y ~ i,V , avec i : 0o < U, alors M
est un i, V-module de type fini et M = i, M ne dépend pas du choix de U > co. D’oul

M =i, ( % M(u)) = 27290x 00dz/Ox sodz

et on a la suite exacte courte
0 — Q% — Q% (2900) = 27 290x 00dz/Ox sodz — 0
qui donne la suite exacte longue de cohomologie suivante :

0 — H°(X, Q%) — H°(X, Q% (2g00)) =H(X,M) — H' (X, Q)
—HY(X, Q% (2g00)) = HY(X, M) — 0.
Tout d’abord, comme M est & support ponctuel, H(X, M) = 0 dés que i # 0 de plus X
est une courbe relative donc H'(X,Q%) = 0 et HY(X, QL (2g00)) = 0 dés que i > 2. Par
dualité de Poincaré, H (X, (2900)) ~ HO(Ox(—2g00) ® QF @ QL) or QF @ Ok ~ Ox
donc H'(X, Q% (2g00)) ~ HY(Ox(—2go0)). Comme D = —2goo est un diviseur de degré stric-
tement négatif, aucun diviseur effectif ne peut étre linéairement équivalent & D et finalement
HY(X, Q% (2g00)) = 0. Enfin H(X, Q%) ~ V. La suite exacte de cohomologie se réécrit donc

0— H(X,0L) —» H(X, 0% (2900)) = H' (X, M) =V = 0.
Pour finir montrons que H°(X, M) ~ @fﬁ 1 Vz"tdz. Tout d’abord remarquons que
HY(X, M) = H(X,i,M) = H°(i7'X, M) = H%(co, M) = M = 27290 0odz/Ox oodz.

M est un A-module de type fini, ou A est tel que oo = Spec(A), considérons M le complété z-
adique de M, alors M ~ 229V [z]dz/V [z]dz donc M ~ @?i 1 V27%dz. Pour conclure montrons
que M =~ M. Or M — M car V[2] C Ox o et 2729V [2]dz/V[z]dz — 2729V [2]dz/V[2]dz ~ M.
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Calculons N = Ker(M — M);on a N = (,cy2'M C M or il est clair que 2N C N et comme
M N zN = zN on a également N C zN d’ou zN = N et d’aprés le lemme de Nakayama on
en conclut que N = 0. Ainsi M < M et donc M et M sont isomorphes d’oi la suite exacte de
cohomologie annoncée.

O]

Lemme 5.3.1. La décomposition de @?il Vz"ldz en sous-espaces par Uaction § est donnée par :

2g r(n—1)—2
<EB Vz%lz) = @ V- ten) g,
i=1 0 a=0

2g r(n—1)—2
<EB Vz%lz) = @ Vo~ @tan) g,
i=1

1 a=0

2g (n—1)-3
<@ Vzidz> = @ V- Utlten)g, v o < j<n-—1
i=1

j a=0

ouvr=(+1)/n.

Preuve: On rappelle que I'action de § est donnée par z +— [¢] 7'z et dz — [¢]~dz ou ([C]_l)n =1.
Soient i € [1,2g] fixé et w € Vz~%dz, alors w = vgz~'dz d’ott §(w) = [¢]*"'w. Ainsi w appartient
a la j-iéme composante isotypique associée a d si et seulement si i — 1 = j [n] i.e. si et seulement
si j+1—14=an avec a € Z. On cherche maintenant la condition que doit satisfaire c. On sait
que 1 <1< 2gdonc —j < —an<2g—1—jdou

e a1

n n
mais 1 < j <n—1donc —1 < —j/n < 0 et comme « est entier, I'inégalité de gauche devient
0 < —a.Deplus2g =rn(n—1)—2(n—1)donc 2g —1—j =rn(n—1)—2n—j+ 1. Pour j
valant 0 ou 1, (1 — j)/n vaut respectivement 1/n et 0 et dans ces deux cas I'inégalité de droite
devient —a < r(n —1) — 2. Dans le cas ot 2 < j < n — 1 cette fois 0 > 1 —j > —n et donc
I'inégalité de droite devient —a < r(n — 1) — 3. Ainsi pour j = 0, 1, les valeurs prises par i sont
lesl+j—anavec 0 < —a<r(n—1)—2et pour 2 < j <n—1les valeurs prises par i sont les
1+j—anavec 0 < —a <r(n—1)—3 ce qui donne bien les espaces annoncés.

O

Lemme 5.3.2. Soit 0 < j <n—1, alors t'dt/y’ est une section globale de H°(X, Q% (2g0)) si
et seulement si
1
0<i<r(n+j—1)—3+ {jJ

n

our=(l+1)/n.
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Preuve: On a vu dans la démonstration du théoréme 4.1.1 qu’un tel élément est une section sur
Uk dés que 0 < 4, c’est donc une section globale de H%(Xp, QkK(ngo)) si et seulement si c’est
une section en l'infini. On commence donc par exprimer un tel élément en fonction de s et z.

Comme t = s~ on a dt = —s2ds de plus y = s "z, d’ot
tidt B —s"7172 (s
y] o Zi—(n—1) zn—1°

Par ailleurs le paramétre en oo est z, notons v, la valuation en z. On a nz"~'dz = (sRy(s))'ds
avec v, ((sR1(s))’) = 0, ainsi I'élément considéré est une section globale sur H%( X, QkK (2g00))

gTI—i—2
vz <z]<nl>> 22

On sait que 2" = sRi(s) et que R1(0) # 0, c’est donc un inversible au voisinage de oo ainsi
vz(s) = n et la condition devient n(rj —i—2) —j+(n—-1)=n(rj—1—-14i)— (G +1) > —2¢
ie.i <rj—1+(29—j—1)/n. Mais 2g = rn(n — 1) — 2(n — 1) donc l'inégalité devient
i<r(n+j—1)—34(1—j)/n et comme i doit étre entier, on trouve la condition annoncée sur

si et seulement si

i. Enfin comme le faisceau Q% (2go0) est localement libre sur X alors H%(X, Q4 (2g00)) est un
V-module libre et on conclut en utilisant & nouveau le lemme 2.3 de [HW15].

O
Proposition 5.3.2. Le V-module H°(X, Q% (2g0))q est libre de rang r(n — 1) — 2, de base :
t'dt, Y0<i<r(n—1)-3.

Preuve: Les éléments considérés sont bien des sections globales de H?(X, QL (2g0c)) en vertu
du lemme 5.3.2. De plus il est évident que ce sont les seules sections globales invariantes par
I’action de . Pour montrer que la famille est libre il suffit & nouveau de montrer qu’elle est
libre en restriction & U N D(y). Comme U N D(y) est un ouvert ne contenant pas oo alors
Q D(y)(ngo) =Q}, D) Comme les sections considérées forment un sous-V-module libre de
(Q%JQD(y))O alors elles forment une famille libre, & r(n — 1) — 2 éléments de HY(X, Q% (2¢00))o.
Posons
r(n—1)—3
M=  tdt
i=0

c’est un V-module libre de H?(X, Q% (2g00))o qui est clairement de rang r(n — 1) — 2. Montrons
que HY(X, Q% (29g00))o est également de rang r(n — 1) — 2. Pour cela on fait intervenir la suite
exacte de cohomologie donnée dans la proposition 5.3.1. Par fonctorialité et par la proposition
2.2.2, Paction de ¢ sur cette suite exacte donne la suite exacte

29
0— H°(X,0%)0 = H(X, Q% (2900))0 — (@ Vz’dz) — Vo — 0.
i=1 0
L’action sur V est triviale donc V5 = V. On connait une décomposition de HY(X,Q%) en

composantes isotypiques pour ’action de § donnée par
n—1

H(X, %) =P D,
=0
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ot les D; sont de dimension d; = rj —1 pour 1 < j <n —1et 0 pour j = 0. Enfin le lemme
5.3.1 donne

2g r(n—1)—2
<@ Vzidz> = @ Ve~ (tan) g,
i=1 0 a=0
Finalement on a la suite exacte :
r(n—1)—2

0— Dy — HO(X, Q% (2900))0 » @ Vz UH*Mdz -V 0.
a=0

Pour finir ces modules étant des V-modules libres (ils sont sans torsion), la tensorisation de la
suite exacte par K donne une suite exacte de K-espaces vectoriels & laquelle on peut appliquer
le théoréme du rang, ce qui permet finalement de calculer le rang du module cherché

rg (H(X,0%(2900))0) =0+ (r(n—1) =2+ 1) =1 =7r(n—1) — 2.

Enfin montrons que le quotient H(U N D(y), Q%mD(y

que U N D(y) est un ouvert ne contenant par oo, ainsi

)(2goo))0 /M est sans torsion. Remarquons

H°(U N D(y), Q4

UnD(y) (2990))o0 = H°(UND(y), 0}

UnD(y))0-

Par ailleurs on a établi dans la démonstration du théoréme 4.1.1 la formule (4.1) dont on déduit
clairement que

H(U N D(y), ey, o—@@t”dt
jenN =0

et comme r(n—1)—3 = [—2—1/n < [—1 on en conclut que le quotient est sans p-torsion. Alors en
vertu du (#4) du lemme 2.3 de [HW15] M = HY(X, Q% (2¢g00))o ce qui achéve la démonstration.
O

Proposition 5.3.3. Le V-module H°(X, Q% (2g00))1 est libre de rang rn — 2, de base :

tidt

, V0O<i<rn-—3.

Preuve: A nouveau, ces éléments sont bien des sections globales de H?(X, Q% (2goc)) en vertu du
lemme 5.3.2 et il est évident que ce sont les seules sections globales dans la premiére composante
isotypique pour l'action §. Enfin elles forment une famille libre & rn — 2 éléments pour les mémes
raisons que dans la démonstration précédentes. Posons

rn—3

M= Pty lat
1=0
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c’est un V-module libre de HY(X,Q%(2g00))1 de rang rn — 2. Pour conclure montrons que
HY(X,0%(2g00))1 est de rang rn — 2 et que le quotient HO(U N D(y),Q}mD(y)(Zgoo))l/M
est sans torsion. On fait & nouveau intervenir la suite exacte de cohomologie donnée dans la
proposition 5.3.1. Par fonctorialité et par la proposition 2.2.2, 'action de § sur cette suite exacte
donne la suite exacte :

29

0— H°(X,0%)1 — H(X, Q% (2900))1 — (@ vxm) — Vi —0.
=1 1

L’action sur V est triviale donc V; = 0. Comme précédemment H°(X, Q}()l = Dy ou D; est
libre de rang r — 1. Enfin le lemme 5.3.1 donne

2g
<@ Vz_idz)
i=1

Finalement on a la suite exacte :

(n—1)—2
= @ Vi~ @tan) g,
1 a=0

r(n—1)—2
0— Dy — HO(X,Qk(2900))1 » @ Vzdz —»0—0.

a=0

A nouveau la tensorisation de la suite exacte par K donne une suite exacte de K-espaces vectoriels
a laquelle on peut appliquer le théoréme du rang, on en déduit

rg (H*(X,Q%(2900))1) = (r—=1)+ (r(n —1) =2+ 1) — 0 =rn —2.

Comme dans la démonstration précédente on utilise le fait que U N D(y) ne contient pas oo ainsi
que la formule (4.1) établie dans la démonstration du théoréme 4.1.1 pour dire que

-1
H(U N D(y), Qsrpiy (29001 = €D Pty
jenN i=0

et comme rn —2 = [ — 1 on en conclut que le quotient par M est sans torsion et, a 'aide du (#i17)
du lemme 2.3 de [HW15], que H°(X, Q4 (2g00)); = M.
O

Proposition 5.3.4. Soit 2 < j < n —1 fizé. Le V-module H°(X, Q% (2g00)); est libre de rang
r(n+j—1)—3, de base : A
t'dt . .
= VO<i<r(n+j-—1)—4.
Y

Preuve: Encore une fois, ces éléments sont des sections globales de H?(X, Q% (2go0)) en vertu du
lemme 5.3.2 et il est évident que ce sont les seules sections globales dans la j-iéme composante
isotypique pour l'action §. Enfin elles forment une famille libre, & r(n + j — 1) — 3 éléments
toujours pour les raisons déja évoquées. Posons alors
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r(n+j—1)—4
M= P tyd
i=0
qui est un V-module libre de rang r(n+j — 1) — 3 de H°(X, Q% (2¢g00));. Pour conclure, comme
dans les démonstrations précédentes, il s’agit de montrer que H(X, Q% (2go0)); est de rang
r(n+j—1) — 3 et que le quotient H(U N D(y), QtlmD(y)
intervenir la suite exacte de cohomologie donnée dans la proposition 5.3.1. Par fonctorialité et

)j/M; est sans torsion. On fait encore

par la proposition 2.2.2, 'action de § sur cette suite exacte donne la suite exacte
0 — H(X,Qk); — HY(X, Q% (290)); (@VZ ' z) — V; = 0.
J

L’action sur V est triviale donc V; = 0. Comme avant H°(X,QL); = D; avec D; de rang rj — 1.
Enfin le lemme 5.3.1 donne

2g r(n—1)-3
<@Vzidz> _ @ vt
i=1 i a=0

J
Finalement on a la suite exacte

r(n—1)—3
0—D; - H(X,Qk(290)); » @ V2 Uz 0 —0.

a=0
Pour finir en tensorisant 4 nouveau par K on obtient
g (HY(X,Q%(2900))1) = (rj — 1)+ (r(n—1) —=3+1) —0=r(n+j—1) - 3.

Enfin pour conclure que la quotient est sans torsion il faut cette fois utiliser le fait que y™ = f(¢)
et non plus f(t) = y™ pour exprimer Q% (UND(y)) ~ V[t,y,y1]/(y™ — f(t))dt. On obtient alors

n—1

O (UND(y) =P VIt.y 'y dt
j=0
qui permet d’affirmer que
H(UND(y), Uynpe,)i = VIty7dt

et de conclure que le quotient est sans torsion, puis toujours a 'aide du (#i7) du lemme 2.3 de
[HW15] que M = H°(X, Q% (2900)); ce qui achéve la démonstration.
O

Proposition 5.3.5. Avec les notations et les conditions précédentes,

r(n—1)—3 rn—3 n—17(n+j—1)—

HX. 9% 20) = D W@@vt’dt @ @

tidt
Y
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Preuve: C’est simplement une conséquence des résultats précédents. On sait par le théoréme de
Riemann-Roch que le K-espace vectoriel HY (X, QkK(Zgoo)) et de dimension 3g — 1 et comme
précédemment on en conclut que HY(X, Q% (2g00)) est un V-module libre de rang 3g — 1. Il est
clair par ce qui précéde que I'espace de droite est inclus dans HY(X, Q% (2go0)), pour conclure
montrons qu’ils sont de méme rang. Notons R le rang de I'espace de droite, alors

n—1 n—2
R= (r(n—l)—2)+(rn—2)+2(r(n+]’—1)—3) = r(n—1)—|—rn—4—|—(m—3)(n—2)+r2j
j=2 J=1

(n—2)(n—-1)

R:r(n—l)—i—rn(n—l)—S(n—l)—l—i—r =39g—1

car pour mémoire g = rn(n —1)/2 — (n —1).

5.4 Calcul de H},,(X)

On conserve les notations précédentes et on applique la méthode de Huyghe-Wach ([HW15]).
Notons C' le complexe de de Rham :

C:0—0Ox — Qk —0.

Par définition, la cohomologie de de Rham de X est la cohomologie du complexe RT'(X,C).
Si on considére D un diviseur relatif effectif de X et m un entier, notons C(mD) le complexe de
de Rham twisté de X :

C(mD) : 0 — Ox((m — 1)D) — Q% (mD) — 0.

Proposition 5.4.1. Notons z un parameétre de la courbe en oo. On a la suite exacte courte :
0=V = Ker(d) = Ker(A) = Hhp(X) — Coker(d) — Coker(A) =V — 0
ot d : T(Ox((2g —1)o0)) — T'(Q%(2900)) et A : 2= 29T W [2] /V[z] — 2729V [2]/V[z]dz sont les
différentielles usuelles.
Preuve: Tout d’abord, on a la suite exacte courte :
0— C — C(2g0) — C(2g0)/C — 0
qui aprés application de RI" donne le triangle :
0 —s RI(C) — RI(C(2g00)) -5 RT(C(2900)/C)
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et donc la suite exacte longue de cohomologie :

0 — R°T(C) =R°T(C(2gc0)) — RT'(C(2g00)/C) — R'T(C) — R'T(C(2g00))
—RIT(C(2g)/C) — R*T(C) — R?T(C(2g0)) — R*T(C(2g)/C) — 0
car tous les termes R'I" sont nuls pour i > 3. Par définition, R'T(C) = Hhp(X), de plus
H?,(X) ~ H(X,0%) = V et H,,(X) ~ H°(X,0x) = V par dégénérescence de la suite
spectrale de Hodge vers de Rham. Par ailleurs, par dualité de Serre H*(X, Ox(2gc)) est le dual
de H'(X,E) ott E = Ox(—2go0) ®0y Q. Or E est localement libre donc H°(X, E) est sans
torsion et on en déduit que H*(X, Ox(2goc)) est un V-module libre. On sait donc qu'il est nul

si et seulement si la dimension de H! (X, Ok (2g00)) = K ® HY(X, Ox(2g00)) est nulle. Alors
par [Har77| (IV.1, 1.3.2 et 1.3.3) C'(2g00) est & termes acycliques pour I' donc

RT(C(2g00)) = 0 = T(Ox((2g — 1)00)) % T(Q4 (2900)) = 0

d’ott R'T(C(2g00)) = Ker(d), R'T(C(2g)) = Coker(d) et R*T'(C(2goo)) = 0. Enfin notons
B® = Ox((2g — 1)00)/Ox et B! = Q) (2g00)/Q, alors

C(2900)/C=0—B" - B' -0
est & support ponctuel donc B? et B! sont acycliques pour I' et donc
RT(C(2900)/C) = 0 — 2~ 260V [2] /V[2] = 2~ 29V[2]/V[2]dz — 0

d’ott R'T(C(2g)/C) = Ker(A), RT(C(2g)/C) = Coker(A), R*T(C(2go0)/C) = 0. Ce qui
donne bien le résultat annoncé.

O
On suppose jusqu’a la fin de cette partie que p > 2g — 1.

Lemme 5.4.1. Soit A : 2= 29TV [2]/V[2] — 2= 29V [2]/V[z]dz avec z un paramétre de la courbe
d
en oo, alors Ker(A) =0 et Coker(A) = V?Z.

Preuve: Observons tout d’abord que

29—1 2g
229V 2]/ V]Z] = @ Vzl et 2V [2]/V[e]dz ~ @ Vzldz
i=1 =1

or A(z7%) = (—i)z="! il est donc clair que Ker(A) = 0 puisqu’avec I’hypothése sur p, —i est
inversible. Ensuite

29 29
Im(A) = — @(z ~1)Vzldz ~ @(z —1)Vzldz
=2 i=1

d’ou
2g—1

Coker(A @ Vzl (@ i— V2" ) @V/ i— V2"
i=1
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5.4. CALCUL DE H} ,(X)

Or V2 < i < 2g, par hypothése sur p, i — 1 est inversible et donc (i — 1)V = V. D’ou
d
@V/ (i—1)Vzldz = V—Z
ce qui donne le résultat annoncé sur le conoyau.

Lemme 5.4.2. Soit d: T(Ox((29 — 1)00)) — I'(2(29¢)), alors Ker(d) =V et

n—1rn—3
t’dt
Coker(d @ V
7j=1 =0

Preuve: Notons G; = H°(X,0x((2g — 1)o0))j pour 0 < j < n — 1, une expression explicite
de G; a été donnée dans la proposition 5.2.3. Tout d’abord puisque d et § commutent, on a
Coker(d); = HO(X, Q}((ngo))j/lm(d]gj).
Sij=0,o0na

—1)-2

r(n—1
Go= P Vvt
=0

On calcule d sur les éléments de la base, d(t') = it*~1dt pour 0 < i < r(n — 1) — 2 et donc

r(n—1)—3
Im(dlg) = & (+1)Vt'at
i=0
d’ou
r(n—1)—3
Coker(d)o @ V/(i + 1)Viidt.
=0

Or2g =rn(n—1)—2(n—1)doncr(n—1)—2 =2(g—1)/n < gcarn > 2, ainsi V0 < i < r(n—1)-3,
(i+1) <2g—1<peti+1estinversible dans V donc Coker(d)y = 0.
Sij =1, comme G; = 0 on a simplement

rm—3

tidt
Coker(d); = H*(X,Q%(2900)1 = P V o
=0

Enfin soit 2 < j < n — 1 fixé. Sur 'ouvert U de la courbe X on a la relation y™ = f(¢) on peut
donc écrire

rG--2 o r(=D)-2 i
P viyi= P Vf(t)a.
=0 =0
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CHAPITRE 5. CALCUL D'UNE BASE DE H},,(X)

Notons R = Spec(V[t,y]) = A% le plan affine sur Spec(V). On a une immersion fermée ¢ : U < R
et *QLo(R)/d(y™ — f(t)) ~ Q}(U). On a donc le diagramme commutatif suivant :

Vityl —5 #*0L(R)
1 O \
Op(U) -5 QL)
et on a des résultats similaires sur W ce qui justifie les calculs suivants.
Calculons donc d sur les éléments de la base. Soient 0 <i <r(j—1) —2et 2 < j <n—1 fixés,
alors

d <f(t);> _ (f/(t)ti + iti—lf(t);gjdt — jyj_lf(t)tidy
modulo d(y"™ — f(t)). Or y™ = f(t) donc ny" dy = F(t)dt et ainsi f(£)dy = yf'(t)dt/n. Dot

finalement

1(505) = (#7150 + L o) % e b

n
Dans I’expression entre parenthéses apparait un polyndéme en t de degré i — 1 +1 et de valuation

i —1 (0 pour ¢ = 0). De plus le monéme de plus haut degré de ce polynéome est donné par

n — .
7+ 17‘7 =1+ Finalement on a
n

r(j—1)-3

mmide) =Vl rwS @ v (a0 + ")
¥ o "

Yl

n

Tout d’abord remarquons que lorsque i =r(j —1)—2,i—14+1l=7r(j—1)+1—-3.0Orl=rn—1
doti—1+4+1=r(n+j—1)—4. Il s’agit maintenant de calculer

rint+j—1)—4 .
t'dt
D i)
=0

Notons E; = {P € V[t] tq deg(P) < r(n+j — 1) — 4} alors H*(X, Q4 (2900)); ~ E;. De plus
par les calculs et les remarques précédentes, I m(d|gj) peut étre identifié au sous-module de F;
engendré par les éléments de la forme

<i + lnn_‘7> #1404 py()

ou P; est un polynome avec deg(P;) < i— 1417l avec 0 < ¢ < r(j —1) — 2. Or les coefficients
dominants des polynémes considérés sont inversibles dés qu’ils sont strictement inférieurs & p.
Le plus grand de ces coefficient a j fixé est apr;j =r(j —1) =2+ 1(n—j)/norl =rn—1 dou
am,j =r(n —1) =3+ j/n comme par ailleurs j < n on a ay; < r(n—1) —2 < p comme cela

sen 24z . P . . n—j . . RN
a déja été remarqué précédemment. Ainsi les | ¢ + [——= | sont inversibles et le j-iéme conoyau
n

est isomorphe &
Ej/ (471 4+ P (0),t 4 Bu(t), o 7T Py (1) = B,
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5.4. CALCUL DE H} ,(X)

Enfinl—2=rmn—-1-2=rn—3 dou

rm—3 Hdt
Coker(d); = @Vyj ,2<j<n-1

1=0

ce qui acheve le calcul de Cooker(d);. Par ailleurs il apparait clairement au vu des calculs effectués
que Ker(d) =V.
O

Proposition 5.4.2. Notons z un paramétre de la courbe en oco. En supposant que p > 29 —1 on
a la suite exacte courte :

n—1rn—3 ;
t'dt dz
0=V =2V =0— H5(X) = V— 5 V=25V >0
pr(X) g@@% " :

Preuve: 11 s’agit simplement de remplacer dans la proposition 5.4.1 les valeurs de Ker(d), Ker(A),
Coker(d) et Coker(A) par celles calculées dans les lemmes 5.4.1 et 5.4.2.
O

Remarque 5.4.1. Sous les conditions de la proposition précédente on retrouve le fait que le
module H})R(X ) est de rang 2g. En effet par les propriétés du rang dans une suite exacte
on sait qu'ici le rang de Hhp(X) est égal a celui de Coker(d). Or le rang de Coker(d) vaut
(n—1)(rn—2)=rn(n—1) —2(n—1) = 2g.

Proposition 5.4.3. Supposons p > 2g — 1, alors on a un isomorphisme

n—1rn—3 tidt
Hhu(X) ~ B B V"
j=1 =0 Yy

ou encore
n—17rj—2 n—1 rn—3

H p(X) :@@Vﬂdt o@D @ Vtidt‘

J J
j=1 i=0 Yy j=li=rj—1 Y

Preuve: Le résultat se démontre en appliquant ¢ & la suite exacte donnée dans la proposition
5.4.2. En effet il est clair que dz/z est invariant par d, il en est donc de méme pour Coker(A).
Apreés application de § on obtient donc n suites exactes courtes

d
05V oV =0 HY(X) =02 VE 5V =0

z
etpour 1 <j3j<n—-1
™m—3
0-50-0-0— Hhp(X), > PV
i=0

tidt

; —0—>0—0.
Y
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CHAPITRE 5. CALCUL D'UNE BASE DE H},,(X)

De la premiére suite exacte on conclut que H}, r(X)o =0, de la seconde que V1 < j <n —1,

rm—3 tidt
Hll)R(X)j = @ 4 yi
=0

d’ou le résultat annoncé. Pour mémoire, 2g = rn(n — 1) — 2(n — 1). Enfin la derniére égalité est
simplement la décomposition de cette suite exacte selon H°(X, QL) car

o . n—17rj—2 tidt
H(X,00) =P PV -

j=1 i=0

(voir proposition 4.1.1).
]

Théoréme 5.4.1. Supposons que p > 2g — 1, alors indépendamment du fait que k contienne
pn(Fp), on a un isomorphisme

n—1 rm—3

H}DR(X)N@@ t’dt@@ @ Vtzdt

7j=1 =0 j=1li=rj—1 7=1 =0

n—1rn—3 tzdt

Preuve: Comme la suite spectrale de Hodge vers de Rham dégénére, on a un isomorphisme
HLn(X) ~ HY(X,0L) @ H'(X, Ox). Soit maintenant k¥ — k' une extension finie telle que
pn(Fp) C K/, alors on a une extension finie et plate W (k) — W (k') des anneaux des vecteurs de
Witt. De plus les résultats précédents s’appliquent. Notons X = X X gpec(v) Spec(W (k') alors

comme 'extension est plate on a :
W (k) @wu) H (X, Q) ~ H(X, Q%)

W (k') @wr) H' (X,0x) ~ H' (X, O%)

mais les t'y~Jdt sont invariants par extension du corps donc on a bien une base de ’espace avant

extension.

O]
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Chapitre 6

Un scindage adapté de la filtration de
Hodge

On considére le complexe de Cech relatif au recouvrement X = U U W.
0 — Ox(U) x Ox(W) L5 0 (UNW) — 0

ou l'application dp; est donnée par (a,b) — (a — b)|ynw. D’aprés le théoréme 4.5 (II1,4) de
[Har77] H'(X,Ox) est égal au premier espace de cohomologie de ce complexe de Cech et est
donc égal & Ox(UNW)/Im(do1).

Lemme 6.0.3. On a Hl(Xk,OXk) =k Qy Hl(X, Ox)

Preuve: On a une suite exacte courte
O%OXQOX—)OX,C—)O
qui donne la suite exacte longue de cohomologie

0— HY(X,0x) X HY(X,0x) — H(X}, Ox,) = H'(X,0x) ¥ H'(X, Ox)
— HY(X},0x,) = 0

or H'(X,0x) =V, H*(Xy,Ox,) =k et k ~ V/pV, on obtient donc la suite exacte courte
0— H'(X,0x) ¥ H'(X,0x) — H' (X}, 0x,) = 0

qui permet de conclure que H'(X},Ox,) = H(X,0x)/pHY(X,0x) = k @y H'(X,0x) et
montre le lemme.

O

Proposition 6.0.4. Le V-module H*(X,Ox) est libre de rang g, de plus il admet pour base les
classes m des éléments h; j € Ox(UNW) ou
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hi’j:F_STj—i’ S]Sn—l,lgzgm—l
soit encore
n—1 rj—1 n—1 r(n—j)—1
Hxon-@ V- @ v

= j=1 =1

Par ailleurs supposons que ,un(IE‘p) C k. Alors si on note H'(X,0x); la j-iéme composante
isotypique associée & l'action de § alors on a :

HY(X,0x)o =
r(n—j)—1

HY(X,0x);= @ Vtiyrivi<j<n-1
i=1

Preuve: Comme X est propre on sait que H'(X,Ox) est un V-module de type fini. Par ailleurs
par dualité de Poincaré¢ on a H1(X,0x) ~ HY(X,Q%). Mais on a établi au théoréme 4.1.1
que ce dernier module était libre de rang g ce qui donne le résultat sur H'(X,Ox). De plus

Ox(U)=V ]ty /(" — ft) et Ox(W) =V [s,z] /(2" — fa(t)) et donc
Ox(UnNW)=V [t,y,t_l] /W= f() =V [5,2,3_1] /(Z" = fa(t)).

Une base de Ox (UNW) comme V-module est donc t'y? avec i € Z et 0 < j < n—1 ou encore s'27
aveci € Z et 0 < j <n—1. De méme une base de Ox (U) (respectivement Ox (W)) est t'y? avec
i>0et0<j<n—1 (respectivement s°27 avec i > 0 et 0 < j < n — 1). Par définition de do 1,
tout élément tiyj avec i > 0 et 0 < j <n—1 est dans I'image de dp 1. De la méme maniére tout
élément du type stz aveci > 0et 0 < j < n—1estdans'imagededp ;. Orsur UNWonas =1/t
et z = s"y dou s'z7 = t~(+79)yi Par ailleurs lorsque j vaut 0, i + rj prends toutes les valeurs
entiéres lorsque ¢ est dans N et lorsque j est non nul, ¢+7rj prend toutes les valeurs supérieures ou
égales a rj. Posons donc B = {Vtiyj, 0<j<n-1i€ N} U {Vt_iyj, 0<j<n-11i> rj},
alors I'm(d) D B. On sait également grace a la description de Ox (U N W) donnée plus haut que

HY(X,0x) = > Vtiyi pour 0 < j < n —1 et i élément de Z et les considérations précédentes
permettent alors de dire que
HY(X,0x)= Y Vtiy. (1)

1<j<n—1
1<i<rj—1

On établirait de la méme maniére que

H' (X, Ox,) = > kt'yl  (2)
1<j<n—1
1<i<rj—1

—

ot tiyd désigne la classe de t~'y/ dans H'(X},Ox,). Notons e;; = t~iyJ pour 1 < j <n —1
et 1 <i<rj—1, L=Ve;,;le V-module libre et ¢ : L — H'(X,Ox) l'application qui envoie
€;j sur m Remarquons tout d’abord que L est de rang g, en effet son rang vaut

n—1 n—1 (n—l)n
Z(rjfl):ijf(nfl):rTf(nfl):g.
Jj=1 j=1
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CHAPITRE 6. UN SCINDAGE ADAPTE DE LA FILTRATION DE HODGE

On sait que ¢ est surjective par le (1) et elle induit une surjection ®ké;; — H(Xy, Ox,) via

¢;j — t~'yJ. Notons maintenant K le noyau de ¢. C’est un V-module de type fini et on a une

suite exacte courte
0—+K—L5HY(X,0x)—

alors comme H!(X,Ox) est un V-module libre, on a une suite exacte courte
0— K/pK — L/pL 5 kv HY(X,Ox) — 0.

Or @ est surjectif par le (2), ¢’est donc une application k-linéaire surjective entre deux k-espaces
vectoriels de méme dimension, ainsi @ et bijective et donc I/pIC = 0. Le lemme de Nakayama
permet alors d’affirmer que K est nul et que ¢ induit un isomorphisme L ~ H'(X,Ox). En
particulier les éléments h; ; forment une base de H'(X, Ox) d’ott I'expression de H(X, Ox). La
seconde étant donnée par le changement d’indice j' = n — j.
Pour finir rappelons que I'action de § est donnée par ¢ + t et y +— [(] 'y et donc § appliquée &
h; ; donne [Q]_jhm = [(]"‘jhi,j et (hip—j) = [(]‘”*jhm,j = [C]jhi,n,j d’ou le résultat annoncé
sur les H'(X,Ox);.

O

Proposition 6.0.5. Le k-espace vectoriel H'(Xy, Ox, ) est de dimension g et admet pour base
les classes m des éléments h; ; € Ox, (Uk N W) ot

Y 2J

hij = tlzﬁ;lﬁjﬁn—l;léiﬁ"ﬂj—l
soit encore
n—1 rj—1 n—1 r(n—j)—
5.00) - DT -B B
j=1 i=1 j=1 i=1

Par ailleurs supposons que i, (Fp) C k. Alors si on note H'(Xy, Ox,); la j-ieme composante
isotypique associée a l'action de § alors on a :

HY (X, 0x,)0=0
r(n—j)—1
HY(X,Ox,)j= @ Ky ivi<j<n-—L
=1
Preuve: La démonstration fait appel aux mémes arguments que ceux utilisés pour démontrer la
proposition précédente.
O

Remarque 6.0.2. Au vu de la démonstration de la proposition 6.0.4, il y a une identification
naturelle d’un élément m de la base de H'(X, Ox) avec le représentant h; ; élément de Opynw .

Par la suite on notera simplement ¢t~y/ le représentant de la classe t~iy € H'(X, Ox) lorsqu’on
voudra le regarder comme élément de Opynw. Cette remarque est également valable dans le cas
de Xk
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Notons 2% le complexe de de Rham associé a Qﬁ( et F le recouvrement de X par U et W alors
on note é(]—" , Q2% ) le complexe de Cech associé au complexe de de Rham. Il est donné par

0 0
T T

0 — QLU)xQLW) — QLUAW) — 0
0 T

0 - Ox(U)xOx(W) — Ox(UnW) — 0
T T
0 0

on peut lui associer le complexe simple
0— Ox(U) x Ox(W) = QX (U) x Qx (W) Ox(UNW) = QLU NW) =0
et le groupe de cohomologie H},5(X) s’identifie alors aux classes des éléments
(wor,wiw, h) € U (U) © Qi (W) & Ox (U NW)

tels que wy — wy + dh = 0, modulo les éléments de la forme (dhy, —dhw, h) ot h = hy + hy,
hy € Ox(U), hw € Ox(W). Dans la suite on notera H'(C(F, Q%)) le premier espace de coho-
mologie associé au complexe simple considéré ici.

Proposition 6.0.6. On conserve les notations précédentes, alors :

(i) L'image de w € HO(X,Q%) dans H'(C(F,Q%)) est la classe de Uélément (w|y,w|w,0).

(ii) Soient 1 < j <n—1et1<i<rj—1. Notons N\ le coefficient de t* dans f(t) et posons
a; = (n—j)r—2,

r 1 . . ]
U 3 gk —in gy |, -1 dt
Lk=i+1 ]
M i . . ]
W in—jk.  iiiie_k| i1 ds
ai,j = E TAkSl+ Taj Zj F
Lk=0 J

Alors agj e QL(U), a% e QL (W), dh;; = ozgj + a% et on a une application V -linéaire :

[r]: HYX,0x) —  HY(C(F,0%))

hz"j — (agj, —Oé}/};, hi,j)
qui est un scindage de la filtration de Hodge. Les oy sont déterminés, a une section globale
w € HY(X, QL) pres.

Preuve: (i) Cela résulte de inclusion naturelle HO(X, Q%) ¢ H (C(F, Q%)) ~ Hh5(X).
(ii) Rappelons tout d’abord que dt/y"~! € H°(X, Q%) (voir théoréme 4.1.1) et de méme pour
ds/z”_l. Soient 1 <j<n-—1etl<i<rj—1fixés, calculons dh; ;.

B gyl Ny dyidt

dhij == 1 mod Ox(UNW) [ny™ 'dy — f'(t)dt]
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CHAPITRE 6. UN SCINDAGE ADAPTE DE LA FILTRATION DE HODGE

Par ailleurs on a la relation y" = f(t) dans Ox (U NW) et donc

Gy dt iy dt :<jf’(t)_if(t)>yj—1 dt

ntt ynfl i+l ynfl ntt i+l ynfl

dh;; = c QL (UNW).

On rappelle que
dt

yn—l

(W) > (Vls, /(" ~ als)) oy

donc pour montrer le résultat voulu montrons que 1’on peut écrire

Qx(U) > (VItyl/(y" = £(1)))

dt ds

dhz,‘] = Rz,](t,y)F + S; ,](S Z)Zi_l

avec R;j € V]y,t] et S;; € V]z,s] V1 < j <n—1,V1 <i<rj—1. Remarquons qu’avec ces
conditions, i <rj —1=i<r(n—1)—1=rn—1—r=10—1r <1l Notons f(t) = > \xt* alors
() =3 kEXtP 1 (pour mémoire A, € V), alors

l
1 .
[ § kALtE™ Lit— )\ktk] /!

k=0

LU nw)

dt
Zk)\ tk‘ (i+1) ZZ)\ktk z+1 —1 — +
k=0 y
l
[ Z k‘)\ tk (i+1) Z z+1] j— li'

n—1
k=i+1 =i+1 Y
dt

Il est clair que le second terme de cette expression est un élément de V{y,t|/(y" — f(t)) ——,
)
w

ij» est un élément de

on le note a . Pour conclure montrons que le premier terme, noté o/

Viz )/ (2" —ﬁ(D ds

jo1 dt —s= U rzi—15=2s o
yn—l - g—(n=1)ryn—1 -5

nJ)TQJ

d
L2 cakunw).

2"
Notons a; = (n—j)r—2,comme 1 < j<n—1lalorsr—2<a; <(n—1)r—2. Maisr = (I+1)/n
avec [ =—1[n]etl>0doncr>1let —1<a; <(n—1)r—2.

; _ . ; _ 1 ds

P L A fdpsitita—k N7\ itk | -l _

2y n Zn—l
k=0

Comme ¢ — k > 0 et que par les considérations précédentes 1 + a; > 0, alors a i est bien dans
I'espace désiré. Par linéarité cela définit une application 7 qui a h; ; associe (041[,]]7 —a%, h; ;) dans
QL(U) @ QL (W) ® Ox(U N W) qui donne [7] par passage au quotient dans H'(C(F, Q%)) ce
qui achéve la démonstration.

45



Remarque 6.0.3. On peut également définir [7] : HY(X}, Ox,) — Hl((v](}"k,QE(k)) ou Fj

désigne le recouvrement de Xy par Uy et Wi. 1l est facile de voir que la démonstration resterait
Uk o oV
i,J i.J
de remplacer les coefficients par leur classe modulo p dans k.

la méme et donc que les formules permettant d’exprimer « sont identiques & conditions

Proposition 6.0.7. On conserve les notations de la proposition précédente. Supposons que
pn(Fp) C k, alors T envoie la j-ieme composante isotypique de H' (X, Ox) sur la j-ieme compo-
sante isotypique de Q% (U) @ QL (W) & Ox (U NW). De méme [7] envoie la j-ieme composante
isotypique de H'(X,Ox) sur la j-iéme composante isotypique de Hl(é(f, 0%)).

Preuve: Soit 1 < j < n—1 fixé, et soit 7 comme dans la proposition précédente. Alors I’élément m
est envoyé par 7 sur un triplet du type (ay (t)y~ ™ dt, agy (t)y~ "= dt, h(t)y?). Comme l'action

de § est donnée par 6(t) =t et 6(y) = [¢] "'y (voir section 2.2), 'image de h; ; = t~iyd, élément
de la (n — j)-iéme composante isotypique de H!(X, Ox), est dans la (n — j)-iéme composante
isotypique de Q% (U) ® Q% (W) & Ox (U NW) ce qui donne bien le résultat annoncé. Le résultat
sur [7] s’en déduit par passage aux classes d’équivalence.

O
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Chapitre 7

Mise en place du calcul du Frobenius
divisé de la fibre spéciale

7.1 Rappels sur le Frobenius

Définition 7.1.1. Soit o) le Frobenius sur k (i.e. l’élévation a la puissance p), alors oy induit
un morphisme de schémas Spec(k) — Spec(k). Si Y est un schéma sur Spec(k) on notera Y le
schéma Spec(k) XSpec(k) Y ou le produit fibré est pris au-dessus de 0.
Soit o un relevement du Frobenius sur Spec(V/p*V), alors o induit un morphisme de schémas
Spec(V/p*V) — Spec(V/p?V). Si Y1 est un schéma sur Spec(V/p?V') on notera Y{ le schéma
Spec(V/p*V) Xspec(v/p2v) Y, 0l le produit fibré est pris au-dessus de o.

Définition 7.1.2. Soit o le Frobenius sur V/p?V qui releve le Frobenius sur k. Considérons
Q(T) = b, T un polynéme a coefficients dans V/p*V, on note Q°(T) = 3 o(b,)T*.

Par la propriété des vecteurs de Witt, le Frobenius sur k (qui est ’élévation a la puissance p) se
reléve en un isomorphisme o : V. — V.
On a le diagramme suivant de schémas sur Spec(k) :

Faps
Xy —E— x, —2 5 X,

! !

Spec(k) —Z— Spec(k)

ou Fpps est le Frobenius absolu, F' le Frobenius relatif factorisant Fyps, pr la projection de X,
sur X}, et @ : Spec(k) — Spec(k) est le morphisme induit par le Frobenius sur k.

Soit U), ~ Uy, (comme Z-schéma) I’analogue de Uy, sur X}, on a Uy, = Spec(k[t,y]/(y" — f(t)))
et donc Uj, = Spec(k[t,y]/(y™ — f7(t))) (voir définition 7.1.2). En restreignant le diagramme &
I’ouvert U on obtient
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#

abs

T

Bt ol /(0" — F(0) 2 kleyl/ (" — £7(0) 5 ki) " — 1)

ot % (h) = kP, pr#(h) = ho, F#(y) = yP et F#(t) = t7.

Par ailleurs F’ a#b . est semi-linéaire par rapport a o, pr# est un isomorphisme d’anneaux également
semi-linéaire par rapport & o et F# est un morphisme de k-algébres.

Par fonctorialité on a alors

Fabs

/\

(Xi) —— HE (X} —5 HE(X)

cris

Hl

cris

ou Fyps est un morphisme semi-linéaire et F' un morphisme K-linéaire qui factorise Fys. De plus,
(Xg) ~ H})R(X) (et H! (X}) ~ H})R(X’), voir

Berthelot ayant construit un isomorphisme H} oris

cris
[BOT8]), on obtient par identification

Faps

/_\

pr F
Hpp(X) —— Hpp(X') —— Hpp(X)

avec Fyps semi-linéaire, pr isomorphisme de groupes semi-linéaire par rapport & o et F' qui fac-
torise Fps.

Supposons que l'on ait un scindage sc : HY(X',Ox/) ® HY(X', QL)) — HLp(X) ainsi que
I'application F' décrite précédemment. On peut alors construire le Frobenius divisé modulo p,
¢ HY(X, Ox;) & HO(X], Qﬁ%) — H},»p(Xg) qui est k-linéaire (voir définition 7.3.1).

On sait pas un théoréme de Huyghe-Wach que ¢’ est donné par le morphisme de Deligne-Illusie.
Il s’agit en fait de calculer H'(X}, Ox,) @ HO(Xk,Qﬁ(k) — H}p(Xy), le Frobenius divisé de
Mazur modulo p, qui décrit le ¢-module filtré modulo p associé & Xj. Cette application est la
composée

¢l
HY (X, Oxy) @ HO(XG, Q) —— Hpp(Xp)

r

1 0 1 P #
H (XImOXk)@H (Xk?QXk> e

avec ¢ semi-linéaire.

Proposition 7.1.1. Une base de Hl(X,’C,OX]/C) est donnée par@ =ty pour1 <j<mn-1
etl<i<rj—1.
Une base de HO(Xk,Q}(k) est donnée par w;j = tiy*jdt pourl <j<n—1et0<t<rj—2.
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Preuve: On dispose déja d'une base de H!(X}, Ox,) et HO(X, Q}(k) donnée par la proposition

6.0.5 ainsi que par la proposition 4.1.1 , dont les éléments sont respectivement h; ; = t~'y’ pour
1§j§n—letlgigrj—letwiyj:tiy_jdtpourl§j§n—1et0§i§rj—2.Auvu
des démonstrations de ces deux résultats et par définition de X7, il est clair qu’'on obtient bien
les bases proposées pour H' (X}, Ox;) et HO(X], Qﬁ%)

O

Remarque 7.1.1. On dispose d'une base de H!(X}, Ox,) ® H°(Xj, Qﬁ(k) ~ H})R(Xk) donnée
par les propositions 6.0.5 et 4.1.1 (ou encore par la proposition 5.4.1). Alors pr#(wm) = wl’-J» et
prit(h; ;) = @ et donc ¢(wi ;) = ¢'(w; ;) et o(h; ;) = gb’(m) Ainsi la matrice de ¢ est donnée
par les ¢(w; ;) et ¢ (m) exprimés dans les bases (w; ;) et (h; ;). Par ailleurs la base ((w; ;),(hi))
est adaptée a la filtration et on peut donc, de facon abusive, considérer cette base au départ et
a l'arrivée de ¢.

7.2 Relévements du Frobenius modulo p?

Notation. On se donne des polynomes f, f’, fa et f dans V[t] et V[s] comme précédemment.
Par abus de notation, on notera de la méme facon f, f/, fa et f} leurs classes modulo p?V[t] et
p*V[s] respectivement. Enfin on notera f, f/, f2 et f5 les classes de f, f/, f2 et f} dans k[t] et
k[s] respectivement.

Remarque 7.2.1. Toute translation de la droite projective transforme X en une courbe Y}, iso-
morphe & Xj. En effet soit X} définie comme précédemment et supposons qu’elle soit définie sur
Uy, par 'équation y™ = f(t) = t [[(t—au). Son corps des fonctions est alors k(t,y)/(y"— f(t)). Soit
' =t+u, alors f(t) = (' —u) [[(' = (u+aq)) = g(t') et k(t,y)/(y" = f (1)) = k(t',y)/(y" —g(')).
En choisissant judicieusement u (en fait tel que u + o; # 0 Vi) et quitte a faire une extension
finie du corps de base, on peut donc se ramener & I’étude de la courbe Y ~ X}, définie comme
la réunion des deux ouverts affines U}, et W} ou U}, = Spec(k[t',y]/(y"™ — g(t'))) et telle que 0
n’est pas racine de g. Or pour ce que nous souhaitons calculer, & savoir la matrice du Frobenius
divisé sur le premier espace de cohomologie de de Rham, on travaille modulo p i.e. sur X} ce qui
est équivalent & travailler sur Y. On peut donc supposer que t ne divise pas f(t) dans k[t] ce
qui sera utile plus tard dans la section 7.2.

Afin de relever le Frobenius, on va modifier les ouverts U et W qui ont été définis & la section
2.1. On suppose désormais dans tout ce qui va suivre que 0 n’est pas racine de f dans k[t] i.e.
a; # 0 dans k, V1 < i < 1. Posons U = U N D(y) et notons F le recouvrement associé aux deux
ouverts U et W.

Lemme 7.2.1. Le recouvrement F est un recouvrement de X .
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Preuve: 11 suffit de montrer 1’égalité des fibres spéciales et génériques i.e.
X, = Uk U Wy

XKZUKUWK.

On traite le cas de la fibre spéciale. Soit donc k une cloture algébrique de k. On va montrer que
X(k) = Ug(k) U Wy (k). Par définition

Xe(B) = {(ty) €K ta y" = F(1) U {(s,2) € B tq 2" = fals)}
olitts =1, 2 = s"y et fo(s) = f(t)s™. Par ailleurs
Up(E) = Ug(k) U {(t, 0) ek tqg0= f(t)}
or par hypothése, si f(t) = 0 alors t # 0 et donc

{(t,O) ek tq 0= f(t)} c Wi (k)

et donc on a bien ’égalité souhaitée. On montrerait de la méme maniére le résultat sur la fibre
générique ce qui achéve la démonstration.
O

Remarque 7.2.2. Puisque y et f(t) sont liés par y™ =f(¢) il est clair que U = UND(f(t)). Par
ailleurs puisque tAf(t) = 1 dans V[t], I'inverse de f(¢) est en fait un élément de V[t]. En effet
Ft) = Xo+tw(t) = Mo(1+ag tw(t)) avec \g # 0 et £(1)~1 = Ayt (= 1)FA;Fthwk(t) € V[t] et

on a donc
n—1
Ou(U)[f ()~ = VIt.y.F &)1/ (v~ f (1) c P VI
j=1

comme V[t]-module.

On se place désormais sur X1 = X Xgpec(v) Spec(V/ p?V). Alors X1 est la réunion des deux
ouverts affines

Ul =U XSpec(V) Spec(V/pQV)
Wi=Ww X Spec(V) SpeC(V/pZV).

Le Frobenius de X}, (fibre spéciale de X) admet un relévement modulo p? sur chacun des deux
ouverts Uy et Wy par lissité de ces deux ouverts.

Remarque 7.2.3. La multiplication par p induit une bijection entre k[t] et pV/p*V[t]. Dans
toute la suite lorsque @ sera un polynome de k[t] on fera Iabus d’écrire pQ(t) pour désigner
I'image de Q(t) sous cette bijection.
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Proposition 7.2.1. Il existe un relévement du Frobenius Uy — U'y, et un polynome P(t) de
k[t], tel que le relévement modulo p* du Frobenius

Fy VoVt y,y /("= F 1) — V/p*VIty,y /("= F (1))
soit déterminé par

Fiy(t) = 17

Fu(y) = y" +py’ <P:)y_”p>

ot P(t) = (fo(tP)—F(t)?) /p.

Preuve: Ce résultat est inspiré du relévement du Frobenius donné par Kedlaya dans [Ked01] pour
les courbes hyperelliptiques et par Gaudry-Giirel dans |[GGO1]| dans le cas superelliptique. On
rappelle que Oy, (U1) = V/p?V[t,f(t)~ 1, y]/(y"—F(t)). On cherche un relévement du Frobenius
de la forme t — Fy(t) = tP et y — Fy(y) tels que
(Fu(y)" =7 (Fu(t)).

Comme f°(tP)—f(t)? € p(V/p*V[t]) V'élément P(t) = (f7(t?)—F(t)?)/p est bien définie et est
un polynome de k[t]. On a clairement f7(Fy(t)) =f7(tP) =f(t)P +pP(t). Comme y est inversible
sur Uy, on peut poser

Z) <ip7’(t)y”p>k-

(o) =#0p (140 (P00 ) ) SO0+ IPOFE ) =107 + 5P

Fuly) =9 (1 ¥

Pt) _,
pi( )y P
n
Alors on a

(Fu(y)" = <yp <1+p77(t)ynp>> . n

n
k=0

Réduisons maintenant cette expression modulo V/p?V, alors

Et donc (Fy(y))™ =f(Fy(t)). Reste a vérifier que Fyy(y) est inversible, ce qui est simple a faire.
En effet dans O, (U;) on a

Aty ) = ot =7 (1020w € ox, 0)

donc

ce qui établit que Fyy défini par Fy(t) = tP et Fy(y) = y? + py? (P(t)/ny~"P) est un endomor-
phisme d’algébres qui passe au quotient et montre ’énoncé.
O
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Proposition 7.2.2. On conserve les notations précédentes et on note b le reste de la division
euclidienne de pj par n pour 1 < j < n —1 fizé. Supposons que pi,,(F,) C k alors le morphisme
Fy : Ox,(U1) — Ox,(U1) envoie la j-ieme composante isotypique de Ox,(Uy) sur la b-ieme
composante isotypique de Ox, (Uy). De plus Uapplication j — b est une bijection de {1,...,n — 1}.

Preuve: Soit 1 < j <n —1 fixé. On a Fy(y?) = y? (1 + pP(t)y "™ /n) € Ox, (U1) et donc si on
effectue la division euclidienne pj = an + b on a Fy(y?) =F(t)%°(1 + pP(t)y~™/n). Ainsi un
éléement de la (n — j)-iéme composante isotypique est envoyé sur un élément de la (n — b)-iéme
composante isotypique puisque t et y” sont invariants par cette action. Par ailleurs comme p est
premier & n et que j est strictement inférieur & n, ’application qui & j associe b est bien une
bijection.

O

Proposition 7.2.3. Il existe un relévement du Frobenius Wy — W/ et deux polynomes v(s), b(s)
de k[s] tels que le relevement modulo p? du Frobenius

Fy - V[p*V[s, 2]/ (2"~ f27(s)) — V/p*Vs, 2]/ (2"~ fa(s))
soit déterminé par

Fyy (s) = s + pu(s)
Fy (z) = 2P + p2Pb(s)

ot v et b sont reliés par la relation :

F2(8)P=F27(s7) = p (v(s) f3(s)" — nb(s) f2(s)" ).
Preuve: Par définition on a f27(sP) =fa(s)? modulo p(V/p?V|[s])(voir définition 7.1.2) donc
il existe un polynome Q(s) € k[s] tel que fa(s)P—f27(s?) = pQ(s) dans V/p*V|[s]. De plus
fo A f5 =1 dans E[s] (voir lemme 2.1.3) donc il existe deux polynomes, vy(s),bo(s) € k[s] tels
que

vo(s)f5(5)P + bo(s) fa(s)P =1

et on peut donc trouver deux polyndmes v(s),b(s) € k[s] tels que

Q(s) = v(s) f3(s)" — nb(s) fa(s)"

(qui est bien la relation annoncée sur v et b) en posant v(s) = Q(s)vo(s) et nb(s) = —Q(s)bo(s).
Posons Fyy(s) = s + pv(s) et Fiy(z) = 2P + pzPb(s) et montrons que cela définit bien un
relévement du Frobenius sur Wi ie. que Fyy(2)" =f27 (Fw(s)) dans Ox, (W7). Avec cette dé-
finition Fy (2)" = 2P"(1 + pb(s))™ =f2(s)P(1 + pb(s))". On utilise alors la formule du binéme
de Newton pour développer le second terme et comme on travaille modulo V/p?V on a fina-
lement Fyy(2)" =f2(s)P(1 + npb(s)) =f2(s)P + npb(s) f2(s)? =fa(s)P + npb(s) f2(s)P car dans
V/ p?V on a pfa(s) = f2(s). En utilisant la relation établie précédemment entre v et b on a donc
Fr(2)" =127 (%) + po(s) f3(5)” € Ox, (W),

Calculons alors fo (Fyy(s)) =f27(sP + pu(s)). Il est aisé en utilisant la formule du bindéme de
Newton de montrer que dans V/p?V[s] on a (sP + puv(s))™ = (sP)™ + pv(s)m(s?)™ ! pour tout
entier m et donc de montrer que dans V/p?V on a

b(
)P
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F27(s" + pu(s)) =£27(s7) + po(s) F'5(s7) =F27(s") + pu(s) f37 (s").

Comme par ailleurs f57(s?) = f45(s)? dans k[s] on a finalement

F27(Fw (s)) =£2(s7) + po(s) f2(s)" = Fw (2)" € Ox,(W1)

ce qui achéve la démonstration
O

Proposition 7.2.4. On conserve les notations précédentes et on note b le reste de la division

euclidienne de pj par n pour 1 < j < n —1 fixé. Supposons que pn(Fy) C k alors le morphisme
Fy : Ox,(W1) = Ox, (W1) envoie la j-iéme composante isotypique de Ox,(W1) sur la b-iéme
composante isotypique de Ox,(W1). De plus lapplication j — b est une bijection de {1,...,n — 1}.

Preuve: Soit 1 < j <n —1 fixé. On a Fyy(27) = 2P7(1 + pb(s)) et donc si on effectue la division
euclidienne pj = an + b on a Fyy(27) =fa(s)?2°(1 + pb(s)). Comme s est invariant par § on a
bien le résultat annoncé. Par ailleurs comme p est premier & n et que j est strictement inférieur
a n, application qui & j associe b est bien une bijection.

O

Proposition 7.2.5. Considérons v(s) tel que défini dans la proposition 7.2.3, alors
Fa(s)P7H( (s) + s"71)

dans k[s].

Preuve: On apQ(s) =fa(s)P—f27(sP) donc pQ'(s) = pfh(s) f2(s)P~1—psP~1 f/3(sP) dans V/p*Vs].
Soit aprés simplification par p, Q'(s) = f4(s)f2(s)P~! — sP71fl7(sP) dans k[s]. D’autre part
Q'(s) = V' (s)fh(s)P — nb/(s) f2(s)? dans k[s] et comme fi7(sP) = f5(sP) = f4(sP) dans k[s] on
obtient

F2(8)P 71 (f3(s) + b () f2(5)) = fa(s)P (v (s) + sP7) € k3]

mais fo A f} = 1 dans k[s] (voir lemme 2.1.3) et donc fa(s)P~1(¢'(s) + sP~1) dans kls].

7.3 Calcul du morphisme de Deligne-Illusie

Notation. Dans la suite si £ est un faisceau sur X, si x est une section locale de £ sur un ouvert
U de X on notera x € .

53



7.3. CALCUL DU MORPHISME DE DELIGNE-ILLUSIE

On rappelle que F, est le recouvrement de la courbe X, par les deux ouverts Uy, et Wy,. Alors
le complexe de Cech associé est :

0 0
1 ot

0 — Q}(k(Uk)XQﬁ(k(Wk) — Q}(k(UkﬂWk) — 0
7 T

0 — OXk(Uk)XOXk(Wk) — Oxk(UkﬂWk) — 0
) )
0 0

auquel on peut associer le complexe simple suivant :
0— Oxk (Uk> X OXk (Wk) — Q%(k (Uk) X Q,le<Wk> D OXk (Uk N Wk) — Qﬁ(k (Uk N Wk) — 0.

De la méme maniére on a un complexe double et un complexe simple associés au recouvrement
F1 (resp. F) de X; (resp. X) par Uy et Wy (resp. U et W). On se place ici sur la fibre spéciale
X}, Ainsi on considére les ouverts Uy, et W), et on travaille donc modulo p.

Le choix d’un relévement de Frobenius sur les deux ouverts affines U; et W7 permet de construire
un morphisme O X};—linéaire

1
DI: o ([=i] = FC(Fy, %)
=0

en suivant le méthode donnée par Illusie dans [I1196] au paragraphe 5.1. On notera ® le mor-
phisme induit ® : H'(X}, Ox;) @ HO(X;, QL) — Hpp(Xg).
k

Définition 7.3.1. Soit F; un relevement du Frobenius modulo p*. Il induit Uy — U] et donc

une application F(jl : (’)U{ — Oy, et dFy : F{}Q%]{ — Qlljl.

Or d’apres la proposition 3.8 (c) de [Il196], comme Fy; reléve le Frobenius relatif en caractéris-

tique p > 0, ["tTmage de cette application est a valeurs dans leUl et on peut donc considérer

Uapplication p~tdFy, : Fy Qzlj, — Q%] qui se factorise en une application fy : FrelQ}], — Q%]
177Uy k A k

appelée Frobenius divisé différentiel.

Définition 7.3.2. Soient F' : X}, — X/,’€ le Frobenius relatif, X1 un relévement de Xy, sur V/p2V
et F = (U;) un recouvrement d’ouverts de Xy, tel que pour chaque i on ait un relévement Z;
de U; sur V/p*V et un relevement Gy = Z; — X de Fly,. Alors pour chaque i on dispose d’un
Frobenius divisé différentiel

fir Qg — Fly,,

et pour chaque couple (i,7) de I’homomorphisme
hi,j : ka — F*Ouimuj
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liés par Yw € Q}(l
[iwlu) = filwlyy) = dhij(@) v sur Us U, (7.1)
h@j (w) -+ th(w) = hi,k(w) sur U; ﬂZ/{j NUy, (7.2)

qui permettent de construire le morphisme O X! -linéaire évoqué plus haut.

Remarque 7.3.1. Dans notre cas les choses sont plus simples puisqu’on dispose d’un recouvre-
ment a deux ouverts de X; par U; et Wy sur lesquels nous avons déja calculé un relévement du
Frobenius (voir propositions 7.2.1 et 7.2.3). Il n’y a alors qu’a construire fi et f2, qui sont en
fait fu et fir le Frobenius divisé sur Uy, respectivement W}, (voir définition 7.3.1) et h devant
vérifier la conditions 7.1.

Proposition 7.3.1. En degré 0, DI : (’)XI/c — F*Oﬁk @ F.Ow, est donné par le Frobenius relatif
Flie. DIp(a) = (F(a)lg,, F(a)|w,)-
En degré 1,
DI : Q, — B & FQy, & FOg, ay,
w=aodt = ards +—— (ab fu(dt), o fw(ds), afh(dt))
ot fu est le Frobenius divisé différentiel sur Uy, fw est le Frobenius divisé différentiel sur Wi,

(voir définition 7.3.1) correspondants auz relévement du Frobenius donnés par les propositions
7.2.1 et 7.2.3 et h vérifie la condition 7.1. On remarque que

fu(dt) = tP~1at
fw(ds) = (P71 42/ (s))ds
h(dt) = t*Pv(s)

ot v est le polynome du relévement du Frobenius sur Wy (voir proposition 7.2.3).

Preuve: En ce qui concerne le degré 0 il n’y a rien & montrer. En degré 1, fy (resp. fw) est

simplement le Frobenius divisé associé au relévement du Frobenius sur Uy (resp. W7).

On rappelle que sur U; le relévement du Frobenius (modulo p?) choisi vérifie Fy;(t) = tP. Alors

on a Fy(dt) = dFy(t) = d(tP) = ptP~1dt. Or par définition

Fy(dt)  ptP~'dt
p p

Sur W1, Fy(s) = s+ pv(s). Alors Fyy(ds) = dFy (s) = d(s? + pv(s)) = p(sP~1 +v'(s))ds. D’ott
F p—1 /

= W}Eds) = p(s _;U (5))ds = (P71 +0/(s))ds € Q}(k

Par définition h est une application définie sur Uy N W}, vérifiant fir(dt) — fi (dt) = dh(dt).
On rappelle que t est un paramétre sur Uy N Wy. Calculons fy(dt). Comme ¢t = s~! alors
dt = —s2ds, d’oil

fw(dt) = fir(—=s72ds) = (—s 2P fry(ds) = —s~ (P71 + 0/ (s))ds.

fu(dt) =

=7 ldt € Qk, .

fw(ds)
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On a donc dh(dt) = fy(dt) — fw(dt) = tP~1dt — (—s72P(sP~1 +0/(s))ds). Utilisons & nouveau les
relations entre s et ¢ pour simplifier cette expression :

dh(dt) = tP=1dt — (—t?P(t17P 4 ' (1/1)))(—t~2dt) = —t?P=2'(1/t)dt = t?P(—1/t*)v'(1/t)dt d’on
dh(dt) = t?P(v(1/t))’.

Enfin X} étant un k-schéma, on a (t?7)" = 2pt?P~Ldt = 0 d’ott (t*Pv(s)) = t?P(v(1/t))’ sur UpNWy,
et donc h(dt) = t*v(s). Par définition il est clair que sur Uy, N Wy, la relation fy — fr + dh est
vérifiée.
Enfin la construction du morphisme de Deligne et Illusie garantit que fy(w) € F*Q}(k (Up),
fw(w) € F*Q}(k (Wg) et h(w) € F*OXk(Uk N W), Yw € Ol ,’Q(X]/f)

O

Remarque 7.3.2. Une base de H*(X}, Qﬁ(,) est donnée par ng =ty Idtavec 1 < j<n-—1
k I

et 0 <1i < rj—2 (voir proposition 7.1.1). On a donc

p(i+1)—1

Tdt € Q%{k (Uk)

fU(w@/',j) =

i st~ 4 0/(s
fw (o) = _Sp(rj—(1+2))(zpj())ds € Q}(k(Wk)

, p(i+2) o
h(wi’j) = v(s) € Ox, (U N Wy).

ypj
Soit encore, en notant a le quotient de la division euclidienne de pj par n et b son reste (non nul
puisque n Ap=1let1<j<n-—1)

tp(i+1)—1 dt
/ — -
o) = ey

—1 /
|y = gptri—Gr2) 87+ V(s)) ds
fw(wi;)=—s o

i+2
p(i+2) neb

h(%",j) = WU(S)Z/

Enfin grace & la proposition 7.2.5 on constate qu’on a bien
f (i) € k[ ; CQly = EBk

En effet a < p car si on avait a > p alors pj =an+b>pn+b>pn > p(n—1) > pj ce qui est
absurde. Ainsi fo(s)?|f2(s)P~! dans k[s] et on conclut grace & la proposition 7.2.5.

Lemme 7.3.1. Notons Fj, le recouvrement de X, par les deux ouverts Uk et W et C’(]:k7 (’)X/)
le compleze de Cech de (’)X/ relativement a Fj,.
(i) Le morphisme DIy mduzt par fonctorialité un morphisme de complexes

a :0(F;, Oxy) = C(Fr, %)

o6



CHAPITRE 7. MISE EN PLACE DU CALCUL DU FROBENIUS DIVISE DE LA FIBRE
SPECIALE

donné par
0 —— Ox;(T}) x Ox; (W) Ox; (T N W) 0

J» [ |

0—— OXk(Uk) X OXk(Wk) S Q}( (Uk) X Q%(k(Wk) @OXk(Uk N Wk) S Qﬁ( (Uk N Wk) — 0

avec ag(hi, ho) = (F#(hy), F7(hg)) et ai(h) = (0,0, F7(h)).
(ii) Le morphisme induit par DIy, H'(X], Ox;) = H} p(Xy) est donc induit par le morphisme

de complexes a précédent.

Preuve: 11 est clair que « ainsi défini est bien un morphisme de complexes.
O

Proposition 7.3.2. On conserve les notations précédentes. Soit 1 < j < n —1 fixé, notons b le

reste de la division euclidienne de pj par n. Enfin supposons que p,(F,) C k, alors le morphisme

de Deligne-Illusie induit un isomorphisme
(H(Xy, Ux,)); @ (H'(Xk, 0x,))j = (Hpr(X) [pj/n]

ot lindexation par j désigne le sous-espace correspondant d la j-iéme composante isotypique.

Preuve: Les arguments de la démonstration sont & nouveau sensiblement les mémes que pour les
propositions 6.0.7, 7.2.2 et 7.2.4. Par définition du Frobenius relatif, il est évident qu’en degré 0
un élément de la j-iéme composante isotypique de O x; est envoy¢ sur un élément de la b-iéme
composante isotypique de F*Oﬁk ® F,Oy, ou b est le reste de la division euclidienne de pj par
n.

En degré 1, grace aux formules explicites données dans la remarque précédente on peut dire
également qu’un élément de la j-iéme composante isotypique de H®(Xg, Q&k) est envoyé sur un
élément de la b-iéme composante isotypique de F*Qlﬁk &> F*Q%/Vk @® F*OUkak avec toujours b
reste de la division euclidienne de pj par n.

Les mémes arguments que précédemment permettent d’affirmer que j +— b est une permutation.
Enfin puisque le morphisme de Deligne-Illusie est un isomorphisme, cela donne un isomorphisme

au niveau de composantes isotypiques.

O]

Remarque 7.3.3. Plus généralement méme lorsque la condition p,(F,) C k n’est pas vérifiée,
définissons (H O(Xk,Q}(k)) j comme étant le sous-espace de H O(Xk,Qﬁ(k) engendré par t'yJdt
pour 0 < i < rj—2et (H(Xy, Ox,)); comme étant le sous-espace de H!(Xj, Ox,) engendré
par t~'y"J pour 1 < i < r(n — j) — 1, c’est-a-dire ce que I'on pourrait appeler par abus de
langage la j-iéme composante isotypique de ces espaces respectifs. Alors comme précédemment
on peut montrer que le morphisme de Deligne-Illusie induit un isomorphisme

(H(Xy, Q%,)); ® (H' (X5, Ox,)); 2 (Hbr(X)) (pj/n

ol (H}j r(X)); j désigne le sous-espace qui correspondrait a la j-iéme composante isotypique.
Cela nous permet de conclure qu’il y a une permutation des "composantes isotypiques" par le
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morphisme de Deligne-Illusie et donc que la matrice du Frobenius présentera des blocs de zéros
et n — 1 blocs inversibles de taille 7n — 2 = [ — 1 (qui correspond bien & une matrice de taille
(n—1)(I—1) = 2g). Il est donc possible de choisir une présentation de la matrice a la fois adap-
tée a cette permutation et a la filtration. Pour des raisons de simplicité d’écriture on choisira
cependant une présentation uniquement adaptée a la filtration (voir section 8.1).

7.4 Calcul de la matrice du Frobenius divisé sur H},,(X})
Ce qui suit repose sur le lemme suivant.

Lemme 7.4.1. Soit V un anneau, soit 0 — E X F 2 G — 0 une suite exacte de V-modules et
soit T : G — F un scindage de la suite exacte. Alors on déduit de T un isomorphisme :

EaGd = F
(z,y) — i(x) +7(y)

Dans notre cas, E = H*(X;, Q% ), G = H' (X, Ox,) et F = H},,(X},). Par ailleurs nous avons
k
déja calculé un scindage de cette suite exacte dans la proposition 6.0.6. Dans la suite, on calcule
® le Frobenius divisé, qui a été défini & la section 7.1, sur H°(X7, Qk/ YeHY(X], OX;Q)' On utilise
k

le scindage construit au chapitre 6 pour identifier H},p(X}), qui est isomorphe & H 1(@(}" , QS{;@))’

Définition 7.4.1. On rappelle quelques définitions et notations qui serviront dans toute cette
section. L’identification de HY (X, Ox,) a Ox, (U NW)/Im(dp 1) induit (voir remarque 6.0.4)

v HY( X}, Ox,) — Ox, (U N W)
ainst que
1 O0x, (U NW) = HY (X}, Ox,).
Par ailleurs on a construit & la proposition 6.0.3
7 HY (X}, Ox,) = Qk, (Ur) x Qk, (Wi) x Ox, (U, N W)
et enfin on note
[]: Q% (Tg) x Q% (Wi) x Ox, (U N W) = HY(C(F, Q%))

On notera enfin Py (resp. P2) la projection de H'(Xy, Ox, ) ® H°(Xk, Q&k) sur le premier (resp.
le second) facteur.
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Proposition 7.4.1. Soit w;; = tly~Jdt € HO(Xk,Qﬁ(k) un élément de la base (donnée a la
proposition 4.1.1), posons h = h(w; ;) — t(h(w] ;) € Ox, (Up N Wy). 1l existe hy € Ox, (Ug) et
hw € Ox,(Wk) tels que h = hy + hw . Enfin notons (B, =By, t(h(w; ;))) = T(h(w] ;)), alors

2,

Py (®(wi;)) = h(w; ;)

Z7
Py (®(wij)) = fw(wi ;) + Byl + dhw.
Preuve: On a vu a la section 7.1 que ®(w; ;) = @/(ng) et @(E) — @/(E) Or sur HO(X,’C, Qﬁqﬂ)

on a ®'(w) = [DI(w)] donc Py (P(w; ;) = P1(<I>’(wz’-7j)) = h(wgyj).
En ce qui concerne le second point il s’agit en fait de calculer la classe de DI (w;]) dans
HY(C(F, 0%,)). En utilisant les notations de 'énoncé on a

DIy (w) ;) =(fu (W), fw (W), hwi;)) = (B, =Byt t(h(w])))
+ (dhy, —dhw , hy + hw) + (fu (W) — Bg — dhu, fw (W) + By, + dhw,0)

Or le triplet (dhy, —dhw, hy + hw) est clairement un bord du complexe de Cech puisqu'il est
I'image de (hy, —hw) par I'application

Ox,, (Uk) ® Ox, (Wi) =%, (Ux) ® Qx, (Wi) ® Ox, Uy N W)
(a,0) > (da, db, (@ = V)lo,. @,00m) )
et est donc de classe nulle dans H'(C(F, 0%,))-
En ce qui concerne le dernier trip}et on a fu(wj;) — B;} - th — (fw(wi;) + ﬁ;{, +dhw) =0 ce
qui signifie donc que fw (wj;) + By, +dhw (vesp. fu(wi;) — By — dhy) définit une section globale
de H(Xy, Qkk) qui est donc I'image recherchée de la projection de ®(w; ;) sur HO(X, Q}(k) Ce
qui achéve la démonstration.

Par ailleurs on a choisi d’exprimer cette section globale sur 'ouvert Wy pour des questions de

calcul pratique qui seront détaillées plus loin.
O

Définition 7.4.2. Par définition U = Uy N D(y) donc la décomposition en somme directe de
Qkk (Uy) et Qkk (W) donnée par le lemme 4.1.1 permet de définir les projecteurs suivants :

qu : U, (Uy) — H (X, Q)
qw : Qx, (Wi) = H (X, Q)

qui vont servir par la suite.

Remarque 7.4.1. On sait que fw(w;;) + ﬁf,f, + dhy est une section globale de HY(Xj, Qkk)
par la démonstration de la proposition précédente. Ce n’est pas le cas de fW(wg’j), B;,f, et dhyw
qui sont seulement des éléments de Q}(k (Wg). Cependant on a

fw (W) ) + By, + dhw = aw (fw (w);) + Bl + dhw) = aw (fw (W) + aw (BiY,) + aw (dhw)
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ce qui signifie que pour les calculs effectifs il suffit de calculer les projections de fy (w;j), Bé{, et
th sur HO(Xk, Qkk)

Proposition 7.4.2. Soit h; ; =ty € HY(X},Ox,) un élément de la base (donnée a la proposi-
tion 6.0.5), posons h = hj ; — (R} ;) € OXk(Ukﬁ WL) 11 existe hy € Ox, (Ug) et hyy € Ox, (Wk)
tels que h = hy + hw . Enfin notons (8], —Bii: o( fj)) = T(hfj), alors
Py (®(hi ;) = hy;
Py (®(Fhi;)) = =B = dho.

Preuve: On utilise a nouveau le fait que ®(w; ;) = ®'(wj;) et ®(h; ;) = E’ (m) Par le lemme
7.3.1, sur H' (X, Ox,) on a /(1) = [(0,0, hﬁj)] donc Py (®(Tuy)) = AT,

En ce qui concerne le second point il s’agit & nouveau de calculer la classe de DIO(@) dans

HY(C(F, 0%, ))- Toujours & l'aide du lemme 7.3.1 et en utilisant les notation de I'énoncé on a
donc :

(0,0,h7,) = (B, =By, u(hL)) + (dhy, —dhw  hy + hw) + (=B} — dhu, By, + dhw,0).

A nouveau le triplet (dhy, —dhw,hy + hy) est un bord du complexe de Cech et est donc de
classe nulle dans H'(C(F, Q%))
En ce qui concerne le dernier triplet on a —ﬁin —dhy —( %,{, + dhw) = 0 ce qui signifie donc que
— Blijj — dhy (resp. ﬁg, + dhy) définit une section globale de H®(X, Q&k) qui est donc 'image
recherchée de la projection de ®(h; ;) sur HY(Xj, Qkk) Ce qui acheve la démonstration.

]

Remarque 7.4.2. On sait que —Bg — dhy est une section globale de H%(Xj, Q}%) grace a la

démonstration de la proposition précédente. Ce n’est pas le cas de B(i]j et dhy qui sont seulement
des éléments de Qkk (U). Mais

—Bi — dhy = qu(—Bf — dhy) = —qu (i) — qu(dhy)

et pour les calculs effectifs il suffit de calculer les projections de B;Jj et dhy sur HO(X, Q}(k)

Remarque 7.4.3. Pour pouvoir effectivement calculer la matrice de ® il ne reste plus qu’a
expliciter pour chaque élément de Ox, (Ux N W) sa classe d’équivalence dans H* (X, Ox, ).

7.5 Calcul des classes d’éléments de Ox, (U, N W)
On considére I'application

d: OXk(Uk) x Ox, (W) — OXk(Uk N W)
(a,b) = a—blg, aw,-
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alors HY(Xy, Ox,) = Ox, (U N Wy)/Im(d). On commence par expliciter d sur les éléments de
la base de Ox, (Uy) x Ox, (Wy). Pour cela montrons que toutes ces algébres se plongent dans
I'algebre A = k[t][t~[y]/(y" — f(t)) (ot k[t][t™!] est I'algébre des séries de Laurent).

Remarque 7.5.1. Comme k[t]-module,

n—1
A=PrrE
j=0

Lemme 7.5.1. On a Ox,(Uy) C A et plus précisément

n—1

Ox,(Ux) © P Y
=0

comme k[t]-module.

Preuve: Comme Uy, = U, N D(y) = Uy N D(f(t)), alors Uy = Spec (k[t,y, f(£) ] /y" — f(1)).
Par ailleurs, f(¢) admet un inverse dans k[[t] (car ¢ A f(¢f) = 1 dans k[t] voir lemme 2.1.1) et on
a donc

Ox,.(Ux) C k[Hly]/ (y" — (1))

ce qui donne clairement le résultat annoncé (et donc 'inclusion dans A).

Lemme 7.5.2. On a Ox, (Wy) C A et plus précisément

n—1

Ox, (W) = @ k[t_l]t_rjyj
=0

et

Ox, (W) = @@kta

7=0 a>rj
comme k-espace vectoriel

Preuve: Par définition Wy, = Spec (kls, z]/(2" — fa(s))) d’ou
Ox, (Wi) = @ kls] .

Par ailleurs sur U, N W}, on a les relations s = ¢!, z = t "y et alors par abus de notations on
peut écrire

OXk W) = EB]C t_l ”

ce qui donne la premiére égalité, la seconde en est une conséquence immédiate. L’inclusion dans
A est alors évidente.
O
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Lemme 7.5.3. On a Ox, (U NWy) C A et plus précisément comme k-espace vectoriel on a

n—1 rj—1
Ox, (Ux W) = Ox, (Un) & | Dkt e (D Pty o @@kt_
a>0 j=1 a=1 j=1a>rj
ou encore
o o o n—1rj—1
OXk(Uk N Wk) = OXk(Uk) &>, OXk(Wk) P @ @ kt™ %y
7=1 a=1

ot ’on a posé

Ox, (Wi) = Pkt @@ P Kty
a>0 j=1a>rj

—

De plus Ox, (W) = k @ Ox,, (Wy).

Preuve: Par définition on sait que Uj N W, = Spec(k[t, ™1, f(t)~1,y]/y" — f(t)) et on a donc
Ox, [Tk N Wi) = Klt, 4, F(O) 7 y)/ (" — (D) et Ox, (Ty 1 W) = @3 kL) ]ty
comme k[t]-module. Mais ¢t A f(t) = 1 dans k[t] donc f(t)~1 € k[t] et Ox, (U N W) C A.

En ce qui concerne les trois égalités, la derniére est une évidence au regard du lemme 7.5.2 et la
seconde n’est qu’une réécriture de la premiére. Par ailleurs il est clair par définition des différents
espaces que le membre de droite de la premiére égalité est bien inclus dans Ox, (UrNWy) il reste
donc & prouver I'inclusion réciproque.

Soit B = Kk[t]ly]/(y™ — f(t)) alors B ~ @?;01 E[t]y’ comme k[t]-module. Posons également
E = K[t,y]/(y™ — f(t)), alors E ~ @;L:_Ol k[t]y’ comme k[t]-module. Comme k[t] est noethérien,
le complété de E pour la topologie t-adique est k[t] @ £. Or k[t] est un k[t]-module plat et
E est séparé pour la topologie t-adique donc E — E[t] Qi £~ B.

Par définition Oy, (Uy) = E[y~1] = E[f(t)7] et alors Ox, (Uy) < B[f(t)"!] car la localisation
est plate. Par ailleurs B[f(t)™1] ~ B car f(t)™! € k[t] et Ox, (Ur) — B par platitude de la
localisation.

Par définition OXk (Uk N Wk) = OXk (Uk)[t_l] = E[f(t)_l][t_l] et OXk(Uk N Wk) — B[t_l].

Pour conclure montrons le lemme suivant :

Lemme 7.5.4. BN Ox, (Uk NWg) = OXk(Uk)-
Preuve: Rappelons tout d’abord que 'on a les inclusions d’anneaux compatibles & ’action
de o , ,
Ox,[T) CBC A

Ox, [T NWy) = Ox, ([Tp)f Y E A
notons B; = k[t]y’ et A; = k[t][t7 'y’ pour 1 < j < n — 1, les sous-espaces de A
et B tels que B = ®@B; et A = ®A;. Alors i1 (Ox,(Uk)j) C By, ia(Bj) C Aj et
i3 (OXk (UL N Wk)j) C Aj. Ainsi il suffit de montrer que pour tout 0 < j < n —1 on
a BjNOx, (U NWy); = Ox, (Ug); cest-a-dire k[t]y? Nk[t,t=1, f~1yl = k[t, f 1]y’ ce
qui revient & montrer que

E[t] N klt, =L fY = k[t, f71].
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Or l'algébre k[t] est munie de la valuation t-adique, vy, qui s’étend a k[t][t~!]. De plus
v¢(f) est non nulle car f(0) # 0. Soit u un élément de k[t, f~1], alors il s’écrit u = af "
avec a € k[t] et vi(u) = v(af™™) = vi(a) > 0. Soit w dans k[t] N k[t,t~L, 1], alors
w = af~™ avec a € k[t,t"!]. Comme w est un élément de k[t] alors v;(w) = v(a) < 0
et donc a est un élément de k[t] ce qui signifie que w est dans k[t, f~!] et montre donc le

lemme. O

Montrons maintenant ’inclusion

n—1 rj—1
Ox, [T nWy) COx, ([Up) @ | Pht P Prtya @@kt—
a>0 j=1 a=1 j=1azrj

Considérons maintenant h € Ox, (Ur N W) et regardons-le comme élément de A (puisque
Ox, (U NWy) C A), alors V0 < j < n—1, 3h; € k[t][t7] tel que h = hjy’. Par définition,
pour j fixé on peut écrire

0
hj= Y NP+ Mt

s=—a s>0

avec /\g € k. Posons

0
Hy= > Nt

S=—a

Kj=Y Mt
s>0
alors h = > (Hj + K;)y’'. Or > Hjy? € Ox, (U N W) et comme cest également le cas de
h on en déduit que Y K;y? € Ox, (Ur N Wy) et d’aprés le lemme > K3/ € Ox, (Ug). On a
donc décomposé un élément de Ox, (U N W) selon le second membre de la premiére égalité de
I’énoncé ce qui prouve la seconde inclusion voulue et achéve donc la démonstration.

O

Remarque 7.5.2. A l'aide de ce dernier lemme on retrouve clairement le résultat déja établi
a la proposition 6.0.5 qui est I'expression d’une base de H'(Xj, Ox, ). Cependant on voit que
pour obtenir la classe d'un élément du type f(t) %%y’ aveca € N, b€ Z et 1 < j <n—1ilest
nécessaire de connaitre l’expression de U'inverse de f dans k[t]. Cela pose plusieurs problémes et il
est notamment peu raisonnable d’espérer gérer une telle donnée algorithmiquement. Cependant
il existe une astuce, due & Xavier Caruso que 1’on détaille dans le lemme suivant.

Lemme 7.5.5. Rappelons que l'on note ... les classes des éléments de Ox, (Ux N Wy) dans
HY(Xy,Ox,), soient a,b € N, 1 < j <n—1 alors :
ft)~otby? =0

)ty = Tt by
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ot Iy est linverse de f a lordre b+ 1 (donc dans k[t]/t**1) i.e. f(t)Iy(t) = 1+ t*TLP(t) avec
P € k[t].

Preuve: 11 est évident au vu de ce qui précéde que f(t) "%y’ est un élément de Ox, (Uy) ce qui
donne le premier résultat.

En ce qui concerne le second. Soit I l'inverse de f dans k[t] et soit I, sa troncature a l'ordre b.
On a donc I = I + t**1R(t) ou R(t) € k[t].

Alors f(t)~% byl = Iy = (I, + t*T1R(t))?%y7. En utilisant la formule du binéme de
Newton on obtient finalement f(t)=% by = (I¢ + "' R(t))t %y = Ift~%y + tR(t)y’. Le
second terme de la somme étant clairement dans I'm(d), la classe de 1’élément considéré est la
classe de I gt*byj d’ott le résultat voulu.

O]

Lemme 7.5.6. Notons A, le coefficient du monome tF dans f. On peut construire récursive-
ment une suite (In(t)) de polynémes de klt] tels que Iy soit linverse de f a Uordre tN+1 ie.
IN®)f(t) =1 +tN TPy (t) et Inyq(t) = IN(E) + a1tV L Onoa

apg — )\7 ()(t) = Z Tt
0 =1 0
—Px(0 MNPy (t) — Py (0)f(t
ayeg = —Ev(0) Py (t) = 20280 = Pa(O)F (1)
)\0 )\Ot

Preuve: Tout d’abord il est clair que ag et Py ainsi définis conviennent. En effet soit Iy = ag alors
Io(t)f(t) = Qg Z )\ktk. D’ou

l
To(t) £ (t) :ZTk +Z — 1+ tPy(t).

k=0
Supposons que Iy soit un inverse de f a 'ordre V41 (i.e. In(t)f(t) = 1+t 1Py (t)) et cherchons
)+

In,1 inverse de f a l'ordre tV+2 sous la forme In(t) +a NHtN 1. Alors

Ing1(O)F(8) = In(t) (1) + anat™ L () = 1+ V(P (8) + any1 f(2))-
Mais Py (t) = Pn(0) + (Pn(t) — Pn(0)), f(t) = f(0) + (f(t) = f(0)) avec (Pn(t) — Pn(0)) et
f(t) — f(0) dans tk[t]. D’ou

Ine1(OF() = 1+ 5L (Pr(0) + ansr f(0)) + £8+2 (W +aN+1M) _

Par ailleurs on souhaite que cette derniére expression soit égale a 1 4 tV*2Py, (). On a donc
directement 'expression de ay41 puisque f(0) = Ag. Il reste donc & exprimer Pyy1(t). On a

Py(t) = Pn(0) — Pn(0) f(£) = f(0) _ Pn(t)  Pn(0) <1 pi0) f(0)>

t o t Tt t DY

Pnii(t) =

qui est bien ’expression donnée aprés simplification.
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Chapitre 8

Calcul de la matrice du Frobenius
divisé de la fibre spéciale

Ce qui précéde permet le calcul de la matrice du Frobenius divisé
®: HO(X, Qx,) ® H' (X, Ox,) — Hpp(X)

défini & la section 7.1. On a donné dans les propositions 4.1.1 et 6.0.5 des bases de H°(X, Q&k)
et H' (X, Ox,) qui par abus de notation donnent une base de H},p(Xj) (voir remarque 7.1.1).
La matrice donnée par les formules présentées plus loin est exprimée dans cette base, on donne
donc la matrice de

@ HO(X, Qx,) ® H' (X, Ox,) = H° (X, Qk,) ® H' (X, Ox,).

8.1 Présentation de la matrice

On fait le choix de présentation suivant, I'image des éléments de la base de H°(Xp, Q&k) se lit
dans les g premiéres colonnes de la matrice et 'image des éléments de la base de H!(X}, Ox,)
dans les g derniéres colonnes. Cela permet de respecter la filtration. Soit maintenant un élément
de la base de HO(Xk,Qkk) ® H' (X, Ox,) la projection de son image sur HO(Xk,Qﬁ(k) se lit
dans les g premiéres lignes et la projection de son image sur H'(X}, Ox, ) dans les g derniéres
lignes. Ceci ne fait pas apparaitre le découpage par composantes isotypiques comme présenté
dans la proposition 7.3.2 et la remarque 7.3.3 mais si on découpe la matrice en 4 blocs de taille
g x g alors le bloc supérieur gauche correspond a la matrice de Cartier et le bloc inférieur droit
a la matrice de Hasse-Witt. Par ailleurs pour chaque bloc on ordonne les éléments dans 1'ordre
lexicographique en prenant d’abord en compte la puissance de y puis celle de t afin de respecter
les composantes isotypiques au sein de chaque bloc. En d’autres termes la matrice se présente

de la maniére suivante
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y~lat ... e D=2y=(-Dgp y=ly o o (rnD)=1)yn—l
yldt * * .. *
tr 2y~ dt * . * * . *
y_2dt * * * *
* * * *
7 ( *1)72y7(n71)dt N . . .
tily * * * *
: * * * *
t’r‘—ly % « N .
t_1y2 % « “ .
* * * *
t*(r(nfl)fl)ynfl % % N .

Lemme 8.1.1. Soit w;; = tiy*jdt, 1<7<n—-1,0<1<rj—2 un élément de la base de
HO (X}, Q&k) (voir proposition 4.1.1). Alors image de w; j par ® se lit dans la colonne

(rji—2)G -1

i+ 1
9 +1+

de la matrice.

Preuve: Vu la maniére dont on remplit la matrice, '’élément y~'dt est dans la colonne 1, ty~'dt
dans la colonne 1 + 1,... "2y~ 1dt dans la colonne 1 4 r — 2, y~2dt dans la colonne r — 2 4 2,...
t27=29=2dt dans la colonne 7 — 2 4+ 2 + 2r — 2 et ainsi de suite. On en déduit que l'image de

I’élément t'y/dt se lit dans la colonne
-1

(rj—2)+j+i=r
1

<.

(=1

L+ 1
5 +1+

R ==

B
Il

ce qui est bien le résultat annoncé.
O

Lemme 8.1.2. Soit m =tiy,1<j<n-1,1<1i<rj—1 un élément de la base de
HY(Xy, Ox,) (voir proposition 6.0.5). Alors l'image de h; ; par ® se lit dans la colonne

g4 G172

de la matrice.
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Preuve: Tout d’abord vu la maniére dont on remplit la matrice, 'image de H'(X}, Ox, ) se lit
dans les colonnes g & 2¢g. L’image de t~1y dans la colonne g + 1,... celle de t~("—2)y dans la

colonne g+r —2, celle de t~1y2 dans la colonne g+7—2+1,... celle de t~(27=2)92 dans la colonne
g+71—2+2r —2 et ainsi de suite. On en déduit que I'image de I’élément t~iyJ se lit dans la
colonne

(rj—2)(G—1)

—(-D+i=g+-——T——+i

=1
2 2

7j—1
g—i—Z(rj—l)—i—i:g—i-rj
k=1

ce qui est bien le résultat annoncé.

De maniére évidente on a le résultat symétrique suivant.

Lemme 8.1.3. Soit e un élément de la base de H° (X, Q}(k)@Hl(Xk, Ox, ). Alors le coefficient
en tly=Idt de ®(e) se lit dans la ligne

I —2)(j—1
(rj=26-1 .
2
et le coefficient en t—iyJ dans la ligne
rj—2)(j -1
g+(3 ;(3 ) i

de la matrice.

Définition. On rappelle qu’on utilise les notations suivantes dans tout ce chapitre. L’identifica-

tion de H (X, Ox,) a Ox, (U NW)/Im(do1) induit (voir remarque 6.0.4)
v HY (X, Ox,) — Ox, (U N W)
ainst que
1 O0x, (U NW) = HY (X}, Ox,).
Par ailleurs on a construit & la proposition 6.0.3
7 HY (X, Ox,) — Q%{,Q(Uk) X Qﬁck(Wk) x Ox, (U NW)
et on note
[.]: Q% (Ug) x Q% (Wi) x Ox, (Ux N W) = H'(C(F, Q%))
On a également défini les projecteurs suivants (définition 7.4.2)
qu : O, (Uk) = H (X, Q)
aw : Q, (Wi) = HY(X,, Q)

et on notera Py (resp. Py) la projection de H*(Xy, Ox,) & H°(Xj, Q&k) sur le premier (resp. le
second) facteur.
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8.2 Calcul de la matrice de Hasse-Witt

La matrice de Hasse-Witt correspond au quart inférieur droit de la matrice du Frobenius divisé
que nous sommes en train de calculer, c’est en fait ® : HY(Xy, Ox, ) — H' (X}, Ox, ). En vertu de
la proposition 7.4.2 on l'obtient tout simplement en calculant la classe de hfj dans H'(Xy, Ox, ).

Proposition 8.2.1. Soit h; ; un élément de la base de H'(Xy, Ox,) (voir proposition 6.0.5).
Soient a le quotient et b le reste de la division euclidienne de pj par n. Notons F(t) = f(t)* et
F[k] le coefficient de t* de F. Alors 1 <b<mn—1 et

— rb—1

Py (@ (hij)) Z kJt—Fyb = Z Flpi — klhgp

k=
dans HY(X}, Ox,).

Preuve: Par définition 0 < b <n — 1. Par ailleurs b ZOQ carpAn=1et 1 <j<n—1doncn
ne divise pas le produit pj. Soient 1 < j <n—1,1 <4 < rj— 1, par abus de notation notons
DIy(t~%y?) élément (t~'y/)P € Ox, (Uy) alors
d
DIo(t™'y)) =t Py =t V()" =t P F(t)y’ = Flk]jE Ty
k=0
ol d désigne le degré de F' en tant que polynéme en t. Réalisons le changement de variable

k' = pi — k, alors

pi
DI(t™'y)= > Flpi— k)t ™"y
k'=pi—d
OrVaeN, toyb =0et t72y> = hqp V1 < a <rb—1 et t=@yb = 0 sinon. D’ou
rb—1
DIo(t~*y/) = Y Flpi — Kt Fyb
k=1

ce qui est le résultat annoncé. Par ailleurs notons que si pt —d > 1 ou pi < rb — 1 la somme
contient & priori plus de termes qu’elle ne devrait. Dans le premier cas un tel terme k vérifie
—k > d et donc F[pi — k] = 0 puisque d = deg(F'). Dans le second cas k vérifie pi — k < 0 et

donc F[pi — k] = 0 puisque F' est un polynome.
O

Remarque 8.2.1. Dans le cas hyperelliptique, on a toujours 5 = 1 et comme p est impair alors
a=(p—1)/2et b=1,de plus g =r — 1. Ainsi la formule devient

P1< ) prl/Q ],

dans H' (X}, Ox, ) et le coefficient en t=iy vaut donc f®=1/2[pi— j]. On retrouve bien le résultat
cité dans [HS14] (& transposition prés).
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8.3 Calcul du bloc supérieur droit

Ce bloc correspond & ® : HY(Xy, Ox,) — HO(X;C,Q%IC). On utilise donc la proposition 7.4.2
pour calculer P, (<I> (KJ)) = —B;]j — dhy or clairement qg; (PQ (<I> (m))) =P (<I> (KJ)) et donc
P (<I> (m)) = —qu (B;J] — qu (dhy). Dans ce qui suit nous procédons au calcul de ces deux
termes.

Lemme 8.3.1. Soit h; j un élément de la base de H*(Xy, Ox,) (voir proposition 6.0.5). Soient
a le quotient et b le reste de la division euclidienne de pj par n. Notons F(t) = f(t)*, FIk]
le coefficient de t* de F et BU € 0k (Uk) la premiére composante de T(@) (voir proposition
6.0.6). Alors 1 <b<n-—1 et

r(n—b)-2 /rb—
bm+k+1)—kn . tdt
qu ( U) = ( E ) F[pz—k]f[m+k—|—1]> =
m=0 =

dans HO(Xk,Qﬁ(k).

Preuve: En ce qui concerne la condition sur b ’argument est le méme que dans la démonstration
précédente. Par ailleurs la formule proposée vient tout simplement de la linéarité du scindage 7
et de la formule donnée & la proposition 8.2.1. En effet le terme que nous cherchons a calculer
est le w U de la proposition 7.4.2 qui est donné par la premiére composante de (¢~ ky ) et qui
vaut Zm:k+1(bm — kn)/nfm]t™ B+ dt /y= (voir proposition 6.0.6). On a donc

rb—1 l

bm — kn <k+1>dt —
Z Z ———Fpi — k|f[m ] € Q% (Uy)
k=1 m=k+1

et en réalisant le changement de variable m’ = m — (k + 1) on obtient

rb—11— (k+1

k41 et
-y ¥ b Tk 1) =R s k4 1)t
k=1 m’=0 y

Par la remarque 7.4.2 il suffit de calculer ¢y (ﬁg) et pour cela on considére uniquement les
termes de cette somme tels que 0 < m’ < r(n —b) — 2 (voir lemme 4.1.1) ce qui achéve la
démonstration. Encore une fois on pourrait penser que si r(n —b) —2 > [ — (k + 1) la somme
contient plus de termes qu’elle ne devrait. Cependant un tel terme vérifie m’ > — (k + 1) donc
m' +k+1>1let f[m'+k+ 1] =0 puisque deg(f) = L.

O

Lemme 8.3.2. Soit h; ; un élément de la base de H*(Xy, Ox,) (voir proposition 6.0.5). Soient
a le quotient et b le reste de la division euclidienne de pj par n. Notons F(t) = f(t)*, F[K]
le coefficient de t* de F et d = deg(F). Soit h = hf; —u(hi;) et notons hy € Ox, (Uy) et
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hw € Ox, (Wy) tels que h = hy + hy (voir proposition 7.4.2). Alors 1 <b<n—1 et

r(n—b)—2 0
bm+k+1)—kn ) t"dt
v (dhy) = Z Z ( - ) Flpi — k] flm +k +1] b

m=0 k=pi—d

dans H° (X, Qﬁ(k) O par convention la somme est nulle si pi —d > 0.

Preuve: Pour la condition sur b 'argument est toujours le méme. Dans la démonstration de la
proposition 8.2.1 on a établi la formule suivante

pi

DIy(t™"y) = > Flpi—klt "y’
k=pi—d

et on a donc
0

h= > Flpi- tkyb+ZF[pz k|t~
k=pi—d k=rb

et clairement hyy correspond & la premiére somme et hyy a la seconde grace au lemme 7.5.3. Dans
= 0 et dhy = 0. Dans le cas contraire

k b

le cas ot pt — d > 0 la premiére somme est vide donc hy
on obtient par différentiation

0
dhy = Z Flpi — k] (—kt_k_lybdt +t_kbyb_1dy) € Ok, (Uy)

k=pi—d
cette relation étant valable modulo ny™ tdy — f’(t)dt puisque sur Uy on a la relation y™ = f(t).
Ainsi

0
dhy = Y F[pi—k]( T T 12;} 1)

k=pi—d
0 btRF()  dt
_ ~ —k—1
= k}pidF[pz — k| (—k:t flt)+ - ) =3

On remplace alors f(t) et f’(t) par leur expression en fonction des f[k] et on obtient

° k—1 m bt~ F o m—1 dt
dhy = > Flpi —kt~ Zf o+ = > mf[mlt =

k=pi—d m=0
0 b o dt
_ Z ( k Z f tm k— 1 v Z mf[m]tm—l—k> —
k=pi—d n m=0 Yy
0 m—k—1
Z Z bm — lmF[p K fm ]t dt
k=pi—d m=0
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On réalise le changement de variable m’ = m — k — 1, alors

—(k+1)

b(m' +k+1)—kn . ™ dt

dhy = Z Z - Flpi — k| f[m +k+1]y —.
k=pi—dm/=—(k+1)

Par la remarque 7.4.2 il suffit de calculer gy (dhy) et pour cela on considére uniquement les
termes de cette somme tels que 0 < m’ < r(n — b) — 2 (voir lemme 4.1.1) ce qui achéve la
démonstration. De plus si r(n —b) —2 > | — (k + 1) la somme ne contient pas plus de termes
qu’elle ne devrait puisqu’on aurait m’ > 1 — (k+ 1) et donc f[m' + k + 1] = 0 car deg(f) = 1.
O

Proposition 8.3.1. Soit h;; un élément de la base de H*(Xy,Ox,) (voir proposition 6.0.5).
Soient a le quotient et b le reste de la division euclidienne de pj par n. Notons alors F(t) = f(t)%,
F[k] le coefficient de t* de F et d = deg(F). Alors 1 <b<mn —1 et

r(n—>b)—2 rb—1
kn—bm+k+1 . t"dt
p@)= > | 3 EEEEED b k1) o
m=0 k=pi—d

dans HO(Xk,Qﬁ(k).

Preuve: Cette proposition est tout simplement une conséquence de la proposition 7.4.2 et des
lemmes 8.3.1 et 8.3.2. Remarquons que dans le lemme 8.3.2 on avait di considérer séparément
les cas ot pi —d < 0 et pi —d > 0. Dans le premier cas il est clair qu’on a la somme proposée,
dans le second cas on a dhy = 0 mais en fait cela signifie également que la formule donnée dans
le lemme 8.3.1 présente des termes nuls jusqu’a ce que k = pi — d ce qui fait qu’on obtient bien

la méme formule dans les deux cas.

O]

8.4 Calcul du bloc inférieur gauche

Ce bloc correspond a & : HO(Xk,Q}(k) — HY(X},Ox,). On utilise donc la proposition 7.4.1.
Calculons la classe de h(w; ;) dans HY' (X, Ox,)pour 1 <j<n—1let0<i<rj—2.

Lemme 8.4.1. Soitw; ;, 1 <j <n—1,0<i <rj—2un élément de la base de HO(X}, Q%) (voir

> k
proposition 7.1.1). Soit v(s) le polynome intervenant dans le relévement du Frobenius modulo p?
sur Wi (voir proposition 7.2.3). Notons d = max {0,deg(v) — 2p}. Alors

h(wi ;) = 70D (s) [o(t)*+Hyn=

dans HY (X}, Ox,) o I, est linverse de f a Uordre d+ 1 (voir lemme 7.5.6).
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Preuve: Tout d’abord on a vu a la remarque 7.3.2 que

tp(iJrQ)
h(wi,j) = WU(S)Q

n—>b

Par ailleurs en vertu du lemme 7.5.5 on sait qu’il suffit de connaitre la puissance négative maxi-
male en ¢t pouvant apparaitre dans cette expression et que celle-ci nous donne ’ordre d’inversion
de f suffisant pour calculer la classe de h(w;j). Comme s = t~! la puissance négative maximale
en t apparaissant dans P02y (s) est donc deg(v) — p(i + 2).
Or 0 <i <rj—1donc deg(v) — p(i +2) > deg(v) — 2p, VO < ¢ < rj — 1. Ainsi la puissance
maximale en ¢! est deg(v) — 2p et ce quel que soit j. Soit donc d = deg(v) — 2p alors connaitre
linverse de f a 'ordre d 4 1 est suffisant pour obtenir la classe cherchée.

O

Remarque 8.4.1. On a déja vu que puisqu’il était nécessaire de ne considérer qu’une estima-
tion de l'inverse de f il fallait mener les calculs non pas sur U mais sur Wj. On utilise donc
les relations entre (t,7) et (s,z) qui sont pour mémoire s =t~ et z =t "y ot r = (I + 1)/n.
Clairement V1 < j <n—1,V1 <i<rj—1,t79/ =s 7020 et V1 <j<n—1,Y0<i < rj—2,
tiy*jdt = —s"=(+2) ;=i ds Donc la base de Hl(Xk, Ox, ) peut s’écrire s7i20 avec 1 < 1<n—1
et 1 <i<rj—1etcellede HO(Xk,Qkk) peut s’écrire sz "I ds avec 1 < J<n—let0 << rj—2.

Proposition 8.4.1. Soit w;; € HO(X;.C,Q%]C) un élément de la base (voir proposition 4.1.1).
Soient v(s) le polynéme du relevement du Frobenius modulo p* sur Wy (voir proposition 7.2.3),
d = max {0,deg(v) — 2p}, I Uinverse de f a l'ordre d+ 1 (voir lemme 7.5.6), a le quotient et b
le reste de la division euclidienne de pj par n. Notons IP(t) = I4(t)*™!, dIP = deg(IP), I P[]
le coefficient du monome t* dans IP(t) et v[m] le coefficient du monéme s™ dans v(s). Alors
1<b<n-—1cet

r(n=b)—1 /dIP
Py (®(wig)) = h(w) = Y (Z IP[K] - vlp(i +2) + k + m]) tmmyn
k=0

m=1

dans HY(X}, Ox,)-

Preuve: Tout d’abord on rappelle qu’en vertu du lemme 8.4.1 on sait que

h(wg,j) = tP(i+2)y(s) Iy(t)ot1yn—b = tp(i+2)y(s) [ P(t)yn—b.
Par ailleurs
d+2p dIp dIp
v(s)= > wv[m]s™ et IP(t)=) IPK]t"r=> IP[k]s™"
m=0 k=0 k=0
D’ou
' d+2p dIP ‘
tp(H_Q)IP(t)’U(s)yn_b — Z Zv[m] IP[k} . Sm—k—p(z+2)8—r(n—b)zn—b c OXk (Uk N Wk)
m=0 k=0
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et en faisant le changement de variable m’ = p(i 4+ 2) + r(n — b) + k —m on a alors

drp p(i+2)+r(n—b)+k
P 1p(t) => > IPK] - olp(i +2) + r(n—b) + k —m/] - s7™ 270,
k=0 m’=pi+r(n—b)+k—d

Or tous les éléments s~ 2"~ ne vérifiant pas 1 < m’ < r(n — b) — 1 ont une classe nulle dans

H'(Xk, Ox, ). On obtient donc

dIP r(n—b)—1

Z Z IP[K]-v[p(i+2)+r(n—>b) + k—m'] - s~ zn=b

k=0 m/=1
et & nouveau la somme ne contient pas plus de termes qu’elle ne devrait et ce méme si on a
pi+r(n—>0)+k—d>1oup(i+2)+r(n—>)+k<r(n—>b)—1. Dans le premier cas un tel
terme vérifierait p(i +2) +r(n — b) + k —m > 2p + d = deg(v) et son coefficient est donc nul.
Dans le second cas on a p(i+2) +r(n—>b)+k—m < 0 et le coefficient est également nul puisque
v est un polynome.

On utilise alors la condition de recollement pour exprimer cette égalité selon ¢ et y et on a

dIP r(n—b)—

Z Z IP |- v[p(i +2) +r(n —b) + k —m/] - tm'¢—r(n=bjyn—b
k=0 m'=1

puis avec le changement de variable m = r(n — b) — m’ on obtient finalement

dIP r(n—=b)—1
h(w Z Z IP[k]-v[p(i + 2) + k + m] - t—myn—b
k=0 m=1

ce qui achéve la démonstration.

8.5 Calcul de la matrice de Cartier

La matrice de Cartier correspond au quart supérieur gauche de la matrice du Frobenius divisé
que nous sommes en train de calculer, c’est en fait ® : HY(X, Q}(k) — HO(Xy, Qkk) On uti-
lise donc la proposition 7.4.1 pour calculer Py(®(w;;)) = fw (W ;) + B}} + dhw or clairement
aw (Po(®(wi)) = Pa(®@(wij)) et done Pa(®(wiy)) = aw (fiw(w i,j>) +aw (BY) + aw (dhwy).
Dans ce qui suit on va donc procéder au calcul de ces trois termes.

Lemme 8.5.1. Soit w; ; € HO(X];,Q%C) un élément de la base (voir proposition 7.1.1). Soient
a le quotient et b le reste de la division euclidienne de pj par n. Soient v(s) le polynéme du
relevement du Frobenius modulo p? sur Wy (voir proposition 7.2.3) et Q(s) la fraction rationnelle
(sP7 140/ (5))/ f2(8)2. Alors1 < b < n—1, Q est un polynéme en s et si l’on note Q[k] le coefficient
du monéme s* dans Q et dQ le degré de Q, alors

rb—2 n

aw (fw(wiy) = > QIrb—2+p(i +2 —1j) — pl—-
n=0 Y
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dans HO(Xk,Q}QC). Pour mémoire fw(w; ;) désigne la deuzieme composante de DIi(w; ;) (voir
proposition 7.3.1).

Preuve: L’argument pour la condition sur b est toujours le méme. De plus on a vu a la remarque
7.3.2 que l'entier a était toujours strictement inférieur & p et donc en vertu de la proposition
7.2.5 Q est bien un polynéme en s. On utilise la formule de la remarque 7.3.2 pour fir et on a

aQ
— rj—(i4+2 . ri—(i+2
fw(wi;) = —sP(ri= ))Q(s)? = 30 — Q)" s ));

ce qui donne par le changement de variable p/ = p(rj — (i + 2)) + u Uexpression

p(rj—(i42))+rb—2
fw(wiy) = > —Q = p(rj — (i +2))]s" .

w'=p(rj—(i+2))

Gréace au lemme 4.1.1 on sait que pour calculer gy ( fw (w; ])) on ne garde que les valeurs de p’

pour lesquelles 0 < p/ < rb — 2 et on obtient ainsi

rb—2
aw (fw (@) = > —Q —p(rj — (i + 2))]%’%
w'=0

ot la somme ne contient pas de termes supplémentaires puisque p(rj — (i + 2)) > 0 et donc
p(rj—(i+2))+rb—2>rb—2 et par ailleurs pour x/ compris entre 0 et p(rj — (i +2)) on a
w—=p(rj—(i+2)) <0 et comme Q est un polynéome Q[u' — p(rj — (i +2))] = 0. En utilisant la
condition de recollement on a

w2 2t = ,dt
aw (fiw (i) = D ~QU =p(rj = G+ =5 5 = D0 QU —plr = =+
w'=0 w'=0
soit par le changement de variable = rb —2 — 1/
rb—2
L tHdt
aw (fw(wi;) =D Qlrb—2—p(rj — (i+2)) - i
n=0
ce qui achéve la démonstration.
O

Lemme 8.5.2. Soit w; ; € HO(X}, Q%) un élément de la base (voir proposition 7.1.1). Notons
’ k

ﬁ};v la deuzieme composante de T(h(w; ;)) (voir proposition 6.0.6). Alors
aw (85) =0

dans HO(Xk,Qﬁ(k).
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Preuve: On sait par la proposition 8.4.1 que dans H!(X}, Ox,) on a l'égalité

r(n—b)—1 /dIP
h(w; ;) = Z (ZIP p(i+2) —i—k—i—m]) t—myn—b

m=1

et alors par linéarité du scindage il suffit de calculer la deuxiéme composante de 7(t~"y"?t) qui

est égale & — ZV ol

" mn — (n—b)u S ds
W= s
n=0

(voir proposition 6.0.6) et donc

(n—b)—1dIP

Yy > 17 pli-+2) 4 k] 30 OB oo
m=1

b
z
n=0

On constate que puisque p < m alors m +1rb—1— pu > rb — 1 et donc dans cette somme la

puissance en s est toujours strictement supérieure a rb — 2. Mais grace au lemme 4.1.1 on sait

w

que pour calculer gy ( ) on ne conserve que les termes dont la puissance en s est comprise

entre 0 et b — 2 et on obtlent donc le résultat annoncé.
O

Lemme 8.5.3. Soit wj ; € HY(X}, Q) un élément de la base (voir la proposition 7.1.1). Soient
> k

v(s) le polynéme intervenant dans le relévement du Frobenius modulo p? sur Wy (voir la propo-
sition 7.2.3), d = max {0,deg(v) — 2p}, I; linverse de f a lordre d + 1 (voir le lemme 7.5.6).
Soient a le quotient et b le reste de la division euclidienne de pj par n. Notons IP(t) = I;(t)**!,
dIP = deg(IP), IP[k] le coefficient du monéme t* dans IP(t) et v[m] le coefficient du mo-
nome s™ dans v(s). Soit h = h(w; ;) — t(h(w] ;) et notons hy € Og, et hw € Ow, tels que

h = hy + hw (voir proposition 7.4.1). Posons Uy =p(i +2) +k+m, alors 1 <b<n—1 et

rb—2 [dIP d—(pi+k) “
(th Z (Z Z (M+1)_b(’u+m+1)1P[k]-f[,u—&—m—i—l}m[um,k}) w

b
n
u=0 \k=0m=r(n—>b) Yy

dans H°(Xy,QY, ). Ou par convention la somme est nulle si r(n —b) > d — (pi + k).

Preuve: Dans la démonstration de la proposition 8.4.1 on a obtenu 1’égalité suivante

dIP p(i+2)+r(n—b)+k
P 1P(t)w => > IP[k] - v[p(i +2) + r(n —b) + k —m] - s7"2""0.
k=0 m=pi+r(n—b)+k—d

Clairement si pi +7(n—>b)+k—d > 01ier(n—>b) > d— (pi+ k) cette somme ne contient aucun
terme polynomial en s et donc hy = 0 ce qui implique que dhy = 0. Dans le cas contraire
notons on a alors

dIP

Z Z IP[k]'U[p(i+2)+1"(n—b)—|—k;_m].3—mzn—b

k=0 m=pi+r(n—b)+k—d
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et en utilisant les conditions de recollement

diP

=) Z IP[k] - olp(i + 2) + r(n — b) + k — m] - 7" nb)ynb.

k=0 m=pi+r(n—b)+k—d
Posons m’ = r(n —b) —m on a alors

dIpP d—(pi+k)

=> Y IPK-v[p(i+2)+Ek+m] Ty

k=0 m/=r(n-"b)
Par différentiation on obtient

drp - r(n—b)
dhw = Z Z IP[K] - v[p(i +2) + &k +m'] (—m't_m/_ly"_bdt + (n— b)t—m/yn—b—ldy>
k=0m/=d—(pi+Fk)

qui est donc un élément de Qkk (W), alors comme y" = f(t) et ny™ ‘dy = f'(t)dt

dI P r(n—>)

dhw=Y_ Y  IP[K]-vlp(i+2)+k+m] (—m/t‘m"lf(w +(n—b)t~

k=0 m'=d—(pi+k)

o PO dt
n yb’
Or on a

—m/ T L) + (n— b)t’m'& =

n

)

l
—m/— n — b 1!
—mlf[/i]t“ o+ E Tﬂf[ﬂ]tﬂ !
pu=0

_ Z p(n — 12 - m/nf[u]tu*m’fl

=0

d’ou

dIP (n—b) l

dhy =Y Z Z’”‘_b P[k]-v[p(i+2)+k+m’]-f[u]w.

k=0 m’'=d—(pi+k) n=0 Yy

On réalise le changement de variable ¢/ = g —m’ — 1 et on pose vy, = p(i +2) + k +m’, alors

dIP  r(n—b) I—(m'+1) , , ’
n(p +1)=b(p' +m'+1 - dt

=Y Yy MEDobe LIPI - vlpna] - £+l 1]
k=0 m/=d—(pi+k) p’=—(m’+1) y

Enfin grace au lemme 4.1.1 on sait que pour calculer gy (dhy) on ne conserve que les termes
tels que 0 < y/ < rb — 2 ce qui donne la formule annoncée. Par ailleurs il n’y a pas de termes
supplémentaires car si —(m’ +1) > 0 ou l — (m' + 1) < rb — 2 alors dans le premier cas on aura
un terme avec p/ < —(m’ 4+ 1) et donc ' +m’ +1 < 0 et le coefficient sera nul puisque f est un
polynome. Dans le second cas ' +m' + 1 > [ et comme deg(f) = [ le coefficient sera & nouveau
nul.

O
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Proposition 8.5.1. Soit w;; € HO(Xk,Qﬁ(k) un élément de la base (voir proposition 4.1.1).
Soient v(s) le polynéme intervenant dans le relevement du Frobenius modulo p? sur Wy (voir
proposition 7.2.3), d = max {0, deg(v) — 2p} et I linverse de f a l'ordre d+1 (voir lemme 7.5.6).
Soient a le quotient et b le reste de la division euclidienne de pj par n, notons IP(t) = I;(t)**!,
dIP = deg(IP), IP[k] le coefficient du monome t* dans IP(t) et v[m] le coefficient du mondme
™ dans v(s). Soit Q(s) le polynome (sP~1 + v/(s))/fa(s)® (voir lemme 8.5.1), notons Q[k] le
coefficient du monoéme s* dans Q et dQ le degré de Q. Alors 1 < b < n — 1 et si on note
Umgk =p(i+2) +k+m,

rb—2 [dIP d—(pi+k)

P@w) =3 (S S DI EmED rpi g 1] ol

n
#=0 \ k=0m=r(n—-"b)

thdt
+Q[rb—2—|—p(i+2—7"j)—u]> a

dans HO(Xy, Qkk) Ot par convention la double somme est nulle si r(n —b) > d — (pi + k).

Preuve: Cette proposition est tout simplement une conséquence de la proposition 7.4.1 et des
lemmes 8.5.1, 8.5.2 et 8.5.3.
O

8.6 Le cas a paramétre

Il peut étre intéressant d’effectuer les calculs dans le cas & paramétre. Par exemple I'une des
familles de courbes étudiées par Noot-de Jong dans [dJN91] est y3 = t(t — 1)(t — \)(t — p)(t —v).
Cette famille vérifie bien la condition | = —1 [n] et quitte a réaliser une translation on peut la
transformer en une famille de courbe telle que 0 n’est pas racine de f et qui correspond donc &
notre cadre de travail.

Cependant le paramétre peut poser des problémes pour la machine notamment pour le calcul
du relevement du Frobenius sur W; qui nécessite le calcul d’une relation de Bezout. On peut
cependant utiliser le résultant pour calculer le polynéme v intervenant dans ce relévement (voir
proposition 7.2.3).

Lemme 8.6.1. Notons M la matrice de Sylvester associée & fa(s) et f5(s), M; o141 le mineur
d’ordre i,2l + 1 de M. Soient U et V les polynomes tels que U fo + V f} = Res(fa, f5), alors V
est donné par ’expression

l
= Z(_l)l+le+1+k,Ql+1Sl_k
k=0

Preuve: Tout d’abord on sait que le résultant de fo et f5 est donné par le déterminant de la matrice
de Sylvester de fa(s) et f}(s). Par ailleurs une astuce connue afin d’obtenir les polynomes U et
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8.6. LE CAS A PARAMETRE

V est d’effectuer 'opération sur les colonnes

2
2A1—j
Cog1 + Cog1 + E s 1C;
=1

qui laisse inchangées les 2 premiéres colonnes et transforme la derniére colonne en
-1

s f2
J2

s'f3

f5
puis a développer le déterminant par rapport & la derniére colonne. Or le développement par
rapport & la derniére colonne donne pour les [ premiéres ligne les coefficients de U et pour les
I + 1 suivantes les coefficients de V. Ce qui permet de déduire la formule donnée, la puissance
de —1 étant déduite du fait que le coefficient de la toute derniére ligne est +1 or il correspond &
k=1

O

Proposition 8.6.1. Le polynome v du relevement du Frobenius modulo p* sur Wy de la propo-
sition 7.2.8 est donné par la formule

_ V)P fas)” = falsh)
Res(f2, f5)P P

ot V(s) est le polynome donné par le lemme 8.6.1

v(s)

Preuve: Tout d’abord puisqu’on est dans le cas ou fao A f = 1 alors Res(fa, f3) # 0 et donc on
a la relation

U6 V)
Res(fa, f5) Res(f2, f5)

Par ailleurs puisqu’on est sur un corps de caractéristique p alors

Ul(s) . V(s) /(s R U ) 5P V(s)P L o) =
(Res( (L )+ v i >) T R+ T ) =1

enfin pour trouver le polynéme v il suffit de multiplier cette relation par (f2(s)? — fa(sP))/p

fa(s) + fas) = 1.

toujours en vertu de la proposition 7.2.3 ce qui donne le résultat annoncé.
O
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Chapitre 9

Un procédé algorithmique pour la
décomposition de Jordan-Holder des
w-modules filtrés

Le groupe de cohomologie H}, (X)) muni de la filtration de Hodge et du Frobenius divisé a une
structure de ¢-module filtré sur k au sens de Fontaine-Laffaille [FL82]. Ce qui suit est consacré a
un procédé algorithmique fournissant une description des ¢-modules filtrés simples apparaissant
comme quotients de Jordan-Hélder de H},(Xy). Celui-ci se base sur la démonstration du lemme
4.8 de op cit.

9.1 Mise en contexte

Définition 9.1.1. Un @-module filtré sur k est un k-espace vectoriel de dimension finie M,
muni d’une filtration décroissante par des sous-espaces vectoriels Fil" M et d’une application ¢,
appelée Frobenius divisé, semi-linéaire, bijective, définie sur le gradué

GrM =P Fil" M/Fil™ "' M

reZ

et a valeurs dans M.

Soit X}, une courbe définie comme précédemment (section 2.1), posons M = H} p(Xy). Alors
muni de la filtration Fil’’ M = M, Fil'! M = HO(Xk,Q}(k), Fil?’M = 0 et de ¢, application
dont la matrice a été calculée précédemment dans une base adaptée a la filtration (section 7.4),
M = H} p(X}) est un p-module filtré sur k.

Les ¢-modules filtrés simples de dimension m sur un corps algébriquement clos k sont bien connus
depuis [FL82| proposition 4.4. Ils sont de la forme M(io,...,ip—1) ol la suite (i,)o<p<p—1 n'est
pas périodique. Ils sont décrits explicitement de la maniére suivante.
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9.1. MISE EN CONTEXTE

. —h . . . .
Soit M =k et soit (er)o<r<n—1 la base canonique. Définissons la filtration par

Filr M= P em
b >T
et pour z élément de M notons T sa projection dans Gr M. Si r est le plus grand entier tel que
x soit dans Fil" M, alors T € Fil" M /Fil"*'* M. Enfin 'application ¢ est définie sur la base par
©(€y) = erp1 pour 0 <r < h—2et p(ep_1) = ep.

Dans notre cas on a Fil’ M = M et Fil>M = 0 donc les termes de la suite (4,) sont des 0 ou
des 1. On peut par exemple voir apparaitre le module trivial sur k, représenté par la suite (0),
ott Fil® =< eg >, Fil' = Fil?> = 0 et ¢(eg) = ep. De méme on peut voir apparaitre le module
sur k noté k(1) et représenté par la suite (1) ot Fil® = Fill =< ey >, Fil?> = 0 et ¢(eg) = €.
Il est bien évidemment possible d’avoir des modules de dimension supérieure. Dans les exemples
traités plus loin (section A.4.1) on voit notamment apparaitre un module que l'on représente par
la suite (0, 1) et pour lequel Fil® =< eg,e1 >, Fil' =< eg >, Fil?> =0 et ¢(eg) = e1, ¢(e1) = eo.

Remarque 9.1.1. On a vu dans ce qui précéde que le calcul de I'application ¢ nécessite de se
placer dans le gradué qui dans notre cas sera Fil®/Fil' @ Fil'. Notons ¢gr l'application défi-
nie par ¢gr(r) = ¢(T) i.e. si x est dans Fill alors ¢y (z) = ¢(z), sinon ¢y (z) = ¢(T). Alors

2(x) = ¢(¢(T)) et on définit de la méme maniére ¢}, (x). Il est important de noter que g,
n’est pas additive.

La démonstration de la proposition de 4.4 de [FL82] sur laquelle repose la classification des
p-modules filtrés simples utilise un lemme (lemme 4.8 op cit) que nous énongouns ici avec les no-
tations de notre cadre de travail. Nous donnons également les grandes lignes de la démonstration
puisque c’est & partir de celle-ci que 'on développe le procédé algorithmique présenté dans ce
texte.

Lemme 9.1.1. Soit M un w-module filtré non nul et soit m la dimension du k-espace vectoriel
sous-jacent, supposons k algébriquement clos. Alors il existe un entier h vérifiant 1 < h < m tel
que ’ensemble des éléments x de M vérifiant gi)g,,(x) =z ne soit pas réduit a 0.

Preuve: On reprend les résultats principaux de la démonstration originale. Considérons ’ensemble
des relations suivant

T =3 a;¢h(x) =0, xeM, x#0, JCN, J#0, a; €k*, Vj€J
Jje€J

qui est non vide puisque M est un k-espace vectoriel de dimension finie.
Définissons une relation d’ordre sur les sous-ensembles finis non vides de N. Pour cela associons
a un tel J le couple d’entiers (mj,ny) ot my = sup{j, j € J} et ny = #J et munissons N x N
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CHAPITRE 9. UN PROCEDE ALGORITHMIQUE POUR LA DECOMPOSITION DE
JORDAN-HOLDER DES ¢-MODULES FILTRES

de la relation d’ordre lexicographique. Choisissons alors une relation de J pour laquelle le couple
(mj,ny) soit minimal.
Il est alors possible de montrer que dans ce cas 0 € J et que par ailleurs tous les gi)f]r(x) avec
j € J sont dans le méme cran i de la filtration.
Notons alors h le pged des éléments de J, b’ Uentier tel que my = hh' et définissons N comme
étant le sous-k-espace vectoriel de base qbgﬁ(x) pour 0 < n < A’ —1. Comme tous les qb;’ﬁ(ac) sont
dans F'il"® M, on peut montrer que N C Fil®® M et N N Fil"“*' M = 0 puis que qﬁ”}T!N s’identifie
A une application bijective de N dans N qui est o"-semi-linéaire, ot o désigne le Frobenius sur k.
En utilisant un résultat di a Jacobson (chapitre 2 théoréme 15 de [Jac43|) on peut alors affirmer
qu’il existe y dans N non nul et a € k tels que gbgr(y) = ay. Enfin comme k est algébriquement
clos, quitte & multiplier y par une constante non nulle, on peut supposer que gi)}glr(y) = y. Par
ailleurs puisque hh' = mj; et 1 <mj; <m on a bien 1 <h < m d’ou le lemme.

O

Remarque 9.1.2. La mise en place des étapes de la démonstration nécessite non seulement de
faire varier J mais également x afin de trouver un élément de J minimal. Supposons que 'on
fixe « et que I'on fasse uniquement varier J, on peut alors se trouver avec une relation, minimale
pour x fixé, mais pour laquelle les (;Sgr(:c) ne seraient pas tous dans le méme cran de la filtration.
Cependant dans notre cas la filtration n’ayant que deux crans on peut alors séparer la relation
en deux sommes. L'une contenant les termes étant dans Fil' et Pautre contenant ceux de FilC.
En appliquant ¢, & cette relation et en notant &’ = ¢4, (x) on obtient alors une nouvelle relation
(sur 2’ cette fois) avec my < my et ny < ny. En itérant cette opération il est alors possible
d’obtenir une relation dont tous les éléments sont bien dans le méme cran de la filtration. Par
ailleurs cette opération se termine en un nombre fini d’opérations puisque le nombre ny d’élé-
ments intervenant dans la relation diminue toujours au moins de 1. Enfin il est possible que cette
relation ne fasse pas intervenir x, mais en posant m = min{j € J} et 2’ = ¢} (x) on obtient
finalement une relation telle que I’ensemble J contienne 0 et que tous les termes soient dans
le méme cran de la filtration. Cela nous permet appliquer le résultat de Jacobson. Cela signifie
qu’on peut faire fonctionner la démonstration du lemme en fixant tout d’abord x et en faisant
seulement varier J quitte & modifier x, tout d’abord afin que les gbér(x) successifs soient dans le
méme cran de la filtration, puis de maniére & ce que 0 soit dans J. C’est ce que nous faisons dans
le procédé algorithmique présenté dans ce qui suit.

9.2 Description du cadre de travail

On va présenter ici le cas d’une filtration & deux crans quelconque qui est celui qui correspond a
notre probléme.

Soit donc M un k-module, Ey = Fil'M et Fy supplémentaire de Fy dans M. Notons mq la
dimension de I'espace vectoriel sous-jacent & Ej, ng la dimension de ’espace vectoriel sous-jacent
a Fy et alors la dimension de 'espace vectoriel sous-jacent & M est mg + ng.

Notons € = (€1, ..., Emgy €mg-+1s -5 Emo+ng ) Une base de M adaptée a la filtration (i.e. (e, ..., €m,)
est une base de Fil'l M = Ej et (€mg+1, -, €mg+ny) €St une base de Fp). Soit ¢ une application
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semi-linéaire sur M et My sa matrice dans la base £.

Le principe du procédé algorithmique que nous allons présenter est le suivant. Il prend en entrée
Ey, Fy, mg, ng et My et donne en sortie une liste correspondant a la liste des sous-modules simples
successifs apparaissant dans la décomposition de Jordan-Holder. La procédure est itérative, on
commence par trouver un sous-module simple puis on passe au quotient ce qui permet d’obtenir
E, Fi,my,ni et M (}5 et il s’agit alors de répéter la procédure jusqu’a obtenir un espace simple.
Le procédé algorithmique est assuré de se terminer puisque a chaque cran m;, ou n; diminue.
Nous allons présenter ici la maniére d’obtenir un sous-module simple puis quelles transformations
opérer sur les données d’entrée pour obtenir les nouvelles données sur lesquelles recommencer le
procédé algorithmique.

Notons que dans la démonstration du lemme, k est un corps algébriquement clos. Cela ne sert que
pour la derniére étape du procédé algorithmique pour assurer que ’on peut trouver un vecteur
propre. Cependant il n’est pas forcément nécessaire que k soit algébriquement clos et il suffit
généralement de prendre une extension bien choisie de k. Dans les exemples traités en A.4.1 il

n’y a méme pas besoin d’extension et tout se fait sur IF).

9.3 Obtention de la combinaison linéaire minimale

Dans la démonstration du lemme 4.8 de [FL82| la premiére étape consiste & prendre x € M non
nul quelconque et & considérer 'ensemble 7 des relations de la forme

> ajdh(x) =0

jeJ
avec J C N non vide et Vj € J, aj € k non nul. On pose mj = sup{j,j € J}, ny = Card(J) et
on munit les sous-ensembles finis non vides J C N d’une relation d’ordre en considérant 1’ordre
lexicographique sur les couples (mj,ny). L'idée est de trouver un ensemble J de J qui soit
minimal selon cette relation d’ordre.
Tout d’abord remarquons que puisque I’espace vectoriel sous-jacent & M est de dimension mg—+ng
alors si J est ’ensemble tel que (my,ny) soit minimal, m; < mg + ng. Afin de trouver J il faut
commencer par trouver mj minimal. Pour cela remarquons que cela signifie simplement qu’on
cherche le plus petit entier r tel que la famille (z, ¢y, (), ..., ¢g, (7)) soit liée. Pour trouver m, il
suffit donc de calculer les images successives de x par ¢g4, et & chaque nouvel élément de vérifier
si la famille obtenue est liée. Le nombre d’itérations de ¢4, correspondant est alors m .
L’étape suivante consiste a trouver une relation minimale entre les éléments de cette famille,
c’est-a-dire faisant intervenir le moins de coefficients non nuls possibles. En fait comme M est
de rang mgy + ng et que my < mg + ng ’équation Zajgbgr(m) = 0 va donner un systéme de
mo + ng équations & my < mg + ng inconnues. Ces équations sont liées et comme la famille
(03 (x))o<j<m,—1 est libre, Vespace des solutions est donc de dimension 1. Alors tout élément
de 'espace considéré admettra le méme nombre de coefficients non nuls donc n’importe lequel
pourra convenir.
Voici un algorithme donnant une matrice A dont les colonnes sont z,dg(),...,¢y;7 () respec-
tivement. La commande "A.right kernel()" permet alors d’obtenir les générateurs du noyau a
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droite de A i.e. des m 1 — uplet (ag, ..., am,) correspondant aux coefficients d’une combinaison

linéaire nulle. Comme il est de dimension 1 le générateur convient.

def Iteration(M,m,n,x) :
A=x
Res=x
1=1
u=zero_vector(n)
while rank(A)==1 :
for i in range(n) :
uli]=Res[i+m,0]
if u==
Res=M*Res
else :
for i in range(m) :
Res[i,0]=0
Res=M*Res
A=block_matrix([[A,Res]])
1=1+1

return A

Remarquons que le test "if u==0" permet de déterminer si ’élément dont on souhaite déterminer
I'image est dans Fil* ou non. Dans le premier cas son image est simplement donnée par la produit
avec la matrice de ¢. Dans le cas contraire son image est donnée par le produit de My et de sa
classe dans Fil?/Fill, obtenue simplement en mettant a zéro les composantes sur (g, ..., €mg )

Supposons obtenue la relation ZjeJ a; d)gr (x) = 0. Il nous faut controler si tous les termes de cette
relation sont dans le méme cran de la filtration. Dans le cas contraire, on définit les ensembles
Jt = {j eJtqg ¢§T(:v) € Fz'll} et JO = J—J' On applique alors ¢y, a la relation : par définition

bor | D a;dh (x) | = | D ajdhe(@) | =6 | D a;dhe(x)

jedJ jeJ jeJo

et comme ¢ est additive sur Fil%/Fil' on obtient

o D ajdhe(@) | = a;o (%)

jeJo jeJo

et puisque par définition sur Fil'/Fil' on a ¢(@) = ¢4 (u), en posant 2’ = ¢y (), on obtient
alors la relation ) | Jego aj¢ir(x') = 0. Si tous les termes sont dans le méme cran de la filtration
on passe a 1’étape suivante, sinon on réitére le procédé.

Enfin on pose min = min{j € J}. Si j = 0 on peut passer a l’étape suivante, sinon on pose

min

or () ce qui transforme la relation en une relation telle que 0 € J ‘.

x =
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9.4. OBTENTION D’UN SOUS-ESPACE STABLE SIMPLE

9.4 Obtention d’un sous-espace stable simple

On suppose maintenant donnée une relation

> a;¢l,(z) =0

jeJ

répondant au probléme initial ot J est un sous-espace de N contenant 0 et ot chaque terme de
la somme est dans le méme cran de la filtration. Notons h le pged des éléments de J et h' entier

tel que my = hh'. Enfin appelons N le sous-k-espace vectoriel engendré par la famille ( Zﬁ (2))

pour 0 <4 < h'—1 (qui en est donc une base puisqu’elle est libre). On sait, par Jacobson [Jac43],
que
Jy € N\ {0},3a € k tq ¢} (y) = ay.

L’espace engendré par (y, ¢gr(y), - . ., qb’glfl(y)) est donc un sous-espace stable par ¢. Cependant
il n’est pas nécessairement simple.

Afin de vérifier la simplicité, associons au h-uplet (y, ¢gr(y), .. ., Zr_l(y)) un h-uplet de {0,1}"

¢ (y) € Fil' alors la (i + 1)-iéme composante est un 1, un

ar
0 sinon. Enfin pour tout d diviseur strict de h vérifions que ce h-uplet n’est pas périodique de
h—1

s Fgr
sinon il admet un sous-espace stable de dimension d et il faut donc recommencer la procédure

avec (y, dgr(y), - - & ()

Cela implique un résultat assez intuitif, si ng est nul alors la liste que doit renvoyer le procédé

défini de la maniére suivante. Si

période d. S’il n’admet aucune période 'espace engendré par (y, ¢gr(y), . . . (y)) est simple,

algorithmique est tout simplement un ng-uplet de 1 (i.e. on n’a que des sous-espaces simples de
Fil' et de dimension 1) et si mg est nul alors on a un mg-uplet de 0.

9.5 Passage a I’étape suivante

On suppose désormais que 'on a (y, ¢gr(y), - - -, gzﬁ’gl; 1(y)) famille génératrice du sous-espace stable
obtenu noté My. On a alors une suite exacte de k-espaces vectoriels

0—>M; - M—>M—D0.

On définit la filtration sur My par Fil' My = Fil! MNM; et sur M par Fil' M = Im(Fil* M).
Alors les morphismes sont strictement compatibles et on a la suite exacte

0 — Fill My —» Fill M — Fil’ M — 0.

Il s’agit maintenant d’obtenir Eq, Fi, mq, ni et Mé En fait By = Fil' M et F; est un supplé-
mentaire bien choisi dans M il s’agit donc de trouver des bases de ces deux espaces.

Pour mq et ny on commence par calculer my et ny qui sont respectivement le nombre de
1 et de 0 du h-uplet de {0,1}" associé¢ a (y, ¢gr(y),...,¢>2f1(y)). Alors m1 = mg — my et
n1 = ng — ny. L’étape suivante consiste a obtenir une base de Fy et Fy adaptée au passage au
quotient par le sous-espace stable. On donne ici I'exemple de Ey. Notons y1, ..., Ym, les éléments

de (y, dgr(y),- -, ’917“_ L(y)) appartenant & Fil'. Alors ils forment une famille libre de Ey que
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CHAPITRE 9. UN PROCEDE ALGORITHMIQUE POUR LA DECOMPOSITION DE
JORDAN-HOLDER DES ¢-MODULES FILTRES

I’on peut compléter en une base de Fy. Le plus simple consiste & remplacer des éléments de la
base de Ey (pour mémoire (e, ..., em,)) par les y;. Afin d’étre certain d’obtenir une base aprés
remplacement, 'idée générale est de remplacer par y; 1'élément e; ou j est le plus petit entier
tel que le coefficient de e; dans y; soit non nul et tel que e; n’ait pas déja été remplacé par un
yi. Cela n’est pas tout a fait systématique car si par exemple y; = e; + e3 et yo = e alors la
procédure décrite remplacerait e; par y; et il n’y aurait plus de possibilité pour y2. On note E|
'espace engendré par les y;, i.e. By = Eg N My = Fil'l M;. On procéde de maniére similaire
pour trouver une base de Fy adaptée au passage au quotient par le sous-espace stable et on note
F{ Vespace Fy N Mj. Remarquons que dans ce cas on a My = Fil!l My ® F}, = E}, ® F},. Notons
E Despace dont la base est donnée en supprimant les y; de la base de Ey. A priori une base de
E; est donnée par l'image des éléments de la base de E} dans M. On définirait de méme Fj et
une base de Fy serait I'image des éléments de la base de F| dans M. Mais Fil' M = E} @ E} et
Fy = F} & FY, donc par passage au quotient on obtient Fil'! M ~ E} et Fy ~ F] ce qui permet
d’identifier Fy & E et Fy a Fy.

Enfin pour M ¢1> il s’agit simplement d’écrire la matrice de ¢ dans la nouvelle base et de supprimer
les lignes et les colonnes correspondant aux éléments de la base du sous-espace stable.

Notons B la base initiale adaptée a la filtration et B la base adaptée au passage au quotient.
Notons C' la matrice de passage de By a By (i.e. exprimant les éléments de By dans B;). Notons
C la matrice obtenue de C par passage au gradué (i.e. si dans une colonne les ng derniers coef-
ficients sont non nuls alors on met a 0 les mg premiers coefficients). Alors la matrice de ¢ dans
la nouvelle base est donnée par la formule

M}, =C™'MyC.
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Annexe A

Quelques exemples de résultats
numeériques

A.1 Courbe y? = f(t), deg(f) =5, p=7

On donne ici six exemples numériques.

Pour f(t) = (t —1)(t — 2)(t — 3)(t — 4)(t — 5), la matrice du Frobenius est

= ot NN O

1
4
1
6

S W = Ot
S W =

W

Pour f(t) = (t —1)(t —2)(t — 3)(t — 4)(t — 6), la matrice du Frobenius est

o O W N
N O = W
O W N Ot

W O =~

4
Pour f(t) = (t — 1)(t — 2)(t — 3)(t — 5)(t — 6), la matrice du Frobenius est

[l A R e N}
SN W O
S = O Wt
w Ot Ut Ot

Pour f(t) = (t —1)(t —2)(t —4)(t — 5)(t — 6), la matrice du Frobenius est

5 0 5 2
1 41 5
5 5 3 5
6 6 0 4
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A.2. COURBE Y2 = (T — 1)(T — 2)(T — 3)(T — 4)(T — 5)(T — 6)(T —7), P =11

Pour f(t) = (t —1)(t —3)(t —4)(t — 5)(t — 6), la matrice du Frobenius est

N O W Dt
N O W W
S = Ot Ot
W w o w

Pour f(t) = (t —2)(t —3)(t —4)(t — 5)(t — 6), la matrice du Frobenius est

S Ot N O
D O W =
O = W Ot
W o W o

Pour f(t) = (t —1)(t — 2)(t — 3)(t — 4)(t — L) la matrice de Hasse-Witt est

3L+ 2L +2 3L%2 +6L+6
613 +5L2+L+2 6L°+L%2+3L+5

Remarque A.1.1. Si on prend L = 5 et L = 6 respectivement on obtient pour la matrice de

Hasse-Witt
3 6 3 3
0 4 0 4

qui coincident bien avec les quarts inférieurs droits des deux premiéres matrices calculées.

A.2 Courbe y? = (t—1)(t—=2)(t=3)(t—4)(t=5)(t—6)(t—T7), p=11

La matrice du Frobenius est

10 7 3|16 2 2
8 5 56 1 7
2 8 6|6 6 2
9 3 8/9 6 0
39 8(5 6 O
4 3 62 8 7

par ailleurs le déterminant de la matrice de Hasse-Witt est nul.
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A.3 Courbe y? = (t—1)(t—2)(t—3)(t—4)(t—5), 5 < p < 100 premier

p="7 det(A4) =4 p=11 det(A4) =0
1 0 0 0|0 4 3 4 0O 7 4 319 0 0 0
0 5 3 4 1|5 0 0 0 5 0 0 0|0 0 0 1
o 5 1 5 |1 0 0 0 7T 0 0 0|0 5 8 6
o 5 5 1 (2 0 0 0 &8 0 0 0 |0 9 7 10
O 0 3 4|5 0 0 O 3 0 O O |0 3 10 O
o o0 o o0 3 1 1 0O 4 1 100 O O O
6 0 O O |0 O 6 3 o 1 1 7 (8 0 0 O
1 0 0 O |0 O 0 3 o 10 7 9 (4 0 0 O
p=13 det(A4) =12 p=17 det(A4) =0
9 0 0 0|0 6 0 7 0 12 16 6 |6 0 0 O
o o0 11 0 19 0 0 O g 0O O O |0 15 1 11
0O 6 10 4 (10 O O O 9 0 O O |0 7 0 12
o 12 2 4 (3 0 0 O v 0 0 0|0 1 4 15
o 0 8 9 |10 0 0 O 10 0 0 0 (0 10 8 O
o 0 o0 o0 |0 8 6 12 0 13 5 8 |0 0 0 O
11 0 0 0 |0 12 9 10 0O 5 10 1113 0 0 O
1 0 0 0|0 6 2 8 0O 8 11 0 (10 0 O O
p=19 det(A4) =9 p=23 det(A4) =0
11 0 0 o 7 7 5 0O 14 20 15|14 0 O
0 11 11 1 18 0 0 O 1 0 0 0 |0 22 15 6
0O 9 4 5 (14 0 0 O 22 0 0 0 |0 13 8 10
O 8 9 163 0 0 0 200 0 0 |0 20 13 ©
0O 0 15 14116 0 0 O 3 0 0 0 |0 9 20 O
O 0o o O |0 0 15 7 0 20 14 1810 0 0 O
10 0 0 0 |0 6 5 2 0 14 8 1111 0 0 O
3 0 0 0|0 10 7 O 0 18 11 2120 0 O O
p=29 det(A4) =0 p=31 det(A4) =8
0O 26 9 13/0 0 0 O 2. 0 0 0 |0 8 2 4
g8 O 0 0 (O 7 4 2 0O 17 19 25(8 0O O O
16 0 0 O |0 11 24 6 0 14 10 1630 0 0 O
23 0 0 0 (0 7 14 28 0O 8 8 14120 0 0 O
6 0 0 0 |0 24 21 O 0O 0 16 3 (11 0 0 O
0O 28 26 9 [0 0 0 O 0O 0 O 0 |0 9 11 24
0 26 27 1110 0 0 O 2880 0 0 |0 8 29 10
0 9 11 272 0 0 O 3 0 0 0 |0 29 15 9
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A.3. COURBE Y3 = (T —1)(T — 2)(T — 3)(T — 4)(T — 5), 5 < P < 100 PREMIER

p =37 det(A4) =12

p=41 det(A4) =0

270 0 O |0 35 18 36 0 1 31 30(3 0 0 0
0 201 18|30 0 O O 5 0 0 0 |0 37 27 14
0 24 22 24112 0 0 O 34 0 0 0 |0 279 6
0 33 13 22|33 0 0 O 8§ 0 0O 0 |0 14 6 40
0 0 12 314 0 0 O 33 0 0 0 0O O 0 O
0O 0 0O 0 |0 18 13 4 0 36 26 4 |0 0 0 O
9 0 0 0|0 & &5 12 0 26 6 31|00 0 0 O
17 0 0 0 |0 36 21 18 0 4 31 38|10 0 0 O
p=43 det(A4) =23 p=47 det(A4) =0
33 0 0 0 |0 40 19 28 0 5 17 19115 0 0 O
0 38 30 16|16 0 O O 18 0 0 0 |0 32 38 O
0 9 22 0 (34 0 0 O 26 0 0 0 |0 19 19 1
0 20 31 3|35 0 0 0 3 0 0 0 |0 13 28 39
0O 0 29 2 |8 0O 0 O 12 0 0 0 |0 34 20 O
0O 0 0 0 |0 34 33 16 0 28 37 340 0 0 O
12 0 0 0 |0 12 0 5 0 37 35 22(30 0 0 O
29 0 0 0 |0 1 19 34 0 34 22 4139 0 0 O
p="53 det(A4) =0 p=259 det(A4) =0
0 3 2 4946 0 0 O 0 42 53 6 |11 0 0 O
4 0 0 0 |0 11 11 4 31. 0 0 0|0 9 8 9
26 0 0 0 |0 27 23 11 40 0 0 0 |0 48 18 11
1 0 0 0 |0 46 50 7 9 0 0 O |0 3 13 8
520 0 0 (0 11 14 O 40 0 0O O (0O 6 57 O
0 46 32 3710 0 0 O 0 57 53 4010 0 0 O
0 32 32 45|48 0 0 O 0 53 6 28|46 0 0 O
0 37 45 14|23 0 0 O 0 40 28 27|40 0 O O
p==61 det(A4) =19 p=067 det(A4) =9
56 0 0 0 |0 3 45 38 53 0 0 0 |0 42 62 29
0 48 20 59|41 0 O O 0 46 16 29|14 0 0 O
0O 0 39 7 |35 0 0 O 0 0 33 56(25 0 0 O
0 0 53 0 |10 O O O 0O 0 8 274 0 0 O
0 0 8 48|51 0 O O 0 0 59 19|63 0 0 O
0O 0 0 0|0 14 0 O 0O 0 O 0|0 51 0 O
8 0 0O 0 |0 11 51 0 59 0 0 0 |0 31 63 O
48 0 0 0 |0 5 39 14 190 0 0|0 52 5 51
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p="T1 det(A4) =0

p="73 det(A4) =35

0 8 59 15[35 0 0 0
6 0 0 0|0 48 64 63
1 0 0 0|0 48 51 27
330 0 0|0 29 62 31
3330 0 0 [0 34 36 0
0 40 49 2 [0 0 0 0
0 49 10 36|1 0 0 0
0 2 36 47(6 0 0 0
p=T9 det(A4) =51
46 0 0 0 |0 37 55 50
0 53 20 28(61 0 0 0
0 39 50 70(35 0 0 0
0 33 68 25(63 0 0 0
0 0 31 28/16 0 0 0
0 0 0 0|0 71 26 22
2 0 0 0|0 57 51 66
12 0 0 0|0 70 44 71
p=89 det(A4) =0
0 64 75 76[8 0 0 0
530 0 0 |0 62 37 41
150 0 0 |0 8 24 47
5 0 0 0 |0 65 39 7
30 0 0 [0 658 0
0 301 21/0 0 0 0
0 1 35 77(18 0 0 0
0 21 77 21|19 0 0 0

4.0 0 0|0 52 33 60
0 51 61 1 (60 0 0 O
0 0 20 33(27 0 0 0
0 0 31 18[70. 0 0 0
0 0 42 33(/2 0 0 0
0 0 0 010 630 0
420 0 0 |0 37 2 0
330 0 0|0 3 72 63
p=83 det(A4) =0
0 5 25 81[80 0 0 0
3 .0 0 010 708 68
120 0 0|0 7 66 72
1 0 0 0 |0 36 55 71
8 0 0 0 |0 32 17 0
0 7 21 55(0 0 0 0
0 2014 607 0 0 0
0 55 60 70(42 0 0 0
p=97 det(A4) =35
370 0 0 [0 35 28 48
0 48 59 0 (12 0 0 0
0 48 47 3 |77 0 0 0
0 89 36 20|51 0 0 0
0 0 37 28[46 0 0 0
0 0 0 0|0 5435 75
340 0 0|0 8 66 31
100 0 0|0 70 24 54




A.4. APPLICATION DE L’ALGORITHME DE DECOMPOSITION DE JORDAN-HOLDER

A.3.1 Courbe y*=(t—-1)t—-2)t—-3)(t—4)(t—-5)(t—6)({t—T),p=13

o o o0 o0 0 0 o o0 0 0 0 2 8 1 8 6
o 4 9 6 0 0 0 O 010 6 &8 100 0 0 0 O
0 04 0 0O 0O O O 010 5 0 8 0 0 0 0 O
o 1 8§ 8 0 0 O O OO0 & 9 10 0 O O O O
o 0o o o 9 5 6 2 12{6 0 0 0 0 0 0 0 O
o 0 o o 113 9 6 127 0 0 0 0 0 0 0 O
o 0 o o 2 1 1 2 01120 0 0 0 0 0 0 O
o 0 o o 6 120 &8 2 {11 0 0 O O O O O O
o 0 o o & 106 7 105 0 0 0 0 0 0 0 O
o 0o o o 5 7 0 10810 O 0O O O O O 0 O
o o0 9 7 o0 o0 0 O 010 9 11 100 0 O 0 O
o 5 4 7 0 0O O O 00 0 1 1 O O O 0 O
o 1 4 1 0 0 O O 010 3 121 0 0 0 0 O
4 0 0 0 0O OO O OO0 0 O O 107 7 7 O
3 0 0 0O 0O 06 0 0 010 O O O 108 10121
o o0 o0 o0 0 0 o0 o0 0 o o0 12 1001 4 8
1m0 0 0O o0 0 o0 o o0 O 0o o0 111 7 12 0
50 0 0 0 0O 0 0 010 O 0 0 121 4 9 8

A.4 Application de l’algorithme de décomposition de Jordan-
Holder

A.4.1 Exemple explicite

On prend les exemples de la courbe 3% = (t — 1)(t — 2)(t — 3)(t —4)(t — 5) avec p = T et p = 11.

=
I
\]

— oy O OO O O =
O O WO O O
O OO = OO0 O O W
W W~ Ol O O

o O O oot ot ot O
O O O WOt = W o
O O D = U O
O O O Ut = Ot O

La matrice donnée est My, mg = ng = 4, By =< e1,e2,e3,e4 > et Fy =< es5,¢6,€7,€8 >.

Tout d’abord mg et ng sont non nuls, on passe donc & la recherche de J minimal. Afin de réaliser
quelque chose de systématique, on prend toujours x = e pour faire tourner ’algorithme. Pour
mémoire la matrice du Frobenius a été obtenue sur k = F,,.
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On fait tourner I'algorithme décrit au paragraphe 9.3 et on obtient la matrice A

e eleoleoleoNelRell S
_— O O O O o o -
W ks O O O O O

qui est donc donnée par (z, ¢gr(z), ¢§r (x)). L’espace des solutions de AY = 0 et de dimension 1
sur le corps fini & 7 éléments. Il est engendré par (1,2,4). On a donc x + 2¢4,(z) + 4¢3T($) =0.
Comme z € Fil' et qbgr(:c),gbgr(m) ¢ Fil' il faut donc appliquer ¢, & la relation. En posant
2’ = ¢gr(x) on obtient alors 2¢g.(2') + 4¢2,.(z') = 0. Cette fois les deux termes sont dans le
méme cran de la filtration. Enfin comme on souhaite que 0 soit dans J on pose z” = ¢4 (2)
et on obtient finalement la relation 22" + 4¢,, (") = 0. L'espace J recherché est {0, 1} et donc
h=0A1=1,my=1,=1etona N =<z’ >.

Ainsi il existe y € N non nul tel que ¢g4.(y) = Ay pour un certain A. Bien évidemment
y = 2" = ey + 4ey + 3eg convient et on a ¢4 (y) = 3y. On a donc un sous-espace stable,
S =<y >, qui est simple de type (0).

Une base de Ej adaptée au quotient par S est (ej, 2, e3,e4) et une base de Fy adaptée au quo-
tient par S est (es, eq,y,es). On a donc Fy = Ey, F1 =< e5,eg,es >, m; = 4 et np = 3. Reste
enfin & obtenir M (; Pour cela on commence par obtenir C, la matrice de changement de base,

C, la matrice par passage au gradué, et C~1.

O O O O O O o
O O O O O o~ O
O O O O o~ o O
O O O o = O o o
O O O OO o O
O O O O O O O
W ks O O O O O =
_ O O O O O o O
O O O O O o o
O O O O O o~ O
O O OO o~ o o
O O O o= O o o
O O O O O o o
O O O O O O O
=N O O O O O WL
_H O O O O O O O

Ici C est tout simplement obtenue en mettant & zéro la composante (1,7). On applique donc la
formule de changement de base pour 'application semi-linéaire donnée au paragraphe 9.5 et la
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matrice de ¢ dans la base adaptée au quotient par S est donc

S ot O O O O O Ww
O O W o O OO
S W o O o o o o
S O =P OO O O WL

o O O O Ot ot ot O
O O O W ol —= WwWwo
O O O == OO
O O O Ut N = OO

d’ou finalement

5
Il
cC o oo oo w
== NG WS B, B )
©C O WU~ WO
O hR B~ Uk O
o U~ Ul O
O w o oo o
e e N e R e R o B

matrice obtenue aprés passage au quotient.

Dans cet exemple, les itérations successives vont donner & chaque fois un sous-espace stable de
dimension 1, il n’est donc pas intéressant de détailler tous les calculs ici. Par ailleurs a l'issue
de la sixiéme itération, la liste obtenue est (0,1,1,0,1,1) et on a les valeurs mg = 0 et ng = 2.
Cela signifie donc que tous les éléments sont dans le méme cran de la filtration. Il n’est donc
pas utile de faire d’itérations supplémentaires pour compléter la liste car il ne peut pas y avoir
de sous-espace stable de dimension supérieure & 1. Ainsi la liste des quotients successifs obtenue
dans le cas p = T est (0,1,1,0,1,1,0,0).

p=11

o 7 4 319 0 0 O

5 0 0 0 1]0 0 0 1

7T 0 0O 0|0 5 8

8 0 0 O |0 9 7 10
3 0 0 0|0 3 10 O

0O 4 1 100 0 0 O

o 1 1 7 1|8 0 0 O

0O 10 7 9|4 0 0 O

La matrice donnée est My, mg = ng = 4, By =< e1,e2,e3,e4 > et Fy =< es5,e6,€7,€8 >.
Tout d’abord mg et ng sont non nuls, on passe donc & la recherche de J minimal. Afin de réaliser
quelque chose de systématique, on prend toujours & = e; pour faire tourner ’algorithme. Pour
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mémoire la matrice du Frobenius a été obtenue sur k = F,,.
On fait tourner I'algorithme décrit au paragraphe 9.3 et on obtient la matrice A

=N O O O O O WL

O O O O O o o
O O O W oo N ot o
O O O O N O = O
W o O O O O O =

qui est donnée par (z, ¢gr(x), gbf],_(:v), gr(x),gbéT(x)). L’espace des solutions de AY = 0 est de
dimension 1 sur le corps fini & 11 éléments. Il est engendré par (0,0,1,0,7) et on a donc la
relation ¢, () + 7(1537,(:6) = 0. Comme ¢2,.(z), gbgr(x) ¢ Fil' il n’est pas nécessaire d’appliquer a
nouveau ¢g, a cette relation. Cependant on souhaite que 0 soit dans J posons z’ = qbgr (z). Alors
on a la relation 2’ 4+ 7¢2 (2') = 0. D'ott J = {0,2} et donc h=0A2=2,m; =2,/ =1et on
aN=<ua >

Il existe y € N non nul tel que d)gT (y) = Ay pour un certain A. Clairement y = 2’ = bej + 2e7 +eg
convient et vérifie d)ﬁT(y) = 3y. Un sous-espace stable est donc < y, ¢4-(y) >. Cependant le
2-uplet associé a cet espace est (0,0) qui est 1-périodique donc Ju €< y, ¢gr(y) > non nul tel
que ¢gr(u) = Au pour un certain A.

On sait que u est de la forme 5aej + bea + 2bey + 9bes + 2aer + aeg et donc u € Fy donc

dgr(u) = 9P ¢(e5) + 2aPp(e7) + alPp(eg) = 4bPeq + aPes + 2aPey + 9ales + 60 er + 3bPeg

ce qui donne le systéme d’équations

4bP =bXa
a? = \b
2aP=2\b
9aP=9\b
66 =2\a
3P= Aa

qui est en fait un systéme a deux équations puisque les deuxiéme, troisiéme et quatriéme et les
premiére, cinquiéme et sixiéme sont égales modulo p = 11.

Il se trouve que ce systéme admet des solutions sur F,, qui sont A =5, b=1et a =5. On a donc
u = 3e1 + ea + 2e4 + 9Yes + 10e7 + Heg € Fiy et ¢gr(u) = 5u. On a donc un sous-espace stable
S =< u >, qui est simple de type (0).

Une base de Ej adaptée au quotient par S est (e, ez, e3, 4) et une base de Fy adaptée au quotient
par S est (u,eq,e7,eg). On a donc Ey = Ey, F1 =< eg,e7,eg >, m; = 4 et n; = 3. Reste enfin a
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obtenir M q% La matrice de ¢ dans la nouvelle base est

107 4 3 0 10 4 0

1 0 0 0 0 7 5 1
7 0 0 0 0O 5 8 6
00 0 0 0 1 6 10
4 0 0 0 5 4 6 0
0 4 1 100 0 0 0

4 1 1 7 0 4 6 0
2 107 9 0 2 3 0

d’ott finalement

107 4 3 104 0

1 0 0 0 7 5 1

7 0 0 0 5 8 6
Mi=[0 0 0 0 1 6 10
0 4 1 100 0 0

4 1 1 7 4 6 0

2 107 9 2 3 0

matrice obtenue aprés passage au quotient.
Aprés la troisiéme itération, la liste est (0,0,1), on a mg = 3, ng = 2, B3 =< eg,e3,e4 >,
F3 =< eg,eg > et

6 2 10 7 1
9 3 4 5 6
M=o 0 0 1 10
4 1 10 0 0
4 1 0 0 0

On fait tourner I'algorithme décrit au paragraphe 9.3 et on obtient la matrice A

1 6 10
09 0
00 O
04 0
0 4 0

qui est donnée par (x, gg,(x), ngT(x)) L’espace des solutions de AY = 0 est de dimension 1 sur
le corps fini & 11 éléments. Il est engendré par (1,0,1). On a donc = + gbg,r@) = 0. Ces deux
éléments sont dans Fill et 0 est bien dans J d’ott J = {0,2} et donc h = 0A2 =2, m; = 2,
W =1etdonc N =<z >.

Ainsi il existe y € N non nul tel que Q%T (y) = Ay pour un certain A. Ici clairement y = x convient
puisque ¢3T(m) = 10z. Un sous-espace stable est donc < y, ¢gr(y) >. Le 2-uplet associé a cet
espace est (1,0) qui n’est pas périodique donc < y, ¢g4-(y) > est simple.

Une base de E3 adaptée au quotient par S est (y, es,eq) et une base de F3 adaptée au quotient
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par S est (¢gr(y),€e8). On a donc By =< e3,eq4 >, Fy =< eg >, my =2 et ng = 1. Enfin

9 9 6
Myg=10 0 10
0 1 0

et la liste est donc (0,0,1, (0,1)).
On a ¢g4r(e3) = 9e3 donc < eg > est un sous-espace stable. Ainsi F5 =< eq >, F5 = Fj =< eg >,

0 10
M) =
et la liste est (0,0,1,(0,1),1).

On fait tourner I’algorithme décrit au paragraphe 9.3 et on obtient la matrice A

1 0 10
01 O

qui est donc donnée par (z, ggr(z), qﬁgr(x)). L’espace des solutions de AY = 0 est de dimension

ms =1, ng =ng = 1 de plus

1 sur le corps fini a 11 éléments. Il est généré par (1,0,1). On a donc x + ¢f]r(ac) =0.0On a
J={0,2} et donch=0A2=2,my;=2,h =1etona N=<z>.

Ainsi il existe y € N non nul tel que ¢§T (y) = Ay pour un certain A. Ici clairement y = x convient
puisque qﬁgr(a:) = 10z. Un sous-espace stable est donc < y, ¢g-(y) >. Le 2-uplet associé a cet
espace est (1,0) qui n’est pas périodique donc < y, ¢g4r(y) > est simple.

On va avoir mg = ng = 0 donc l'algorithme est terminé.

La liste des quotient successifs est (0,0,1,(0,1),1,(0,1)).

A.4.2 Décomposition pour les exemples matriciels précédents

En ce qui concerne les courbes hyperelliptiques dont les matrices sont données dans la section
A.1, dans les 6 cas, la liste est (0,0,1,1).
En ce qui concerne les revétements de degré 3 dont les matrices sont données dans la section A.3
I’algorithme proposé dans le chapitre 9 donne en sortie la liste

— (0,1,1,0,1,1,0,0) pour p € {7,13,19,31,37,43,61,67,73,79,97}

— (0,0,1,(0,1),1,(0,1)) pour p € {11,17,23,29,47,53,59,71, 83,89}

— ((0,1),(0,1),(0,1),(0,1)) pour p = 41.
Notons que dans le premier cas n | p — 1 et le déterminant de la matrice de Hasse-Witt est non
nul, dans le second cas n { p—1 et le déterminant de la matrice de Hasse-Witt est nul. Enfin dans
le dernier cas on est dans les mémes conditions que dans le second cas mais de plus la matrice
de Hasse-Witt est nulle.
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Annexe B

Invariant de Hasse des courbes
elliptiques

Au début de la section 7.2 on a fait I’hypothése que 0 n’était pas racine du polynéme f afin
d’avoir un relévement explicite du Frobenius modulo p? sur I'ouvert U;. Cependant lorsque ’on
calcule explicitement le morphisme de Deligne et Illusie au paragraphe 7.3, en ce qui concerne
DIy (voir la proposition 7.3.1) on remarque que le Frobenius divisé n’intervient pas. En fait
on peut calculer le bloc inférieur droit de la matrice (qui correspond a la matrice de Hasse-
Witt de la courbe) sans connaitre de relévement explicite du Frobenius. On va donc donner ici
I'invariant de Hasse d’une courbe elliptique en fonction d’un paramétre A\. On considére le cas

f@)y=tt—1)(t—N).

Proposition B.0.1. L’invariant de Hasse de la courbe X définie a l'aide de f(t) est donné par

la formule :

-1

N p
ot fp:T.

Preuve: On sait quune base de H'(Xj,Ox,) est t=1y (voir proposition 6.0.5). Il s’agit donc
de calculer Q(DIy(t 'y)). Or DIy(t'y) = t PyP = t P f(t)fry puisque y?> = f(t) et que p est
impair.

En ce qui concerne ) on sait que tout mondéme du type t*y est envoyé sur 0 sauf pour oo = —1
ol il est envoyé sur lui-méme. Pour connaitre 'invariant de Hasse associé¢ & X il s’agit donc
d’identifier le monéme en ¢ de degré p — 1 dans f(t)/».
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Ip fp
s =(ote = 0)Pr(e =) = o [ Y- (Pt ) 3 () pparen

=0 k=0

fo Jp
— Z Z (flp> (.];p) (_1)fp+k—l>\ktp—1+l—k
=0 k=0

Le monéme de degré p — 1 est donc donné par tout élément tel que [ — k = 0 ie k = [. D’ou

finalement la formule annoncée.

O

Remarque B.0.1. On connaissait déja l'invariant de Hasse d’une courbe elliptique & un in-

versible prés (voir par exemple IV.4, corollaire 4.22 |Har77]). Ici on a une petite information
p—1
supplémentaire qui est donc cet inversible qui vaut (—1) 2
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Annexe C

Formulaire et index de notations

C.1 Formulaire

Dans ce document les relations suivantes sont vérifiées :

y" = f(t)

2" = fa(s)

1

S
n
t=s"1
z=35"y

C.2 Notations

Dans ce document on a les notations suivantes :

U = Spec(V[t,yl/(y" — f(1)))
U =UnD(y)
W = Spec(V[s, 2]/ (z" — fa(s)))
X=UUW=UUW

Xk = X Xgpec(v) Spec(V/pV)
U,=U X spec(v) Spec(V/pV)
Wi =W Xgpee(v) Spec(V/pV)
X1 =X Xgpec(v) Spec(V/p*V)
U, =U X Spec(V) Spec(V/p*V)
Wi =W Xgpee(v) Spec(V/p*V)
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Dans cette thése, on considére des revétements séparables a deux ouverts de la
droite projective sur un corps fini k£ de caractéristique p > 0 et on donne un calcul ex-
plicite de la matrice du Frobenius divisé sur le premier espace de cohomologie de de
Rham de X, fibre spéciale du revétement X étudié. On fournit également un procédé
algorithmique permettant d’obtenir la décomposition de Jordan-Hélder du p-module filtré
associé a cette matrice.

Dans un premier temps on motive le choix de la famille de revétements considérés et
aprés une étude rapide de la lissité, du genre et de la ramification on donne le calcul
d’une base des espaces de cohomologie H(X,Qy), HY(X,Ox) et H}p(X).

Dans un second temps on calcule le Frobenius divisé modulo p en utilisant un résultat
récent de Huyghe-Wach comparant cette application de Frobenius divisé sur H},(X})
avec le morphisme construit par Deligne et lllusie en 1987, ou X est obtenue aprés
changement de base par le Frobenius sur k. Afin de mener a bien ce calcul, il sera alors
nécessaire de calculer un relévement du Frobenius modulo p? sur chacun des ouverts
permettant de définir X.. Puis grace au calcul explicite d’'un scindage de H!(X,Ox) vers
le premier espace de cohomologie de de Rham on donne des formules explicites pour la
matrice du Frobenius divisé sur H}, p(X}).

Pour finir a 'aide de résultats dus a Wach et a Fontaine-Lafaille on calcule la décompo-
sition de Jordan-Hdlder du o-module associé a cette matrice. Ce procédé algorithmique
est illustré sur quelques exemples explicites.
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