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𝑃𝐷𝑃

𝑉𝑒𝑥 =  𝑉𝑏𝑖𝑎𝑠 − 𝑉𝑏𝑟  
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𝑞 = 1.602 ∙ 10ିଵଽ C

𝑘 = 1.380658 ∙ 10ିଶଷ J. Kିଵ

ℎ = 6.62607004 ∙ 10ିଷସ mଶ. kg. sିଵ

𝐸୥ = 1.12 𝑒𝑉

𝜀଴ = 8.854 ∙ 10ିଵଶ F. mିଵ

𝜀ୗ୧ = 11.8 ∙ 𝜀଴

𝜀୭୶ = 3.9 ∙ 𝜀଴

𝑛୧ mିଷ

𝜇ୣ m. Vିଵ. sିଵ

𝑣ୱ m. sିଵ

𝑊 m

𝑇 K

𝑁ୢ mିଷ

𝑁ୟ mିଷ

𝑉ୠ୰ V

𝑉 ୶ V



𝑉௕௜௔௦ V

𝑚௘
∗ kg

𝑚௛
∗ kg

𝑛 mିଷ

𝑝 mିଷ

𝜏଴ s

𝐸ி௣ eV

𝐸ி௡ eV

𝐸஼ eV

𝐸௏ eV

𝐸௧௛ eV

𝛽 Kିଵ

𝛼௡ mିଵ

𝛼௣ mିଵ

Ψ(𝑧) V

𝑑 m

𝐺ௌோுି்஺் mିଷ

𝐺஻்஻் mିଷ

𝑁௖ mିଷ

𝑁௩ mିଷ

𝑖 𝑁௧௡௜ mିଷ

𝜎௡௜ mଶ

𝑈௖௔௣௧,௡௜ mିଷ. sିଵ



𝑁௔௩ /

𝑆ௌ௉஺஽ mଶ

𝑖 Λ௡௜ /

𝑅௡௜ mିଷ

Γ்஺்(𝐹) /

𝜏௡௜ s

𝐸௧௡௜ eV

𝜂௜ /









 

 

 





 



 



 

 





𝑃𝐷𝑃

𝑉௘௫  =  𝑉௕௜௔௦ − 𝑉௕௥
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𝑛

𝑝

𝑛 ∙ 𝑝 = 𝑛௜
ଶ

𝑛௜



𝐺ௌோுି்஺்

𝐺ௌோுି்஺் =
𝑛𝑝 − 𝑛௜ୣ୤୤

ଶ

𝜏௛(𝑛 + 𝑛ଵ) + 𝜏௘(𝑝 + 𝑝ଵ)

𝑛௜ୣ୤୤
𝜏௛ 𝜏௘

𝑛ଵ 𝑝ଵ

𝑛௜

𝑁ୢ 𝑁ୟ 𝑇

𝜏଴

 





 





 



 





 





 





 

 

𝐸୲୦

𝐸୥



𝐹⃗ 

 𝐸୥ = 1.12 𝑒𝑉

 𝐸୥ = 0.33 𝑒𝑉

 𝐸୥ = 2.24 𝑒𝑉

𝐸୲୦

𝐸୲୦ 𝐸୥

𝑚ୣ
∗ 𝑚୦

∗

𝐸୲୦ୣ
=  𝐸୥ ቆ1 +

𝑚ୣ
∗

𝑚ୣ
∗ + 𝑚୦

∗  
ቇ

𝐸୲୦୦
=  𝐸୥ ቆ1 +

𝑚୦
∗  

𝑚ୣ
∗ + 𝑚୦

∗  
ቇ

 𝑚ୣ
∗ = 𝑚୦

∗ 𝐸୲୦ୣ
= 𝐸୲୦୦

=
ଷ

ଶ
𝐸୥

𝐸୲୦



𝑝̅

𝐸୲୦ 

𝑝̅ = 𝑎(𝐸 − 𝐸୲୦)௕

 𝑎 𝑏 𝑏 = 2  

o 𝑝̅ ≈ 6 ∙ 10ିଵଷ  

𝐸ሬ⃗

 



𝐸 = 𝐸଴ − 𝑞𝑣𝜏௘𝐹

 𝐸଴ 𝐸଴ =
ଷ

ଶ
𝑘𝑇

 𝑞

 𝑣

 𝜏௘ ≈ 10ିଵଶ, 10ିଵଷ 𝑠

 𝐹

𝐸୐୊ = 𝐸଴ − 𝑞𝜇ୣ𝐹ଶ𝜏ୣ

𝐸ୌ୊ = 𝐸଴ − 𝑞𝑣ୱ𝜏ୣ𝐹

𝑣ୱ

𝜇ୣ



 



 

𝐹୫ୟ୶ 𝐹ୠ୰

𝑉ୠ୰

𝑉ୠ୰ = 𝑉ୠ୰଴
[1 + 𝛽(𝑇 − 𝑇଴)]

𝑉ୠ୰଴
𝑇଴ =  300𝐾 𝛽

𝑇

𝛽

𝛽 = 6.82 ∙ 10ିସ 𝐾ିଵ

 𝛽 = 6.79 ∙ 10ିସ 𝐾ିଵ

𝐹୫ୟ୶



𝑉ୠ୰

𝐹୫ୟ୶ 𝐹ୠ୰

- 𝐹୫ୟ୶ 𝐹ୠ୰

- 𝐹୫ୟ୶ 𝐹ୠ୰



 

𝐹⃗

𝐸୲୦

𝑑 =
𝐸୲୦ − 𝑁୮୦𝐸୮୦

𝑞|𝐹|

𝐸୲୦ 𝑁୮୦

𝐸୮୦ 𝑞 𝐹

𝐸୲୦୫୧୬

〈100〉

 

 𝐹⃗

 𝑊



 

𝐹⃗

𝐹⃗

𝐹⃗

𝛼୬ = 𝐴୬ ∙ exp ൬−
𝐵୬

𝐹
൰

𝛼୮ = 𝐴୮ ∙ exp ൬−
𝐵୮

𝐹
൰

𝐵୬/୮

𝐵୬/୮ = 𝐶୬/୮ + 𝐷୬/୮𝑇

𝐷୬/୮

𝑛 𝑝

𝐴𝑛/𝑝 4.43 ∙ 105 𝑐𝑚−1 1.13 ∙ 106 𝑐𝑚−1

𝐶𝑛/𝑝 9.66 ∙ 105 𝑉. 𝑐𝑚−1 1.71 ∙ 106 𝑉. 𝑐𝑚−1

𝐷𝑛/𝑝 4.99 ∙ 102 𝑉. 𝑐𝑚−1. 𝐾−1 1.09 ∙ 103 𝑉. 𝑐𝑚−1. 𝐾−1



𝐴୬/୮ 𝐶୬/୮ 𝐷୬/୮

- kV ∙ cmିଵ

- K

 

𝐹⃗

𝑝୬/୮ = ൞

0, 𝑥଴ < 𝑑୬/୮ − 𝑥

𝛼୬/୮(𝐹) ∙ exp ൭𝛼୬/୮(𝐹) ∙ ൬𝑥଴ + 𝑥 − 𝑑୬
୮

൰൱ , 𝑥଴ ≥ 𝑑୬/୮ − 𝑥

 



𝑑୬/୮

𝑑୬/୮ 𝛼୬/୮
∗

1

𝛼୬/୮
=

1

𝛼୬/୮
∗ + 𝑑୬/୮

𝛼୬/୮
∗ =

1

1
𝛼୬/୮

− 𝑑୬/୮

𝛼୓େ(𝑥) 𝑧

𝑧 = 0

𝛼୓େ(𝑥) = 𝛼୬/୮
∗ ∙ 𝑈(𝑥 − 𝑑୬/୮)

𝑈(𝑧 − 𝑑୬/୮)

𝑈൫𝑥 − 𝑑୬/୮൯ = ቊ
0 𝑖𝑓 𝑥 − 𝑑୬/୮ < 0

1 𝑖𝑓 𝑥 − 𝑑୬/୮ ≥ 0

ℎ୓େ(𝑥) = 𝛼୬/୮
∗ ∙ exp ቀ−𝛼୬/୮

∗ ൫𝑥 − 𝑑୬/୮൯ቁ ∙ 𝑈(𝑥 − 𝑑୬/୮)



 

𝐹 ୤୤୬/୮
(𝑥) = 𝐹(𝑥) ∙ erf ቆ

𝑥

𝑑୬/୮
ቇ

erf

𝐹(𝑥)

𝑥

𝑑௡/௣

𝛼௡/௣
∗

𝛼௡/௣

𝛼



𝐹 ୤୤୬/୮
(𝑥)

𝛼୓େ(𝑥)

𝑠

𝛼୬/୮
∗ 𝑥 → +∞

𝛼ୗ୦ୣ୤୤୧ୣ୪ୢ(𝑥)

𝛼ୗ୦ୣ୤୤୧ୣ୪ୢ(𝑥) = 𝛼௡/௣
∗ ቆ1 − exp ቆ

−(𝑥 − 𝑑)ଶ

𝑠ଶ
ቇቇ 𝑈(𝑥 − 𝑑௡/௣)



ℎୗ୦ୣ୤୤୧ୣ୪ୢ(𝑥)

 ℎୗ୦ୣ୤୤୧ୣ୪ୢ(𝑥) = 𝛼ୗ୦ୣ୤୤୧ୣ୪ୢ(𝑥) exp ቌ−𝛼୬/୮
∗ ቆ𝑥 − 𝑑୬/୮ −

𝑠√𝜋

2
erf ቆ

𝑥 − 𝑑୬/୮

𝑠
ቇቇቍ

 

 

 

𝑃୮(𝑧)

𝑃୮(𝑧) = 𝑃(𝑃୮ୣ
(𝑧) ∪ 𝑃୮୦

(𝑧))

𝑃୮ୣ
(𝑧) 𝑃୮୦

(𝑧)

∪

𝑃୮(𝑧) = 𝑃୮ୣ
(𝑧) + 𝑃୮୦

(𝑧) − ൬𝑃୮ୣ
(𝑧) ∩ 𝑃୮୦

(𝑧)൰

  = 𝑃୮ୣ
(𝑧) + 𝑃୮୦

(𝑧) − 𝑃୮ୣ
(𝑧)𝑃୮୦

(𝑧)

𝑧 + 𝑑𝑧

𝑧



 𝑧 𝑃(𝐴) = ቊ
𝑃୮ୣ

(𝑧)

𝑃୮୦
(𝑧)

ቋ

 

𝑑𝑧

𝛼୬𝑑𝑧

𝑃(𝐵) = ቊ
𝛼୬𝑑𝑧𝑃୮(𝑧)

𝛼୮𝑑𝑧𝑃୮(𝑧)
ቋ

ቊ
𝑃௣௘

(𝑧 + 𝑑𝑧) = 𝑃௣௘
(𝑧) + 𝛼௡𝑑𝑧𝑃௣(𝑧) − 𝛼௡𝑑𝑧𝑃௣(𝑧)𝑃௣௘

(𝑧)

𝑃௣௛
(𝑧 + 𝑑𝑧) = 𝑃௣௛

(𝑧) + 𝛼௣𝑑𝑧𝑃௣(𝑧) − 𝛼௛𝑑𝑧𝑃௣(𝑧)𝑃௣௛
(𝑧)

ቋ

⎩
⎨

⎧
𝑑𝑃௣௘

𝑑𝑧
= (1 − 𝑃௣௘

)𝛼௡(𝑃௣௘
+ 𝑃௣௛

− 𝑃௣௘
𝑃௣௛

)

𝑑𝑃௣௛

𝑑𝑧
= (1 − 𝑃௣௛

)𝛼௣(𝑃௣௘
+ 𝑃௣௛

− 𝑃௣௘
𝑃௣௛

)⎭
⎬

⎫

→ ൝
𝑃௣௘

(𝑧௡) = 0

𝑃௣௛
൫𝑧௣൯ = 0

ൡ

 

𝑑௘ 𝑑௛ 𝐸௧௛௘
𝐸௧௛௛

Ψ(𝑧) =
ா౦౥౪

௤



Ψ(𝑧 + 𝑑ୣ(𝑧)) − Ψ(𝑧) =
𝐸୲୦ୣ

𝑞

Ψ(𝑧) − Ψ(𝑧 − 𝑑୦(𝑧)) =
𝐸୲୦୦

𝑞

𝑑ୣ 𝑑୦

𝐸୲୦ୣ
𝐸୲୦୦

𝐹⃗ = −grad(Ψ)

ℎ(𝜀|𝑧) 𝜀

ቐ

𝜀 < 𝑑ୣ ∶ ℎୣ(𝜀|𝑧) = 0                                                    

𝜀 ≥ 𝑑ୣ ∶  ℎୣ(𝜀|𝑧) = 𝛼୬(𝑧 + 𝜀) ∙ 𝑒𝑥𝑝 ቆ− න 𝛼୬(𝑧 + 𝑦)𝑑𝑦
ఌ

ௗ౛(௭)

ቇ
ቑ

ቐ

𝜀 < 𝑑୦ ∶ ℎୣ(𝜀|𝑧) = 0                                                    

𝜀 ≥ 𝑑୦ ∶  ℎ୦(𝜀|𝑧) = 𝛼୮(𝑧 − 𝜀) ∙ 𝑒𝑥𝑝 ቆ− න 𝛼୮(𝑧 − 𝑦)𝑑𝑦
ఌ

ௗ౞(௭)

ቇ
ቑ

𝛼୬ 𝛼୮

𝑃୞(𝑧) 𝑧

𝑃୮ୣ
(𝑧) 𝑃୞(𝑧) = 1 − 𝑃୮ୣ

(𝑧)



𝑃ଢ଼(𝑧) 𝑧

𝑃୮୦
(𝑧)  𝑃ଢ଼(𝑧) = 1 − 𝑃୮୦

(𝑧)

𝑃ଢ଼(𝑧) = න ℎ୦(𝜉|𝑧)𝑑𝜉 + න 𝑃ଢ଼
ଶ(𝑧 + 𝜉)𝑃୞(𝑧 + 𝜉)

௭

଴

ஶ

௭

ℎୣ(𝜉|𝑧)𝑑𝜉

𝑃୞(𝑧) = න ℎୣ(𝜉|𝑧)𝑑𝜉 + න 𝑃୞
ଶ(𝑧 + 𝜉)𝑃ଢ଼(𝑧 + 𝜉)

௅ି௭

଴

ஶ

௅ି௭

ℎୣ(𝜉|𝑧)𝑑𝜉

 𝐿

𝑧 𝑃୮(𝑧)

𝑃୮(𝑧) = 1 − 𝑃୞(𝑧)𝑃ଢ଼(𝑧)

𝑃୮ୣ
(𝑧) 𝑃୮୦

(𝑧)

 

𝑃𝐷𝑃 = 𝑃் ∙ 𝑄𝐸

- 𝑃்



-  𝑄𝐸 

5.2.1 𝑷𝑻 

𝑖

 

𝑖 𝑖 + 1

൤
𝐹௜

ା

𝐹௜
ି൨ =

1

𝑡௜→௜ାଵ
𝑀௜ାଵ ൤

𝐹௜ାଵ
ା

𝐹௜ାଵ
ି ൨

 𝑡௜→௜ାଵ 𝑖 𝑖 + 1

 𝐹௜
ା

 𝐹௜
ି

𝑀௜ାଵ 𝑖 𝑖 + 1



𝑀௜ାଵ = ൤
𝑒𝑥𝑝(𝑗𝛿௜ାଵ) 𝑟௜→௜ାଵ ∙ 𝑒𝑥𝑝(−𝑗𝛿௜ାଵ)

𝑟௜→௜ାଵ ∙ 𝑒𝑥𝑝(𝑗𝛿௜ାଵ) 𝑒𝑥𝑝(−𝑗𝛿௜ାଵ)
൨

 𝑟௜→௜ାଵ 𝑖 𝑖 + 1

 𝛿௜ାଵ 𝑖 𝛿௜

𝛿௜ =
2𝜋𝑁௜𝑑௜ cos 𝜃௜

𝜆

 𝑁௜ 𝑖

𝑁௜(𝜆) = 𝑛௜(𝜆) − 𝑗𝑘௜(𝜆)

 𝑛௜ 𝑖

 𝑘௜ 𝑘 = 0

 𝑑௜ 𝑖

 𝜃௜ 𝑖

 𝜆

𝑛௜ sin 𝜃௜ = 𝑛௜ାଵ sin 𝜃௜ାଵ

 𝐹ௌ௜
ି = 0

൤
𝐹଴

ା

𝐹଴
ି൨ = ቎ෑ

1

𝑡௜→௜ାଵ

ௌ௜

ଵ

቏ ቎ෑ 𝑀௜

ௌ௜

ଵ

቏ ൤
𝐹ௌ௜

ା

0
൨



𝑃்  

𝑃் =  
𝑛ௌ௜  

𝑛଴ 
ቤ
𝐹ௌ௜

ା

𝐹଴
ାቤ

ଶ

𝑀௜

𝛿௜ 𝜆

 𝑸𝑬



𝑄𝐸

𝜆

𝑄𝐸(𝜆) = 𝑄𝐸௉(𝜆) + 𝑄𝐸௓஼ா(𝜆) + 𝑄𝐸ே(𝜆)

 𝑄𝐸௉

 𝑄𝐸௓஼ா

 𝑄𝐸ே

 𝑸𝑬

𝑊ଵ

𝑧

𝑃ୟୠୱ = 𝛼ୟୠୱ(𝜆) ∙ exp(−𝛼ୟୠୱ(𝜆)𝑧)

 𝛼௔௕௦ 𝜆



𝑊ଵ

𝑃
ୢ୧୤୤

= exp ൬−
𝑊ଵ − 𝑧

𝐿ୣ
൰

 𝐿ୣ

𝐿ୣ = ඥ𝐷ୣ𝜏ୣ

 𝐷ୣ

𝐷ୣ

𝜇ୣ
=

𝐷୦

𝜇୦
=

𝑘𝑇

𝑞
⇒ 𝐷ୣ = 𝜇ୣ

𝑘𝑇

𝑞

𝑊ଵ

𝑊ଵ

𝑃ଵ = න 𝑃ୟୠୱ𝑃
ౚ౟౜౜

= න 𝛼ୟୠୱ(𝜆) ∙ exp(−𝛼ୟୠୱ(𝜆)𝑧) ∙
ௐభ

଴

ௐభ

଴

exp ൬−
𝑊ଵ − 𝑧

𝐿ୣ
൰ 𝑑𝑧

 

     =
𝐿ୣ𝛼ୟୠୱ

𝐿ୣ𝛼ୟୠୱ − 1
൤exp ൬−

𝑊ଵ

𝐿ୣ
൰ − exp(−𝛼ୟୠୱ(𝜆)𝑊ଵ)൨

𝑧 𝑃୮౛
(𝑧)

𝑊ଵ

𝑄𝐸୔ = 𝑃ଵ𝑃୮౛
(𝑊ଵ)



𝑊ଵ + 𝑊୞େ୉

𝑃ଶ = න 𝑃ୟୠୱ𝑃୮ౚ౟౜౜

௭ౘ౥౪

ௐభାௐౖిు

 

    = න 𝛼ୟୠୱ(𝜆) ∙ exp(−𝛼ୟୠୱ(𝜆)𝑧)
௭ౘ౥౪

ௐభାௐౖిు

∙ exp ൬−
𝑧 − (𝑊ଵ + 𝑊୞େ୉)

𝐿୦
൰ 𝑑𝑧 

     =
𝐿୦𝛼ୟୠୱ

𝐿୦𝛼ୟୠୱ + 1
∙ exp(−𝛼ୟୠୱ(𝜆)(𝑊ଵ + 𝑊୞େ୉))

𝑄𝐸୒ = 𝑃ଶ𝑃୮౞
(𝑊ଵ + 𝑊୞େ୉)

 𝑸𝑬

𝑃୮(𝑧) 𝑄𝐸୞େ୉

𝑄𝐸୞େ୉ = න 𝛼ୟୠୱ(𝜆) ∙ exp(−𝛼ୟୠୱ(𝜆)𝑧)
ௐభାௐౖిు

ௐభ

𝑃୮(𝑧)𝑑𝑧

𝑃௣(𝑧)

𝑊୞େ୉

 

𝑃𝐷𝑃



𝑃୘ 𝑄𝐸

𝑃𝐷𝑃 = 𝑄𝐸 ∙ 𝑃୘

𝑃𝐷𝐸

𝑃𝐷𝐸 = 𝑃𝐷𝑃 ∙ 𝐹ୋ = 𝑄𝐸 ∙ 𝑃୘ ∙ 𝐹ୋ

𝐹ୋ

𝑃𝐷𝐸



 𝑃𝐷𝑃

 𝑫𝑪𝑹

𝐷𝐶𝑅 = 𝐷𝐶𝑅ୗୖୌି୘୅୘ + 𝐷𝐶𝑅୆୘୆୘ + 𝐷𝐶𝑅୅୤୲ୣ୰୮୳୪ୱ୧୬୥

 𝐷𝐶𝑅ୗୖୌି୘୅୘

 𝐷𝐶𝑅୆୘୆୘

 𝐷𝐶𝑅୅୤୲ୣ୰୮୳୪ୱ୧୬୥

𝐷𝐶𝑅୅୤୲ୣ୰୮୳୪ୱ୧୬୥

𝐷𝐶𝑅ୗୖୌି୘୅୘ + 𝐷𝐶𝑅୆୘୆୘ = 𝐷𝐶𝑅୔ + 𝐷𝐶𝑅ୗୈ + 𝐷𝐶𝑅୒

 𝑫𝑪𝑹

𝑃୮౛
(𝑊ଵ)



൞
𝐽 = 𝑞𝐷ୣ ∙ grad(𝑛ሬ⃗ ) = 𝑞𝐷ୣ ∙

𝑑𝑛

𝑑𝑥
       

𝐽୦ = −𝑞𝐷୦ ∙ grad(𝑝) = −𝑞𝐷୦ ∙
𝑑𝑝

𝑑𝑥

ൢ

𝐷𝐶𝑅

𝑊ଵ

𝐷𝐶𝑅୔ 𝐷𝐶𝑅୒

𝐷𝐶𝑅୔ = 𝑃୮౛
(𝑊ଵ)

𝐽 (𝑊ଵ)

𝑞

𝐷𝐶𝑅୒ = 𝑃୮౞
(𝑊ଵ)

𝐽୮(𝑊ଵ + 𝑊௓஼ா)

𝑞

𝐽୮ 𝐽୬

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑑𝑛

𝑑𝑡
= 𝐷ୣ

𝑑ଶ𝑛

𝑑𝑥ଶ
−

𝑛 − 𝑛଴

𝜏଴
   

𝑑𝑝

𝑑𝑡
= −𝐷୦

𝑑ଶ𝑝

𝑑𝑥ଶ
−

𝑝 − 𝑝଴

𝜏଴ ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

 ௡ି௡బ

ఛబ

 ௣ି௣బ

ఛబ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝐽 = 𝑞𝐷ୣ

𝑑𝑛

𝑑𝑥
⇒

𝑑𝐽

𝑑𝑥

1

𝑞
= 𝐷ୣ

𝑑ଶ𝑛

𝑑𝑥ଶ
=

∇𝐽

𝑞
       

𝐽୦ = −𝑞𝐷୦

𝑑𝑝

𝑑𝑥
⇒

𝑑𝐽୦

𝑑𝑥

1

𝑞
= −𝐷୦

𝑑ଶ𝑝

𝑑𝑥ଶ
=

∇𝐽୦

𝑞 ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫



൞
∇𝐽 = 𝑞

𝑑𝑛

𝑑𝑡
+ 𝑞𝐺୘୓୘

∇𝐽୦ = 𝑞
𝑑𝑝

𝑑𝑡
+ 𝑞𝐺୘୓୘

ൢ

 𝐺୘୓୘

𝐺୘୓୘ = 𝐺ୗୖୌି୘୅୘ + 𝐺୆୘୆୘ + 𝐺୧୭୬୧ୱୟ୲୧୭୬

 𝐺୧୭୬୧ୱୟ୲୧୭୬

𝐺୧୭୬୧ୱୟ୲୧୭୬ = 𝛼୬𝑛𝑣ୣ + 𝛼୮𝑝𝑣୦

 𝑣௘ 𝑣௛

𝐷𝐶𝑅୒ 𝐷𝐶𝑅୔

𝐷𝐶𝑅ୗୈ

 𝑫𝑪𝑹

𝐷𝐶𝑅

𝑃௣(𝑧)

𝐷𝐶𝑅ୗୈ = න 𝑃୮(𝑧)𝐺ୗୖୌି୘୅୘(𝑧)𝑑𝑧 +
ௐభାௐౖిు

ௐభ

න 𝑃୮(𝑧)𝐺୆୘୆୘(𝑧)𝑑𝑧
ௐభାௐౖిు

ௐభ



 𝐺ௌோுି் (𝑧)

𝐺ୗୖୌି୘୅୘ =
𝑛𝑝 − 𝑛୧ୣ୤୤

ଶ

𝜏୦(𝑛 + 𝑛ଵ) + 𝜏ୣ(𝑝 + 𝑝ଵ)

𝑛୧ୣ୤୤

o 𝑛୧ୣ୤୤
= 𝑛୧ ∙ exp ቀ

ாాృొ

ଶ௞்
ቁ 𝐸஻ீே

𝑛୧

𝑛୧ = ඥ𝑁ୡ(𝑇)𝑁୴(𝑇) ∙ exp ቆ−
𝐸୥(𝑇)

2𝑘𝑇
ቇ

o 𝜏ୣ 𝜏୦

𝜏୬,୮

𝐹

𝜏୬,୮ =
1

𝑣୲୦ୣ,୦
𝑁୘𝜎୘(1 + Γ୘୅୘(𝐹))

 Γ୘୅୘(𝐹)

 𝑣୲୦ୣ,୦

𝑣୲୦ୣ,୦
= ඨ

3𝑘𝑇

𝑚ୣ,୦

 𝑁୘

 𝜎୘

𝜎୘ = 𝜎ଷ଴଴ ∙ exp ቆ
𝐸୅

𝑘
൬

1

300
−

1

𝑇
൰ቇ

o 𝑛ଵ = 𝑛୧ୣ୤୤
∙ exp ቀ

ா౪౨౗౦

௞்
ቁ 𝑝ଵ = 𝑛୧ୣ୤୤

∙ exp ቀ−
ா౪౨౗౦

௞்
ቁ



 𝐺୆୘୆୘(𝑧)

𝐹

𝐺୆୘୆୘ 

𝐺୆୘୆୘ = 𝐵|𝐹|
ହ
ଶ ∙ exp ൬

𝐹଴

𝐹
൰

o 𝐵

o 𝐹଴ = 𝐹௖௢௥௥ ൬−
ா೒(்)

ா೒యబబ

൰

య

మ

𝐷𝐶𝑅ୗୖୌି୘୅୘ 𝐷𝐶𝑅୆୘୆୘

- 𝐷𝐶𝑅୆୘୆୘

𝐷𝐶𝑅ୗୖୌି୘

𝐷𝐶𝑅୆୘୆୘



- 𝐷𝐶𝑅ୗୖୌି୘

𝐷𝐶𝑅୆୘୆୘

 𝑫𝑪𝑹

 

 

𝐷𝐶𝑅஻்஻் 𝐷𝐶𝑅ௌோுି்஺்



𝐷𝐶𝑅

∆𝑡୫ = 1 𝜇𝑠

∆𝑡ଵୱ = 𝐷𝐶𝑅 ∙ ∆𝑡୫

 ∆𝑡ଵୱ



 𝐷𝐶𝑅 𝐷𝐶𝑅 = 𝐷𝐶𝑅ୗୖୌି୘ + 𝐷𝐶𝑅୆୘୆୘ +

𝐷𝐶𝑅୅୤୲ୣ୰୮୳୪ୱ୧୬୥  

 ∆𝑡୫

𝐷𝐶𝑅

𝐷𝐶𝑅

∆𝑡୫ଵୱ
𝐷𝐶𝑅

𝐷𝐶𝑅∆௧భ౩
= 𝐷𝐶𝑅 ∙ ∆𝑡ଵୱ = 𝐷𝐶𝑅ଶ ∙ ∆𝑡୫

𝐷𝐶𝑅୰ୣୟ୪

𝐷𝐶𝑅∆௧భ౩
 

𝐷𝐶𝑅୰ୣୟ୪ = 𝐷𝐶𝑅 + 𝐷𝐶𝑅∆௧భ౩
= 𝐷𝐶𝑅(1 + 𝐷𝐶𝑅 ∙ ∆𝑡୫)

𝐷𝐶𝑅୰ୣୟ୪

𝐷𝐶𝑅ୟ୤୲ୣ୰୮୳୪ୱ୧୬୥

𝑃ୟ

𝐷𝐶𝑅ୟ୤୲ୣ୰୮୳୪ୱ୧୬୥ = 𝐷𝐶𝑅୰ୣୟ୪ ∙ 𝑃ୟ

- 

- 

- 

- 



 

𝐸୅ 𝜏

𝑈ୡୟ୮୲,୬୧

𝑈ୡୟ୮୲,୬୧(𝑡) = 𝑁୲୬୧(1 − 𝑓୲୬୧)
𝑗 (𝑡)

𝑞
𝜎୬୧

 𝑁୲୬୧ 𝑖

 (1 − 𝑓୲୬୧) 𝑖

 𝑗 (𝑡)

 𝜎୬୧

𝑡

𝑖

Λ୬୧ = න 𝑈ୡୟ୮୲,୬୧(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑁୲୬୧(1 − 𝑓୲୬୧)
𝑁ୟ୴

𝑆ୗ୔୅ୈ
𝜎୬୧

௧

଴

 𝑁௔௩

𝑁௔௩ =
𝐶 ∙ 𝑉௘௫

𝑞

o 𝑉௘ 𝑉௕௜௔௦

 𝑉௘௫ =  𝑉௕௜௔௦ − 𝑉௕௥



o 𝐶

𝐶ௌ௉஺஽

𝐶ୗ୔୅ୈ = 𝜀଴𝜀୰

𝑆ୗ୔୅ୈ

𝑊ୗୈ

 𝑆ୗ୔୅ୈ

 𝜎୬୧

𝑆ୗ୔୅ୈ 𝑊ௌ஼ோ

 

𝑅௡௜ 𝐸୲୬୧

𝑅୬୧ = Λ୬୧ ∙ 𝜂୧

 𝜂௜ 𝐸୲୬୧

𝜂୧ = 〈𝑒୬୧〉ୌ୊ ∙ 𝜏୬୧

o 〈𝑒୬୧〉ୌ୊

Γ୘୅୘(𝐹)



〈𝑒୬୧〉ୌ୊ = 𝑛୧(1 + Γ୘୅୘(𝐹)) ∙ exp ൬
𝐸୧ − 𝐸୲୬୧

𝑘𝑇
൰ 〈𝑐୬୧〉

Γ୘୅୘(𝐹) = 2√3𝜋
|𝐹|

𝐹୻
∙ 𝑒𝑥𝑝 ቆ

|𝐹|ଶ

𝐹୻
ଶ ቇ , 𝐹୻ =

ඥ24𝑚୲(𝑘𝑇)ଷ

𝑞ℎ

o 𝜏௡௜ 𝐸୲୬୧

 𝜏௡௜

𝑇 𝐸௧௡௜ 𝐸஼

𝐸௏

𝜏୬୧ = 𝜏଴ ∙ exp ൬
𝐸୲୬୧

𝑘𝑇
൰ , 𝜏଴ = 2 ∙ 10ି଻ ∙ exp ൬−

0.267

𝑘𝑇
൰



 

 

 

 

 

 



 



 

 





 



 

 

 

 

𝑅୐ 𝐶ୱ

𝑅୐ 𝑅ୢ 𝐶ୢ



𝑇୯

𝑇୯ = (𝐶ୢ + 𝐶ୱ)
𝑅ୢ𝑅୐

𝑅ୢ + 𝑅୐

 

𝑄௉

 𝑄௉





 

 

𝑃𝐷𝑃 𝑃𝐷𝐸

𝑃𝐷𝐸

𝑃𝐷𝑃



 

𝑃𝐷𝐸

𝑃𝐷𝐸

- 𝑃𝐷𝐸

- 



 







 

𝐼ୟ୴୪

𝐼୲୭୲ = 𝐼୤୭୰ + 𝐼୰ୣୡ + 𝐼୰ୣ୴ + 𝐼ୟ୴୪

𝐼୤୭୰ = 𝐼ୱ୤୭୰
∙ ൬exp ൬

𝑉ୈ

𝑛. 𝑈୘
൰ − 1൰

 𝑛 

 𝐼ୱ୤୭୰

 𝑈୘



𝐼୰ୣୡ = 𝐼ୱ୰ୣୡ
∙ ൬exp ൬

𝑉ୈ

𝑛୰. 𝑈୘
൰ − 1൰

 𝑛୰

 𝐼ୱ୰ୣୡ
 

𝐼୰ୣ୴ = 𝐼ୱ୰ୣ୴
∙ ൬exp ൬

−𝑉ୈ

𝑛୰ୣ୴
൰ − 1൰

 𝑛୰ୣ୴ 

 𝐼ୱ୰ୣ୴

𝐼ୟ୴୪

𝐼ୟ୴୪



 

 







 

- 

- 

- 



𝛼୬,୮

𝛼୬,୮
ିଵ

𝐹୫

𝛼୬,୮ = 𝐴୬,୮ ∙ 𝑒𝑥𝑝 ൬
−𝐵୬,୮

𝐹୫
൰ 

𝐵୬,୮ = 𝐶୬,୮ + 𝐷୬,୮𝑇 

𝐴୬ ∙ 𝐴୮ ∙ 𝐶୬ ∙ ∙ 𝐶୮ ∙

∙ 𝐷୬ ∙ ∙ ∙ 𝐷୮ ∙ ∙ ∙ 𝑇

𝐹୫





 

 

- 



- 

- 

𝛽୬,୮

- 



 

𝛼୬,୮
ିଵ

𝛼୬,୮
ିଵ

𝑊ୗୈ

𝑊ୗୈ 𝛼୬,୮
ିଵ 𝑊ୗୈ 𝛼୬,୮

ିଵ



𝛽୬,୮

𝛽୬,୮ = 𝛼୬,୮ ∙ 𝑊ୗୈ 

𝛽୬,୮

𝛼୬,୮

𝑊ୗୈ



 

𝜏୬,୮ 𝑊ୗୈ

𝑣୬,୮ୱୟ୲

𝜏୬,୮

𝜏୬,୮ =
𝑊ୗୈ

𝑣୬,୮ୱୟ୲

 





 

 

𝜏୬,୮ 𝜏୬,୮

𝑵𝑨 𝑷𝑨
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𝛾

𝐺୪୭୭୮ୣ୶୲୰ୟୡ୲ୣୢ

𝛾

𝐺୪୭୭୮ = 𝛽୬ ∙ 𝛽୮ = 𝛼୬ ∙ 𝛼୮ ∙ 𝑊ୗୈ
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Sven RINK 

Modelization of Single-Photon Avalanche Diode 
(SPAD) for the Design of Integrated Imager 

Pixels in advanced CMOS technology 

 

Résumé 

RESUME GLOBAL 

Les applications d’imageurs à base de matrices de pixel utilisant des diodes à 
avalanche à photon unique de type SPAD intégrées en technologie CMOS se sont 
considérablement développés durant la dernière décennie avec des applications en 
imagerie et détection dans les domaines du biomédical, de l’environnement, de 
l’industrie et de l’automobile. La diode SPAD est une photodiode utilisée dans un 
domaine de fonctionnement atypique pour la plupart des dispositifs semiconducteurs 
et l’écriture d’un modèle permettant de la simuler dans un environnement de 
conceptionmicroélectronique est nécessaire pour répondre aux besoins des 
concepteurs d’imageurs CMOS à base de matrices de SPAD. Un modèle distribué a 
été conçu afin de répondre à ces exigeances, basé sur une structure en boucles qui 
traduit le phénomène d’ionisation par impact, phénomène physique au cœur du 
fonctionnement du dispositif. La validation expérimentale de ce modèle est faite par 
le biais d’une structure de test solide, développée au cours d’un projet parallèle entre 
STMicroelectronics et le laboratoire ICube. C’est grâce à cette structure de test et les 
mesures transitoires résultantes dont nous avons bénéficié, que le modèle a été 
calibré afin d’obtenir un comportement fidèle au dispositif réel.   

CONTEXTE ET OBJECTIFS DE LA THESE 

L’objectif principal de ce projet de modélisation est de répondre aux besoins des 
designers travaillant sur les circuits d’imageurs à base de diodes SPAD. La réponse 
impulsionnelle d’un pixel donné est déterminée selon une multitude de facteurs, 
incluant la réponse statique (DC), dynamique (AC), le comportement statistique 
temporel du dispositif ainsi que le temps de réponse des circuits de contrôle et de 
lecture. Tous ces effets doivent être modélisés de façon précise et implémentés dans 
un environnement de design de circuit pour atteindre les objectifs suivants : 

- L’optimisation de l’implémentation des SPADs individuelles : ceci implique 
l’optimisation des figures de mérite des SPADs, incluant la probabilité de detection 
de photons (PDP), la résolution temporelle à photon unique (SPTR), le jitter, le temps 
mort et l’afterpulsing. De plus, l’optimisation de l’électronique du pixel telle que le 
facteur de remplissage (FF), l’efficacité de détection de photons (PDE), la capacité 
d’entrée, la bande passante et d’autres paramètre reste critique.  

- L’évaluation de la performance d’une matrice de pixels. Une fois que les SPADs et 
pixels individuels ont été optimisés, il est nécessaire d’évaluer la performance de la 
matrice de pixels dans son intégralité. Ceci implique la détermination de la sensibilité 
de la matrice de pixel et l’identification de limitations pouvant empêcher ou entraver 



le bon fonctionnement du dispositif tel que les phénomènes de couplage optique ou 
électrique (crosstalk). 

En modélisant de façon précise le dispositif et en implémentant tous ces facteurs 
dans l’environnement de design de circuit, il est possible de développer des circuits 
d’imageurs hautement sensibles et précis basés sur des diodes SPAD. Ceci est 
critique dans une multitude d’applications, incluant notamment l’imagerie médicale, 
les capteurs à distance et la recherche scientifique.  

L’approche de modélisation utilisée dans ce projet est un processus complexe et 
multifacettes incluant un panel large de techniques et de méthodes. La première 
étape dans ce processus va être de conduire une analyse poussée des phénomènes 
physiques qui font partie et dictent le fonctionnement des SPAD. Ceci nécessite une 
revue de la littérature et l’utilisation d’outils de simulation avancés pour modéliser le 
comportement de la SPAD sous différentes conditions d’utilisation. 

Une fois que les effets physiques ont été analyses et modélisés, la prochaine étape 
sera le développement d’un modèle analytique pouvant être utilisé et intégré dans un 
environnement de design de circuit. Ceci impliquera l’utilisation de résultats de 
simulation afin de dériver un modèle décrivant de façon précise la SPAD sous 
différentes conditions. Ce modèle sera ensuite validé en utilisant des données 
expérimentales qui seront obtenues en utilisant un panel élargi de méthodes de 
caractérisation optoélectroniques ultra rapides, basées sur l’utilisation de lasers 
femtoseconde.  

La validation expérimentale sera basée sur des techniques de photoluminescence 
résolues dans le domaine temporel, le comptage de photons corrélés en temps ainsi 
que d’autres méthodes avancées. Ces dernières ont été développées et 
implémentées au laboratoire ICube dans le cadre du projet Nano2022, projet qui est 
subventionné par le gouvernement français et visant à consolider l’économie 
nationale de l’industrie des composants électroniques. 

Pour s’assurer que l’approche de modélisation est valide dans un environnement de 
design de circuits d’imagerie, deux niveaux de modélisation seront considérés. Le 
premier niveau se concentrera sur la modélisation d’une diode SPAD élémentaire qui 
sera la priorité de cette thèse. Le second niveau s’appuiera sur le premier et 
consistera en la modélisation d’une matrice de pixels, ce qui est une tâche plus 
complexe nécessitant l’intégration de multiples SPAD dans un unique système 
d’imageur.  

Le langage comportemental Verilog-A sera utilisé pour la modélisation, étant donné 
qu’il est compatible avec les simulateurs communément utilisés dans le design de 
circuits analogiques (eldo, spectre…). Ceci permettra au modèle analytique d’être 
intégré dans une grande panoplie de design de circuits d’imageurs, incluant ceux 
utilisés dans l’imagerie médicale, la recherche scientifique et les applications 
industrielles. 

En globalité, l’approche utilisée dans ce projet est un pas critique dans le 
développement de circuits d’imagerie hautement précis et fiables, basés sur les 
diodes SPAD. En consolidant l’utilisation de ces modèles de simulation dans 



l’industrie, ce projet aidera à promouvoir l’innovation et la croissance économique en 
France.  

LA DIODE SPAD 

La diode SPAD est une photodiode utilisée dans un domaine de fonctionnement 
atypique pour la plupart des dispositifs semiconducteurs : une polarisation inverse 
est appliquée au-delà de la tension de claquage de la jonction, et génère un état 
métastable en présence de porteurs libres générés soit par l’absorption d’un photon 
incident, soit par d’autres mécanismes (Génération-recombinaison, effet tunnel, ...). 

Alors que l’absorption de chaque photon permet en quelques picosecondes (ps) la 
création d’une paire électron-trou, la polarisation à la limite du claquage impose un 
champ électrique favorable à la multiplication des paires électrons-trous via le 
phénomène d’ionisation par impact ; le courant est ainsi amplifié et devient 
observable à l’échelle macroscopique pour chaque photon absorbé, après quelques 
dizaines à centaines de ps. En fonction du champ électrique appliqué, le facteur 
d’amplification varie sur plusieurs décades, ce qui impose de limiter le courant par 
une électronique de contrôle, non seulement pour éviter la dégradation du SPAD, 
mais également pour éteindre l’avalanche dès la détection de la première impulsion 
lumineuse par l’électronique de lecture, et réinitialiser la polarisation du SPAD avant 
la prochaine impulsion lumineuse, le tout en quelques nanosecondes. Alors que le 
régime d’ionisation par impact permet d’augmenter la sensibilité de la diode SPAD en 
tant que détecteur de photon, l’électronique de contrôle permet de contrôler le 
courant transitoire d’avalanche (amplification, extinction, réinitialisation). La vitesse 
de déclenchement du SPAD associée au temps de réponse de l’électronique de 
contrôle déterminent la résolution temporelle de chaque pixel d’imageur. 

Enfin, les processus physiques d’absorption de photon, d’ionisation par impact étant 
de nature stochastique, la réponse temporelle du SPAD à une absorption de photon 
non seulement a une composante déterministe qui dépend de paramètres structurels 
(tels que le choix du matériau et des dimensions de la zone d’absorption), mais est 
également exposée à une fluctuation (Jitter) qui doit être prise en compte dans la 
définition de la résolution temporelle minimum de chaque pixel. 

STRUCTURE DU DISPOSITIF 

La structure de la SPAD développée par STMicroelectronics, étudiée et modélisée 
dans le cadre de cette thèse est de type « reach-through » (avec une zone de très 
fort champ en surface). La structure est divisée en deux parties bien distinctes : 

- Une zone d’absorption, dans laquelle un faible champ électrique entraîne les 
porteurs (carrier drift). Cette zone est généralement très large, permettant une 
absorption améliorée générant des porteurs qui vont potentiellement être entraînés 
dans la zone de multiplication pour y générer une avalanche.  

- Une zone de multiplication, dans laquelle régit un fort champ électrique (E), 
entraînant ainsi l’ionisation par impact des porteurs et donc la génération du 
phénomène d’avalanche. Cette zone est généralement étroite par rapport à la zone 
d’absorption.  



Afin de décrire au mieux le comportement de cette structure, nous avons choisi, 
grâce au modèle distribué en profondeur, de commencer à implémenter une solution 
de modèle à deux boucles. Une boucle qui modélise l’absorption ainsi que la 
propagation des porteurs par le champ électrique vers la zone de multiplication d’une 
part (pour les électrons, nous remarquons ici que cette structure N+/P/π/P+ génère 
une avalanche principalement par la multiplication de l’électron), et la collection 
retardée du courant de trous d’autre part. 

 

APPROCHE DE MODELISATION 

Le modèle développé dans le cadre de ce projet se veut au plus proche de la réalité 
physique en décrivant le phénomène d’ionisation par impact le plus justement 
possible, tout en permettant à l’utilisateur du modèle de choisir le degré de précision 
qu’il souhaite. Ce modèle développé est basé sur une structure bouclée.  

Le déclenchement d’avalanche (Trigger), qu’il soit d’origine photonique, thermique ou 
par effet tunnel, arrive au niveau des nœuds NA et PA. Dépendant de la nature du 
trigger, on injecte une charge élémentaire coté N (NA) si un électron est généré et 
coté P (PA) si un trou est généré. Les nœuds NB et PB sont des nœuds de 
multiplication de porteurs et contribuent au gain de boucle du système Les nœuds 
NC et PC somment les contributions de nœuds NA, NB et PA, PB respectivement 
après un délai qui est le temps de transit des porteurs dans la zone de charge 
d’espace (ZCE).  

En prenant en compte la nature cyclique et récurrente du phénomène d’ionisation 
par impact, le modèle a été structuré sous forme de boucle, permettant ainsi une 
représentation compréhensible du comportement de la diode à avalanche à photon 
unique (SPAD). Cette architecture de modèle sous forme de boucle comprend deux 
chemins de porteurs distincts au sein du dispositif : les électrons (en vert) et les trous 
(en rouge).  

Il est important de noter que cette structure interne du modèle est uniquement 
connecté au modèle global par les deux nœuds de sortie qui servent d’extrémités de 
la zone de charge d’espace. Cette boucle élémentaire englobe divers nœuds 
essentiels qui ont chacun leur propre fonction et contribution au fonctionnement de la 
représentation de la SPAD : 

-NA et PA : ces nœuds correspondent aux points d’injection initiaux des paires 
électron/trou et sont donc utilisés pour représenter l’effet photoélectrique de 
l’absorption de photon, résultant en la génération d’une paire électron/trou. Ces 
nœuds permettent également l’injection dans le modèle de charges induites par 
d’autres phénomènes physiques tels que la libération de porteurs piégés 
(Afterpulsing) ou encore les porteurs générés par effet thermique (Shockley-Reed-
Hall). Cette versatilité permet une modélisation de la SPAD sous diverses conditions 
de fonctionnement.  

-NC et PC : ces nœuds servent de nœuds de sommation qui sont responsables de 
regrouper et sommer les courants des nœuds NA/NB et PA/PB respectivement. A 
chaque itération dans la boucle, ces nœuds accumulent et combinent les courants 



entrants permettant ainsi l’analyse et la modélisation de la dynamique des flux de 
porteurs au sein du dispositif.   

-NB et PB : ces noeuds sont les noeuds de multiplication et comme l’indique leur 
nom, ils servent à la multiplication des porteurs. Leur rôle est donc la multiplication 
des courants de l’itération précédente en utilisant les coefficients d’ionisation. Au 
travers de ce processus de multiplication, le modèle prend en compte l’effet 
d’ionisation par impact simulant la multiplication exponentielle des porteurs lors de 
leur traversée de la SPAD.  

-ND et PD : ces nœuds servent de nœuds de sortie. ND et PD jouent un rôle crucial 
dans la fonctionnalité globale du modèle. Ces nœuds facilitent l’extraction des 
courants de l’itération courante et l’injectent dans les terminaux de sortie du modèle, 
permettant la représentation du comportement global de la SPAD. 

En incorporant ces divers nœuds dans la structure en boucles, le modèle compact 
encapsule les aspects essentiels de la dynamique des porteurs, de leur multiplication 
ainsi que du flux de courant au sein du dispositif. La nature interconnectée de ces 
nœuds permet de simuler de façon fine l’interaction des charges, facilitant la 
compréhension plus profonde de la performance de la SPAD en fonction des 
différentes conditions d’opération. Pour conclure, le modèle compact est basé sur 
une architecture à base de boucles qui est fortement corrélée au phénomène sous-
jacent de l’ionisation par impact.  

 

MODELE DISTRIBUE 

C’est sur la base de cette boucle élémentaire que la suite du modèle a été construite, 
en assemblant plusieurs boucles afin de générer un modèle distribué dans l’espace. 
Cela permet d’avoir des sous-sections au sein du modèle qui sont modulables selon 
la zone de la SPAD dans laquelle on se situe : zone de multiplication ou zone 
d’absorption : 

- La zone d’absorption est une zone de faible champ électrique et de largeur 
conséquente. Son rôle est de capter un maximum de photons afin de générer par 
effet photoélectrique des paires électron/trou. Une fois généré, ces porteurs vont être 
entraînés par le champ électrique vers l’anode pour les trous, et vers la cathode et 
donc la zone de multiplication pour les électrons. La largeur de cette zone permet un 
rendement quantique, une proportion de photons captés générant une avalanche, 
accrue, améliorant le fonctionnement du dispositif de façon conséquente.  

-La zone de multiplication est une zone de fort champ électrique avec des champs 
pouvant atteindre les 5-8x10^5 V.cm^-1. Ce très fort champ électrique au sein de 
cette zone très étroite (quelques centaines de nanomètres) est la principale cause de 
l’effet d’avalanche des diodes SPAD. L’entrainement conséquent des porteurs dans 
la zone de multiplication leur fait atteindre leur vitesse de saturation et donc une 
grande quantité d’énergie. Cette énergie va, lors d’impacts des porteurs avec les 
atomes de silicium environnants, permettre d’éjecter des électrons de valence de ces 
atomes, créant ainsi une nouvelle paire électron/trou, qui va à son tour pouvoir 
ioniser.  



 

RESULTATS 

Après une première validation de la preuve de concept du modèle en boucles, 
notamment par une publication en 2022 d’un article de conférence IEEE 
(ESSDERC), le modèle distribué a été calibré et paramétré sur les mesures 
effectuées sur la structure de test « KNACK » développée avec STMicroelectronics. 
Grâce à ce circuit, notamment par les amplificateurs RF intégrés, les mesures 
possibles sur la SPAD ont été largement étendues. 

A l’aide des mesures de précision faites avec ce circuit, nous avons pu établir les 
caractéristiques transitoires de la SPAD. Ceci nous a permis d’ajuster notre modèle 
afin qu’il reproduise de façon précise les réponses transitoires du dispositif étudié. En 
faisant la comparaison entre les courbes de mesures et les courbes simulées du 
modèle ajusté sur la plage de fonctionnement de la diode SPAD, nous avons 
constaté que les résultats sont très proches des courbes mesurées, ce qui permet de 
dire que le modèle est fidèle au fonctionnement réel de la diode. 

 

CONCLUSIONS 

L’objectif principal de cette these était de developer une nouvelle approche dans la 
modélisation de diode à avalanche à photon unique afin de fournir au designers de 
circuits un modèle précis et proche de la physique. Cette approche a été 
décomposée en deux principales étapes de modélisation :  

-Une approche à simple boucle a été développée dans un premier temps, traduisant 
le phénomène physique au cœur des SPAD, l’ionisation par impact, en un 
diagramme fonctionnel du mécanisme. Ceci a été rendu possible en analysant 
l’augmentation exponentielle du nombre de porteurs impliqués dans l’ionisation par 
impact tout en s’inspirant des concepts d’automatique et sa description de systèmes 
à boucle fermée. La proximité avec un système à boucle fermée est d’autant plus 
proche si l’on considère les systèmes à boucle fermée divergents, étant capables 
d’entretenir l’amplification exponentielle d’un signal.  

Une fois que la convergence de ces différentes idées a été traduite en une 
représentation graphique, le premier os du squelette du modèle a été établi. A la 
suite de cela, l’implémentation du code a subi quelques problèmes, notamment 
concernant les coefficients d’ionisation par impact qui ont eu besoin de subir une 
calibration afin d’ajuster leur poids dans la multiplication des porteurs. Dans le cadre 
de l’approche à simple boucle, ceci s’est traduit par la pondération des coefficients 
avec l’étroite largeur de la zone de multiplication. Le cadre de cette nouvelle 
approche a servi de preuve de concept en comparant la réponse simulée du modèle 
avec les mesures sur le dispositif physique. Cette preuve de concept a notamment 
été validé au travers de la publication et présentation d’un article de revue IEEE à 
l’ESSDERC/ESSCIRC 2022. La confrontation des résultats de simulation de ce 
premier pas dans l’approche de modélisation avec les réponses réelles de la SPAD 
s’est faite sur quelques figures de mérite clés tels que le Charge Per Pulse (CPP) ou 
la largeur de pulse (Pulse Width). La précision des résultats obtenus a servi de 



premier jalon qui a permis l’extension de l’approche à simple boucle à une approche 
de modélisation distribuée, utilisant plusieurs boucles élémentaires interconnectées.  

-Suite à cela, comme mentionné dans le precedent paragraphe, un modèle distribué 
a été développé en se basant sur les résultats et la structure du modèle à simple 
boucle. L’idée principale de cette approche distribuée étant de créer une 
spatialisation du dispositif en se basant sur l’architecture physique du dispositif 
étudié. En étudiant la structure de la SPAD, en utilisant des coupes schématiques du 
dispositif ainsi que de simulations physiques, nous avons pu conclure que la SPAD 
étudiée avait une architecture dite « reach-through ». Cette structure dispose de 
deux sections distinctes : une région de multiplication et une région d’absorption, qui 
ont tous deux des comportements et fonctions bien distincts. D’une part, la zone 
d’absorption et une région large et principalement destinée à maximiser l’absorption 
de photons et de ce fait, améliorer la capacité de détection du dispositif. D’autre part, 
la zone de multiplication est une zone bien plus étroite (quelques centaines de nm), 
régie par un champ électrique très intense (> 10^5 V.cm-1) permettant l’ionisation par 
impact causée par les porteurs, le mécanisme responsable du comportement si 
particulier des diodes SPAD.  

Le modèle ainsi obtenu, en prenant une boucle pour la zone de multiplication pour 
décrire la zone dans laquelle se produit l’ionisation par impact, et une boucle pour la 
zone d’absorption pour une première modélisation de la réponse moyenne de la 
SPAD. Cette boucle de zone d’absorption permet de prendre en compte le temps de 
transit des électrons vers la zone de multiplication ainsi que le temps de transit des 
trous de la zone de multiplication vers l’anode. Plusieurs améliorations clés ont 
également été faites sur la structure du modèle et son fonctionnement afin 
d’améliorer sa stabilité et robustesse. Un critère de charge pour le rechargement de 
la SPAD a résolu des problèmes d’oscillation internes et a ainsi amélioré la 
performance du modèle. Une autre intégration a été l’intégration du phénomène de 
non-recharge du dispositif qui peut se produire lorsque la résistance de recharge est 
trop faible. Finalement, en croisant l’ajustement de la tension de claquage de la 
diode avec l’ajout et l’ajustement de la dégradation du champ électrique causé par le 
grand nombre de porteurs, nous avons pu obtenir des résultats précis et cohérents 
lors de la comparaison des simulations avec les résultats de caractérisation 
transitoire. L’importance et la validité de ces résultats a été corroborée par la 
publication d’un article de revue IEEE au journal TED (Transactions on Electron 
Devices), accentuant la pertinance et le potentiel du modèle. 

En combinant les deux étapes de construction du modèle présenté dans cette thèse, 
ainsi que les validations expérimentales correspondantes, nous avons pu confirmer 
l’importance et le potentiel de cette approche de modélisation en boucles. Quelques 
perspectives intéressantes peuvent être relevées afin d’améliorer et développer le 
modèle existant. En premier lieu, il y’a la collecte des trous retardée à l’anode. Des 
courbes de mesure transitoire révèlent en effet que le dispositif génère un pic de 
courant secondaire visible dans son comportement moyen, ce qui peut être assimilé 
au courant de trou traversant la zone d’absorption de faible champ pour être ensuite 
collecté par l’anode. Ensuite, il y’a également la modélisation statistique du jitter ainsi 
que de l’amplitude du pic de courant d’avalanche qui peuvent être traduit de façon 
physique et spatiale au travers du modèle en boucles, dû à son architecture 
spatialisée inhérente.  



En se basant sur les objectifs initiaux de la these, le scope et le focus ont évolués au 
cours du temps. Au fil de la thèse, le projet a évolué d’un modèle de SPAD au sens 
large à un focus particulier sur la méthode modélisation distribuée dans l’espace. A 
cause de la nature divergente et interconnectée en interne de cette méthode, la 
nécessité d’une base de modèle solide et fiable était cruciale. La représentation 
graphique du modèle semble simple en apparence, mais tous les nœuds internes 
ainsi que toutes les équations sont étroitement liés, rendant ainsi le debug du code 
difficile. Au vu de la structure du modèle distribué, l’Afterpulsing et le compte 
d’obscurité (DCR) peuvent être facilement intégrés sous la forme de blocs séparés 
configurables. La sortie de ces modules serait connectée a un module déterminant la 
localisation de l’absorption du photon (ou la génération du porteur) en fonction de la 
longueur d’onde et/ou des propriétés du matériau. Tous ces modules peuvent être 
développés séparément et de façon indépendante avant la connexion avec le 
modèle principal. Une fois assemblés, le modèle complet serait donc capable de 
simuler le comportement complet de la SPAD, prenant en compte le DCR, 
l’Afterpulsing et tous les autres phénomènes stochastiques entrant en compte (jitter, 
amplitude…) 

L’approche innovante de modélisation spatialement distribuée développée au cours 
de cette thèse vise à diversifier le portfolio d’approches de modélisation de SPAD 
disponibles et offre une nouvelle manière de décrire les dispositifs de type SPAD. 
Comme décrit précédemment, les résultats de cette étude et du développement sont 
prometteurs tant en termes de résultats de simulation que de par le potentiel qu’il 
représente. Les perspectives de ce modèle sont multiples et permettraient un grand 
potentiel dans les systèmes de détection dans des applications de pointe nécessitant 
une haute précision et une haute performance. Dans ces systèmes, la fidelité du 
modèle au dispositif réel est cruciale, et de par sa modularité, le modèle peut 
s’adapter au détriment du temps de simulation en augmentant le nombre de boucles, 
résultant en une description précise de jitter, de localisation d’absorption de photon 
etc. .  

  

  

  

  

  

  

  

  

 
 

 
  



Résumé en anglais 

Applications based on Pixel matrix imagers using CMOS technology and SPAD-type 
avalanche diodes have significantly expanded in the last decade with applications in 
biomedical imaging, environmental monitoring, industrial settings, and automotive 
systems. The SPAD diode operates in a unique mode compared to most 
semiconductor devices, requiring a model for simulation in a microelectronic design 
environment to meet the needs of CMOS imager designers using SPAD arrays. A 
distributed model, based on a loop structure reflecting the impact ionization 
phenomenon at the core of the device’s operation, has been developed to address 
these requirements.  

The main goal of this thesis was to develop a new approach in modelling Single 
Photon Avalanche Diode in order to provide circuit designers with an accurate and 
close to physics model. This approach has been decomposed into two main design 
steps: 

A Single-Loop approach was first developed, translating the core physical 
phenomenon of impact ionization into a functional diagram of the mechanism. It was 
made possible by analyzing impact ionization’s exponential increase of the number of 
implicated carriers, taking inspiration from control theory and its description of closed 
loop systems. This assimilation was especially close when considering divergent 
closed loop systems that are able to sustain the increase of the output signal. Once 
this convergence of ideas was translated into a graphical looped representation, the 
first bone of the model’s skeleton was established. Following that, the implementation 
of the code came with several problems, mainly concerning the impact ionization 
coefficients that had to be weighted and adjusted to the distance that is considered. 
In the case of the Single-Loop approach, this resulted in the weighing of the 
coefficient by the narrow multiplication region width.   

The framework of this new modelling approach has then provided proof of concept by 
the comparison of its simulated response to measurements on the physical device. 
This proof was further confirmed by the publication and presentation of a conference 
paper at ESSDERC/ESSCIRC 2022. The confrontation of the simulation results from 
this first step of the modelling approach to the real device’s response was carried out 
on several key figures of merit like Charge Per Pulse or Pulse Width. The accuracy of 
the results was a milestone that lead to the extension of the single loop based 
modelling approach to a distributed modelling approach, using multiple elementary 
loops.  

 Subsequently, as mentioned in the previous paragraph, a distributed model 
was developed upon the results and structure of the Single-Loop model. The key 
idea behind this distributed modelling approach was the spatialization of the model, 
based on the device’s structural architecture. By studying the structure of the 
modelled SPAD, using the schematic sections of the device and also taking into 
account physical simulations, we were able to deduce that it is a reach-through 
SPAD architecture. This structure has two distinct sections; multiplication and 
absorption region, which behave very differently. On the one hand is the absorption 
region which is a wide region that is mainly destined to maximize photon absorption 
and thus, improve the device’s detection capabilities. The multiplication region on the 



other hand, is a narrow section of the device where the very high electric field (> 105 
V.cm-1) enables impact ionization, the mechanism responsible for the SPAD’s 
special behavior. 

The resulting distributed model, starting at a single loop for the multiplication region 
to describe the area where the impact ionization phenomenon is occurring, and a 
single loop for the absorption region to first model the mean response of the device. 
This takes into account both the transit time of the electron to the high electric field 
multiplication region and also the transit time of the hole flow from this same region 
towards the anode. Several key improvements were also made to the model’s 
structure in order to correct undesired previous behavior and improve its overall 
stability and robustness. A charge based quenching criteria helped resolve internal 
oscillation issues occurring in some cases, enhancing reliability of the model. Another 
addition was the integration of the non-quenching behavior that can occur when the 
circuit’s quenching resistor has too low of a value. Finally, conjointly with breakdown 
voltage tuning, the addition of the electric field degradation phenomenon lead to 
accurate simulation results when compared to the transient measurements of the 
SPAD. A publication in the IEEE journal “Transactions on Electron Devices” further 
corroborates the model’s relevance and potential.  

When combined, those two stages of constructing the presented model and their 
corresponding experimental validation enable us to confirm the potential of this 
modelling approach. Some very interesting perspectives can be raised to improve 
upon the existing model. The first of those is linked to the delayed hole collection at 
the anode. Measured current transients of the device showed that there is a 
secondary delayed current peak in the mean behavior, which can be assimilated to 
the hole current traversing the low electric field absorption region to be collected by 
the anode terminal. Then, there is statistical jitter modelling and also statistical 
amplitude modelling that can be physically and spatially translated and represented 
by the model, due to its spatial modelling architecture.  

 Provided the initial stakes of the thesis, the scope and focus have evolved 
over time. As the PhD went on, the project evolved from a broader SPAD model to a 
deeper focus on the spatially distributed modelling method. Due to the divergent and 
internally interconnected nature of this method, the need for a solid and reliable 
model basis was crucial. When represented graphically, the model seems 
straightforward and simple in appearance, but all internal nodes and equations are 
tightly linked to one another and thus, the debugging of the core was challenging. 
Due to the structure of the developed model, Afterpulsing and DCR can be easily 
implemented as separate configurable building blocks. The output of those modules 
would be connected to a module that determines the location of the photon 
absorption as a function of wavelength and the device’s material properties. All those 
modules can be designed individually and independently from each other before 
connecting them to the main model. Once assembled, the complete model would be 
able to entire simulate the behavior of the SPAD, from DCR, to Afterpulsing and all 
other statistical phenomena (timing jitter, amplitude). 

 The innovative spatially distributed approach developed in the scope of this 
PhD is aimed to diversify the portfolio of available modelling approaches and offer a 
new way of describing SPAD devices. As previously described, the results of this 
study and development are promising in terms of results when compared to 



characterization data. Combined with the potential of all the perspective 
implementations and modules that can be added to the existing model structure, this 
approach can have a great potential in high precision and high-performance 
detection systems. In such systems, fidelity to the real device can be crucial, and as 
the model can be modulated by adding more loops resulting in a more precise 
description of jitter, photon arrival location dependency etc., further providing 
potential utility to the model.   

Experimental validation of this model was carried out through a robust test structure 
developed in collaboration between STMicroelectronics and the ICube laboratory. 
Calibration of the model was achieved using this test structure and the obtained 
transient measurements to ensure accurate representation of the actual device’s 
behavior. 
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